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ПРЕДИСЛОВИЕ 
Микролокальным анализом называется локальный анализ в 

пространстве кокасательного расслоения. Замечательные ус­
пехи теории дифференциальных уравнений в последние двад­
цать лет стали возможны именно благодаря широкому при­
менению идеи микролокализации. Гамильтоновы системы, ка­
нонические преобразования, лагранжевы многообразия и дру­
гие понятия, которые используются в теоретической механике 
для изучения процессов в фазовом пространстве, становятся в 
последние годы центральными объектами теории дифференци­
альных уравнений. Например, эволюция особенностей решений 
дифференциального уравнения наиболее естественно описы-



вается в терминах лагранжевых многообразий и гамильтоно-* 
вых систем, условия разрешимости формулируются в терми­
нах поведения интегральных кривых , гамильтоновой системы, 
гамильтонианом которой служит характеристическая форма, 
класс псевдодифференциальных уравнений естественно возни­
кает из дифференциальных под действием канонических пре­
образований, класс субэллиптических операторов определяется 
с помощью скобок Пуассона и т. д. При этом трудность микро­
локального анализа связана с принципом неопределенностей, 
не позволяющим локализовать функцию в любой окрестности 
точки кокасательного пространства. 

Статья содержит обзор наиболее интересных с нашей точки 
зрения достижений микролокального анализа за последние го­
ды. К сожалению, многие важные результаты не нашли в ней 
отражения из-за недостатка места. Не является полным и спи­
сок литературы, более полные списки можно найти в книгах 
[[18], [47], [103], [108], [157], [160]. 

Автор благодарит В. Я. Иврия за полезные критические за­
мечания. 

Глава 1 

МИКРОЛОКАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 

§ 1. Микролокализация 

Одной из важнейших задач теории дифференциальных урав­
нений является изучение особенностей решений. Так же, как и в 
других математических дисциплинах, функции в этой теории 
часто рассматриваются по модулю гладких, так что точками, в 
которых функция бесконечно дифференцируема, можно пре­
небрегать. Такой подход отражает физическую реальность: осо­
бые точки соответствуют явлениям, наиболее интересным с точ­
ки зрения каждой физической теорий. 

При изучении физических процессов, происходящих в огра­
ниченном объеме, широко используется принцип локальности. 
Его сущность состоит в том, что зная состояние процесса в 
некоторый момент времени в фиксированной области Q физи­
ческого пространства, можно, используя физические законы, 
определить ход процесса в области fit', лежащей строго внутри 
Q для некоторого промежутка времени в будущем. В течение 
этого времени влияние процессов, происходящих вне £2, еще не 
скажется на явлениях в Q', поскольку оно распространяется с 
конечной скоростью. 

Можно ввести и более общий принцип микролокальности, 
рассматривая явление в ограниченной области фазового про-
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странства. Зная состояние процесса в такой области для неко­
торого момента времени, можно описать этот процесс для 
близкого будущего точек, лежащих строго внутри этой области. 
Физически это означает, что изменение импульса также про­
исходит с конечной скоростью в силу конечности действующих 
сил. 

Указанные принципы получают отражение в математичес­
кой физике при изучении особенностей решений дифференци­
альных уравнений. Именно, локальными свойствами таких ре­
шений называются те свойства, которые не меняются при умно­
жении этих решений на гладкие функции с малым носителем. 
Микролокальными свойствами решения естественно назвать те 
его свойства, которые не изменяются при «умножении» решения 
на гладкую функцию с носителем в малой окрестности данной 
точки в фазовом пространстве. Эта операция, однако, является 
более сложной и фактически состоит в умножении на обычную 
гладкую срезающую функцию с малым носителем, применении 
преобразования Фурье, последующем умножении на гладкую 
срезающую функцию двойственных координат и применений 
обратного преобразования Фурье. Вместо преобразования 
Фурье можно использовать другое разложение на плоские вол­
ны, например, преобразование Радона. Фактически же, мик­
ролокальный анализ — это локальный анализ на пространстве 
кокасательного расслоения. 

При этом особенностью микролокального анализа является 
тот факт, что локализация в фазовом пространстве возможна. 
лишь до определенного предела: локализация пространственных 
координат препятствует локализации импульсов. Этот факт 
носит в квантовой механике название принципа неопределен­
ности. 

Применение принципа микролокальности в теории диффе­
ренциальных уравнений с частными производными в последние 
два десятилетия оказалось чрезвычайно плодотворным. Каждую 
функцию (обычную или обобщенную) можно рассматривать как 
совокупность дифференциальных линейных .уравнений, которым 
она удовлетворяет. Принцип микролокальности естественно 
расширяет эту совокупность до системы псевдодифференциаль­
ных уравнений, получающихся из дифференциальных при пре­
образованиях фазового пространства, сохраняющих его струк­
туру. Применяя принцип микролокальности, мы не только по­

лучаем более точное описание особых точек распределения, но 
получаем также возможность более простого описания процес­
са распространения этих особенностей, а также возможность 
перенесения на распределение операций, определенных перво­
начально только для гладких функций:'взятие следа, перемно­
жения и пр. 

Поясним идею микролокализации следующим простым приме 
ром. Пусть п—натуральное число, / i>2 и / — функция в R"» 
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имеющая вид / (x)=g(a-x), где a6Rw\0, a-jc= .2 ajxp £~ 
Л-1 

функция одной переменной. Если функция g(t) имеет особен­
ность — например, недифференцируема, при t=t0, то для / осо­
быми будут все точки х, лежащие на плоскости a •-*-—•/<>• Однако 
/ является гладкой функцией в каждом направлении, лежащем 
на этой плоскости, так что особым для нее будет только на­
правление вектора а. Теорема Радона позволяет представить 
каждое распределение / из .2>'(Rn) в виде интеграла от плос­
ких волн 

/(•*)== j ga(<x.x)da. 
| a | - l 

Поэтому в каждой точке х особыми будут те направления а, 
для которых распределение ga(t) имеет особенность в точке 
i=x-a. Если вместо теоремы Радона использовать преобразо­
вание Фурье, то f представляется в виде интеграла от плоских 
волн 

f{x)^g{a)e^'xda, 
где интеграл берется по всему Rn. При этом особыми для f 
оказываются те направления а, по которым функция g{ta) 
убывает недостаточно быстро при t-^oo. 

Как уже говорилось, принцип микролокальности широко 
применяется в современной теории дифференциальных уравне­
ний при изучении особенностей решения. Многие важные ре­
зультаты, полученные с помощью этого принципа в последние 
годы в теории краевых задач, в спектральной теории, в теории 
функций многих комплексных переменных и других областях 
математики, указывают на большие потенциальные возмож­
ности микролокального анализа. 

§ 2. Волновой фронт распределения. Ц 
Его функториальные свойства г 

2.1. Определение волнового фронта. Понятие особой точки 
распределения не является однозначным. В зависимости от рас­
сматриваемой задачи особой может быть названа точка раз­
рыва, или точка, в которой функция обращается в оо, или точ­
ка, в которой функция имеет существенную особенность в 
смысле теории функции комплексной переменной и т. д. Для 
общей теории распределений наиболее естественным является 
следующее 

Определение 2.1. Точка х$ не является особой для рас­
пределения и, если существует такая функция <р из Со°°(1кп), что 
< p W # H<paeC°°(R"). 
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Из определения следует, что множество особых точек рас­
пределения замкнуто. Это множество называется носителем 
особенностей распределения и и обозначается sing supp а. Лег­
ко видеть, что это множество инвариантно относительно диффео­
морфизмов пространства, так что понятие носителя особенностей 
без труда может быть определено для распределений на гладком 
многообразии. 

Для гладкого многообразия J будем обозначать Т*(Х). про­
странство кокасательного расслоения и Т*(Х)\0—-это про­
странство с выброшенным нулевым сечением (см. например, 
[2], [118]). Следующее определение и примеры принадлежат 
Хёрмандеру. Сразу же отметим, что существуют и используют­
ся в общей теории многочисленные родственные понятия: ана­
литический волновой фронт, волновой фронт Жевре, фронт ос­
цилляции и др. (см. '['108], [160] и п. 4.2 главы 6). 

О п р е д е л е н и е 2.2. Точка (х0, Ъо)вТ*(Кп)\0 не принадле­
жит волновому фронту распределения и из £D'{Rn), если су­
ществует такая функция <р из пространства Co°°(Rn), что 
(р(х0)фО, и такой конус Г в пространстве R71 с вершиной в на­
чале координат, содержащий внутри себя луч {£; £ = %, ^>0}> 
что для всех |б/" и всех целых N выполнены соотношения 

I ч й <Е> I—0"С<1 ч--"! | 
Волновый фронт распределения и обозначается WF (&). 
П р и м е р 2.1. Если распределение и является плоской вол­

ной, т. е. u(x)=g(a-x), где a£R n \ 0 , g^3)f(R), то всякое на­
правление §(>, неколлинеарное вектору а, является неособым для 
и, т. е. WF(u) состоит из тех точек (х0, |о), для которых lo=ta 
при/6R\0 и a - ^ s i n g s u p p g . 

П р и м е р 2.2. Пусть T ) 6 R * \ 0 , q>ZCo°°(Rn), qT(0) = 1 и cp(0)> 
> 0 . Тогда для непрерывной в Rn функции 

волновой фронт состоит из луча {(0, Щ, / > 0 } ([106]). 
Суммируя по т), можно получить из данного примера функ­

цию, у которой волновой фронт совпадает с произвольным 
замкнутым коническим подмножеством в T*(Rn) \ 0 . 

2.2. Локализация волнового фронта. Сравнительно просто 
проверяются следующие свойства волнового фронта (см. П104], 
[108],[18]): 

1°. Еслии€2>'(Яя),.феСо"(Нп), то 
WF(<p«)c:WF(B). 

2°. Если я : r*(Rn)-*-R"- — естественная проекция, то 
nWF(u) -=sing supp и для каждого распределения и из <2У (Rn).. 
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2.3. Волновой фронт и особенности одномерных распределе­
ний. Пусть X и Y—гладкие многообразия и f : X->-Y—гладкое 
отображение. 

Отображение f называется собственным, если множество 
f~l{K) компактно для каждого компакта К из Y. Если <р6 
eCo°°(Y) и / — собственное отображение, положим 

Тогда /*феСо°°(Х) и отображение /* непрерывно из 2D(Y) в 
3)(Х). Это позволяет определить по двойственности прямой 
образ /*ц для каждого распределения и£3)'(Х) так, что 

<fM, ф>=-<#, / *ф>. 

Та же конструкция"очевидно применима для произвольного 
(не обязательно собственного) отображения / в том случае, 
когда и имеет компактный носитель, т. е. и£$" (X). 

Обратный образ распределения f*u определен в том случае, 
когда / является наложением X на У. Последнее означает, что 
для каждой точки г/6 У множество f^l{y) является гладким под­
многообразием в X и все эти подмногообразия диффеоморфны 
фиксированному гладкому многообразию размерности k. Ло­
кально такое отображение является проектированием и при под­
ходящем выборе локальных координат сводится к проекции 
RfcXR^Rk. Если фбСо°°(Х), носитель ф лежит в координатной 
окрестности и х= (xf, х"), где x'£Rh, x"£Rl, то f*<p(x') = 
= f ytfiXf'ydx". Положим теперь для ый25'(У) 

<f*u, Ф> = <-~, fap>. 
Если f одновременно является собственным отображением и 

наложением (например, f является диффеоморфизмом), то оп­
ределены одновременно /*а и /*t/ для каждых u&2D'{Y), v£3)'{X). 

Пример 2.3. Пусть я: R^R1—-проекция на ось хх. 
В этом случае определены как я*и для u£3)f (R), так и n^v 
для vQS*' (R7*), причем 

%*v (x)=s j v (хъ x2, .'.., xn)dx%... dxn. 
Используя эти понятия, можно показать, что справедлива 
Теорема 2.1. Пусть Q —область в Rn, uG£&'(Q). Точка 

(#<ь So) из T*Q\Q не принадлежит WF{u) тогда и только тогда, 
когда существует такая функция ф из cV°(Q), что <р(хо\Ф09 
и такое е>0, что для каждой гладкой функции / : supp ф-HR, 
для которой \gradf(Xo)—10| < 8 , функция f*(q)U)(i) бесконечно 
дифференцируема на прямой ([&5], [19]). 

2.4, Волновые фронты прямого и обратного образов распре­
деления. 
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Теорема 2.2. Пусть отображение f:X-+-Y является нало­
жением и u&g'(X). Тогда 

WF(f.u)cz{(f(x), ц) :хеХ, (х, %'4)6W(«0 или 7/4 = 0}, 
где 7*1 — матрица, транспонированная к матрице Якоби fx' 
отобр ажения /. ([ 104]). 

Пример 2.4. Пусть я : R^R 1 — проекция на ось хи т. е. 
n{xux2) =xh 

Матрица Якоби имеет вид я/==(1,0) и 
WF(j и{хъ x2)dx2)c:{(xb rj); gx2, (*ь *ъ *)>. 0)6WF (и)}. 

Таким образом, WF(KM) содержится в множестве проекций 
тех точек из волнового фронта распределения и, в которых 
особые направления параллельны оси #1. 

Обратный образ распределения f*u был определен выше 
только для-/, являющихся наложениями. Можно пытаться опре­
делить его в более общем случае по непрерывности, полагая 
}*и — Ит[*щ, где {и,} — последовательность обычных функций, 
сходящаяся к и в 3)'\{Y) и !*щ(х)=щ(1(х)). Как показал 
Хёрмандер [104], такой подход приводит к следующему утвер­
ждению. 

Теорема 2.3. Пусть f : X~*-Y — гладкое отображение. По­
ложим 

Если uGD'(Y)-9 WF(u)[\Nf=0t то распределение f*u может 
быть определено по .непрерывности, причем 

WF(f*u)cz{(x, '1);Ш;ч)&№(и)9 y-f(x), £=ГМл}. 
При этом обратный образ f*u определяется однозначно. 

Пример 2.5. Пусть М — гладкое ^-мерное подмногообра­
зие в Rn и р — гладкая функция, заданная на "М. Пусть и(х) = 
~<р®6(-М), Тогда 

WF(u)cNiM)\0, 
где N(M) — пучок конормалей к М, N(М) сТ*(Rn). Если 
р(хо)Ф0, то (Хо, |)6WF(и) втом и только в том случае, когда 
вектор |. направлен по нормали к Ж. Это следует из теоре­
мы 2.3, если рассмотреть наложение Rn-Wll 

§ 3. Волновой фронт и операции 
над распределениями 

ЗЛ. След распределения. Произведение распределений. По­
кажем, как, используя теоремы предыдущего параграфа, можно 
ввести для распределений некоторые операции, определенные 
первоначально для гладких функций. 

Теорема 3.1. Пусть X —гладкое многообразие, У —глад-
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кое подмногообразие в X, a N(Y) —пучок нормалей к У, каса­
тельных к X. Пусть тЗ)'{Х) и WF(u)(]N(Y)=0. Тогда суже­
ние u\Y может быть определено как i*w, где i:Y-+-X — вложе­
ние. При этом, если (у, i])6WF(&|y), то существует такой век­
тор &N(Y), что (у, n + S)-WF(a) ([108]). 

Эта теорема сразу следует из теоремы 2.3, поскольку Л̂ --= 
=N(Y). 

Теорема 3.2. Пусть X — гладкое многообразие, щ и 
и2£2)'\(Х)у причем WF(ui)+WF(u2)c:T*X\0. Тогда распреде­
ление и\иф2Ь'(Х) может быть определено как A*(#i<8>w2), где 
Д : Х-+-XXX — диагональное отображение. При этом 

WF(uh u2)cz{(x, i + ri); (x, g)€WF(ai), или 1=0, 
(х, n)WF(u2) или ti«0; 1+т,¥=0} [108] 

И здесь применима теорема 2.3, поскольку'jfVA = {(x, xy %9 

Пример 3.1. Если У и Z — подмногообразия в J, пересе­
кающиеся трансверсально, и и v — гладкие плотности на У и 
Z, соответственно, то uv — гладкая плотность на Y(]Z. 

3.2. Волновой фронт решения дифференциального уравне­
ния. 

Теорема 3.3. Пусть a6S>'(Rn), Р(х, ^—дифференци­
альный оператор с гладкими коэффициентами и Р(х, Dx)u= 
=/eC°°(Rn). Тогда 

WF(a)cCharP = {(x, •6:)er*(R-)\6,' P0(x, I) =0}, 
где Ро — характеристическая форма оператора Р. 

В общем случае WF(w)crWF(P.a)UCharP. Если, в частно­
сти, Р — эллиптический оператор, т. е. CharP = 0 , то WF (Ри) = 
= WF(w) ([108]). 

Напомним, что оператор Р называется гипоэллиптическим, 
если sing supp PuzDsing supp и. 

Если WF(PU)IDWF(U) для каждого uQ$"(X), то оператор Р 
называется микролокально гипоэллиптическим. Вопрос об осо­
бенностях решения дифференциального уравнения будет рас­
смотрен ниже, в главе 4, а сейчас отметим одно из следствий 
теорем 3.1. и 3.3; 

Теорема 3.4. Пусть uG&)'(R»+l), P(t9 х, Du Dx)u= 
=/^C°°(Rn+1), №% #6Rn. Если плоскость i=0 нехарактеристи-
ческая, т. е. Ро(0, х; 1, 0)-#0, то определены следы Dt

hu(09 x)€ 
6S5'(Rn) при всех k^0. При этом 

tt.C~(R; 3>'(Rn)). ([108]). 
Это утверждение следует из теоремы 3.1, поскольку точки 

(0, х, т, 0) не лежат в WF(u), так что "WF(u)ON(Mo) = 0% где 
Мо — плоскость /=0. 

3.3. Волновые фронты и интегральные операторы. Пусть 
Qi и Q2 — области в RnH Rm соответственно. Пусть А — линей-
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ный непрерывный оператор из S>(.Q2) в -D'(Qi).c ядром Швар­
ца К из £Dr(Q1XQ2)- Рассмотрим множества 

Mi = {(x, 6);Яуео2, (*, у, Ь 0)6WF(iC)}, 
М2={(*/, т)); a*6Qb (*, у, 0, ^ )GWF(#)} . 

Т е о р е м а 3.5. Пусть Л^ ' (Й!XQ 2 ) , иШ'(Q2), причем 
Mi = 0, M2(]WF(u)=0. Тогда определено распределение 

ЛИ (х) — j ' tf (х, у) и (у) dye^'iQx) 
VfF[Au)c{(x9t); ЯО/, ti), (х>у,Ъ,-ц)еШ(К), 

Отметим, что произведение К(х, у)и(у) определено по тео­
реме 3.2, поскольку Af2nWF(tt)=0.. Условие, МХ = 0 означает, 
что А : Co00(Q2)->-C00(.Qi), т. е. гладкие функции при этом отоб­
ражении переходят в гладкие. 

Глава 2 
ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 

§ 1. Алгебра псевдодифференциальных операторов 
Ц Сингулярные интегральные операторы. Во многих во­

просах теории дифференциальных уравнений с частными произ­
водными возникает необходимость использования сингуляр­
ных операторов, т. е. операторов вида 

Аи(х)~=§К(х, x—y)u(y)dyT (1) 
где К (х, г)—функция, имеющая при 2=0 особенность, и 
К(х, tz) =rfnK{x9 z) при t>0. Предполагая, что 

J K(x,z)dz*=*0i 

можно корректно определить оператор Л в смысле главного 
значения* т. е. 

Au(x)=*lim J K(x,x~~y)uiy)dy. 

В работах Жиро, Корна, Лихтенштейна было показано, что 
оператор А является ограниченным оператором в простран­
ствах Са при 0<а<1 . В работах Кальдерона и Зигмунда дока­
зана его ограниченность в пространствах Lp.npH p>L 
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Эти теоремы важны для изучения гладкости решений эллип­
тических уравнений. Фундаментальное решение F(x, x—у) эл­
липтического дифференциального оператора L(x, D) порядка т 
имеет при х=у особенность порядка \х—у\т~п. Поэтому про­
изводные порядка т решения уравнения Lu=f выражаются че­
рез / с помощью сингулярных интегральных операторов. Таким 
образом, если Lu£Lp(Q) при р > 1 , то Dau£Lp

100 (Q) при | а | ^ т , 
а если LueC^iQ), 0 < а < 1 , то u€Cm+a(Q). 

Операторы вида 2(аа(х) + Ла)£)а, где Аа — сингулярные ин­
тегральные операторы, называются сингулярными интегро-диф-
ференциалъными операторами. Нетрудно видеть, что такие опе­
раторы образуют алгебру. В этой алгебре эллиптические диф­
ференциальные операторы являются обратимыми с точностью 
до компактных операторов. 

1.2. Символ. В работах С. Г. Михлина было отмечено, что 
каждому оператору А вида (1) можно сопоставить функцию 
а(х, £), определенную на кокасательном пространстве. Эта 
функция называется символом и играет важную роль в исчис­
лении сингулярных интегродифференциальных операторов. 
Различные варианты этого исчисления разработаны в работах 
А. С. Дынина, М. С. Аграновича, М. И. Вишика, Г. И. Эскина, 
Кона, Хёрмандера, Ниренберга, Сили, Унтербергера и Бокобза. 
Наиболее популярной в настоящее время является теория псев­
додифференциальных операторов, оформленная впервые в ра­
боте [114] Кона и Ниренберга. 

Псевдодифференциальным называется оператор вида 

Аи (х) = (2я)-л J а (х, I) и (g) *'<*•!> db A (2) 

Здесь йбСо0 (R*)- и (g) = j и (у) ^ - ' (У »*) ^—"преобразование Фурье 
функции и. Функция а называется символом оператора А. 
Предполагается, что 

\DtDU(x,l)\<Ca^(l + \l\)m4ai / (3) 
при всех а и р из Z+

n. Постоянные Са,э могут зависеть от ком­
пакта К, которому принадлежит точка х. В том случае, когда 
а является многочленом от | , оператор Л оказывается диффе­
ренциальным. В частности, если а = 1 , то Л—/. Класс символов 
а, удовлетворяющих (3), обозначается Sm. 

Число m называется порядком оператора Л. В том случае, 
когда а удовлетворяет неравенствам (3) при любом /ra€R, гово­
рят, что порядок оператора Л равен —оо. Множество таких 
символов обозначается S"00. Псевдодифференциальный опера­
тор Л с символом а из Sm называется классическим, если опре­
делена такая последовательность символов afiS™"5, / = 0 , 1 , 
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2 , . . . , что'а,(*, ф=*-~-а л(х, | ) при i>1 , . | | | > 1 и 

DlD*Ja(x,l)-^aj(x,l) 

для всех а, р, | | | > 1 и всех целых N^0. В этом случае упот­
ребляется обозначение а^Иа^ Функция а0 называется главным 
символом оператора А. Класс таких символов обозначается 

1.3. Ограниченность псевдодифференциальных операторов. 
Приведем несколько основных теорем об ограниченности рас­
сматриваемых операторов. 

Г : Оператор (2) переводит Co°(Rra) в C°°(Rn) и может быть 
расширен до оператора AiS*' (Rn)->2)f (Rn). 

2°. Если т<—п, то Аи (х) = J К (х, х — у) и (у) dy, где 
К (х, z) = (2я)-п J а (х, I) е1*-ЩеС~т~п (R2/z). В частности, если 
порядок оператора А равен —оо, то К^С°°. В этом случае, если 
uG#'(R»), то Аи(х)=<иу, К(х, х—y)}$C°°(Rn). Такие операто­
ры называются сглаживающими. 

Если т^—пу то ядро К{х, г) может быть определено из 
равенства 

\г\™К(х> г) = (2я)^ J ( ( - A ^ a ( x , 1)]е*"Щ 

при 2N>m+n, которое можно получить, интегрируя по частям. 
Из этого равенства видно, что К^С°° при гФО и \К(х, z)\^ 
^.C\z\"2N

} т. е. особенность ядра может быть только степенной. 
Оператор А с ядром Шварца К(х, х—у) называется соб­

ственным, если К{х, z)=0 при | г | > р , где р > 0 и K^C°°(R2n). 
Такой оператор переводит функции из C0°°(Rn) в функции из 
C0°°(Rn) и распределения из &'{Rn) в распределения ^ 7 (R n ) . 

Пусть h{z) —некоторая функция из C*(Rn), равная 0 при 
| г | < р , и h(z)=l при | z | > 2 p , где р > 0 . Пусть А — псевдодиф­
ференциальный оператор с ядром Шварца K(xt х—у). Поло­
жим Ki(x, y)=h(x—y)-K(x, х—у); Kz{x, y) = [1— h(x—y)]K(x, 
х—у) и пусть А\ и А<х — операторы с ядрами К\ и К%, соответ­
ственно. Поскольку Ki^C°°(R2n), оператор А\ является сглажи­
вающим. Оператор А2 является собственным. Отметим, что сим­
вол псевдодифференциального оператора восстанавливается по 
его ядру с помощью формулы 

а(х, l) = {2nf §К(х, х-у)е^-х)'Ыу. 

Тдким образом, каждый псевдодифференциальный оператор яв­
ляется суммой собственного и сглаживающего операторов. Это 
обстоятельство позволяет определить алгебру псевдодифферен-
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циальных операторов, рассматриваемых с точностью до сгла­
живающих. 

3°. Пусть А — псевдодифференциальный оператор порядка 
т и его символ равен нулю при больших значениях \х\. Тогда 
оператор А определяет непрерывное отображение 

А : п s—*-tl s-m 

для каждого вещественного s. 
1.4. Композиция псевдодифференциальных операторов. Если 

А и В — псевдодифференциальные операторы порядков т и т' 
соответственно и оператор В является собственным, то опреде­
лена композиция С=А°В, которая является псевдо дифференци­
альным оператором порядка т-\-тг с символом 

С <*• 9 ~ ^ I T D*a ( х ' l ) D"b {х' & (4)" 
Эта формула является обобщением классической формулы 
Лейбница. 

1.5. Формально сопряженный оператор. Назовем оператор 
Л* формально сопряженным к оператору А, если 

J Aa(x)vjxjdx== §и(х) A*v(x)dx; и, veC™(Rn). 
Если А — псевдодифференциальный оператор порядка т, то» 
оператор Л* также является псевдодифференциальным, имеет 
тот же порядок и его символ 

a*(x^)-^^DlD^{^). (б> 
а, х "'4 

Отметим, что псевдодифференциальные операторы могут быть 
определены в пространствах вектор-функций. В этом случае их 
символы являются матрицами. В правой части формулы (5) в 
таком случае должна стоять матрица 'а, сопряженная к а. 
Остальные формулы справедливы без изменения. 

1.6. Псевдолокальность. Микролокальность. Хорошо изве­
стно (см. [ЮЗ]), что дифференциальные операторы <и толыко 
они являются локальными линейными операторами, действу­
ющими из С0°°(КП) в 3)'(Rn), т. е. такими, что supp Рис 
czsupp и для всех функций aGCo°°(Rn). Псевдодифференциаль­
ные операторы обладают более (слабым (свойством псевдоло­
кальности: 

sing supp Auczs'mg supp и, 
а также свойством микролокальности: 

WF{Au)cWF{u). 
Волновой фронт распределения и можно определить с по­

мощью мсевдодифференциалыных операторов: точка (х0, | 0 ) не 
принадлежит WF(u) для распределения и с компактным носи* 
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телем в Rn тогда и только тогда, когда существует псевдодиф­
ференциальный оператор А с главным символом а(х, | ) , для 
которого а(хо, |о) =̂ -0 и Au£C°°(Rn). 

•1.7. Эллиптические операторы. Оператор Л порядка т на­
зывается эллиптическим, если \а(х, g) |^Co|Slm_~Сь где Со= 
= Const>0. Эллилтические операторы обратимы в рассматри­
ваемой алгебре с точностью до сглаживающих операторов. 
Точнее говоря, для каждого эллиптического оператора А по­
рядка m w для каждого компакта К существует такой эллип­
тический оператор Q порядка-— /п, что QA—/+Ti, AQ^I+Tz, 
и операторы Гь Т2 имеют порядок — —оо IB К- Отсюда сразу 
следует, что эллиптические операторы типоэллиптичны, т* е., 
мЪС°° в каждом открытом множестве, на котором Ла-С°°. 

Оператор Л.порядка m 'называется эллиптическим в точке 
(х0, Ь) из r*(R*)\0, если |а(%, £) |>C 0 | g | m -Ci для (х, I) из 

тонической окрестности точки (#o, to)- Конической окрест-
лостью, как обычмо, .называется множество 

{(JC, |); \х — х0\<Ьъ 

Для эллиптического в точке оператора А может быть построен 
микролокальный параметрикс, т. е. такой оператор Q поряд­
ка —/я, что 

дфл-=ф/+ть лФд=Ф/+г2, 
:где ф(д:,1))—псевдодифференциальный оператор порядка О, 
символ 'Которое имеет носитель в достаточно «малой кониче­
ской окрестности точки (х0, go) и равен единице в меныцей 
конической окрестности Г этой точки, а символы операторов Тх 
и Г2 равны нулю в Г. 

1.8. Неравенство Гординга. Если Л—классический псевдо-
дифференц.иалышй оператор порядка m с 'главным символом 
а0(х, I) и Rea0(x,i)^C0 |g|m , где C0=Const, jg|>l, то 

Re (А ,̂ гг) > С0 П ^ ||^/2—Сх \ 
для всех и из C0~(/Q, Ci-Ci(K) ([108]). 

Отсюда можно получить следующую '.точную оценку нормы 
юлератора через его символ. Пусть B(xtD) -псевдодифферен­
циал шый оператор порядка m с главным символом Ь0(х, £) и 
I Ьо(х, 1) | <Af при 111 = 1. Тогда для любого вещественного 
«числа s можно найти такую постоянную С—С(s), что 

l l#«IU^ \ 
1.9. Расширение класса псевдодифференциальных опера­

торов. Операторы вида 

Л й ( * Н ^ / (6) 
—0 
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где символ а удовлетворяет неравенствам 
\DlDlDy

ya(x, у, 1)\<Са^у(1+\ g|)«-i«i, 
также являются псевдодифференциальными. При этом сим-
вол Ъ такого оператора имеет * следующее аоимптОтическое 
представление 

ос 

Таким Образом, классы Операторов, определяемых формулами 
(2) и (6), совпадают. В форме (6) представляются операторы 
Be и ля: 

Wu(x)=(2n)-" J J a(£fi-, g) u(y)e«*-y*dydZ, (7> 

где аб5от-

§ 2. Инвариантность главного символа 
относительно канонических преобразований к"' 

2.1. Инвариантность относительно замены переменных. 
Рассмотрим вначале вопрос об инвариантности определения 
псевдодифференциалыного оператора относительно замены пе­
ременных. Запишем псевдодифференциальный оператор А в. 
форме (6) и заменим х н а f(x'), у на f{y'). Заметим сразу,что 

x-y^f(xf)-f{y')=F(x\ у')(х'-у% 
где F(x',y')=*\ df(y' + t(x'-y')) dL Если заменить g Ha 

*F(x\ у'У\ то получим 
Au(x)***(27t)~n^a(x, 1)и(у)е^х-УЫуй1^ 

-№Г\\а{/\*% У (*', уГ\) V (у) в**9-**' f ^ [ ^ > 
где v{y')=u(y). Полученный оператор имеет вид (1.6) и по­
тому является псевдо дифференциальным. Его главный символ 
вычисляется в соответствии с п. 1.9 и равен ao(f(x')7 
' / '(л/)"4!)- Это означает, что главный символ псевдодифферен­
циал ьного оператора инвариантно определен на кокасателшш 
пространстве. 

Таким образом, при замене переменных класс псевдодиффе­
ренциальных операторов сохраняется. Это позволяет опреде­
лить псевдодифференциальный оператор на гладком многооб--
разии. 
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О п р е д е л е н и е 2.1. Пусть J —гладкое многообразие. 
Непрерывное линейное отображение А : Со00(Х)-^С00(Х) назы­
вается псевдодифференциальным оператором 'на X, если для 
каждой координатной окрестности UczX, которой соответ­
ствует координатное отображение ф : £Л-*-о), где о>—область в 
Rn, отображение С0°° (со) Эи-*-(*р-г)*Л (<р*и) 6С00 (со) является 
оператором вида (2). 

О п р е д е л е н и е 2.2 Пусть X— гладкое многообразие, Е и 
F —гладкие комплексные расслоения над X. Непрерывное ли­
нейное отображение AiCV(X, E)-^Cco(X9F) называется псев­
додифференциальным оператором, если для каждого Открытбго 
подмножества VaX, для которого E\v и F\y диффеоморфны 
VxCmi и VxCm\ соответственно, существует такая т2X Ш\ — 
матрица псевдодифференциальных операторов AtJ над V, что 

(Aulvh^Aijiulv)^ ueCZ(V, E). \ 

2.2. Субглавный символ. Январиаитность главного символа 
относительно замены переменных позволяет определить для 
псевдодифференциальных операторов на многообразии различ­
ные классы, которые характеризуются главпным символом: эл­
липтические, операторы главного типа и др. При изучении 
операторов с кратными характеристиками существенную роль 
играет субглавный символ 

Щпъ(х> I) = '* i (-*> I) — 2Г Д, *дх*дЪ3 ' 

который инвариантно определен на множестве двойных харак­
теристик оператора А: 

•Za ' - l teg) ; а0(х,1)=0, dXila0(x,g)=0}. 
2.3. Канонические преобразования. Можно рассмотреть бо­

лее широкий .класс (преобразований, при которых псевдодиф­
ференциальные операторы переходят в псевдодифференциаль­
ные. 

Положим 

Фи{х)^(2^^^Ь(х, £)b(g)^(*-6)rfg, (8) 

где 5 — вещественнозначная гладкая функция на T*Rn, при­
чем S(x,tt)=tS(x9£) при / > 1 , | g | > l и tetWdtS/dXidlsW^O 
ПРИ | § | ^ 1 - Относительно символа b будем предполагать, что 
beS° ъ\Ь(х,1)\>С0>0 при |g | > 1. 

Т е о р е м а 2Л ([14], [18]). Каждому псевдодифференци-
альному оператору А порядка m соответствует такой псевдо­
дифференциальный оператор Л' того же порядка, что опера-
22 



тор ФА—А'Ф является сглаживающим. Если ао(х, |)—глав­
ный символ оператора А, то главный символ оператора А' оп-
ределяется р авенством 

*{**£*•)-.(*%*. i 
Утверждение из п. 2.1 вытекает отсюда, если положить 

S(x, Q=*f(x)-l. 
Преобразование (х, Ъ)*+(у9 г}), при котором 

t dS(jc, г]) у/ dS{x, «л) 
# = -ъ a* ' * an ' 

называется каноническим, а функция 5 в этом случае назы­
вается производящей функцией (канонического преобразования. 

Канонические преобразования играют важную роль в клас­
сической механике (см. .[2]). Вообще, каноническим -называется 
такое преобразование пространства R2n точек (х, £) = 
= (хи •.., хп, 1и .. •, In), при (котором сохраняются скобки 
Пуассона 

U . g) ^ i feJ—<£ i; agy ax ; ax ; agj 

для любой пары функций f, g из C°°(R2n). Поскольку в теории 
дифференциальных уравнений переменные х и | неравноправ­
ны, мы рассматриваем здесь только однородные канонические 
преобразования, т. е. такие, производящие функции которых 
удовлетворяют условию однородности: S(x, ti)=tS(x, | ) при 
/>1, | g | ^ l . Однако в общей теории дифференциальных урав­
нений используются и произвольные /канонические преобразо­
вания (см. [18], [35]). 

2.4. Обратная теорема. Можно показать, что класс одно­
родны;?-; канонических преобразований, указанный выше, яв-
ляется максимальным допустимым классом преобразований, 
•сохраняющим алгебру 'классических псевдо дифференциальных 
операторов. Это сразу видно из того, что главный символ опе­
ратора ЦД, В] =АВ—ВА пропорционален скобке Пуассона 
главных символов операторов А и В. Поэтому каждому тако­
му преобразованию соответствует однородное каноническое 
преобразование пространства Г*/?п и, следовательно, однород­
ная производящая функция S и оператор Ф вида (8). 

В действительности справедливо и более сильное утвержде­
ние (см. {50}; впервые утверждение такого рода получено Зин­
гером). Пусть X, Y — гладкие миогообр'азия, причем 
#i (jT*X\Q9 С) =0. Пусть Lm(X) —пространство классических 
псевдодифференциалыных операторов порядка т с символами 
а(х, | ) , допускающими асимптотическое разложение a~\2aif 
где а/(хЛ)=^^а5(х,1) при *>1, ' | g | > l , так что L°°(J)-=i 
— Ш>(Х). Пусть i —такой изоморфизм алгебр Lw(X)-*-L°° (У), 
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что i: Lm(X)-^Lm(Y) для всех m€Z. Тогда существует такой 
обратимый интегральный оператор Фурье А : С" (У)--•>£?" (X), 
что A-i(P)sssP'A. Фазовая функция этого оператора опреде­
ляет микролокально каноническое преобразование, 'позво­
ляющее вычислить главный символ оператора i{P). 

% 3. Канонические формы символа 

3.1. Простые характеристические точки. Использование ка­
нонических преобразований существенно облегчает изучение 
дифференциальных и псевдодифференциальных уравнений. От­
метим, что такой подход в рамках теории «чистых» дифферен­
циальных уравнений невозможен. Класс псевдодифференциаль­
ных операторов получается естественным образом при приме­
нении канонических преобразований к дифференциальным опе­
раторам. 

Микролокальное изучение уравнения А(х, D)u=f(x) в не­
характеристической точке (х°, |°) легко проводится после по­
строения в конической окрестности этой точки параметрикса, о 
чем говорилось в п. 1.7. 

Следующими по сложности являются простые характеристи­
ческие точки. Допустим, что главный символ а® оператора А 
явдяется вещественнозначной функцией, a0(xQ, |°)=0, йга^(х°, 
g°)=7~=0, | | ° | > 1 . Тогда в конической окрестности точки (х°, |°) 
символ оператора а может быть приведен к виду q[x,%)\', где 
q — символ эллиптического оператора порядка т—1. Обращая 
оператор Q с символом q, мы можем, таким образом, свести ис­
следование уравнения Au=f к решению уравнения вида D\v=g~ 

Для построения искомого канонического преобразования 
укажем способ отыскания его производящей функции. Посколь­
ку уравнение Au=f эквивалентно уравнению вида А1~шАи = 
=A1~mff где Л — оператор с символом (1-Ь|£|2)1/2, то можно 
считать, не ограничивая общности, что порядок т оператора А 
равен 1. G помощью поворота х' = Тх можно добиться, чтобы 
выполнялось условие rfa0(-r°, %0)/д1\ф0. Искомое каноническое 
преобразование Ф : (xf £)•-*-(#, г]) должно быть таким, что 
•Яо(*, i)—4i-'' Это дает дифференциальное уравнение 

М ' JSc } — Ъ' ( 
Добавим к нему начальные условия: 

• п 

S — ̂ x^j при x1 = x°v 
"" '''7-2' 

По построению, плоскость хг=х° нехарактеристическая и потому 
эта задача Коши имеет единственное решение в некоторой 
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окрестности точки (JC°, Г)°), где вектор ц°. находится из условия 
а 5 ( ^ , Т | , ) ^ £ ° , так что 45 = g5 при / = 2 , . . . , я , *]?-—-= 0. Легко 
проверяется, что S(x, й0==/5(х, г)) при / > 0 и что 
det || <?2S/ dxfirij || (х°, if) ^ 0. 

Аналогично находится каноническое преобразование, после 
которого а0(х, |)=т]ь и в том случае, когда d^aoix0, £°)=0, но 
dxa0{x°7 1°)ф0 и форма dxao(x°, |°) неколлинеарна форме 
§°<ix. В этом случае мы ищем производящую функцию S = 
=S(#, | ) . Пусть для определенности <.4a0(*0, |°)=rfxi и ii°=0» 
Ц ° | ^ 1 . Функция S должна удовлетворять уравнению 

к которому добавляются начальные условия 
п *2 

5=—2^+2Т1тпри yi===a 

/ - 2 
Такая задача имеет единственное решение в окрестности точки 
(У°у 1°). Здесь вектор г/ определяется из условия х°— ?!' > 
так что ^==г/0 при у = 2 , . . . , /г, у°=0, Легко проверяется, что 
S(M0«*S<y,5) при *>0 'и что d e t | | ^ 5 ( ^ 0 , ^ / ^ ^ . 1 1 ^ ^ 

Построив производящую, функцию S(x, ц) или S(#, | ) в ко­
нической окрестности рассматриваемой точки, можно затем 
продолжить ее на окрестность вида ooXRn, так что S останется 
при 1|1 ^ 1 невырожденной однородной функцией. Применяя 
оператор Ф вида 

Ф<о(х)=*(2>к)-п j5.(0^C*'«dgf 

можно привести уравнение Au=f первого порядка к виду Ви = 
=g", причем главный символ 60(У, i\) в конической окрестности 
точки (у0, г]°) совпадает с т)ь После этого можно найти такой 
эллиптический оператор Q нулевого порядка, что оператор» 
RBQ будет иметь полный символ t]i в конической окрестности 
точки (у0, т)°). Здесь R — параметрикс для оператора Q. 

В заключение приведем 
Определение 3.1. Оператор А(х, D) называется операто­

ром главного типа, если в каждой характеристической точке 
(х°, 10)67*Q форма dX9la0(x, £) непропорциональна форме 
1Чх. 

Из приведенных результатов видно, что исследование урав­
нения главного типа Au=f с вещественнозначным главным сим­
волом сводится к решению эллиптических уравнений и уравне­
ния вида Dx v =£. Отметим следующее 

П р е д л о ж е н и е 3.1. Если А(х, D) и В(х, D)—псевдо­
дифференциальные операторы главного типа с одинаковыми 
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главными символами: а0=&о, то существуют такие эллиптиче­
ские, псевдодифференциальные'операторы R{x, D) и S{x, D) 
нулевого порядка, что оператор AR—SB является сглаживаю­
щим (см. [18]'). 

3.2. Двукратные характеристики. Если а0(х, £)=р2(х, £), где 
р — вещественнозначный символ главного типа первого поряд­
ка, то оператор А с главным символом а0 микролокально экви­
валентен каждому оператору вида Z)i2+C(x, Z>), где С(х, D) — 
оператор первого порядка, главный символ которого при 
^ = 0 совпадает с субглавным символом оператора А. 

В общем случае, когда главный символ а0(х, £) принимает 
вещественные значения, причем Оо(я°, 1°) =0, | | ° | ^ 1 , da°(x°, 
10).= 0, но d2aQ(x°, ф)ф0$ вопрос о приведении символа к кано­
ническому виду в окрестности точки (х°, |°) решается в случае 
общего положения, при условии отсутствия резонансов — см. 
[43]. 

3.3. Комплекснозначный символ. В том случае, когда глав­
ный символ а0 оператора А(х, D) является комплекснозначной 
функцией, возникает вопрос об одновременном приведении к 
каноническому виду пары функций a-=Rea0 и p = Ima0. Приве­
дем несколько известных результатов. Два оператора А и В на­
зываются эквивалентными в точке (х°, | ° ) , если существуют 
такой эллиптический псевдодифференциальный оператор Q и 
такой интегральный оператор Фурье Ф вида (7), что главные 
символы операторов QA(& и ФВ совпадают в некоторой кониче­
ской окрестности точки (х°, | ° ) . 

1 °. Если а0 (х°, 1°) =- 0, 1° =7-= 0 и А — оператор главного типа 
с главным символом а0, то А эквивалентен в точке (х°, £°) 
Оператору с символом ili + b (х, 1% где 1' = {Ъ, ..., У , £?=*0, 
гладкая вещественнозначная функция b не зависит от gi и 
beS1^"1) при каждом фиксированном значении переменной Х\ 
(см. [18]). 

2°. Если щ(х°, |°) = 0, 1°фО и формы ага(х°, |°), с1ф(х°, |°) 
линейно независимы, то оператор А эквивалентен в точке (х°, 1°) 
Оператору с символом 1%г + 1 2 -г # (хг — х®) \1\ + у (х, £'), где 
d^const, i ; - g « 0 t

: Y ( ^ l ° 0 = 0 , dxy{j<P9l0')=*0 (см. [18]). 
3°. Если а0(х\ £°)=—0, {се, р}(х°, |°)=^0, то оператор А экви­

валентен в точке (хК1°) оператору с символом h + ix^ i ^ O . 
X J « 0 , ЩфО (см. [145]). 

4°. Пусть а0{х°, 1°)=0 и формы da(JC°, 1°), dp ,(*°, £°) и |°Ле 
линейно независимы. Пусть (а, р}(х, | ) = 0 во всех характери­
стических точках (х> | ) из некоторой конической окрестности 
точки (я0, g°). Тогда оператор А(х, D) эквивалентен в точке 
(А;0, |°) оператору Di + fZ)2 (см. [152]), 

3.4. Каноническая форма символа в окрестности границы. 
Пусть X — симплектическое многообразие, F и G —две гипер­
поверхности в X, определяемые уравнениями f=0 и g=-0. По-
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верхности F и G называются скользящими в точке рвГПО, если 
df и dg линейно независимы в этой точке, {/, g}(p)==0, но 
if, if, ё)Нр)Ф0 И {g, {f, ё}}(р)фО, Мелроуз (см. [127]) дока­
зал, что каждая пара скользящих поверхностей с помощью 
канонического преобразования приводится к виду f=xu g~= 
= l\2—х\—|г, а если рассматривать только однородные по | 
канонические преобразования, то к виду: f=xu g=h2—xih2— 
-Ыг-

Пусть А — строго гиперболический оператор второго поряд­
ка в области Q = {*6Rn, xi>0}, /г^З, а(х, %)—его главный 
символ, р — точка из T*(dQ)\Oy а(р)=0, {а, *i}(p)=0. Теоре­
ма Мелроуз а позволяет привести оператор А в окрестности 
точки р к каноническому виду, сохраняя плоскость хг=0. Если 
{a, {a, xi)}(p)<0, то оператор А эквивалентен оператору с сим­
волом Ь2+х\Ч»2+Ып. 

Если же {a, {a, Xi»(p)>0 (в этом случае точка р назы­
вается точкой дифракции), то оператор А микролокально 
эквивалентен оператору D\2—X\Dn

2—D2Dn. Это позволяет по­
строить микролокально параметрикс краевой задачи для А в 
виде интегрального оператора Эйри—Фурье, имеющего в ло­
кальных координатах форму: 

где S, Su 52—-фазовые функции, a A (s) — функции Эйри: 
оо 

§ 4. Различные классы 
псевдодифференциальных операторов. 

4.1. Классы ££> Дд сих пор мы рассматривали псевдодиф­
ференциальные операторы из класса Lm вида (2) с символами 
ю класса Sm, т. е. удовлетворяющими неравенствам (3). Важ­
нейшим свойством пространства Lm является тот факт, что для 
эллиптических операторов в Lm существует параметрикс. Если 
L~~°°= CiL™, то эллиптические операторы обратимы в классах 
LmlL~~°°. Однако никакие другие операторы не имеют обратных 
в этом классе. Более интересными в этом отношении являются 
пространства операторов Z,£e вида (2) с символами из классов 
5^6 . Эти классы характеризуются оценками 

где р^О и 6^0 . Как и в случае неравенств (3), постоянные 
Сх,(з могут зависеть от R при \х\ <R. 
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Примеры. Г. Пусть P(D)—гипоэллиптический диффе­
ренциальный Оператор порядка т с постоянными коэффициен­
тами. Как известно (см. [1-03].), такие операторы характеризу­
ются равенствами . 

11т\О*Р®'Р($Гг\=0, Va=^0. \ 

В частности, отсюда видно, что Р (1)^=0 при всех дбстаточно 
больших | | | . Параметриксом для P(D) может служить оператор 
Q(D) с символом q(l) = h(l)P(%rT, ще АбС00, A(g)=0 при 
|g |<a , A(g) == 1 при | ё |>й , где а настолько велико, что 
Р(|)=^0при \1\>а. Можно показать (см. [108]), что Q(iL™'0 
с некоторыми ж', р>0. Если А(х)-~~обратимая матрица, гладко 
зависящая от х, то q (A (x)l)eS™l-p. 

2°. Пусть 2Ф«(х) = 1, >62Я, причем ФаеСо°(1*л), Фа (*)===() 
при \х—а|>1, \В&(Ра(х)\<С$ для всех а и р. Пусть аб-%* 
Тогда функция вида 

" • 2 Ф« (616 Г ) Фр (-* 1f'ft a (*a*. Б"). ч„ j 

где ^—произвольная точки из Биррфа (£| g p*), a xa^ —любая 
точка из supp<рр(JC||a|б), принадлежит классу 5^5 . Эту функцию 
можно рассматривать как аппроксимацию символа а(х, g). Анало­
гичными свойствами обладает функция 

a,0 I6+YK--V" 

r&ea$\(x,§-(tDif(iDx)yaix,$:. 
Исчисление, построенное выше для операторов из класса 

^переносится на операторы класса L™& при р>6. Последнее 
условие требуется для того, чтобы асимптотические ряды, 
соответствующие символам произведения или сопряженного 
оператора, были рядами по убывающим степеням | g|. При заме­
не переменных х=*У{у) символ а(х, g) переходит в а((р(у)> 
*Р'(УГ1,ц) + . . . . Поэтому класс символов S™6 сохраняется при 
1—р<'8<р.. При этих условиях сопределен класс операторов 
£™ъ(Х) на гладком многообразии X. Это условие является 
достаточным для существования параметрикса у эллиптического 
оператора. 

Если S<p, то операторы из класса Zp,6 ограничены в Z2* 
Длк компактности Оператора А с символом aeS°Pt6 необходимо 
и достаточно, чтобы а(х, g)~>0 при |->-оо, причем это стремле­
ние равномерно, когда х принадлежит компактному подмножест­
ву (см. [114], •'[108]). 
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Кальдерон и Ваянкур доказали ограниченность в 12 операто­
ров А с символами из класса 5р,р, при р < 1 . Точнее говоря, 
они показали,, что оператор А: 

Аи(х) = (2пГп j j e^x-y)^a (х, у, I) и (у) dydg 
ограничен в L2, если 0 < р < б < 1 , wt<(p-6)/i и 

| В * о Щ а ( х , уЛ)\<С (1 +11|)-Hi«+ei-pivi 
( 

при 0< |7 |^2[ / t /2 ]+2 , 0 ^ | а + Р К 2 т ^ где т3— наименьшее 
из целых чисел г, для которых г{\—б)^5п/4 (См. [70]). 

Хёрмандер доказал, что при ;р>0, ra-<0, 2т<(р—б)л опе­
ратор А с символо/м а, имеющий компактный носитель по х 
и t/, ограничен в L2. Он показал также, что это неверно, если 
т > 0 или 2т>(р—6)/г (см. [108]). В работе Чин-Хан Ши 
показано также, что оператор А может быть не ограничен, 
если 6=!р=1, т = 0 . 

i Близкими свойствами обладают операторы с символами из 
классов 5^р,б, введенные Кумано — го и Танигучи (см. [115]). 

Символ аб5^р,б, если 
\D\Dla(x, Ъ)\<С*,&(хЛ)т+ьт~т* 

Здесь Я —весовая функция, удовлетворяющая условиям: 
KX(x,l)<A0a+\x\yo(\ + \i\), х0>0; 

\ DfDh (х, I) \<Аа,& (х, 9 l+w-M f 0<S < 1; 
X(x + y,tXAl(l + \y\y*X(x, gf xx>0. 

Близкие классы изучались также в работах М. И. Вишшса и 
В. В. Грушина [6] и В. В. Грушина [10}, [12]. В рамках тако­
го .исчисления можно, например, построить пар а метрике для 
оператора — Д+|я|2* во всем пространстве. При этом удобно 
пользоваться оростраздетвами Соболева с весом, например, 
пространством с нормой вида 

!|«IU=f2ill^l(m-N)ft^||Ly/2. 
Отметим еще класс операторов переменного порядка, вве­

денный в работе Уятербергера и Бокобзы [162]. Символы из 
этого класса являются однородными по £ функциями, но поря­
док однородности т(х) зависит от х, причем 

| DIDU (х, э |<С а Р (1 +1g \)mW~w [In (1 +11 |)f L ' , • 
4.2 Классы 1ф|ф. Широкое обобщение классов символов 

псевдодифференциальных операторов предложено в работах [48], 
[49] Билса и Феффермана. Построенное ими исчисление позво* 
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ляет обратить операторы с символами вида 

12г+рг (х) х?£+р2 (х) jft~lh+Ps №х + РА (Х), рг (0) > 0; 
х&1 + ipi (х) %х + р2 (х) Ъ + р8 (х), рг (0) > 0, 

что не было возможным в других вариантах исчисления псев-
додиффервнциалшых операторов. 

Определение классов символов в этом исчислении начи­
нается с описания весовых функций. Положительные непрерыв­
ные функции ф, Ф, определенные .на пространстве переменных 
(х, g)GR2n, образуют пару весовых функций, если существуют 
такие положительные постоянные с, С и б, что 

(Ai)"q><C; 
(А2) Фф^с; 
(Аз) с^Ф(х,1)Ф(у,ц)~^С, с^<р(х,Ъ)<р(у,г\)-^С, 

если \х—у |<яр(ху I), 11—т] | <сФ (х, | ) ; 
(А4) Я(*,0)<С(-1 + |*1)с> где1. = Ф/ф; 
(АБ) c*£R(xft)R(y,4J~^C9 

если \х-у\^сД(х,1УЯ(ууг)У"\ ||—л I <*«(*. |)б+1/*. 
Пара Ф, ф называется локализуемой, если для каждого 

компакта KczRn найдется такая постоянная е>0, что Ф>е(1+, 
+ | l | ) 2 Ha^XR n . 

Функции ф и Ф служат характерными единицами длины в 
направлениях переменных х и g в пространстве кокасательното 
расслоения. Условия (А3) означают, что эти единицы меняются 
не (слишком сильно с ростом расстояний. Условие (А2) заме­
няет условие р^б для классов 5р,аш. Этим последним классам 
соответствуют функции ф= (1 + |1|)~б> Ф== (1,+ |§|)р, 0<6< 

Пусть ф, Ф—весовые функции. Порядок оператора опреде­
ляется функцией'А, из класса 0(Ф, ф), который характеризуется 
условиями: 

(0Х) |Л(л,9-Л(у,.г1)|<С,если \х—у\<с<р(х,$, 
\1-ц\<Ф(х,1); 

(02) ^(Фф)"от<^Ф|~^Ф~^<С(Фф)от 

для некоторых вещественных чисел k, К и т. 
Определение. Функция аб5*ф,Ф, если 

\DlDU(x, Е) |<С..^х-фН в ,Фн м 

для всех а и р. 
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Примеры. 1°. Классы Хёрмандера S™,6 получаются, если 
Ф=-(1 + Ш)р, Ф = (1 + |1|)"6, А^ж1п|6 | . 

2°. Классы Кумано-го —Танигучи 5^р,б получаются при 

3°. Классы Унтербергера — Бокобзы получаются при Ф==1-{-
+ |g | , ф = [1 + 1п(1ч-|_|)Гх, Л—p(jc)ln(l + |£|). 

Операторы 
и^а{х, D)u (х) = (2я)-д ^ а (х, £) к (|) e**Sdg 

с символами # из *$Ф,Ф Образуют класс Операторов /,ф,ф. Эти 
операторы непрерывно Отображают пространство Шварца S в 
себя. Приведем основные факты исчисления таких операторов. 

I. Если Ае--ф,Ф> £6--Ф,Ф> то ЛВе£ф!£. Символ а*Ъ операто­
ра АБ имеет асимптотическое разложение 

аоЬ ~ 2 ^Г D*a (х> 9 № (-*' 9 
в том смысле, что для каждого натурального числа N 

\a\<N 

II. Если ЛбХф.ф, то формально сопряженный оператор А* 
принадлежит 1ф,ф и его символ а* допускает асимптотическое 
разложение 

III. Пусть Ауе0(Ф, Ф) для j=б, 1, . . . , причем 
A/+i -С Ау + £у, 

А/— Ay+i <! rfy (Яу_1 — Ау) + £/» 
-Д/ где с.у и ^-—положительные постоянные. Пусть afiS J. Тогда 

существует такой символ aQSx\ что а~ ^Ду» т. е. 

а - 2 ^5^. ' 
j<-V 

IV. Если Ае1°, то оператор A:L2~>L2 непрерывен. 
V. Пусть Х60 (€>, Ф). Положим 

Тогда H°=L2l 5 с Я А ' с 5 / , причем вложения непрерывны и 
образы всюду плотны; (Я^)'=-Я"~"л как топологические простран-
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ства; если Лб—Л |хбО(Ф, Ф), ЯбО(Ф, ф), ТО отображение А: 
Нх+11-^Нк— непрерывно; существует такой оператор -Аб/Л 
что оператор AiH^^-^H1, осуществляет топологический изо­
морфизм; в частности, Я я является гильбертовым пространст­
вом. 

Если aBS* и e-*<$>aq?P\Dla (х, I)-> 0 при • | х | + 1 1 К ею для 
всех а и J3, то оператор а(х, D):HK+ii^N?" является компакт­
ным. В частности, вложение Н%аНк компактно, если )л—А~> 
- > + о о при | g|-> оо равномерно для х из окрестности компак­
та К- Здесь #£—подпространство в 7/д функций с носителями 
в К* 

Биле рассматривает также более общие пространства, в ко­
торых Ф и ф являются векторами: Ф—(Фь.*.,Фл), Ф = ( Ф Ь . . . 
' • • •• > Фл)" так что Фр Фу являются весовыми функциями по пере­
менным Хр |у. При этом Фу(х, 1)<СФк(х, 1)с для всех j и А и 
если л (х, I) = min Фл (х, I) цк (х, |), то 

k 

®j(x^)®j(y>4rl<C[n(x,l) + n(y,ri)]c, 
Ф / ^ У Ф / ( У , ^ Г 1 < С [ Я ( Х , Ю + я(г/,г1)]с ' - . / 

при 

\:Хм^ук]<сЯм(Хг^%^^1/2
9 \и-щ\<сЯк(х,1) 2 . 

Пример. Пусть а (х, |) = gx + /xf/?х (х, g) + /?0 (х, £), причем 
^б*-?1, /?0-5°, /?!-—вещественнозначная функция и 

\рЛ*Л)\>с\1'\прн\Ъ'\>С. 
Положим g(x, g)=lixi+^f |Г | + (1 + !Шб. где б==1/(2А + 1), 

Ф/—1 + 1Ек Фу —1 при 7 —2,3,. . . ,л. 
Оператор А с символом а обладает правым и левым парамет-
риксами из класса S"11, где fi=lng\ В частности, верна оценка 

:: MW<C(\\Au\\St + \\u\\^9 aeCZ(K). 
Поокольку е^с(1 + \1\)\ отсюда следует субэллиптическая 
оценка (см. [50]). 

4.3. Операторы Вейля. Более общие классы псевдодиффе-
ретщальнЫ'Х операторов ввел <в ра'боте [107] Хёрмандер. Он 
предложил записывать их в форме А. Вейля 

a (х, Х>) и (х)-(2я)-* J $ а (ЦМ, g) е**-*Ъц (у) dyd\. (9) 
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Бели .a£Su, то такой оператор отличается от обычного опера­
тора 1С символом а на оператор порядка гп—1. Однако опера­
торы вида (9) обладают важным свойством инвариантности 
относительно линейных симплектических преобразований коор­
динат: U-la(x9 D) [/--= (a-х) (х, D), где % : R2n->R2n — преобразо­
вание, 'сохраняющее форму a=ildlj/\dxh а оператор U опре­
деляется по % единственным способом с точностью до постоян­
ного множителя. 

Пусть V — конечномерное векторное .пространство и 
gx(y) —положительно' определенная квадратичная форма в 
этом пространстве для каждого -xGV. Для функций а:ю->-С 
класса Ск(®), где со— окрестность точки х в V, определим 
норму £-го дифференциала, положив 

\u\#{x)~*sxq>Hg(t ,)-**. 

Метрика g называется, медленно изменяющейся, если суще­
ствуют такие положительные постоянные с, С, что 

gx(y) ^c^m(x)/C^m(x+y)^:Cm(:x). 
Функция га, определенная (на V и принимающая веще­

ственные положительные значения, называется .^-непрерывной, 
если существуют такие положительные постоянные с и С, что 

gxiyXc^gx+yV^CgxWtYtev.-
Если метрика g медленно изменяется, а т является g-

непрерывной, то можно ввести класс S(mfg) гладких в V 
функций и, для которых 

Sup \u\kg(x)/m(x) <оо для каждого Ы2+. 
Ясно, что Со00 (V) czS(m9 g). Кроме того, uveS(mm',g), 

если u6S(m,g), v%S{mr,g). Если \u\>cmf то urlGS(l/m,g). 
Пусть В'—квадратичная форма на пространстве V', двой­

ственном к V, с вещественными коэффициенташ. Дифферен­
циальный оператор B(D) на функциях из С2(V) определяется 
равенством B(D)eixl=B(Qeixl. Положим 

gB
y(x) = suV(x,lf!g{Bl)-

Пусть риманова метрика g медленно меняется в V, a. m яв­
ляется £ —непрерывной. Метрика g и функция т называются 
в этом случае согласованными с J5, если существуют такие по­
стоянные С, N, что'для всех у, tBV выполнены неравенства 

gy(t)<cgx(t)n+gB
y(x-yW> 

m(y)<Ctn(x)[l+g*{x~-y)Y*. 
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Предложение 4.1. Если g и /ft согласованы с В и 
gx(y)<g%(У) для всех х, у, то для -йб5(/№, g") определена 
непрерывная функция еш(°Ы(х), причем 

'\е**РЩх)\Кт(х)]\и\\> 
где || • ||— некоторая- полунорма в >$(/&, g*), зависящая ют С и N. 

Если й6--\ то v = eiB^u==U(I, х) является значением при 
£ = 1 решения задачи: 

:~r=iB(D)U9. U^u при t = 0. . . 
Нетрудно проверить, . что ядром Шварца для оператора (9) 
служит функция 

К(х,у)^(2^^ 
причем 

Пусть 
W= VW* о (X, |; у, ц) =-(*/, |) _ (*, г)), (х, g)€^, (r/, л)6W. 

Из определения видно сразу, что формально сопряженный опе­
ратор <2(х, £>)* имеет символ а(х, £). Символ а(х, |) композиции 
<Zi(x, £))-02(х, D) можно найти, применяя предложение 4.1 
к пространству W®W и форме а, рассматриваемой как квадра­
тичная форма на W®W> Получаем 

а(х, Q ^ e ^ ^ ^ ^ d , (х, g) а2 (г/, п) |<™>-(*.» 
При этом предполагается, что выполнены условия предло­

жения 4.1 т. е 

При этом, если a&S (nil, g), a2eS (m2, g), то aeS(mxm2, g) и 

а(х, 6 ) — J T T I T 0 ^ ' D - ; Л У ^ Л ) ] Ч ( Х , 6)аг(У. Ч)|(У.Ч)-(*.6)6 
i<-V 

Q.S (hNtriimb g) 
для всех TV. Здесь A(x, lY = sv$gx,ilga

x,v 
Прмеры. 1°., Пространство S™t6 символов а, удовлетворяю-

щих][неравенствам 
\D\DU{X4 g)|<ca, !P(i + ui)^pN+^i, 

получается как пространство S (m, g), если положить 
fe.^ft.tUHyPO+lEl^+lnPa-flEl)-^ т(х,1) = {1+Ш. 
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При этом g медленно меняется тогда и только тогда, когда 
р < 1. Поскольку 

_tiO/> -п)—I^I2(1+iё 1)2р+1т]р(1 +1g 
неравенство gx,%<gx,% выполнено тогда и только тогда, когда 
б<р. Условие, что g согласовано с а, означает, что 

fi + h i y , /I + IS1\P ^ 
U + I6IJ ~ 4 i + h l J ^ 

-<: С [1 +1 ^—|/1(1 -+- J г! |)P -h | g — Л +1 г, [ ) -^^ , . 
т. е. что 6 < 1 . Таким образом, исчисление строится при 0 < 6 < 
< р < 1 . Эти условия |являются необходимыми для ограничен­
ности в L2 операторов из Sp,a (см. [108]). 

2 \ Если положить 
g* ,̂ g (У, Л) =--= | г/ | 2 Ф (л:, g)~2 + J г, |2ф 

то операторы из S(m, g) становятся операторами из классов 
Биллса — Феффермана. Условие Ф Ф > 1 совпадает в этом случае 
с условием g<g°- Остальные условия можно свести к условию* 

R (У, ч) < CR (х, £), где R (х, g) = Ф (х, g) ф (х, g)""1 

и 
R(x, t)\x-y? + \ 1-Ч\*Я~ЧУ> П)<С[/?(у, ^)/?(х, 6П* 

при некотором б>0. 
Теорема. 4.1 (i[107J). Пусть £<.Я° и метрика g и функ­

ция т согласованы с формой ст. Оператор а(х, В) с симво­
лом а из S(m,g) ограничен в L% в том и только в том случае, 
когда функция т ограничена. Этот оператор является ком­
пактным в L2 тогда.и только тогда, когда т{х)-+® при х-^оо. 

Используя построенное им исчисление, Хёрмандер получил 
сяв'ную формулу для 'Индекса эллиптического оператора, обоб­
щающую результаты Атьи—Зингера и Б. В. Федосова [45], 
[107]. 

Теорема. 4.2 ([107]). tПусть g-— метрика, согласованная 
о и £(х> ̂ -<(1-4-|^1 + 1£1)"6 Для некоторого б>0 . Пусть ё9{х, D 

a65(l,g), причем а(х, l)QL(Cv
7 Cv), существует матрица аг1(х, g), 

которая ограничена вне некоторого шара В. Тогда оператор 
а(х\ D) является нетеровым и 

t n d а » - (2jti)-«^Znl [ t r (а-ЧаУ«-К 
дВ 

При этом ориентация в R2^ выбрана так, что dli/\dxif\..« 
....AdtnAdxn>0. 

Отметим еще следующий результат, обобщающий теоре­
му 2.1. 
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' Теорема 4.3 ([107]). Пусть метрика g медленно меняется, 
ж, g согласованы с а, причем для каждой точки (х, ^gR^xR* 

можно найти такое значение Ь = Ь (х, £)< 1 + -| g|2)3, что 
b(\dx\^ + \dl\2a+\l\Tl)<gx,i(dx9di)< 

< ^ ( | ^ P + |rf6P(l+|6P)"1). 
Пусть a(<S (m, g) и <z=0 при больших \х\. Пусть q>6S° и Ф = 0 

о 
при больших | х | -+-121. Пусть Аг=ФАФ*, где ф—интегральный 
оператор Фурье: 

Ф/|(4—J:Ф^.Эй(5)e,S(*•6)rfE• 
•c невырожденной фазовой функцией S, определяющей канони­
ческое преобразование 

Тогда ai65{7o° вне каждой конической окрестности множества 
{(x;dS (х, %)1дх); (х> £)6cone supp Ф} 

и CLIO%QS (m, g) в конической окрестности множества . 
{(dS (х, £)/<?£, 9;' (х, 5)бсопеsuppФ}. 

При этом ахо% выражается в явном виде через а, а если 
b (я, I) < (1 +121 )6 при 6 <.2/ 3, то главный член ахо% равен 

1(2я)лФ(х, .0P|detS*c(x, 0 Га (г, 0, где (г, О ^ Г Ч * , Ю-

§ 5, Комплексные степени \ 
эллиптических операторов _:_у 

5.1. Определение комплексных степеней. Рассмотрим эллип­
тический п.севдодиффервнциалшый оператор А порядка т на 
Замкнутом /г-мерном (Многообразии М. Определим степени Az 

этого оператора для гбС. Мы покажем ниже, как такие опера­
торы используются в теории индекса и в спектральной теории 
эллиптических операторов (ом. [150], [47]), 

Предположим, что глав1ная часть символа а™, оператора А 
нигде не принимает отрицательных значений. Тогда можно по­
казать, что оператор А-—XI обратим при достаточно больших 
по абсолютной величине отрицательных % и для них 
|| (!А--—Х/)""1||̂ С|Х|~1. Предположим дополнительно, что опера­
тор Л—XI обратом при всех X таких, что Х^О. Тогда в плоско­
сти X существует контур Г, приходящий из —оо ниже вещест­
венной оси, обходящий вокруг точки &=0 по заданной кривой 
и уходящий .вновь в —оо, но выше вещественной оси, и такой, 
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что -спектр оператора А лежит справа от Г. Если Rez<0, по­
лагаем 

где Xz определяется как голоморфная функция от Л, равная 
е*1пЛ —|a,|*.g**arg.A, прИ Я 6 Г . 

Используя тождество Гдальберта 

• Д—|1)-И— -W)-1'̂ —I*/)-1—«(Л—AJ)-1— (Л—jx/)-1, ' 

легко проверить, что при Ree<0, Re w<О справедливо по­
лугрупповое свойство 

AzAw
z==Az+w 

и, в частности, при целых неотрицательных k справедливо ра­
венство А-к~(А~1)к. При этом операторы Az при Rez<(> 
ограничены в каждом пространстве #Я(М). 

Если 2бС, то можно определить Az по формуле: Аъ***\ 
=Ah-Az-k, где k — целое число и &>Rez. При этом легко про­
веряется, что Л°=/, Л1=Л, оператор Л"1 является обратным к 
Л, при Rez<0 оператор Аг совпадает с А%. Оператор Л2 являет­
ся при Rez<& линейным ограниченным оператором из про­
странства HS(M) в Hs"mh(M), голоморфно зависящим от z€C* 
Семейство операторов Л2 обладает групповым свойством: 
AZAW=AZ+W для всех г, ш€С. 

5.2. Построение символа оператора Л2. Теория псевдодиф­
ференциальных операторов позволяет построить в явном виде 
символ оператора Az. 

Построим вначале символ параметрикса оператора Л—KL 
Пусть X—(координатная окрестность «а М, которую мы можем 
отождествить с областью в Rn, фиксируя систему координат. 
Представим символ а(х> | ) оператора А в области X в виде 
суммы 

т 

а (х, £) = 2 а! <х' 9* Г^е ai fa S ) = 2 а« <*) £a> ^ = 0 ' *' • * •' т* 

Символ параметрикса оператора А—XI естественно искать 
в виде суммы функций, однородных по (g, Xхim). Обозначим эти 
функции через &im—y (х> | , А), / = = 0 , 1 , . . . , где 
6 - « - y ( x , < g , ^ X ) - r ^ f t i ^ y ^ g , * ) при *>0, • |6 | + |Л|-^0... 

Эти функции определяются из рекуррентных соотношенийt 
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Однородные компоненты bml'lj (x, g) символа оператора Л* 
строятся теперь по построенным выше однородным компонентам 
яараметрикса точно также, как сами степени Аг строились по 
резольвенте (А -~ Я/)"1. Как видно из построения, функции 
b*Lm„j(x, | Д ) голоморфны по X на контуре Г и внутри его. 
Положим теперь при Re2<0 

*^i?/ (Л:, ё)=2^/ S ̂ z^^-/ (^ -̂  Я)^^ /==0,1 , . . . , \ J 
г 

определяя значения функции Xz так же, как и выше. В част­
ности, при /==0, по формуле Коши 

г 
Нетрудно видеть, что функции 6mi—j (-*> I) положительно одно­
родны по I порядка mz—j и что при Rez<0, R e ^ < 0 , 
справедливо полугрупповое свойство: 

Для произвольного 2;бС можно положить 

если feeZ выбрать так, что Re2<&. Можно проверить, что 
э*ги функции b^zlj не зависят от выбора числа k, при R e z < 0 
она совпадают с первоначально определенными функциями, а 
йри целых k имеет место равенство 

Здесь и выше а{р(х> £) — однородные степени / компоненты 
символа оператора Ak. 

Построив символы операторов Az в координатной окрестно­
стиX, мы можем затем с помощью разбиения единицы по­
строить эти символы, на ©сем многообразии М. Особенность, 
йкоторая может существовать у этих символов при |£ |=0, 
устраняется с помощью умножения на гладкую срезающую 
фушщию. 

5.3. Построение ядра оператора Az. Напомним, что ядро 
Шварт а поев додифференци а л ьно-ro опер атор а 
т 



Ви(х) = 1] е^~уЩ (x, Е) и (у) dydb 
где beSm, определяется при т<. — п формулой 

К (х, у) = j е**-уЩ (х, ^ rfg. 
Ядро Шварца /Cz оператора .Л2 определено по этой формуле 
при Rez<Z~n/m \я является голоморфной функцией от z. 
Можно показать (ом. [150]), что при хФу функция Kz(xfy) 
продолжается до целой функции от z, равной нулю при 
2*=0, !»••* • При этом Kz(x,x) продолжается до мероморфной 
функции с не более чем простыми полюсами в точках Zj = 
==(/—п)/т; / = 0, 1,. . . и вычетами ч,(х) в этих точках, рав­
ными 

Если zy-==/6Z+, то yj(x)—0 и 
оо . 

161-1 *° ''" • 

Отметим, что вычет у0 в самом левом полюсе z0=—n/m равен 

161-1 
а ядро i<C0 регулярно при х —у и 

+оо 

АГ0 (х, х) - Щ1 J ^ \ 6 ~ ^ (*• Ь - А > - ^ 

Ясно, что b^=(am—7k)~'1 и в силу рекуррентных соотноше­
ний, определяющих Ь^тЧ> имеем 

V 

ь-тч(х, g, А ) - 2 *. /(* ш<4с*. 9-ад-*"1. 
где -у*,./ —* многочлен от ат> *.., атЧ и их производных поряд-
коа < / . Поэтому 

ie i -u- i 
где s=(j~~n)lm и * 

2л 

#0(х, х)^<^~ J 2 *̂ -*.я<** 9 *£*<*• 9rf6-
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5.4. £-—функция эллиптического оператора. Важную роль 
в спектральной теории играет £—функция, определяемая по 
формуле 

£л(2)=[ Кг(х, x)dx 
м 

при Rez<C—п/т. Продолжая ее аналитически, можно полу­
чить мероморфную функцию с не более чем простыми полюса­
ми в точках 2j= (]—п)/т9 /=0,. 1 , . . . , исключая точки ^-=/= 
=0, 1, 2, . , . . , причем формулы для вычетов и значений %(1) 
можно легко получить, используя выписанные выше формулы 
для ядер. 

Предположим, что на Ж фиксирована гладкая положительная 
плотность dx и Оператор А является самосопряженным относи-

QO 

тельно этой плотности. Тогда 2 А ( г ) в 2 ^ * и Р я д СХ°ДИТСЯ а^со-
лютно при R e z < —п/т, равномерно по z при Rez<~-njm — e 
для каждого е>0. 

Следующее рассуждение принадлежит Атье и Ботту. Пусть 
А — нормальный оператор, имеющий полную систему собствен­
ных функций tfo, соответствующих собственным значениям A,j. 
Тогда оператор Az имеет ядро Kz{x,y), причем f 

м 
Если ф — собственная функция оператора L*L с собственным 
значением &>0, то Хф — собственная функция оператора LL* 
с тем же собственным значением. Поэтому L взаимно одно­
значно отображает собственное подпространство EX(L*L) в 
E%(LL*) и dim£*(LL*)>dimEX(L*L). Точно так же проверяет­
ся, что &imE%(L*L)^&imEx(LL*). Следовательно, у операторов 
L*L и LL* совпадают ненулевые собственные значения и их 
кратности. Отсюда видно, что если ^ (г) — след оператора 
(/+L*L)Z, а Ь(^) .— след оператора (7+IL*)2, то 

_1 (я) — Ь (г) = dim ker L—dim ker L* = irid I . 
Полагая теперь Л = / + I I * , можно найти функцию Ко(х,х), 
которая явно выражается через символ оператора L. То же 
справедливо и для оператора /+ i*L. Таким образом, можно 
получить явную аналитическую формулу для индекса операто­
ра L. 

Отметим, в частности, связь с классической дзета функцией 
°° 

Римана £(£)-—• 2-*""*• *^ля э т о г о возьмем в качестве М единич-
ную окружность, а в качестве А оператор—D2

X+P, где Р— 
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оператор проектирования на подпространство постоянных функ­
ций. Собственные значения оператора А равны п2 при п= 
= 1, 2 , . . . и кратность их равна 2 при /г>1 и 3 при я = 1. 
Таким образом, 

оо 

ЕА(г ) -2х5-1+2£( - . - г ) . -'•<•' 
/ - 1 

Символ оператора А равен g2. Поэтому ^ « ' ( ^ — А)"1 и Ь__2^=0 
при у>0 . Отсюда и из приведенных выше формул видно, что 
Yy(x)==-0 при / > 0 и 

Vo(*) 45-5|ЕГ^Б 
111=1 

Таким образом, функция £(s) имеет полюс при 5= 1 с вычетом L 
Кроме того, £(0) = —1/2. 

5.5. Асимптотика спектральной функции и собственных зна­
чений. Мы приведем несколько простейших результатов относи­
тельно асимптотики спектральной функции самосопряженного 
эллиптического оператора А на гладком многообразии М (см. 
[!47], [150]). Предположим, что От(х, | ) > 0 при %¥=0. Тогда 
оператор А полуограничен, его собственные функции фь ф2..» 
образуют полную ортогональную систему. Будем считать, что эти 
функции нормированы и им соответствуют собственные значения 
Яь Ля •. •, занумерованные в порядке возрастания. 

Пусть Et — спектральный проектор оператора А, т. е. 

£>—2-(* ^ф/-
Ядро этого оператора называется спектральной функцией опера­
тора А и имеет вид 

е (*, у, * )—2 ф/ (*)Фу(У)-

Заметим, что 

) e(x,x,t)dx=^l = N (t)9 

где N(t)-— число собственных значений оператора Л, не пре­
восходящих t. Ясно, что N (*) — неубывающая функция и 

оо , 

U(z)=ft-diV(0. 
Допустим, что при t {to} -+ оо 

ЛГ(0-=^°+0(^), 
где Rep<Rea. Тогда 
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СЮ' 

^(z)=c5t-dt-+/(2)=-—^+/(2) ,; / 
l *' ' • > * ' 

и функция /голоморфна при R e z < - R e p . Поэтому если мы 
знаем полюса функции £A(Z) и вычеты в них, то можно найти 
асимптотику функции N(t). 

Аналогично, из формулы 

следует, что 
оо 

Кг (Ху Jd) =- J t*de (x, x, t)\ 

и если е (х, х, t)=с0 (х) ta°+0 (ft) и Re ft, < R е а0, то 

где функция /о голоморфна при Re z < - R e р0. Так как мы зна­
ем полюса функции iCz(̂ , ^) и вычеты в них, можно, как и выше, 
найти асимптотику функции е(х, х, t). 

Таким образом мы приходим к формулам 

am{x,l)<t .̂  

%k~akmln при t-+oo, &->oo, где а=(2я)т( j rfjc*#A~'7in. 

5.6. Комплексные степени эллиптического оператора с крае­
выми условиями. Приведенные выше конструкции переносятся 
и на гораздо более сложный случай краевой задачи для системы 
эллиптических уравнений (см. [151]). 

Пусть А — эллиптическая система гладких дифференциаль­
ных операторов в области G, В — система дифференциальных 
операторов на границе <3G. Рассмотрим неограниченный опера­
тор Ав, определенный в LP(G), 1<р<оо, на пространстве 
функций, удовлетворяющих условиям Ви=0 на 6G. 

Предположим, что (1) матрица А0(ху g)—hi обратима при 
Я<0, (|, Я) Ф0\ (2) краевая задача 

Ао(х',0; Г, Dt)u(t) =-Ад(*), *>0; 

tt(+oo)=0 
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имеет единственное решение для любых постоянных cfiC, А-^0, 
{%Л)ф®. Здесь (#', t) —локальные координаты в окрестности 
некоторой граничной точки и / > 0 в О. 

Эти условия гарантируют существование резольвенты i?*= 
= (АБ—XI)"1 при К О (см. [151]). При этом, если величина 
|Я| велика, то 

(А в - X / r - S O p (C^j) + 20p'(fl^), 
где 

Op (с) f (x) - (2л)г* J J e'(*-y)BC (x, Ю / (у) dydb 

Op' (d) / (x', t) == (2л)1-" j ds j j e«(*'-*')8'^ (x', t, I', s) X ;| 

Xf(yr,s)(ty'dl' 
C„m=[AQ(x, g) — IIY\ C„m4(x,%, l) однородны по'(Б, А1"») сте­
пеней — m — j , d_m_j(x',[t,lr,$9X) однородны по (£, V/m, f'Vs"1) 
степеней 1 — m—j. ФункцииC„m_p dLm-/ явно вычисляются по 
коэффициентам операторов А и В. 

Если оператор Ав имеет полную ортонормальную систему 
собственных функций <ря то можно положить 

При Rez<n/m оператор А% имеет ядро 
Kz(x,y)=^Xz

J(fj(x)^W).^ 
След этого оператора равен 

J Тгасе^Дх, *)Лс—f 2'Х/1 Фу ДО!2-*—2 ^- * ' ' 

Представляя А % в виде 

ш 
можно продолжить функцию Kz(xrx) при x$dG до мероморфной 
функции с не более чем простыми полюсами в точках Zj= 
^(j~~n)/m, j = 0 , ! , . . . , s^Z*. Вычет -уу(х) этой функиии 
в точке 2у зависит только от стЧ* Если же Zy=(j —n)lm=— 
=/6Z+, то Значение К,(.х, х) явйо выражается через с„тЧ. 

Аналогичные особенности имеет функция 
О 

Можно показать, что вычеты в точке ^=(. /—л)/ш равны 
j yj(x)dx+[ b}(x')dx', < 

. . .5. за 
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где bj{x') явно определяются по функциям•*d.̂ m_j-.H. To же вер­
но и для значений этой функции в точках Zj=leZ+. 

В последние годы в работах В. Я. Иврия, Д. Г. Васильева,. 
Мелроуза (см. [27], [!28], [4], [5]) получены более точные ре­
зультаты об асимптотике функции N(t) при t-+oo вида N(t) = 
=ao/n/m+^i^n"~I)/m+0(/(n""1)/7n) для краевых задач для эллипти­
ческих уравнений. Эти работы основываются на изучении вол­
новых фронтов решений краевых задач для соответствующих 
гиперболических уравнений. 

§ б. Псевдодифференциальные операторы в Rn 

и квантование 
6.1. Аналогия между микролокальным анализом и кванто­

ванием. Напомним, в чем состоит процесс квантования класси­
ческой нерелятивистской динамической системы с п степенями: 
свободы. Состояние такой системы однозначно определяется 
набором значений обобщенных координат (#ь..'.-, *п) и обоб­
щенных импульсов (1ь-.. . , Ы , где Ъ} — Щх$. Наблюдаемыми 
величинами в классической механике являются значения функ­
ций F(x>\). Результатом наблюдения функции F в состоянии 
(#о, So) является значение F(x0, | 0 ) . Особую роль в классичес­
кой теории играет функция 

-?<*'9-2.яг£-+К(*), 
которая называется полной энергией системы или гамильтониа­
ном. Функция V — это потенциал поля, в котором движутся 
частицы. В соответствии со вторым законом Ньютона, т^ = 
= —dV/dXi, откуда следует, что 

Ясно, что эволюция во времени каждой наблюдаемой F (х, £} 
описывается уравнением 

dF __\ ( дН дГ дМ dF 2 ( дН 6F дН dF \ 
, Adti dxt dxt дь Г d t , - l 

Последнее выражение называется скобкой Пуассона функций 
Н и F и обозначается {#,F}. Из этого уравнения следует, что 
все законы классической механики инвариантны относительно 
канонических преобразований, сохраняющих значения скобки 
Пуассона для любой пары функций. 

В квантовой теории наблюдаемыми величинами являются 
самосопряженные операторы в гильбертовом пространстве Ж~ 
Состояние системы определяется волновой функцией -ф из Ж 
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Роль координат играют здесь операторы умножения: г|>->х ,̂ а 
роль импульсов — операторы дифференцирования: ф^! )^ . Ре­
зультат измерения величины А в состоянии if является случай­
ной величиной, имеющей математическое ожидание <Aty, г|з>. 
Оператор Гамильтона Н определяет эволюцию состояния систе­
мы ty в соответствии с уравнением Шредингера 

В эквивалентной теории Гейзенберга состояние системы я|? не 
меняется, а каждая наблюдаемая А подчиняется уравнению: 

£р=ЦНА—АН)Ш[Н,А].' 
Поэтому все законы квантовой механики инвариантны относи­
тельно унитарных преобразований U: Ж-*Ж* 

Квантованием называется переход от классической механи­
ческой системы к квантовомеханической, осуществляемой по 
следующим правилам. В качестве пространства Ж берется 
пространство i?2(Rn) комплекснозначных функций и{х) с ин­
тегрируемым по мере Лебега квадратом. Каждой координате 
Xj сопоставляется оператор умножения на х$, каждому импуль­
су gj — оператор дифференцирования: u-^hDjU. Величина h 
называется постоянной Планка. Задача квантования состоит 
в том, чтобы сопоставить каждой вещественнозначной функции 
а(х, | ) самосопряженный оператор А в J . При этом должны 
выполняться два условия: 

1°. Оператор А зависит от параметра h, причем коммутатор 
[\А, В] имеет вид ihC+Q(h), где С — оператор, сопоставляемый 
скобке Пуассона {а, Ь}; 

2°. В некотором смысле lim A=a(x, g), т. е. исходная КЛаС-
сическая система должна при А->0 получаться из построенной 
квантовомеханической. 

Эти условия не определяют операцию квантования однознач­
но. Мы не будет обсуждать здесь различные способы квантова­
ния, а отметим аналогию с микролокальным анализом, в кото­
ром функции а (х, £) сопоставляется псевдодифференциальным 
оператор а(х, D), причем скобка Пуассона {а, Ъ) двух функций 
а и Ь является главным символом коммутатора [Л, Л]. 

Особенно хорошо теория псевдодифференциальных операто­
ров отвечает нуждам квантовой механики, если вещественному 
символу соответствует (хотя бы формально) самосопряженный 
оператор и переход от координатного представления к им­
пульсному не вызывает затруднений, т. е. переменные х и £ 
играют одинаковую роль. 

6.2. Псевдодифференциальные операторы в Rn. Отметим, 
что правила квантования не определяют однозначно операто­
ра, соответствующего функции а(х, | ) , даже для простейших 
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дифференциальных операторов. Так, функции xfe можно сопо­
ставить операторы 

h h ****' 

u-^hXjDjU; u~>hDj(XjU); и^^хр-и+^В^х-и).* 
Последний оператор является наиболее предпочтительным, по­
скольку он является формально самосопряженным. Поэтому 
функции а(х, | ) общего вида естественно сопоставить оператор 
Вейля, имеющий форму (9). 

При этом функция а не обязательно является однородной 
по | , и, вообще, переменные х и § могут быть равноправными. 
Это особенно удобно при исследовании некоторых задач кван­
товой механики, в которых естественным является* переход от 
координатного представления к импульсному. 

Определение 6.1. Функция а (х91) принадлежит классу 
Т\ если выполнены условия: 

1) с&С^тхЩ). 
2) Для любых мультииндексов a, (J 
|D\Dla^ l ) \<С а р ( \ + \х\Г (l + |g\)m, (x, g)6R*XR*. 

Для того, чтобы р этом классе можно было построить ис­
числение псевдодифференциальных операторов, естественно 
ввести малый параметр е и рассматривать символы а (е, х, £) 
дри е>0. 

Определение 6.2. Функция а(е, х, %) принадлежит классу 
Г+, если выполнены условия: 

1) aeC^R+xR^XRg). 
2) Для любого целого Af>0 

где а^бР7* и для любых мультииндексов а, р и для любогс? 
целого Y > 0 -

I Z)lDf£>l/?AT (e, JC, g) | ^C a , p , Y (1 +1 д: |)-(1 + | g J)'-. 
Ясно, что если авТ+, то 

DiaeT^ Dlaer^ хаа&Т^Ма\ ?а&Т%м*К 
Эти соотношения позволяют построить алгебру псе в до диффе­

ренциальных операторов с символами из классов 7+ ([35]). 
Примеры. 1. Уравнение Шрёдингера 

описывает движение нерелятивистской квантовой частицы массы-
m в поле с потенциальной энергией V (х)> Ему соответствует 
символ 
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гх+£-\1Г-ЬУ(х), 8=---А, 

принадлежащий классу Г+
2, если \У(х) \^С(1 + \х\)2. 

2. Уравнение Гельмгольца 
(A+k2n2(x))u(x)^0 

описывает распространение волн частоты k в среде с коэффищь 
ентом преломления п9(х). Ему соответствует символ 

j\l\*+n>(x)9 s = k~\ • 
принадлежащий классу Г+2, если \п(х) \К£(1+\х\). 

3. Разностное уравнение 

_ = f l 2 _ _ к 

соответствует волновому 'уравнению ии=а2иХХ1 где щ^^ 
= u(hnt hm). Используя формулы 

endidxf (X) ^f (х + Л), ehdtdif (t) ==/ (t + h), 
получаем уравнение 

^sm2(hDt)—a2sm2(hDx)]u(i,x) =0, 
которое совпадает с приведенным выше разностным, если 
брать значения u(t,x) в точках сетки. 

Этому уравнению соответствует символ 
sin2eT—a2sin?e|, &=h, -\ 

принадлежащий классу Т+° ([35]). 

Глава 3 
ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ ФУРЬЕ 

§ 1. Параметрикс задачи Коши 
для гиперболических уравнений 

1.1. Задача Коши для волнового уравнения. Рассмотрим 
вначале решение задачи Коши для волнового уравнения: 

- | = А при £>0, •, . 

Й==Ф, j-=^ при /==о; 
где a=const, <p и г|э—заданные функции из класса Co°°(Rn)-
Если положить 



to задача переходит в задачу Коши для обыкновенного диффе­
ренциального уравнения 

g-——rf|gp? при-ОО, 
г? = Ф, ~=^ при *=(), 

Отсюда следует, что 

так что 
0 (/, х) - <2я)-* J f [Ф (|) +5JIJ-Ф © ] е**м+ищ+ 

Таким образом, решение задачи Коши представлено в виде 
суммы двух интегралов, определяющих интегральные операто­
ры Фурье с фазовыми функциями ±а* | | |+*6-

В.общем случае интегральным оператором Фурье называет­
ся оператор, переводящий функцию и в функцию 

Аи (х) = (2я)"л J а (х, I) и (I) е*$<*>*Щ. 
Здесь auSm — символ оператора, S - фазовая функция. Обычно 
лредполагается, что выполнено следующее условие невырож­
денности фазовой функции 

de tllaS"||^a и что 5 ( х ' '9='$(•*. 9 при *>0, 
так что интегральный оператор Фурье можно рассматривать 
как обобщение псевдодифференциального оператора. 

1.2. Задача Коши для гиперболического уравнения произ­
вольного порядка. Пусть Р (/, дг, Du Dx) — строго гиперболиче­
ский дифференциальный оператор порядка т с гладкими коэф­
фициентами в полосе Q={(/, x) :0<t<T, x£Rn}. Это означает, 
что корни Яь . . . , Кп характеристического уравнения 

Po(t, х, Я, 5)=0 
вещественны и различны при %ф0, причём 

\h(Ux$l)—kk(t9x9't)\^'co=const>Of :\ 
•если (t, х)Ш, |Ц = 1, ]фк. 

Рассмотрим задачу Коши 
Рр, х, Д , Dx)u=0 при (*, х)6Q, 

Д%(0, х)=ц>з(х) при x-R", /=0, 1 , . . . , т— 1. 
Решение указанной задачи дается при достаточно малом * 

•формулой вида 
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m-i ; 
и(t, x) = (2я)-" J 2 «/* <-' -«- 9*/©eS k < i , x , l )dl t •' (l) 

где функции Sk удовлетворяют уравнениям эйконала 
# = Ч ^ Т г ) п р и * > 0 I. ; . 

и начальным условиям: 
S f t=x-| при /=0. 

Физически Sk обозначает расстояние, которое проходит за вре­
мя t луч света, выходящий из точки х по направлению векто­
ра | , в среде, оптические свойства которой характеризуются 
функцией %k. Нетрудно видеть, что если Т достаточно мало, то 
для Sk выполнено условие невырожденности, поскольку при 
£-=0 мы имеем \ 

detWd^fdx.dhW^l, £ = 0 , . . . , m—lA 
Функции ajk (точнее, асимптотические ряды для них) легко 

находятся из линейных уравнений переноса, которые возника­
ют, если приравнять нулю функции bjk в следующем равенстве, 
вытекающем из (1): 

Ра (/, х) = (2яГ J 2 Ъ* #> х> 9 Ф/ © Js*{ux'l)d\. *. 

Для решения задачи Коши на большом отрезке [0, Т] необ­
ходимо использовать канонический оператор Маслова (см. 
§ 3.3 ниже). 

1.3. Метод стационарной фазы. Если Rea>0 , а=£0, то 
преобразование Фурье функции е~аУ* равно у JLe-&i*a. Здесь 
и ниже У z определяется так, что ]/ПГ= 1. Поэтому преобра-

2 
зование Фурье функции ei2aJyJ/2, где ay6R\0, совпадает с функ­
цией 

(2я)л/2П | щ ^e
ai0/4e^l2% \ 

где 0=Ssgn#/. Аналогично, если А—невырожденная симмет­
рическая матрица, то преобразование Фурье функции еК-̂ -ю/-* 
дается формулой » 

( 2 < / 2 | d e t A r ^ ^ ^ 
где sgn А—сигнатура матрицы А. 

Если /бС0°° (R*)» то, по теореме Парсеваля, 

§f{y)eluAv*yU2dy=\ 

.— (2* ЯГ"/21 det 'А Г1 *е***&А'4 §/Ц e-*A^w*di!{ 
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Разложим экспоненту в правой части равенства в ряд Тейлора. 
Поскольку 

*^~лГГ' ^6RJ 

получаем 

\\ / Ш) eWy-ymy-S» (Я) | < С к 2 2 
|a|<2iV-|-"-|-l 

$\Daf(y)\dy, 
|a|<2;V+/z+' 

где 
JL i 

SN (%) = f *L)2 I det A \~TemsgnAj4 2 CaDaf (0) %4al12. 
^ J ' ' |aj<2..V 

с^-Ъг*-^-™1^ 
Коэффициенты Са здесь не зависят от дЛ и / и имеют вид 

1 J ^ 

При нечетных | а \ эти коэффициенты обращаются в нуль. 
Рассмотрим теперь интеграл 

где SGC°°, f£Co°° и 5 имеет единственную критическую точку х0 
в supp/. Будем предполагать, что эта точка невырожденна, 
т. е. det d2S (х0) /дх2Ф0. Тогда невырожденной заменой перемен­
ных можно привести S(x) в окрестности х0 к виду 5 = Е а ^ 2 / 2 -
Применяя полученную выше оценку, получим 

\i(b)-sNM\<cb 2 2 Il-Oa/(-/)|di/, 
|a|<27V+/z+-l 

где 
п_ 7V—1 

5дг(Я) = ^ 2вадс-г.) 2 fly (V, 5) ГЛ '^ 
у-о 

Главный член асимптотики 
JL _2_ я . аг (̂л-о) 

5i (Я) = (-у-J J det д^2
 0J< j г'А-Ч*.)* о* ф (х0). 

§ 2. Канонический оператор Маслова 

2.1. Индекс Маслова. Для построения канонического опера­
тора Маслова или глобального интегрального оператора Фурье 
понадобятся некоторые топологические понятия, введенные в 
работах В. П. Маслова [32] и В. И. Арнольда [1]. 
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Рассмотрим пространство О точек z=x+i'g, X-Rn, ££Rn & 
унитарной структурой, заданной скалярным произведением 

п п я 

у«1 У=1 /—1 

Линейное n-мерное подпространство Л в С71 называется лаг-
ранжевым, если Im (г1, z2) = 0 для любых точек z\ z2£A. 

Например, лагранжевыми являются подпространства х=0 
или | = 0. Лагранжевы подпространства естественно называть 
вещественноподобными, поскольку каждое такое подпростран­
ство унитарным преобразованием U может быть переведено в 
вещественное подпространство | = 0. При этом преобразование 
U определено с точностью до ортогонального преобразования 
вещественного подпространства, так что многообразие Л (я) 
лагранжевых подпространств изоморфно факторгруппе U(n)f 
/О (л). 

Поскольку определитель ортогонального преобразования ра­
вен ± 1 , величина (dett/)2 зависит только от Л и так как 
| d e t t / | = l , она определяет точку на SiCzC. Таким образом, ес­
ли рассмотреть замкнутую кривую у:51->Л(п), то ей соответ­
ствует отображение Sl-*Sl, которое характеризуется своим ин­
дексом. Отсюда можно вывести, что Нх(А(п), Z)-^Z и за обра­
зующую а группы когомологий Н1 (Л(/г), Z) можно принять 
значение этого индекса. 

О п р е д е л е н и е 2.1. Подмногообразие Мп в Сп называется 
лагранжевым, если в каждой его точке касательное простран­
ство является лагранжевым. 

Пусть М — лагранжево многообразие и т : М-^А(п)— 
отображение, сопоставляющее каждой точке х£М касательное 
пространство. Это отображение индуцирует отображение 
и* : Н1(А(п), Z)-^Hl{M, Z), при котором образующей а соот­
ветствует класс а* одномерных когомологий многообразия М„ 

О п р е д е л е н и е 2.2. Класс a*GHl(M, Z) называется ин­
дексом Маслова. 

Индекс Маслова можно определить так же, как индекс пе­
ресечения с некоторым двусторонним (п—1)-мерным циклом 
на М — циклом особенностей. 

Пусть М есть /г-мерное лагранжево многообразие и f : М-*-
->Rn — это проекция М на плоскость £=0, т. е. /(х, g) =#. Мно*-
жество 2 точек М, в которых ранг df меньше п, называется мно­
жеством особенностей отображения f. Это множество состоит^ 
вообще говоря, из открытого (п—1)-мерного многообразия 21,. 
на котором ранг df равен п—1, и границы 2—21, размерность 
которой строго меньше п—2, так что 2 определяет (п—^-мер­
ный цикл в М. В окрестности каждой точки xQ2l лагранжево 
многообразие М задается п уравнениями вида 

xk—хк fa, х£), 1й = lt (6л, хй), / 
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еде 4 = 1, . . . , й - 1 , £ + 1,. . . . , я. при некотором А, 1 < £ < / г . 
Оказывается, что многообразие 2 1 можно ориентировать, назвав 
положительной ту его сторону, на которой dxkfd%,h>0. Выраже­
ние, «вообще говоря», использованное выше, означает, что ска­
занное становится справедливым после сколь угодно малого 
унитарного поворота. 

Если на лагранжевом многообразии М «общего положения» 
задана кривая у, трансверсальная циклу .2, с концами, лежащи­
ми вне 2, то индексом Маслова называется ее индекс пересе­
чения с 2, т. е. разность между числом точек перехода с отри­
цательной стороны на положительную и числом точек перехо­
да в обратном направлении. 

2.2. Предканонический оператор. Пусть М — лагранжево 
'многообразие в фазовом пространстве R2n точек (х, | ) . Будем 
«обозначать буквой а подмножества множества (1, 2 , . . . , л), 
.При этом |а |—число элементов множества а, а = ( 1 , 2 , . . . 
.....,,л) \ а . 

П р е д л о ж е н и е 2.1. Для каждой точки АШ существует 
такое а, что в некоторой окрестности этой точки в качестве ло­
кальных координат для М можно взять координаты (ха, | ~ ) . 

Атлас многообразия М, в котором локальные координаты 
выбраны в соответствии с этим предложением, называется /са-
моническим, а сами эти координаты — локальными каноничес­
кими. 

П р е д л о ж е н и е 2.2. Пусть (х*» £-) — локальные канони­
ческие координады на М в окрестности точки А. Тогда су­
ществует такая гладкая скалярная функция S (ха> | - ) , что 
з этой окрестности 

г , dS ь _ д$ 
а м. 

Функция 5 называется производящей. При этом 
<*.£> 

и последний интеграл не зависит от выбора пути, соединяю­
щего точки (х°> 1°) и (#,£), поскольку М — лагранжево много­
образие. 

Допустим вначале, что М однозначно проектируется на х —-
пространство. Введем оператор .\ 

K:C^(M)^Cco{Rn
x) Г 

по формуле 
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где S — производящая функция, da — плотность объема на Мг 
определяемая с помощью проекции по стандартной плотности 
dx. 

Отметим, что К сохраняет норму в L2: 
l\K<p(x)\*dx=S\<p\*da. '-' 

Пусть теперь М однозначно проектируется на |-простран-
ство. Тогда можно считать, что производящая функция St 
зависит только от .%• и уравнение x=—dSi/dl определяет М.„ 
В этом случае полагаем 

(#1ф)(*) = Х т ( 2 я Г * | ] А ч' 
Допустим теперь, что М однозначно проектируется как на 

х — пространство, так и на | — пространство и сравним значе­
ние операторов К и Д"ь так что х=х(1) и Ъ=1(х) на М. 

Вычислим последний интеграл методом стационарной фазы 
(см. § 3.1), учитывая, что на М 

(хм (х&) : 

S(x)~ ) Idx, Sx{l)=-xl+ \ ldx=-~xl+S{x)> -

Получим, предполагая, что \d2Sx(l)/dl2\^0: 
(К№) = VW\ \ ̂ - |-1/2Даеп^е^>Ф(х)+г^=;-

Ы d*St 

^ е 4 * д&К<Р(х)+г(х), 
где г(х) —такая функция, что \\г\\ Ьг =0(Як"1). 

Поэтому, если М однозначно проектируется на | — прост­
ранство, то следует положить 

я d*St п л j —• \ 

КЧ> (х)=-=е~ T^UvjJ (2я)-" J у | &Ж j .еа*х(В)+л*бф (х (g)) dg,v 

J.J2 С Л 2 С 

где sgn-^—-сигнатура матрицы - ^ (т. е. разность количеств 
положительных и отрицательных собственных чисел). 

В том случае, когда каноническими координатами на М 
служат ха, £-> полагаем 

in d*S 

*ф(*) = <Г 4 S " < ^(2я)На. J ^ / 7 ^ ^ 

X 9 ( j f a , 5 r ) r f £ a -

2.3. Канонический оператор. Пусть Д1 —лагранжево одно-
связное многообразие и 2<pj = l — разбиение единицы на М% 
подчиненное фиксированному каноническому атласу. Канониче­
ским оператором Маслова называется оператор 
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определяемый формулой 

где Kj— оператор, построенный для у-ой окрестности по ука­
занному выше правилу. 

Величина sgn—-2—сигнатура матрицы —->—определена не-

однозначно, поскольку локальные координаты могут быть вы­
браны, вообще говоря, не единственным способом. Однако рас­
суждения, аналогичные проведенному выше, показывают, что 
значение оператора К{<$) для функций ф, имеющих носитель в 
такой координатной окрестности, определено корректно с точ­
ностью до функций, норма которых в L2 имеет порядок О (Х-1). 
Во всяком случае, это верно для односвязного многообразия М, 
на котором производящая функция для каждой окрестности 
может быть выбрана с помощью интегрирования от одной, об­
щей точки (*о, !о). 

В общем случае, когда многообразие М неодносвязно, кано­
нический оператор может быть корректно определен на М 
(с точностью до О (Л*"1)) в том и только в том случае, когда 

1°. j %dx=0 для любой замкнутой кривой у на М\ 
у 

2°. для любой замкнутой кривой у на М ее индекс Маслова 
равен нулю. 

2.4. Некоторые приложения. 
1°. Правило квантования Бора. Пусть V — вещественно-знач-

ная непрерывная функция на R и F(x)-^+oo при |x|-^oo. Рас­
смотрим одномерное уравнение Шрёдингера 

—h*y"+V(x)$=Eip. 
При каждом фиксированном h>0 спектр этого оператора чисто 
дискретен и состоит из простых собственных значений 

E0{h)<Ei(h)< . . . <Em(h)< . . . , 
причем Ет (h)->•+ оо при т-*~+оо. При этом 

£m(A)=JWn(/i)+0(/i2), 
где Яш находится из уравнения 

J y%—V(x)dx—nh[m'+ -]-), j / 

а котором x+, х- — корни уравнения V(x±)=X, .*-<*+. Это 
условие, называемое формулой квантования Бора, является 
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условием, по которому канонический оператор Маслова может 
быть построен на одномерном лагранжевом многообразии g2+ 
+ V(x)='k, т. е. выполнены условия 1° и 2° п. 2.3 выше. 

2°. Квазиклассическая асимптотика задачи Коши для урав­
нения Шрёдингера. Рассмотрим уравнение 

с начальным условием 

^шаж(р(х)ет/М при *--=(). 
Пусть УИ—лагранжево многообразие {(х, g), %=*f'(x)Y Рас­

смотрим классическую динамическую систему 

Эта система определяет фазовый поток gt: R2->R2 с помощью 
сдвигов по ее траекториям. Кривые Mt=gtM являются лагран-
жевым многообразием при каждом />0. Будем предполагать, 
что эти кривые гладкие и что гладким является многообразие 
Мт= (J Mt. Нетрудно проверить, что тогда Мт является дву-

с<*<г 
мерным лагранжевым многообразием. В. П. Масловым показа­
но (см. [32]), что при 0<t<T 

N 

i[) (t, х, h) = К 2 (*А)Ч*+ Я-v+i (*, х, А), 
/«о 

причем тах||/?л/+1(^х, h)\\um<CNhNJr\ Здесь К—канониче­
ский оператор, построенный по многообразию Мт-

§ 3. Интегральные операторы Фурье 

3.1. Осциллирующие интегралы. Пусть Q — область в Rn, 
аеСо°°(£2). Рассмотрим интеграл 

Is (аи) = J J е*1**Ы (х, е) и (х) rfxde, (2) 
где eeR^- *6Q. Будем предполагать, что для всех а, § и для 
любого компакта KcQ существует такая постоянная СС-.В.АГ* что 
справедлива оценка 

\dtdla{xy 6 ) | < С а . Р ^ ( 1 + | е | ) т - р | а 1 + а д . ' 
Эти неравенства определяют класс Sp^HQXR^) символов, вве­
денный Хёрмандером (см. [104]). Класс S*Q обычно обозначается 
просто 5 т , вместо S£i_p пишут обычно просто 5^, S °°= П 51Я-
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Функция S (х, 9) называется фазовой функцией. При этом 
предполагается, что 5бС°°(Q X R^XO), S — вещественнозначна, 
положительно однородна первого порядка по 6 и grad^e^^O. 
Фазовая функция S называется невырожденной, если диффе­
ренциалы d (dS/dQk) линейно независимы, k = 1 , . . . , N, -в тех 
точках, где dS/dQ*=0. 

Интеграл (2), в котором a(*S£6, a 5—фазовая функция, на­
зывается осциллирующим интегралом. 

Предложение 3.1. еуществует такой оператор 
/V" п . I , . 

у----1 *' &=--1 

где afiS0, bkeS-\ CeS~\ что 
*LeiS=eiS, '"':' 

где *L—оператор, транспонированный к L т. е. 

---_4 ̂ -2к ы+Сй- ° j 
Интеграл (2) абсолютно сходится, если т < — ./V. В этом 

случае для любого целого k>0 

Is(m) = §[eis(*>VLk(a(x>Q)u(x))dxder A (3) 
причем 1к(аи)е8™ГбЫ1 где a?=min(p, 1—6). Будем предполагать, 
что or> 0. Тогда интеграл (2) можно определить формулой (3), 
если k настолько велико, что m—-ko<—N, так что 
интеграл (3) абсолютно сходится. 

Можнй Определить интеграл (2) и иначе. Если A6Co°(RAr), 
h (9) = 1 в окрестности точки 06R^, положим 

Is,* (ш) — j J Л (ее) eis(*> 9> a (*, 0} и (х) dxdB, в > 0. 
Поскольку для любого k 

Is, в (сш) — J j £*<-*• 0>2> (А (ев) а (л:, в) а (х)) dxdQ, 

можно выбрать k так, чтобы m — ke<—N и затем перейти 
к пределу при s->0. Таким образом, существует 

lira Is,e(au), 

который не зависит от выбора функции h. Этот предел можно, 
естественно, считать равным значению 18(аи). 

3.2. Локальное определение интегрального оператора Фурье. 
Пусть Q и Й'! —области в Rn и Rm. Рассмотрим интеграл 

Аи (х) *т J J- е*1*' У- ^а (х, у, 6) и (у) dydQ, (4) 
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где a6Co>(Q0, *е& 5—фазовая' функция на QXQ'XR^* 
a6^6(QXQ /XRA r) , причем р>0, 6 < 1 . 

Если ^бСо°(2), то имеет смысл интеграл 
(ЛИ, г») = §§§ eiS<x> У> 0>я (х, у , е) и (у) v (x) dxdydQ, 

который является осциллирующим. Поэтому А является линей­
ным оператором, действующим из Co°(Q) в 3)' (Q). Этот опера­
тор и называется интегральным оператором Фурье. Ядром 
оператора А называется распределение / T A 6 ® / ( Q X Q / ) . опреде­
ляемое осциллирующим интегралом 
(КA, ^ ) = J J J ^ 5 ^ ^ 0 ) a ( x , у, Q)w(x, y)dxdydQ, «NEC? (QX Q7). 
Нетрудно видеть, что КА является ядром оператора А в смыс­
ле Л. Шварца и что оператор А продолжается до непрерывного 
линейного отображения 

A ;&'(a')~*2)'{Q). 
Примеры интегральных операторов Фурье приведены в 

п. 3.1, в связи с решением задачи Копта для гиперболических 
уравнений. 

Простейшим вариантом интегрального оператора Фурье яв­
ляется оператор вида 

Au(x) = {27trn\ a(x,\)u(l)eiS^^db (Щ 
который рассматривался выше в п. 2.3. 

Частным случаем интегрального Оператора Фурье является 
псевдодифференциальный оператор, соответствующий фазовой 
функции S(x, £) = (*» 6) в (5) или S(x9 yy Q)^(x—y, 0) в фор­
муле (4). С помощью замены переменных можно преобразовать 
к псевдодифференциальному оператору интегральный оператор 
Фурье с фазовой функцией S(x, у , 0) , если эта функция линей­
на по 0 и равенство dS/d0==O эквивалентно равенству х=у. 

3.3. Эквивалентность фазовых функций. Рассмотрим осцил­
лирующий интеграл 

Is (аи) = ]I а (х, 6) и(х) eiS(*> Wdxde* 
где 5—фазовая функция, agSjT-c- Если сделать замену пере­
менных, сохраняющую слои в T * ( Q ) : 

(x,Q)-»(x9Q(xfQ)), 
то получим, что 

Is (аи) — J j eiS<x> -?)a (*Л) и (х) dxdQ, 
где 
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S (x, 0 (x, e)) = 5 (x, 9), a(x, 9 (*, 9))|DQlDQ\=*a(x, 9). 
Если указанная замена диффеоморфна, то S является фазовой 
функцией и a&S$t 6. В этом случае S и S называются локально 
эквивалентными. 

Рассмотрим отображение 
С*Э(х,0)~(х, g ) 6 r * ( Q ) \ 0 , 

где 
cs_{(-,e,:-%i--o}. 

Нетрудно видеть, что область значений этого отображения не 
меняется при переходе к эквивалентной фазовой функции и что 
множество Л точек, принадлежащих этой области значений, 
образует коническое по | лагранжево многообразие. 

Пример 3.1. Если функция S линейна по 9, то C48 = yxR^, 
где У — подмногообразие коразмерности N. 

Пример 3.2. Пусть # ( | ) —положительно однородная пер­
вой степени гладкая при %Ф0 функция и 

S(x,by={x,l)-H{l). l 

Тогда условие dS/d|=0 эквивалентно условию *-=#'(|) и 
А-{Я'(1), 1>. ', 

Как показывает следующая теорема, этот пример имеет общий 
характер. 

Теорема ([35]). Пусть АаТ* (X) — коническое по 1 
лагранжево многообразие. Для каждой точки Яо€Л можно вы­
брать локальные координаты хи..., хп таким образом, что в 
некоторой окрестности этой точки Л определяется с помощью 
•фазовой функции S(x, £)=х-§—#(§)> где Н — некоторая глад­
кая при %ФО функция, положительно однородная первой сте­
пени. 

Ответ на поставленный выше вопрос об эквивалентности 
фазовых функций дается следующей теоремой Хёрмандера. 

Теорема ([104]). Пусть S и 5 — невырожденные фазовые 
функции в конических окрестностях точек (х0, 9())6QX(R^\0) и 
{xoi 9o)6£2X(R^\0), соответственно/ Функции S и S эквива­
лентны в том и только в том случае, когда 

(I) Они определяют в соответствующих точках одно и то 
же лагранжево многообразие. 

(II) N^N. 
(III) Совпадают сигнатуры матриц 

<?2S(jt0,eo)/de2 и дЩх^ Оо)/д#. \ 
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3.4. Связь с лагранжевым многообразием. Покажем, что 
значения интегрального оператора Фурье 'Инвариантным обра­
зом связаны с лагранжевым многообразием. Для этого рас­
смотрим интеграл 

! ! • e
iSi*-*)a(x9 Q)u(x)dxdQ. 

После диффеоморфной замены переменных 
х = х(х), 6 = 9 (Я 6) 

этот интеграл перейдет в 
j J eil&:S) a (je, 6) й(х) dx <Й, 

где 
5(JC, 8 )=5(X(JC) , в(Яе)), u(x)^\DxlDx\ll2u(x), 

a (*, e) = a (x (x), e (x, 6)) -=- 1/2 £>0 
D9 

Эти формулы показывают, что вместо распределений и удоб­
нее рассматривать плотности порядка 1/2, которые преобра­
зуются по указанному правилу. 

Пусть С={(х, 0), dS(*8)/<30 ==()}- Пусть dc — плотность 
на С, являющаяся обратным образом меры Дирака-в RN при 
«отображении (х, 0)-нк?5 (х, 0) /<59. Пусть, наконец, Хи * - •, Яп— 
локальные координаты (на С, продолженные на некоторую 
окрестность этого многообразия. Тогда 
,dc = \D(Xb ...Ла, ' dS/dQu ...idSldQd/Dfa'ey^dXx ... dXn. 
Можно показать ([104]), что 

\D(%, dSjdQ)lD(x,Q)l~ma(x,Q) = 
= \D(%, d5ldQ)lD(x, Q)[~lf2a(x, ё), 

т. е. плотность порядка 1/2 на Л, являющаяся образом плотно­
сти aide при отображении СЭ(#, 0)->~(х, dS/dx)£A, совпадает 
с плотностью, полученной тем же путем из S и а. 

Таким образом, рассматриваемый интеграл инвариантно 
связан с лагранжевым многообразием, ПО крайней мере, ©том 
случае, когда при замене координат не меняется число N 
независимых переменных. Инвариантность интеграла относи­
тельно перехода к другой параметризации 6 /_а (вк . . . , 0)д/< 
проверяется с помощью метода стационарной фазы. Суммируя 
сказанное, можно сформулировать следующий результат. 

Теорема ([104]). Пусть 5 (х, е) и 5 (х, 0)—невырожденные 
-фазовые функции в окрестностях точек (х0,0о)6Й X R^ и 
<*о» BQ^QXR^I определяющие элементы одного общего лагран-
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"жевого многообразия, причем dS (х0, в0)/дх = д§ (х0, %)/дх =- |0-
Тогда 

(I) Разность e=sgnds>S(xiQ)!dQ2<-sgnd2S (х, в)1д& для 
точек 6 и 6, связанных соотношениями 

<?S(JC, e)/de==o, dS(x, е)/<?ё=о, 
dS(x, Q)/dx = dS(x, в)/дх=*1вТх, 

постоянна в некоторой окрестности точки (.х0, £()) на Л. 
(И) Каждое распределение Л, имеющее вид 

(A, u) = (2^r(n+2N)l4 J J e*s<*-*) a(x, 6) u(x) dx dQ, ивСо (Rw), 
где аб*5р+(/г~Ш)/4, р>1/2 и конический носитель распределения 
а лежит в достаточно малой конической окрестности ТОЧКЕ 
(XQ, 80)» может быть записано в той же форме с заменой S на §, а на 
яб5р+(л~~2Л°/4, причем конический носитель а лежит в некоторой 
малой окрестности точки (х0, 60). При этом 

e«w а (х, Q)Vdc-a (х, в) 1 ^ е 5 ^ / 4 + 1 ~ 2 р (Л, Q1/2). ' 
3.5. Глобальное определение распределения Фурье. 

Пусть Q — гладкое многообразие, Л — замкнутое коническое 
лагранжево подмногообразие в Т*(О)\0. Пусть [}US — локаль­
но (конечное иоирытие многообразия Q жоординаггаыми окре­
стностями и в конической окрестности Vj каждой области 
UsX(RN\Q)> где N=N(j) — некоторое целое число, определе­
на невырожденная фазовая функция 5,(лг,0), причем отобра­
жение 

(x,Q)~*(x,dS/dx) 
является диффеоморфизмом области {(х, Q)£Vjf dS^x, б)/* 
/d6=-=0} -на открытое подмножество £/А многообразия Л. 

Рассмотрим распределение A=£AjGg)'(Q, Q1/2), где 

(Ар ^)--(2яГ ( л + 2^ ( / ) ) / 4^e
i { SJ { x 3 )^N U ) ,%{x, Q)tt(x)dxdQ, 

ueC°°(Q), dx—лебегова мера в Up QeRN(J\ 
ajeSZ+(n-mj))l\R»xRNU)), suppayc{(Jc,^); *>1.<х. e)6#}, 

где К—компактное подмножество образа V} в R ^ X R ^ , при 
указанном диффебморфизме. 

Множество таких распределений обозначим через /™ (Q, Л)-
Пусть 

«J.-T [(••• —fe— -» »)-(•»-- — f r — - * (Д)]. 
где точки 8А И е7 таковы, что 
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dSk(x, 9Л) A dSj(x,Qj) n dSk(x,Qk) dSj(x,Bj) _ 
ae ~ u ' 5 5 ~ — u ' a ^ — " dZ 

Нетрудно видеть, что 0;.*6Z, причем в силу сформулированной 
выше теоремы эта функция локально постоянна в Uff)U£, так 
что мы получаем целочисленную коцепь, определяющую эле­
мент обЯЧЛ, Z). 

Рассмотрим 'соответствующий линейный одномерный ком­
плексный пучок L на Л, получающийся из этой коцепи таким 
•образом, что элементу от соответствует умножение в С на ai% 
те i — мнимая единица. Разумеется, L тривиален как ком­
плексный векторный пучок ' и определяется образом а в 
Я1 (Л, Z4). Ясно, что L является 1*+-пучком, поскольку R+ 
тривиально действует на С. Поэтому корректно определяются 
пространства Sp

m(A, Qi/2®I). 
Можно показать существование изоморфизма 

s?+nl4 (Л, ai^ms^*1^1-2» (л, a/2&z) -* 
^/рт(ал)//р

т + м р(ал). 
Этот изоморфизм устанавливается следующим образом. Если 
-GiS™+nf4 (Л, Qi/2®I), то для каждого ] определен такой элемент 

что 
sy-*"/***&* UfriUfr 

Если cone supp $a Uf, то, как и выше, можно определить 
элемент Л/ = .А/ ($)6/jT (Q, Л), соответствующий символу 
Луб5р

 у (£/у) и djYdcj переходит в ^ при отображении 

с,-{е*, e)eU/; - ^ — - = 0 } 9 ( x , 6){to}(*, --g-Jetf?.,;-
Из этого условия а3 определяется как элемент из 
5Р / (С«;).. Окончательно а; получается с помощью умно­
жения на однородную срезающую функцию т Ur По теореме 
п. 3.4. изменение выбора распределения а} приводит к измене­
нию А на элемент из 7^+л/4+(1~2р) (Q). 

3.6. Глобальные интегральные операторы Фурье. Пусть Хчи 
У—многообразия размерностей, соответственно, пх и пу. Точ­
ки многообразия X буде(м обозначать через х, точки У— че­
рез у, точки XX Y — через (х, у). 

Определение 3.1. Подмногообразие СсГ* (XXY) \ 0 
(Называется однородным каноническим отношением из Г* У в 
Г*Х, если оно, во-первых, замкнутое и коническое, во-вторых, 
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содержится в (Г**\0)Х(Г*У\0) и, в-третьих, лаграяжева 
относительно 1—формы а-г— <ху, где -a-x^i-d*, ау—r]-<i#. 

Пример 3.3. Пусть пх^пг я /— С00 — отображение из 
Г*У\0 в Г*Х\0, положительно однородное порядка 1 по пе­
ременным г). Множество {{!(у,ч)>У,ц)\ (У, i\)GT*Y\0} яв­
ляется каноническим отношением тогда и только тогда, когда 
aY=f*aXi Tt е> когда отображение f является симплектическим, 

Пример 3.4. Пусть X=Y и /--тождественное отображе­
ние. Его график — это множество Д_*={(х, |, х9%), х&Х, 
|¥=0}, т. е. диагональ в (Т*Х\0)Х(Т*Х\0). Ясно, что Ах* яв­
ляется однородным каноническим отношением. 

Пусть С —однородное каноническое отношение из T*Y в 
Т*Х. Образ С при отображении, переводящем точку 
{х, Ьу,ц) в (х, £,.#, — т]), является коническим лагранжевым 
подмногообразием в T*(XX.Y)\0 «относительно стандартной 
симплектической формы ОГХ+^У- Обозначим этот образ через 
С'\ С этим 'многообразием можно «связать распределения 
Фурье, как это делалось в п. 3.5. Микролокально они опреде­
ляются интегралами вида: 

(2*)-{nx+nY)li-Nl2\e^*)a(x, у, 0) d9. 
Фазовая функция определена в некотором коническом открытом 
множестве rc.XX-^X(Rf \0 ) и отображение 

(х, у, в)->\х, -j- , у, Ту 

гладко отображает Г в .коническое открытое подмножество 
P>cz(T*X\0)X(T*Y\0), а множество Cs нулей dS/дв в Г — 
на С(Т°. 

Предложе-ние 3.2. Дифференциал отображения £->• 
-*-Г*(Х.) является биективным тогда и только тогда, когда 
Пх=Пг ,и 

/d2S d*S\ 

D(S)-det ^ | Г Ц о в Г . ; 
ЛдудЬ дудх J '4/ 

Отображение Cs->C->T*(X) индуцирует локальные коорди­
наты (х, I) в некоторой окрестности на Cs и плотность 
dcs=*\D(S)\-ldxdl. 

Определение 3.2. Однородное каноническое отноше­
ние С из T*{Y) в Т*Щ называется локальным каноническим 
графиком, если проекция С^Т*(Х) (а следовательно и проек­
ция С->Г*(7)) является локальным диффеоморфизмом, так 
что С является локальным графиком канонического преобра­
зования. (Ясно, что в этом случае nx=~nY) 

Плотность р, на локальном каноническом графике можно 
определить с помощью стандартной плотности в Т* (X) (или 
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T*J7)) и отображения С-»Т*(Х) (или С-+Т*(Г)). Ясно, что 
]/"[х 6-5f/2 (С, Qi/2), где п=пх=пу. Если L —линейный пучок на 
С, полученный из линейного пучка, ассоциированного с лагран-
жевым многообразием А=С\ то отображение 

определяемое с помощью умножения на У\ь , является биектив­
ным. Поэтому мы получаем изоморфизм 

5pm(C,Z)/Sp
w+I-2p(C,Z)->/p

OT(ZxF, С')/1?+г-*(ХхГ, С% 
Пусть 5 — невырожденная фазовая функция в конической 

окрестности U точки (х0, yQ9 e0) в ХхУХ (R^XO), которой 
соответствует окрестность точки с0 в С- Пусть a6S™+(n~N)l2 и 
а = 0 вне достаточно малой конической окрестности точки 
(«Ко» %> 0оЬ Рассмотрим оператор А с ядром Шварца А.~А, кото­
рое определяется равенством 

(КА, и) = (2л)-<л+^>/2 j j j ^ с ^ е ) а (Х, у, 6) и (x, у) dxdydQ, 

где и^Со^ХхУ)- Тогда символ оператора Л совпадает с обра­
зом aVdc на С при отображении С$-~>А-»-С. В силу пред­
ложения 3.2, плотности dc соответствует при этом отображении 
плотность dcs = \D (S) \~ldxd%, причем 

b (х, r/, 9) = а (х, y,Q)\D (S) \-v*eS? (XxYx(RN\0)). 
Поэтому 

(К А, а) = (2JT)^+^) / 2 j J J ^ ( ^ , е ) й (Xj r/, 9) | Z) (S) p/2 x 
X # (x, y) dxdydQ, 

или, что эквивалентно, 
ЛИ (х) = (2jt)-("+^)/2 j J г-^х^е^ (Xj y, 9) | D (S) р й (y) dydQ 

для M6CO°(F). Этому оператору соответствует символ, который 
получается из b композицией с отображением, обратным 
к отображению 

Сзэ{х,у,$~(х,£,у, -ff-Jec, ' 
и который может рассматриваться как элемент пространства 
5^(С, I). Как было показано выше, этот символ определен 
инвариантно с точностью до* элемента из 5рг+1~"2р(С, I). 
Поэтому его естественно называть главным символом. 

Используя предложение 3.1, можно показать, что А: &'(У)-+ 
-+2)f (X), если dx,eS^=0. Если предположить, что dyfQS=fc09 
то А является непрерывным оцератором из Со0 (У) в С°°(Х)-
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§ 4. Исчисление интегральных операторов Фурье 

4.1. Сопряженный оператор. Если и и v — две плотности 
порядка 1/2 на мштообразии X и множество snpp wfl'supp v 
компактно, то 

(й, v)= (и, v) = j uv. 
Сопряженный к оператору А с ядром из I*(XxY9C')9 где С— 
однородное каноническое отношение из Т* (Y) в Т*(Х)9 опре­
деляется равенством 

(ЛИ, а)-(я, А*©),. necr.(KvQi,2)t oecs°(^,Qi/2). 
В локальных координатах, если ядро Кл(х9у) оператора А 
имеет вид 
( К А, и > = (2я)~ (л*+"г+2")/4 J J j <^(^e) ~ (xfa 9) я (x, у) dxdydQ, 

TO 

X^(x, y)dxdydQ 
для ибСо0. Функция — S является фазовой функцией в X X Y X 
X (R^\Q) и соответствующее каноническое отношение опре­
деляется образом отображения 

•СзЭ{х9у9В)-»(у, _ - ^ * f , * L ) . ,я 

Таким образом, мы приходим к следующей теореме (см. [104]): 
Теорема 4.1. Пусть С — однородное каноническое отно­

шение из Г* (Г) вТ* (Х)9 KAeI™(XxY, С), Р> 1/2. Тогда ядро 
сопряженного оператора KA*GJ™ (Y X -AT- Cs), где С$—-обратный 
образ С при отображении -?:Г*Г XТ*Х-> Т*XXT*Y9 перестав­
ляющем сомножители. Если а£8™+(пх+пуУ4(С, Qi/2®£c) главный 
символ оператора А, то главным символом оператора А* яв­
ляется s*aQS™+("x+n?yA(C$> Qif2®Lcs), поскольку имеется есте­
ственный изоморфизм пучков Lcs и s*Lcг-

4.2. Композиция интегральных операторов Фурье. Пусть 
Аг и А2—интегральные оператзры Фурье с ядрами Шварца Кг 
и Кь соответственно. Пусть K\&™x{XxY9 С[)9 где Сх—-кано­
ническое отношение между Г*(Г) и :Г*(.АГ), и K2Glpa(YxZ9C^9 
где С2—каноническое отношение между T*{Z) и Г*(У). Пусть 
А2 является собственным, A2:Co°(Z)->Co°(}0, A1:Co>(F)-> 
-*C°°(X). Покажем, что оператор АгА2 имеет ядро Шварца 
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K£lp1+tTl2 (X x -Z, Cr), где С получается композицией канониче­
ских отношений Ci и С2. 

Прямое произведение d X С2 является симплектическим мно­
гообразием относительно симплектической формы ох — оУт\-оУш--
— а-, где Fx и Y2—копии многообразия F. Предположим, что 
CiXC2 пересекаются с диагональю А в Т*(Х) xT*(Y{) X 
ХГ*(У2) X-T*(Z), состоящей из элементов, у которых совпада­
ют их компоненты в T*(7i) и 7*(У2)- трансверсально. Это озна­
чает, что не существует ненулевого вектора, нормального к ка­
сательным плоскостям к СххС2 и к Д Относительно симплекти­
ческой формы, или, что эквивалентно, что не существует нену­
левого вектора, касательного к CiXC2 и к Д с нулевыми ком-
потентами в Г(Т*(Х)) и T(T*(Z)). При этом условии проек­
ция (CiXC2)r)A B T*(X)XT*(Z) является локально многооб­
разием размерности dim X+dim Z, на котором сгх—cxz^O, по­
скольку oyt—ог2=0 на Д. Определим теперь композицию С\ и 
С2 как проекцию на Г*(Х) X-T*(Z) пересечения (CiXC2)DA. 

Ясно, что dim(C1XC2)nA = dimC1xC2 — Codim & = пх + п2л 
Предположим, что проекция (Сх X С2) П А->Г* (X) X Г* (Z) \0 
является собственным инъективным отображением. 

Опишем условие трансверсальности в терминах фазовых функ­
ций. Пусть -Sx — фазовая функция, определенная в окрестности 
точки (х0, у0, %)QXxYX(RNl\0) И 52 — фазовая функция в ок­
рестности точки (у0, z0, o0)eYxZX(RN2\ty' Предположили, что 
эти функции невырождены и определяют локально Сх уравне­
нием ^ ( у ' ^ ^ о , с2~~уравнением a s » < ^ q>-----,о и что при 
JC = XQ, . . . , (Т —— 0 Q 

/ ^ ^ ( х , г/, 9) â S, (х, у, 6) d$2Q/, г, a) dS2(y, z, q)^_A 

т. е. что 
dSl(xQry0, %)/dy+dS2(y0, г0, о0)1ду=0. 

Как указывалось, трансверсальность означает, что не существует 
вектора (0, 0, £, t, tf, т, 0, 0)^=0, ортогонального к касательной 
плоскости к CiXC2 относительно симплектической формы 
dx—oY +ау —аг Нетрудно видеть, что это в точности озна­
чает, что из равенства 

. . ( dSx(x, y,Q) . dS*(y, z9 a) , * =Q 
"*" K ду "*""" ду ' ; 

следует, что а=6 = ^=0 (здесь d = dx,ytQ,o)-
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Рассмотрим теперь функцию 
S (х, z, со) —- Sx (х, у, 0) + 5 2 (z/, z, а), 

где 

Ясно, что 5 однородна по со степени 1 и уравнение dS/d(o = 0 
означает, что 

двг' Ш"~~ ду ^ ду ~~и* ' У! 

Поэтому условие трансверсальности означает в точности, что 
5—невырожденная фазовая функция в окрестности точки 
(лг0, 20, <°о). Соответствующее каноническое отношение имеет вид 

Г/ dS, dS2\ dSt_dSt _ dS, dS2 Л 

т. е. S локально определяет GYC2-
Если 
A10 (x) = ( 2 j t ) - ( ^ + ^ + W l ) / 4 J J е*5,(.г..у.в)г31 (л> у, 0) 0 (y) rf^Q, 

A2u &) = (2.п)"("к+Л2+2ЛГ')/4 j j e^y-^chiy, z, a) и (г) dzda, 
где 

a i e5;'+ №-№ 'w(xxrxf') , •! 
5i и 52 - невырожденные фазовые функции, ai и a2 обращают­
ся в нуль в окрестности сечений 6=0 и а = 0, причем 
cone supp avс_Л, cone supp а2с=Г2, Sx и S2 определяют локально 
многообразия Сх и С2, то 

АхА2и(х) = (2nf{nx^2N)l* ] j J J ei(^(^e)w.(..*.cr)) x 

X 0i (x, у, 6) fl2 (у, 2, a) Й (г) dzdydQdo. 
Здесь Л/ ,= Л/'1+Лг2+Л:г- Важно отметить, что ах (х, у, 0) х 
X а2 (у, z, о) является символом в окрестности точек, удовлет­
воряющих условию (6). В самом деле, существуют такие поло­
жительные постоянные сх и съ что сх | a | < | e | < c 2 | c r | , если 

Ту ' SJ = а пУСть х(6, а)—однородная нулевой 
степени функция, равная 1 при сх | о г | / 2 < | 6 | < 2 с 2 | а\ и равная О 
при с 1 | а | / 3 > | 6 | и при | 9 | > 3 £ 2 | а | . Тогда оператор АгА2 — В 
имеет С°° ядро, если 

Ви (x) = (2K)~~(nx+nz+2N)l* J j j f eWitx.v.v+sM.z.c)) x 
X b (JC, z> y, 6, о) а (г) dzdydQdo, 
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где 
b (х, z> у, 6, о) -=% (0, а) аг (x, у, 9) a2 (у, z, e)eS™ 

при 
m = mi-{-m2+ {nx+nz—2N)/4+nY. 

Главный символ композиции А\оА2 получается сужением 
на диагональ прямого произведения главных символов опера­
торов А\ и А2. 

Проверяется, что соответствующая g—плотность на 
Сх о С2 получается из произведения плотностей на С\ и С2 с по­
мощью проекции Ci X С2 на диагональ. 

4.3. Ограниченность в I2 . Пусть Л—собственный инте­
гральный оператор Фурье с главным символом agS°(C, L). 
Тогда сопряженный оператор А* ассоциируется с однородным; 
каноническим отношением С*, получающимся из С с помощью 
перестановки X и Y (или Т*Х и T*Y). Ясно, что ОС* являет­
ся графиком тождественного преобразования в T*Y\Q. Так как 
условие трансверсальности в этом случае всегда выполнено» 
оператор А* А определен и является псевдодифференциальным. 
оператбром с главным символом \а\2. Поэтому оператор А 
является ограниченным из Ic2omP (Y, Qi/г) в ^сотР (X, Q1/2) и иа 
-tioc (К, Qi/г) в Li0C(X, Qi/2), если С локально является канони­
ческим графиком. Если главный символ оператора А стремится 
к нулю, когда точка стремится к оо вдоль С над каждым ком­
пактным подмножеством в XXY, то А является кбмпактньм 
оператором (см. [104]). 

Пусть теперь А—собственный интегральный оператор Фурье 
с главным символом a&Sm(C,L), а В и Вг — псевдодифферен­
циальные операторы с главными символами bGSm' (X) m 
bi&Sm' (У). Так как такие операторы ассоциируются с графиком! 
тождественного отображения, условия трансверсальности выпол­
нены и определены композиции 23А и АВХ. Они являются 
интегральными операторами Фурье с ядрами из класса 
jm+m ^xxY, С, Й1/2). Главный символ оператора В А имеет вид. 

b (х, х, dS (х, у, Q)/dx)a(x, у, е) (Vdc)~~\ 
главный символ оператора ABi — 

а (х, у, 6) h (г/, у, — dS (x, у, fyjdy) (УТС)~1. 
Отсюда и из предыдущего видно, что если А является собст­
венным интегральным оператором Фурье с ядром из I™(Xy^Yr 
С ) , то он является ограниченным из Ясотр (Y, Qi/г) 
в Н££(Х,ац$ и из'ЛТос(К, Qi/2) в Я ^ т ( Х , Qi/2) при любом: 
вещественном $. 
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О п р е д е л е н и е 4.1. Интегральный оператор Фурье А из 
Im(XxY> С, Qi/2) называется эллиптическим в открытом кони­
ческом подмножестве ГхХ^та(Т^Х\0)Х(Т*У\0), если его 
главный символ нигде не равен нулю на С[\(ГххГт). 

Ясно, что условие эллиптичности означает существование 
таких постоянных Дл и /Cs, что 

\a(x9y,Q)\>Ki\Q\m+in-NU2-K2. ' 
Если А — эллиптический оператор,, то можно построить при­

ближенный обратный оператор Е в ГзгХГх. В самом деле, опе­
ратор АА*— эллиптический псевдодифференциальный оператор 
порядка 2т в ГххГх, а А*А — эллиптический оператор поряд­
ка 2т в ГТХГТ. Поэтому существуют параметриксы R\ и R2: 

Ri(A*A)~l (.ЛЛ*)Я2~/. 
Если положить 

EX = RXA*, E2=A*R2,. 
то будем иметь: ЕХА~1 в Ту, АЕ2~1 в /_•, где знак ~ озна­
чает эквивалентность по модулю сглаживающих операторов. 
При этом оператор называется сглаживающим в Г, если его 
«символ и все производные этого символа убывают быстрее лю­
бой степени ]Q\~N при |в|—>-оо, 0£Г. 
' Пусть Y=X* Оператор А назовем унитарным, если он эллип­

тический порядка 0 и А * Л = /, АА * = / . 
Следующая теорема обобщает теорему 2.1 главы 2 (см. 

11160]). 
: Т е о р е м а 4.2, Если А—унитарный интегральный оператор 

"Фурье, ассоциированный с локальным каноническим графиком 
С, то локально главный символ оператора А*РА для любого 
псевдодифференциального оператора Р равен обратному образу 
главного символа Р относительно локального симплектомор-
физма ТУХ-+-Т*X, графиком которого является С. 

*" § 5. Отображение волнового фронта ') 
под действием интегрального оператора Фурье $\j 

5.1. Особенности интегралов Фурье. Пусть QdR n , S(x, 6) — 
фазовая функция, определенная в QxR-^, и Q'—множество то­
чек из й, в которых dQS (х, 0) -7̂ =0 при 0=7---0. 

Если а-Со00^')* то 

Is (аи) — J J а (х, 6) eiS(*> еЫ (х) dxdQ = J А(х) и (х) dx9 (7) 
где 

А (х) — J а (х, 0) *»(*• 0)rfe, хбО'. 
Нетрудно видеть, что АеС00©')- Поэтому если распределение А 
определено равенством (7), то 

68 



sing^supp Ac{x6Q, dS(x,Q)ldQ = 0 для некоторого вфО}. 
Если a£S™6(QXRN), причем а=0 в конической окрестности 

множества 
С—{(*,6); хва, eeR"\{0}, dS(x,Q)ldQn=0}9 

то распределение u*-+Is(aa), определенное выше, является С°°, 
функцией. • 

Более точно, справедливо 
П р е д л о ж е н и е 5.1. Пусть S — невырожденная фазовая 

функция в конусе T c Q X R ^ и aeS£ &(QXRN), conesuppad 
с Г \ ( О Х 0 ) . Предположим, что p > S и что либо p- fS—U либо 
S линейна по 9. Тогда распределение и^1$(аа) является С00-* 
функцией, если а имеет нуль бесконечного порядка в точках 
множества 

С={(х, 9)6Г, dS(x,Q)ldQ = 0}. 
Если а—О в точках С, то существует такой симвод 
beSffi^ (Q X R") с Cone supp bс Г \ (Q X 0), что Is (au) — 
= Is(bti) для tt6C°°(Q). 

О п р е д е л е н и е 5.1. Вещественнозначная функция 5, оп­
ределенная в XxYxRN, бесконечно гладкая при вфО и поло­
жительно однородная первой степени по 0, называется опера­
торной фазовой функцией, если для каждого фиксированного х 
дифференциал dy,BS не обращается в нуль, или если йх,&8ф0 
для каждого фиксированного у при 0^0 . 

Пусть 
Cs={(x9y)GXxY, a e e R * \ 0 , dS(x,#,0)/d0 = O}. 

Из предложения 5.1 можно вывести, что 
sing supp Aucz.Cs о sing supp uy u£&'(Y), 

где Cs — отношение между Y и X. Например, для псевдодиф­
ференциальных операторов 

sing supp A ttczsing supp и, 
т. е. имеет место псевдолокальность. 

5.2. Волновой фронт интеграла Фурье. Возможность микро­
локализации под знаком интеграла Фурье позволяет уточнить 
приведенные выше результаты, заменяя носитель особенностей 
волновым фронтом распределения. 

П р е д л о ж е н и е 5.2. Пусть £2с:Rn, Г—открытый конус в 
Q X ( R * \ 0 ) , S — фазовая функция в Г. Если abS0i6™{QxRN), 
р > 0 , б < 1 , а = 0 в окрестности множества 0 = 0 и cone supp aczP* 
то 

W(A)cz{(x,dS/dx); (*,e)€cone supp a, dS{x,Q)/dQ = 0}„ 
где А такое распределение, что А (и) =Is(au). 
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В частности, если собственный псевдодифференциальный 
оператор Р таков, что Р~0 в WF(u) (см. выше, п. 4.2), то 
РЖС™ для всех и из 2Df (Q). 

В общем случае справедлива 
Теорема 5.1. Пусть Ке1£(Х,А), aeS™+nl4(A, а ® л 

I 2 / 
и K(u)^Is(au) для ае&(Х). Тогда WF ( ф с Л и аб5^+/г/4+1-2р 

в A\WF<#)-
Используя пространства С. Л. Соболева, можно получить 

следующий результат (см. [104]): 
Теорема 5.2. I* (X, А>с #(*) (X) тогда и только тогда, 

-«когда m+nl&+s<6. Кроме того, если К (u)=I$(au)i 
-ЛГб/р1(Х9 А) и а =40 на том множестве, где de5=0, то iT$ 
4H(s)(X) при 0 < ж + / г / 4 + 5 . 

5.3. Действие интегрального оператора Фурье на волно­
вые фронты» Пусть Л-—интегральный оператор Фурье, имею­
щий вид 

Аи (х) == (2л)~п J J а (х, у, 0) и (у) eiS<x> *> QWydQ. (8) 
Его ядро Шва̂ рда 

К(хгу)^(2пГп1а(ху tftty'eWw-VdB. 
Для того, чтобы применить теорему 3.4 главы 1, надо знать 
волновой фронт этого ядра; 

Лемма 5.1. 
WF(tf)c 

ф.у,ЬЪ *-д-*Щ&Х ч-——^-^, ^ i ^ L = 0 } . 
Доказательство этой леммы легко провести, вычисляя преобра­
зование Фурье распределения К(х, у) и применяя метод стацио­
нарной фазы. 

Эта лемма позволяет найти WF (Аи) ([104]). 
Теорема 5.3. Пусть u£<g'(Q) и А — оператор вида (8), 

причем выполнено два условия: 
1 . е с л и —J^JL—-0, dS < y e> =0. то [у, - _ ^ _ _ 9 1 ) С 

«WF (a); X У 

2°. если i - ^ i l - O , 6^0 , то а 5 < у 9 > ^ 0 . Тогда 
определено распределение .Aa6.2?'(X) и 

WF (Aa)c{(x,D; i—^—^-— , г,= - - — < ^ — 1 , 

- ^ = 0 , (у, i06WFft}. ' ; j 
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Доказательство этой теоремы легко следует из теоремы 3.4 
главы 1. В частном случае, когда n=N, S(x,yJQ)z=2S(xiQ) — 
— (#,6), условие 2° выполняется автоматически и справедлива 
(см. 4-104],). 

Теорема 5.4. Пусть u&$r (Q) и А — оператор вида 
Аи И - (2яр J а (х, I) и (I) е*1*>*Щ. 

Пусть выполнено условие: если —дх ' [—Щ>—''^J 
iWF\tt). Тогда определено распределение Аи&З)' (Q) и 

WF (Аи)ф, - £ Э * . ) ; ( - -£- - - . 4)6WF (и)}. . , 
Таким,, образом, WF(Aa) содержится в образе WF(a) при 

каноническом преобразовании (у, ц)-*-{х, | ) , порожденном 
функцией S{x, т]). Поскольку каноническое преобразование 
обратимо, для эллиптического оператора А знак включения в 
теореме 5.4 можно заменить знаком равенства. 

В качестве примера отметим, что теорема 5.4 позволяет 
полностью определить волновой фронт решения задачи Коши 
для строго гиперболических уравнений по волновому фронту 
начальных данных. 

§ 6. Интегральные операторы Фурье 
с комплексной фазой v" 

6.1. Комплексная фаза. При рассмотрении операторов с 
комплекснозначными символами естественным образом возни­
кают интегральные операторы Фурье с комплексной фазой. 
Микролокально такие операторы представляются в виде 

Аи (х) = (2зтГд J J eiS<*'»>*)a (х, у, 6) и (у) dydQ. 
Такой интеграл имеет смысл при условии, что ImS^sO. Кроме 
того, предполагается обычно, что 

S(xt у, tQ)=tS{x, у, 6) при £>0; 
если ImS(x, у, 6)-=0, то dS(x, у, 6 ) ^ 0 . , 

Комплексная фаза S называется невырожденной, если.диффе­
ренциалы d(dSfdQj), / = 1 , . . . , 'ДО, линейно независимы над по­
лем С в каждой точке множества Cs, на котором dS/d9-=0. 

6.2. Почти-аналитическое продолжение. Пусть Q — открытое 
подмножество в Rn, Р (*) — неотрицательная функция в й, 
удовлетворяющая условию Липшица. 

О п р е д е л е н и е 6.1. Функция f называется р^плоской 
на Q, если для любого компактного подмножества Kc—Q и лю­
бого целого N^tO существует такая постоянная С*=*С(К, N)>0t 
что \f(x)\^C\pix)\"txGK. 
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Функции f я g называются р-эквивалентными, если раз­
ность f—g является р-плоской функцией. Функция f назы­
вается плоской на компакте KaQ, если она является р-
плоской при p(x)=dist(x, К). 

Нетрудно видеть, что если /6С°°(Й) и f является р-пло­
ской функцией, то любая производная Daf также является р-
плоской. В частности, такая функция является плоской на К 
тогда и только тогда, когда Daf(x)=Q при х£К и всех | а | . 

О п р е д е л е н и е 6.2. Пусть О — открытое подмножество в 
С , К—замкнутое подмножество в О, Функция /6С°°(0) назы­
вается почти-аналитической на К, если функции d5f плоски на 
Д"при / = 1 , . . . , п. 

Множество функций в С™ (О), почти аналитических на АГ, 
обозначается через А (О, К). Пусть O R ^ - O H R 7 * -

Если /6A(0,OR), / | O R = = 0 , TO / является плоской на 0R) 
Пусть ^ = х + ^ ~ к о о р д и н а т ы в С2, &—открытое подмно. 

жество в R". Обозначим через Q подмножество Q-f-/Rn в С". 
Будем отождествлять Q с Qf){y=0}. 

П р е д л о ж е н и е 6.1. Пусть и —открытое подмножество 
в Ся, содержащееся в OR. Пусть N(0,0K)— пространство С00 

функций на О, которые являются плоскими на OR. Ограничение 
на OR задает тогда изоморфизм пространства А (О, 0R)/N(0, OR 
на C°°(OR). 

Таким образом, функцию / из C°°(OR) можно рассматривать 
как класс эквивалентности (по модулю функций, плоских на 
Ок) почти-аналитических функций на 0R . "ПтЙдставитель этого 
класса эквивалентности называется почти - аналитическим про­
должением функции / в О . , 

Это почти-аналитическое продолжение может быть построено 
следующим способом. Пусть heC°° (R1), причем h(t)=l при 
i | < l , • * ( * ) — 0 при j * | > 2 . Пусть feC°°(0R). Положим 

где е у > 0 подбираются при J = 0 , 1 , . . . , таким образом, что 
этот ряд сходится в C°°(OR). 

О п р е д е л е н и е 6.3. Пусть О —открытое подмножество в 
Cn, M — гладкое подмногообразие в О коразмерности 2ky К — 
замкнутое подмножество в О. М называется почти-аналитиче­
ским на К, если любая точка гфК имеет такую открытую 
окрестность U в О, в которой существуют k комплексных глад­
ких функций fu . . . , fh> почти-аналитических на Kf}U и таких, 
что М определяется на U уравнениями fx{z) = 0 , . . . , %(z) =0, 
причем dfu . . . , dfh линейно независимы. При этом М локально 
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эквивалентно Ми М~Ми если М\ определяется в U с по­
мощью таких функций gu . . . , gk, что fj~gs при / = 1 , . . . , k* 
т. е. функции fj—gj плоские на Kf]U. 

6.3. Формула стационарной комплексной фазы. Рассмотрим 
интеграл 

I(X)=§eW)g(x)dx, 
предполагая, что I m / > 0 в suppg*. Предположим, что в suppg* 
функция / имеет единственную критическую точку х — 0, кото­
рая невырождена. Последнее означает, что матрица 
|| d2f(x)/dXidXj || л невырождена. Пусть функция / зависит еще 
от параметров t = (tb . . . , / / ) ,• меняющихся в некоторой окрест­
ности V точки о в R'. Пусть 7~почти-аналитическое продол­
жение функции / в окрестности точки х=0. Пусть х = Ф(£) — 
единственное решение уравнения dxf(y(t),t) = 0 и Я ( 0 — 
Н|д2 / (Ф (t), fy/dXidxjW. По условию, Н(о) обратима и ЫН(о) 
неотрицательно определена. Поэтому ни одно собственное зна­
чение матрицы H(o)/i не является вещественным и отрицатель­
ным. Если окрестность V достаточно мала, то имеет смысл 
матрица [H(t)/i]~112, где tGV и выбрана такая ветвь функции 
У~г, что ] / Т = 1 . Как и в п. 1.3, можно показать, что 

ц 
I ( я)~ ( * )2 det [H (t)nr112 е*МФС'ЬО^ A.-/Q, (£>,) £ (Ф (*)), 

' "/-° 
где Qj — дифференциальные операторы с постоянными коэф­
фициентами порядка 2/, прием QQ(DX)=I. Эти операторы зави­
сят от выбора почти-аналитических продолжений функций f 
и g. 

6.4. Лагранжево многообразие. Пусть М — вещественное 
симплектическое многообразие размерности 2п, М — его почт» 
аналитическое продолжение в С2п. Пусть АаМ—почти аналити­
ческое подмногообразие, содержащее, вещественную точку 
р0бМ, пусть (х, ^ — вещественные симплектические координаты 
в окрестности WaR2n точки р0. Пусть W—открытое подмно­
жество в С2Л, для которого W(\R2n=*W. Предположим, что 
(х, f)—почти аналитическое продолжение координат в W, так 
что (х,1) диффеоморфно отображают W на открытое подмно­
жество в С2п. Допустим, что Л определяется в окрестности 
точки ро уравнениями l=dg(x)/dx1 хбСл, где g—почти анали­
тическая функция, причем lmg'>0 в Rn. 

Теорема 6.1. Если (у, т])—другое почти аналитическое 
продолжение координат в W, и Л определяется уравнением 
г\=Н(у) в окрестности точки р0, то Л локально эквивалентно 
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многообразию ц=*дк(у)1ду, у£Сп, причем А—почти аналитиче­
ская функция и ImA>0 в R*. 

Определение 6.4. Почти аналитическое многообразие Л, 
удовлетворяющее условиям теоремы 6.1 в каждой веществен­
ной точке в некоторой системе вещественных симплектических 
координат (х, I), называется положительным лагранжевым 
многообразием. 

Определение 6.5. Почти аналитическое многообразие 
АаМ называется строго положительным лагранжевым многооб­
разием, если dimRA==.2/i- AR является подмногообразием в /И; 
<vU a~0 для всех локальных представителей Aa многообразия 
А и всех локальных почти аналитических продолжений оа симп-
лектической формы а на Т9{М)\ и наконец, г1 a (v, v) > 0 для 
всех Z>6:TP(A)\7V(AR), P6AR, где TP(AR)—комплексификация 
Tp(AR). 

Как и в вещественном слу%е, для конического почти анали­
тического многообразия АаТ*Х\0, на котором а а |л а~0для 
всех локальных представителей Аа и всех почти аналитических 
продолжений аа формы а, локальные координаты х в окрест­
ности каждой точки P06AR могут быть выбраны так, что А пред­
ставляется в виде ^==*dg(g)ldl. Здесь £—двойственные к х 
координаты и (Зс, |)—почти аналитическое продолжение коорди­
нат (#,|). Функция g здесь является почти аналитической и 
положительно однородной первой степени. 

Определение 6.6. Гладкая (С°°) функция S(x, 0) опре­
делённая в открытом коническом множестве r c R n X (Rn\0), 
называется регулярной фазовой функцией положительного ти­
па, если 

Г. Она не имеет критических точек; 
2°. S(x, tQ) =tS(x, 6) при />0; 
3°, Дифференциалы didS/dQ^, ..., d(dS/d&M) линейно не­

зависимы над полем С на множестве CSR={(X, 6)6Г, dS/de—O}. 
4°. lmS(x, 6)>0. 
Теорема- 6.2. Пусть S — регулярная фазовая функция 

положительногб типа, определенная в некоторой конической 
окрестности. Пусть 5 (х, в) -—почти аналитическое однородное 
продолжение функции 5 в некоторой конической окрестности 
в СяХ(С^\0). Пусть 

Cs ~{& mCnX(CN\0); dS (х, в)/<?9===0}. 

Тогда образ А^ множества С$ при отображении 

с*э& ei~(x, dS(*jQ)yc*x(cn \о> 
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является локально коническим положительным лагранжевым 
многообразием. При этом As$ является образом CSR И при 
замене S эквивалентным поч,тн аналитическим продолжением 
многообразие Л^ заменяется эквивалентным коническим поло­
жительным лагранжейзым многообразием. 

6.5. Эквивалентность фазовых функций. Пусть 
SeC00 (Г) —регулярная фазовая функция положительного типа» 
a$S™ (Яп XRN), р > 1 /2, Г—открытое коническое множество, 
suppa содержится в замкнутом коническом подмножестве в Г 
Рассмотрим интеграл 

/5(att) = j J eiS^^a(x, Q)d(x)dxdQ> ивСо (Rn). 
Как и в вещественном случае, можно показать, что 

WF (A) а{(х, dS (х, в) 1дх)% (х, e)6cone supp а П CsR}» 
где А — распределение: Л (#)==/$ (шг). 

Пусть теперь Si (x, ю)—другая регулярная фазовая функ­
ция положительного типа, определенная в открытом коническом 
множестве raRnX (R^XO). Пусть Я0=(х0, £0), причем 

l0=dS (x0, Q<)Jdx-~dSi (х^/дх 
и 

dS(x0,Q()ldQ^Ot дЗг(Хо,©^/дю—0. 
ДЕЗ распределения А и B.&D'OR?) называются микролокально 
эквивалентными в точке Я0, если X0$WF(-A—В). Пусть 2>1§— 
класс распределений из W (R"), локально эквивалентных 

в точке V 
Фазовая функция S определяет отображение из SJTtR^XR^) 

в 3)'и п 0 следующему правилу: если a&S% (Rn X R^) и а = а 0 
При больших е в малой конической окрестности луча 
{(х0, *80Ь ' > 0}- причем suppa0 лежит в этой окрестности, то 
распределения А и Д>, определяемые равенствами А(а)=* 
.e./s (аи), «Л0 (к) -=/^ (аси), эквивалентны в точке Ял. 

Опре д е ление 6.7. Фазовые функции 5 и Sx эквивалент­
ны в точке Я0 для СИМЕСЛСВ т Spr если образы «SjnR^XR^) и 
3p(RnXRM) при отображениях, определяемых функциями S и 
Sb совпадают в 231„. 

Теорема 6.3. Пусть S и St—регулярные фазовые функ­
ции положительного типа, определенные в конических окрест­

ностях точек (х0% Q0)eRnX(RN\0) и <х0, ©0)eR,IX(RM\0)* соот­
ветственно. Предположим, что А$ и As. эквивалентны 
jp окрестности точки £ 0 ^^(*о>во) и ^(*о> ©J. Тогда S и S% 
эквивалентны в точке (х0, у для символов из S„, р>1/2 . 
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Определение 6.8. I™(X, А), р>у—это подпростран­
ство распределений А из 2D' (X, Qi/г), для которого: 

1°. WF(^)cAR; 
2°. Для каждой точки А,0бЛц и любых локальных координат 

хи ..., ха в окрестности точки к(10)&Х, А имеет вид: Д (я) = 
=*Is (an), где 5 —положительная регулярная фазовая функция, 
порождающая Л вблизи Я0 и аб5Р

от+(/г^2ДГ)/4 (R^XR^) с носите-. 
лем в малой конической окрестности точки (х0, Q0)QCsRi соот­
ветствующей V 

6.6. Главный символ. Определим главный символ для эле­
ментов из /р1П(Х, Л). В случае вещественной функции S глав­
ный символ является сечением в тензорном произведении ли­
нейного пучка плотностей 1/2 на Ли линейного пучка Маслова, 
дающего функции перехода вида i9, v6Z. 

В комплексном случае не удается определить почти анали­
тические плотности порядка 1/2 на комплексных многообразиях 
так, чтобы функции перехода были^ непрерывны отнЬсительно 
малых возмущений. 

Рассмотрим вначале линеаризованную ситуацию. Пусть М— 
вещественное симплектическое векторное пространство размер­
ности 2п с симплектической билинейной формой о и М—его 
комплексификация. Лагранжева плоскость ЛсЛ? называется по­
ложительной (положительно определенной), если Im a (щ й) > 0 
(соответственно, >0) для всех #6Л, и 4-0. Аналогично опре­
деляются отрицательные и отрицательно определенные плоскос­
ти. Обозначим 2?~ множество всех отрицательно определенных 
лагранжевых плоскостей. 

Ясно, что если £6S?~> то L трансверсальна ко всем положи­
тельным лагранжевым плоскостям и имеет вид %^Вх, где 
(х, |)~-вещественные линейные симплектические координаты в М, 
а В— симметрическая матрица. 

Пусть F—фиксированная вещественная лагранжева плоскость 
в М и F — ее комплексификация. 

Определение 6.9. Пусть АсМ—положительная лагран­
жева плоскость. Базис е= (еъ..., еп) в Л называется допустимым* 
если существуют такой базис / = ( / ь . . , , / j в F я такая пло­
скость LeS'", что ef является проекцией ff вдоль L для всех /• 

Множество всех допустимых базисов обозначается В (А)-
В частности, B(F)—множество вещественных базисов в F. 

Отметим, что оазис е определяется по / и L не однозначно-
Предложен и е 6.2. В (А) является объединением двух 

непересекающихся связных подмножеств, так что два базиса е 
и е\ соответствующие данным / и L, принадлежат одной ком­
поненте в том и только в том случае, когда их ориентации со­
впадают- Более того, существует единственная такая функция* 
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.$ == sA: В (Л) X В (Л) -> С \ 0, что для каждого компакта 
КсВ (Р)Х-?"> 5Л (̂ , ^ — непрерывно зависит от е, ег и Л» 
-если е, е'ЪЕл (К)', причем если положить e\er = eY!\..* 
*../\enle\f\... f\e'n, то s2(e, e')= ±e/e\ где знак плюс соот­
ветствует случаю одинаковой ориентации базисов, и если е, е', 
e"6B (Л), то 5 (e, e') s (<<?, е«)=$ (е, еР). 

Пусть теперь Х-~паракомпактное гладкое /г-мерное много­
образие и Л с Т * (Х)\О—положительное замкнутое коническое 
аагранжево многообразие. Если рбЛн, то можно определить 
1?(Гр(Л)). к а^ и выше, полагая М=Тр(Т*Х), причем в качестве 
F берется касательное к слою пространство. При любом выборе 
локальных координат в X возникают естественные линейные 
симплектические координаты в ТР(Г*Х), так что пространства 
Тр (Т*Х) и Тц (Т*Х) можно отождествить, если р, JX6AR и до­
статочно близки. Поэтому если рассмотреть сечение 

ЛкЭр->£(р)б£(Гр(Л)), 
то имеет смысл говорить, что е (р) локально (по р) принадлежит 
ВК(Т9(А)) для некоторого компакта КсВ (F) Х--?"""-

Определение 6.10. Пусть Хи • • •> К — почти аналитиче­
ские функции на Л, определенные в некоторой комплексной 
окрестности С/\ А,= (Аа, . . . , Я»), Эти функции называются допу­
стимыми координатами на Л, если 

Г <1Яъ • •., d%n линейно независимы над С в вещественных 
точках. 

2°. Пусть (6Лц - - -> &К) — базис, двойственный к (Ль • . . , dXn) 
вГр(Л)*. Тогда (6Я1, . . . i 6 i j принадлежит множеству Вк (ГР(Л) 
локально по рб£/г ПЛК для некоторого компакта КсВ (F) Х--?". 
Если l/11, =̂==(pi- .. .»|xj —другая система локальных координат, 
то $(6А,, б[л) — непрерывная функция в U^dU^DA^ и 

-8<е...ад-±£$-±а-1(*). 
При этом производные д/дЯ^ определяются равенством <i|iy=* 
= 2 (d^jldhk) dkk + J^ (dV'jIdKk) dlk. Ясно, что s (6Я, бц) имеет 
единственное (с точностью до эквивалентности) почти аналити­
ческое продолжение в некоторую комплексную окрестность в Л 
множества IIх П U* Г) AR, удовлетворяющее условию 

При этом ^ , я ~ 1, 5Я, U5"IX,CD —5̂ ,(0 и $*,, ц непрерывны относи­
тельно малых возмущений Я, Ji, при которых 6Я, б|х остаются 
локально в Вк (Т0 (А)) для некоторого компакта К из £ (F) Х-?* 
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Определим теперь почти аналитический линейный пучок, 
Маслова 2 на Л как семейство допустимых координатных си­
стем U% на Ас функциями переноса sXiV,. Сечение /еГ(А;&); 
определяется тогда почти аналитической функцией / Л на £/\ 
для которой fx~fxtlifn для всех Я и ц. 

Теорема 6.4. Пусть Л—замкнутое коническое положитель­
ное лагранжево "многообразие в Г*Х\0, где X— гладкое па-
ракомпактное п—мерное многообразие. 

Тогда существует «естественное» биективное линейное отобра­
жение 

Р:Гт+п/\А;&)-*1?(Х,А)/1?-1(Х,А). 
Здесь Гк(А; 2?)—пространство классов эквивалентности 

однородных сечений степени к. 
Покажем, как Р строится локально. Пусть 5бГш+71/4(Л; 2} 

и supps лежит в малой конической окрестности точки р0. Выбе­
рем локальные координаты хи..., хп и регулярную фазовую 
функцию положительного типа S6C°°(RnXR^), которая порож­
дает Л в окрестности точки р0 в этих координатах. Тогда суще­
ствует такая почти аналитическая функция а на Л, положитель­
но однородная степени m+nf4—NJ2y единственная с точностью 
до эквивалентности, что 

s~aVd$> % 

Рассмотрим а как функцию на С § и ее почти аналитическое 
однородное продолжение а на С^ХС^ с носителем в малой кони­
ческой окрестности точки (х0, 0О), соответствующей р0. Элемент 
Р (s) определяется теперь как распределение 

(2яГ (Л+2Ло/4 J е*<*> е>а (х, в) de 
из класса /р

т(Д Л). Доказательство корректности этой конст­
рукции приведено в работе [126] Мелина и Шестранда. 

6.7. Интегральные операторы Фурье с комплексной фазой* 
Пусть X и У — гладкие паракомпактные многообразия. Если 
С-произвольное подмногообразие в Т*(Х) XT* (Y) =Г*(ХхУ)„ 
то С определяется как {(х, £, г/, — ц); (х9 g, у, г\)вСУ. 

Определение 6.11. Многообразие CczT*(XxY)\0 
называется положительным каноническим отношением, если 

С'аТ*(ХХУ)\0—замкнутое коническое положительное лаг­
ранжево многообразие и CRa(T*X\^)X(T*Y\0). 

Пусть Ле/р
от(ХхК,Л), где р > у и A c ^ J f х > 0 \ 0 -

замкнутое коническое положительное лагранжево многообразие. 
Тогда А является ядром непрерывного оператора А:Со°(Г, Q1/2)-»-
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-+Я)'АХ> Qi/2). Заметим, что WF(A)cAR. Если С —Л'—кано­
ническое отношение, то А: Со0 (Г, Qi/2)^C~(-Y, Q1/2) и можно 
продолжить А до непрерывного оператора из <Sf (К, .Qi/г) 
в 2>' (X, Q1/2). 

Пусть Я\ К, Z —паракомпактные гладкие многообразия раз­
мерностей tix,riY,nz, соответственно, и операторы 

А&1^ (X х г, ло, л2е/Р
т* (Г х z, л2) (Р > | ) 

являются собственными, причем С7=-Л)—положительные кано­
нические отношения. Тогда композиция АгоА2 корректно опре­
делена и 

W F 4 A I O A 2 ) C W F 4 A 1 ) - W F / ( A 2 ) C C 1 R . C 2 R , 
где CIR, C2R—-отношения, порождаемые пересечением С% 
и С2 с R*. 

Эта композиция является интегральным оператором Фурье„ 
если выполнено следующее условие: 

Пусть A-=r*(X)Xdiagr*(-K)X7,*(Z) и Д—ее почти ана­
литическая комплексификация. Тогда СХХС2 пересекается транс-
версально с Д в точках из (Cm X C2R) П А, а естественная про­
екция 

СиХС2Я->(Г*(Х)\0)Х(Г*(2)\0) 
является инъективным и собственным отображением. 

6.8. Некоторые приложения. 1. ' Пусть А—классический 
псевдодифференциальный оператор порядка 1 на компактном 
многообразии X и для главного символа а выполнено неравен­
ство 

Ima(x, | ) ^ 0 , У(х,Ъ)*Т*Х\0. 
Методами теории полугрупп можно показать, что тогда су­

ществует единственная гладкая функция U(t) со значениями в 
пространстве линейных ограниченных операторов на 2)'(Ху 
Qi/2), определенная при t^O и удовлетворяющая уравнению-
DtU^AU при t>Q, 1/(0)=/. 

Можно показать, что U{t) —интегральный оператор Фурье 
с комплексной фазой, ассоциированный с положительным кано­
ническим отношением из X в ! Это отношение в некотором 
смысле является графиком гамильтоиова потока функции — а 
([160]). 

2. Пусть Р-^псевдодифференциальный оператор глвного ти­
па (см. п. 3.1 главы 2). Пусть точка (х* Ъ0)ЪТ*Я\0 имеет 
открытую коническую окрестность, образ которой при отобра­
жении (xi l)-^p{xy 1) не пересекается с некоторым лучом 
{z=pei<x

t 0<p<oo} в комплексной плоскости. Тогда существует 
такая открытая коническая окрестность Г точки (х0, |0) и та­
кой непрерывный линейный оператор Е на Ф' (Xf Q1/2), что 
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РЕ~1 в Г. При этом оказывается, что Е можно представить 
в виде интегрального оператора Фурье с комплексной фазой 
([1601). 

3. Рассмотрим в R2 оператор P=Dt+it\Dx\. С помощью 
преобразования Фурье по переменной х легко показать, что 
каждое решение из класса S'(R2) Однородного уравнения 
Ри=0 имет вид u[t, x)~U[t)q>f где cpSS'OR), 

Хотя формально этот оператор является интегральным операто­
ром Фурье с комплекснозначной фазовой функцией, его можно 
рассматривать как псевдодйфференциальный оператор с ампли­
тудой е-'та/з из класса $°/2.и2-

Операторы с комплексной фазой изучались также в рабо­
тах [29], [36], [37], [154], [157], [160] и др. 

Глава 4 
РАСПРОСТРАНЕНИЕ ОСОБЕННОСТЕЙ 

§ 1. Регулярность решения 
в нехарактеристических точках 

1.1. Микролокальная гладкость. Результаты § 2 главы 1 мо­
гут быть уточнены с помощью градуировки волнового фронта, 
использующей пространства Соболева. 

Определение. Распределение uG0'(Q) принадлежит 
пространству НЛ(х0, £0), где S-R, (х0у |0)--Г*Й\0, если и^щ+ 
+ и2, где Ui6HM{Q) и (х0, £o)$WF(%). 

Множество точек (х, |)6Г*Й\0, в которых и не принадле­
жит #., обозначается через WF,(a). 

Разумеется, вместо пространства Н8 можно использовать 
другие пространства, например, Ск, СКа и т. д. 

Предложение 1.1. Пусть А — псевдодифференциальный 
оператор порядка т , распределение иЬ<8*(Q) таково, что 
u£Hs(xo, Ы , где (*о, lo)eT*Q\0. Тогда АиШ^х^ Ы-

Используя разбиение единицы, несложно доказать следую­
щее утверждение (см. 108]). 

Предложение 1.2. Если ивНа(х0у go) для всех точек 
(*о, |о)<-Г*Й\0, то MHaA0c(Q). 

С другой стороны, поскольку ff'^UiHsOff'), справедливо 
Предложение 1.3. Если (х0, lo)^WF(a), то существует 

такое 5, что ( х0, g0)6WF.+,(a), но (х0, |a)$WF8-e(a) при всех 
г>0. 

Большинство утверждений из § 2 главы 1 можно передока-
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аменяя W F(W) на WF.(a). Из определения видно, что 
•wF.(w) —коническое множество. Можно определить WFS(и), 
так же и как QCharA, где пересечение берется по множеству 
всех собственных классических псевдодифференциальных опе­
раторов А порядка О, для которых АиШ8, char A — множество 
характеристических точек оператора А. 

1.2. Гладкость решения в нехарактеристической точке. Пусть 
и,Ъ&'(0), P(x, D)u=f, где Р — псевдодифференциальный опе­
ратор порядка т. 

Теорема 1.1. Если (*,, |0)еГ*Й\0, А>(#О, ЫФ09 fWs(x0, b)>™ueHs+m(xQ, Ъо). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства достаточно по­

строить микролокальный левый параметрикс Q для оператора Р. 
Его символ q(x, g) строится в конической окрестности точки 

00 

(х°, |0) так, что q^J^qj, где q0=p-\ qx определяется из ра-
о 

венства 

и последующие слагаемые ql при / > 2 , имеющие порядок одно­
родности — j — m, находятся из условий: 

|-а|+*+/-/ " 
Оператор Q имеет порядок — т, причем 

u+Tu=Qf, 
где Т — сглаживающий оператор, так что Ти$С°°. Отсюда и из 
предложения 1.1 сразу следует наше утверждение. 

Следствие 1.1. Если Pu—f, то 
WF,( и) cGhar PUWFs-m (f), 

где, как и выше, CharP={(x, g)eQX(Rrt\0), p0(x, g)=0>. 
Следствие 1.2. Если Р — эллиптический опер ато]р, то 

WF s(a)=WF^(Pw)v 

§ 2. Теоремы об устранимых особенностях 
2.1. Устранимые особенности в правых частях уравнений. 

Известная теорема Римана гласит, что функция, голоморфная в 
Q\0, является голоморфной в Й, если ]f (z) j|=0(|z|""1). 

Известно также, что для гармонических в Й\0 функций, 
где Q — область в Дп, особенность при х=0 является устрани­
мой, если \и(х) | =0(\х\2"п) при п>2 и если \и(х)\ = 
=0(1п щ ) при /i=2. 
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Менее известно, что особенность в точке .х=0 является 
устранимой для произвольного линейного дифференциального 
оператора Р(х> D) порядка т , если \и(х) | =0(|х \'т~п) при 
п^т ([98]). В этом случае, конечно, решение может иметь 
особенность при #=0, но если Р(х, D)u=0 в Q\0, то P(xf 
D)a=0 в Q. 

В том случае, когда Р(х, D)a=0 на множестве Й\Л, где 
А—измеримое замкнутое множество, важную роль играет его 
мера Хаусдорфа. Напомним, что мерой Хаусдорфа порядка d 
называется величина 

На(А)=ШыУ.г* 
где нижняя грань берется по всем покрытиям множества А 
шарами U-S* таким, что радиус rs шара В, не превосходит е. 

Т е о р е м а 2 Л ([98]). Особенность на множестве А яв­
ляется устранимой, т. е. из Ри=0 на Q\A следует, что Ри=0 
в Q, если выполнено хотя бы одно из следующих условий: 

1°- ueWp
kAoc (Q), 1 < р < оо, Ни- (К)<<*>, К с с Л , 

2°. ueW?,loc(Q), Нп^ь(А)^0; 
3°. ueCMQ), Hn^k{K)< <*> для KczaA; 
4°. ueCk'a(Q), 0 < а < 1 , Hn„m+k+a(A)^Q. 
2.2. Устранимые особенности в граничных условиях. Пусть 

Q — ограниченная область в Rn, P(x, D)—линейный диффе­
ренциальный оператор порядка т с гладкими в Q коэффициен­
тами. Пусть Г—часть границы dQ, являющаяся гладким 
(п—1)-мерным многообразием. Предположим, что на Г зада­
ны линейные дифференциальные операторы В\(х, £>),... 
. . . , Вк{х, D) с гладкими коэффициентами, имеющие порядки 
т^т— 1; l.^fe^m, l^.j^k. 

Пусть Л — компактное подмножество в Г и функция и(х) 
удовлетворяет уравнению Р{ху D)u=Q в Q, причем 

•'В,(х, D)w=-0 на .Г\А, / = 1 , , . . , k. 
Рассмотрим вопрос о том, когда В5и=0 на Г. Предположим, 
что -направление нормали к Г не является характеристическим 
для оператора Р и что справедлива формула Грина 

' • . ' 

J ( P ^ T J ^ ^ (1) 
Q j = l Г 

для гладких функций v, равных щлю в окрестности множест­
ва dQ\Г. Здесь k^t^lm, Р* — формально сопряженный к Р 
оператор, дифференциальные операторы Bs и S,- имеют гладкие 
коэффициенты, причем порядки \is операторов Sj различны-, 
0-^iii-^m—1 и коэффициент при производной по нормали по­
рядка \ij у оператора Ss отличен от нуля. 
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В частности, эти условия выполнены, если m=2k и опера-* 
торы Р, Въ . •., Bk определяют на Г регулярную эллиптическую» 
задачу [123]. . • 

Теорема 2.2 ([20]). Пусть Ри=0 в Q, 5 ^ = 0 на Г\Л 
при /==il,...,£, причем справедлива формула Грина (^.Мож­
но утверждать, щр В,и=>0 на Г при / = 1 Л, если выполне­
но хотя бы одно из 'следующих условий: 

i°- «е^1.юс(0). 1</?<оо, — oo</<m, tf„-(m_/)ff<ф<<»; 
2°. tt6^ioc(Qb - » < / < д а , . . Я | М И . / ( А ) - 0 ; 
3°. ибС (QUO» - оо < / < да, Ял_т+/ (/С) < оо; 
4°. aeC'^(QU-O. '0<a<l , 0</</гс, ЯЛ^ т+ / + (А) —0. 

§ 3. Распространение особенностей для решений 
уравнения вещественного главного типа 

3.1. Определение и пример. На-помшш, что оператор 
P(x,D) порядка т имеет вещественный главный тип, если его 
характеристическая форма (главный символ) Р0 вещественно-
значка и форма dP0(*»£) не пропорциональна форме %dx. 

Простейшим неэллиптическим оператором вещественного 
главного типа является оператор D\. Рассмотрим уравнение 
Z>ia=/(x)/raef6C~(Q). 

Из теоремы 1.1 следует, что если (х, |)6WF(w) то £1=0-. 
Поэтому определено сужение и на плоскость %\=С при каж­
дом С. Бихарактеристиками оператора Du являются прямые в. 
R2T\ параллельные оои х\. В (силу теоремы 3.3 главы 1, если 
(*,6)€!WF(«0, то (x9l')czWF(u)x . с ) . Но -ф(^)ф(^)^(х)« 
=^(£>/)(ф(л:/)^(С,х,)+^ *(—>/)ф(^,)/!(^^/)^- Отсюда видно* 
что если (^o.,£0)^WF(.u) HJC"I°=C, TO все точки отрезка прямой,. 
параллельной оси хи лежащего в Г*Й\0 и проходящего череа 
(#°, |°), <не лежат в WF(a). Поэтому каждый отрезок бихарак­
теристики, лежащий в f*Q, либо ее пересекается с WF(a)r 
либо целиком содержится в WF(a). То же верно и для 
WF.(a), если7бЯ8(Й). 

3.2. Теорема Хёрмандера. С помощью канонического пре­
образования оператор вещественного главного типа можно 
привести к виду Q(x9D)D\9 где Q — эллиптический оператор. 
Это позволяет рассмотреть общее уравнение Pa=f, где Р — 
псевдодиффер ендаа л ьный опер агор вещественного г л авиого 
типа порядка т. Пусть feC°°(Q). Бихарактеристиками опера­
тора Р называются интегральные кривые системы уравнений 

ахj _а/>о(*(0,6(0) ф_ dP.(x(t),w) .__- m 

если, po(x{t), l(t))=0 
Теорема 3Л ([78]). Если uG£D'(Q), /—связный кусок 
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^характеристики и lf)WF(Pu)i=0, то йибо /c_WFt(a), либо 
JflWF(u)=0, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно считать, что т -=1 , поскольку 
WF(Pu) л нулевые бихарактеристики оператора Р сохраняют­
ся при умножении Р на эллиптический оператор. 

В силу п. 3.1, существует такой интегральный оператор 
•Фурье А нулевого порядка, что P=iA*DiA+T, ЛЛ*=/+Ть где 
Т, Т\ — сглаживающие операторы и 'поэтому, если положить 
Au=vi то Div=Af+T2V. Таким образом, доказательство сво­
дится к рассмотренному выше случаю. Поскольку при преоб­
разовании с оператором А бихараоктеристикам оператора Р 
соответствуют прямые, параллельные оси хи теорема доказа­
на и в общем -случае. 

Таким образом, на 'дополнении к WF(Ри) множество 
WF(u) инвариантно относительно сдвигов по траекториям га-
мильтоновой системы (2). 

Совершенно так же доказывается 
Т е о р е м а 3.2. Бели u£2)'(Q)9 / — связный кусок бихарак­

теристики и lCfWFs(Pu)=0, где Р — псевдодифференциальный 
оператор вещественного главного типа порядка т , то либо 
IczWFs+w-i(и), либо /nWF.+ m- i(a)-=0. 

3.3. Локальная разрешимость. Пусть Р—псевдодифферен­
циальный оператор главного типа порядка m в области Qc:Rn 

с вещественнозначным главным символом. Б?ихарактеристика-
ми оператора Р называются интегральные кривые 'системы (2), 
вдоль которых ро(#(0> t~(t))=0' 

Т е о р е м а 3.3. Пусть Р — псевдодифференциальный опера­
тор с вещественным главным символом р0 и (1гр0(х, 1)^0 в 
T*Q\0. Тогда для каждой точки x0£Q найдется такая окрест­
ность £/, что если f£Hs(Q), то существует функция и из 
Hs+m-\(&){W'(®)> удовлетворяющая уравнению Pu=f в £/, 
причем IMIs+mM-^cll/lls, где постоянная с зависит только от 5. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть U — такая окрестность точки 
,*о, что каждая нулевая бихарактеристика функции р0, прохо­
дящая через точку (я, £) при #6£/, £^0 , проходит и через неко­
торую точку (хи | i ) при XiZdU, %\Ф0. Такая окрестность 
.всегда существует, поскольку Р — оператор главного типа. 

Заметим, что Р* также является оператором главного ти­
па и если Р*ф6#5-т+1(С/), ф б ^ С / ) , то <peHs(U). В самом де­
ле, по теореме 3.2, множество точек, в которых <р£#$, инвариант­
но относительно гамильтонова потока #Ро, и так как (ф=0 в 
окрестности границы dU, каждая нулевая бихарактеристика 
содержит точки, в которых фбС00. Таким образом, q>£Hs в 
каждой точке из T*U. 

В силу предложения 1.2, y£Hs(U). 
По теореме Банаха об открытом отображении существует 

такая постоянная С, зависящая только от s, что 
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Поэтому интеграл j / Ф ^ Х при /GHS(Q) является линейным не­
прерывным функционалом от P*q>£H_s_m+l. По теореме Хана — 
Банаха отсюда вытекает существование функции ueHs+m^v для 
которой 

]/ус1х^[и*ТЩ(1х, 96Co°(t/), 

причем ||u| |s+m_i^C||/ | |5. По определению, и является обобщен­
ным решением уравнения Pu=fy и теорема доказана. 

3.4. Полуглобальная разрешимость. Под полуглобальной 
понимается разрешимость" в каждом .компактном подмножестве-
Полуглобальная разрешимость не вытекает из локальной, что 
видно из следующего примера. 

П р и м е р 3.1. Пусть Q — кольцо на плоскости: 

£=={(*,*/), l ^ x 2 + r / 2 < 4 } . 

Уравнение du/dq)=f всегда разрешимо локально, но для раз­
решимости его в Q 'необходимо, чтобы 

0 

при 1<г<2. 
Этот пример показывает естественность следующего усло­

вия. 
У с л о в и е Л. Пусть K<C£i. Каждая нулевая бихарактери­

стика, проходящая через точку (#?g), где х&К, ^ 0 , имеет точ­
ки, проекция которых на Q лежит вне Я". 

TeopeiMa 3.4 •([78]). Пусть Р — псевдодифференциальный 
оператор главного типа порядка m с вещественнозначным 
главным символов р0 в области .QczRn. Пусть K<€.Q и выпол­
нено условие Л. Тогда множество 

^ ( Ю = { Ф ; <V«CO~(K), Р Ч = Р > 
имеет конечную размерность. Если fBHs(Q), Jfydx—O для 
всех (рвЫ (К) у то существует функция uGHs+m-i(Q), удовлетво­
ряющая уравнению Pu=^f в К и такая, что 

lltf||e+m-i<CHflU, I 

где постоянная С не зависит от f. 
Теорема доказывается с помощью теоремы 3.2 и теоремы о 

замкнутом графике. При этом используется тот факт, что каж­
дое решение уравнения Р*ф=0 из &"(К) принадлежит С0°° (Ш 
в силу условия А и теоремы 3.2. 
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Г § 4. Распространение особенностей для уравнений 
главного типа с комплексным символом ; 

4Л. Пример ([106]). Рассмотрим уравнение 

где k >0— нечетное число. Пусть г]0=-=<0, —1, г]//), т)Л/бКЛ""2. 
Пусть v(x')GC\ х'=(х2, . . . , хп)— функция с компактным носи­
телем, для которой 

WFi>--4(0,4)> *>°} 
(см. пример 2.2 главы 1). Тогда v быстро убывает вне каждой 
конической окрестности Г точки ц0. Положим 

и (х) =-= (2п)1^ J eZ>4+1i(W)+i(x',t>)~ ffi/) d^ 
Го 

где Г0 —такая окрестность т)о', что | 2 < — С Ц ^ в Г. Тогда 
лбС1, причем г/бС°° при х^О. Можно показать, что 

WF(a)={(0> M > ^>0}, 
так что решение -имеет оюобешость при х==0, которая не рас­
пространяется. 

4.2. Неподвижная особенность. Явление, отмеченное 
- приведенном выше примере, характерно для большого класса 
операторов.' Пусть Р —собственный псевдодифференциальный 
оператбр порядка т в области Q. Пусть (х0, |0)6-T*Q\0—ха­
рактеристическая точка, в которой НРйфО. Умножая Р, если 
это необходимо, на U можно всегда добиться, чтобы НкеРо=£0-
Тогда уравнение Repo=0 определяет гладкую поверхность, 
проходящую через точку (хо, go) и состоящую из бихарактери­
стик функции Re р0. 

Предположим, что 1тр0 'имеет нуль конечного порядка 
k¥=0 на каждой бихарактеристике функции Rep0, близкой к 
той, которая проходит через точку (x0i |0) • 

Из этого условия следует, в частности, что #Re/?0 не имеет 
радиального направления, поакольку функция Imp0 в этом 
случае обращалась бы тождественно в нуль на бихарактери­
стике, проходящей через (#о, Ы-

Теорема 4.1 ([147]). При сделанных предположениях су­
ществует такой интегральный оператор Фурье А, что 

где Т и 7*1 — операторы, имеющие символы порядка — оо 
в-окрестности точки (0, т|0). 

Используя изученный выше пример, получаем 



Следствие 4.1. Если k нечетно и (НяеРо)кImp0 (x0 g0)< О, 
то существует распределение и, для которого 

Р^бС00 и WF (и) = {(х0, *у, t > 0}. 
4.3. Один специальный случай. Пусть Р — псевдодифферен­

циальный оператор порядка т главного типа с главным симво­
лом po — a+ib. Предположим, что выполнены следующие усло­
вия: 

Г. В каждой характеристической точке из Г*Й\0 скобка 
Пуассона {а, Ь} обращается в нуль. 

2°. Поля Я а , Нъ и 2 i / g r . линейно независимы в каждой 
характеристической точке из Г *Q\0. 

При этих условиях существует такое однородное каноничес­
кое преобразование % окрестности точки (0, r\°) 6T*Rn\0 на 
окрестность точки (х°, 1°) в Т*Й\0 и такие интегральные опера­
торы Фурье JF, Fl, соответствующие % и %~~\ что оператор FiPt— 
— (Di+iD2) имеет символ порядка -оо в конической окрест­
ности точки (0, т]°). 

Из условия Г следует, что {a, b}=aa-\-$b и [#а, #ь] = 
=аЯа4-рЯб. По теореме Фробениуса многообразие Ро = 0 рас­
слаивается на двумерные многообразия, касательные плоскости 
к которым порождаются полями На и Нъ. Эти многообразия на­
зываются бихарактеристиками. Поля На и Нъ определяют на 
бихарактеристиках аналитическую структуру, в которой анали­
тическими функциями являются решения уравнения (#а-+-
+1#ь)и=0. Для этой структуры можно определить также клас­
сы гармонических и супергармонических функций. Если U-
-^'(Q), то гладкость и в точке (х, |)6Г*Й\0 можно измерять 
с помощью функции su*(x, £)=supp{s; ы€#в(х,|)}. Эта функ­
ция полунепрерывна снизу и положительно4 однородна степени 0. 

Теорема 4.2 ('[78]). Пусть выполнены условия Г и 2°. 
Пусть uG3)'(Q), Pu=f в Й. Пусть В-область на двумерной 
бихарактеристике и s - т а к а я супергармоническая функция в 
J5, что s<s/*. Тогда функция min(su*, s-\-m— 1) является су­
пергармонической в В. 

4.4. Распространение особенностей в случае комплексного 
символа общего вида. Наиболее общие результаты в этом на­
правлении получены Хёрмандером, Шапира, Денкером. Боль­
шую часть этих результатов и соответствующие ссылки можно 
найти в [108]. Мы приведем здесь только один результат Хёр-
мандера. 

Теорема 4.3. Пусть ибД>'(0) и Pu^f в Q. Пусть / = 
=-{^#, *i</</2}, Ч СО - отрезок нулевой бихарактеристики 
функции Repo- Предположим, что Impo>0 в окрестности от­
резка Т( /) . Если т (П nWF(/) - 0 H ' I W W F W , TO _;(/)П 
flWF(a)=0. Более точно, если fGHs(f(I)) и аеЯ3 + т^(у(^)), то 
и б Я а + т - ! В ТОЧКаХ ИЗ ^ ( / ) 
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• Если Impo^O в. окрестности отрезка ^(7), то теорема со­
храняется, но вместо правого конца отрезка следует взять его 
левый конец. 

§ 5. Кратные характеристики 

5.1. Двукратные неинволютивные характеристики. Пусть 
P=PiP2+Q, где Pi и Р2 — псевдодифференциальные операторы 
порядков mi и т2, соответственно, а оператор Q имеет порядок 
т+т2—1. Предположим, что главные символы pi л р2 вещест-
веннозначны. 

Рассмотрим точку Z(fiT*Q\Q, в которой 
Pi(20)-=0,>2(2o)=0,' {ри.р2}(г0уФ0. (2) 

Из этого условия следует, что поля H:Pt, НРз и 1д/д% линей­
но независимы в точке ZQ. В частности, найдется такой открытый 
интервал /c:R, 061, что бихарактеристики «̂  функций pj, прохо­
дящие через го, определяют инъективное отображение 

Ъ : / ^2 ,={гбГ*\0 , Р;(г)==0}, Д0)=г0. 
Заметим, что в точках окрестности Uz,, лежащих вне .SiflSs, опе­
ратор Р является оператором вещественного главного типа, и 
для этих точек распространение особенностей изучено в § 3. 

Если Ik«{--6/, (—-1)*/ > 0}, то можно определить14 полуби­
характеристики в точке 2 как кривые yJk:Ik^llj, для которых 
4jk=Vj\fk при у, £-=1,2. 

Теорема 5.1. Пусть uG&'(Q), z0$WF(Pu) и выполнено (2). 
Предположим, что для каждого /6 {1,2} существует такое k& 
€{1, 2}, что Vk(h)WF(u) = 0 . Тогда MWP(a). 

Пусть Sp —субглавный символ оператора Р. 
Теорема 5.2. Пусть выполнено (2) и 

iSp izJ/{pvPd (zQ) - у${0, 1,2,...}. 
Пусть ивЗУ (Q), 20<£ WF (Ря) и (YI (/) \ z0) П WF (Й) = 0 . Тогда 
z0tfWF(tt). Аналогично, если 

ISP (г0)1{ръ P2}(Z0) + Y4^ -U -%...} 
и (Y2(/)\2o)nWF(a)-0, то 20€WF(a). 

Следствие 5.1. Пусть выполнено (2) и 

iSp(z<)/{pv P2}(z0)~-±UZ. 
Если z0$WF(jPtf) и на каких-нибудь двух полубихарактеристи­
ках, проходящих через г0, и является гладкой функцией, то 
2<$WF (u) • (Эти и более общие результаты можно найти в ра­
ботах [24], '[26], [68], [97], [130].) 
88 



5.2. Условие Леви. В том случае, когда оператор Р имеет 
кратные характеристики, его свойства могут существенно за­
висеть от младших членов. В этом случае важную роль играет 
условие Леей, введенное впервые в связи с излучением задачи 
Коши. Это условие означает, что транспортные уравнения яв­
ляются дифференциальными уравнениями вдоль бихарактерис­
тик и их порядок равен кратности соответствующей характе­
ристики. 

Определение 5.1. Оператор' Рь9?т{Я) имеет постоянную 
кратность характеристик, если его главный символ р имеет* вид 

p = qrit...qs*9 где r^N 
и qj являются символами операторов главного типа, причем 
множества qjl(0) не пересекаются в T*Q\0. 

Определение 5.2. Пусть оператор Р§&т(X), причем его 
главный символ является вещественнозначным и Р имеет по­
стоянную кратность характеристик. Оператор Р удовлетворяет 
условию Леей &(хо,Ъо) в точке (ль, go) из р~1 (0) cT*Q\0, если 
для каждой функции <р(х), удовлетворяющей уравнению 

4i(x,dq(x))=0 (если^(^0,'1о)-=0), 
в окрестности точки х0 и такой, что Ap(*o)=£o» и Для каждой 
функции абС0°° (Q) с носителем в некоторой окрестности точки 
Хо, где сСуФО, 

е~~и®Р(аеич>) = 0(^г1)9 г~> +ко­
оператор Р удовлетворяет условию Леей (S?), если условие 
S?(xo, So), выполнено во всех точках из р~~1 (0). 

Ясно, что (S?) — это условие на члены порядка ^т — 
max/j. Это условие было введено в работе [85]. 

5.3. Операторы с характеристиками постоянной кратности^ 
Рассмотрим оператор P6S?m(Q) с постоянной кратностью харак­
теристик, удовлетворяющий условию Леви {&). В этом случае 
в окрестности каждой характеристической точки (л:0, g°) оператор 

Р представляется в виде j?BkQj-\-T0 при некотором у, 
л«о 

! < / < $ , где Г0 —оператор нулевого порядка, Qf — оператор 
с вещественным главным символом q^x, l)&SSj (Q), BkQ3? J(Q)» 
Это представление позволяет получить следующий результат,, 
являющийся частным случаем теоремы из работы [44]. 

Теорема 5.3. Пусть оператор РЫ2?т(0) имеет характерис­
тики постоянной кратности и удовлетворяет условию (&) Леви.. 

Пусть ue£Df(Qy. Тогда множество WF(u)\WF(Pu) содер­
жится в р"1(0) и является инвариантным относительно сдвигов-
по бихарактеристикам. 
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5.4. Операторы с кратными инволютивными характеристика­
ми. Допустим теперь, что %аТ*Х\0 — замкнутое коническое 
многообразие коразмерности d, которое определяется уравне­
ниями qi(x,l)=Qy...,qd(xyl)=09 причем функции^ гладкие, 
вещественнозначные и таковы, что 

Г. Поля Н9х, ...,HQd и 6Dg-линейно независимы в каждой 
точке 2; 

2°. { fy^HO на 2, / , А —1, ....rf.-
Можно. считать, что д^ однородны по 1 первой степени. Рас­

смотрим теперь классический собственный псевдодифференци­
альный оператор P^2'm+k(X)i где me N, keR. Пусть pm+k — ero 
главный символ, причем pm+k=0 на 2, рт+ь=7-0 вне 2 и порядок 
нуля функции рт+к равен т в каждой точке 2. Пусть р — точка 
на 2, ap(t)—однородный полином степени т от №ТР(Т*(Х))/ 
/7,

p(2)=Fp, который возникает при рассмотрении разложения 
функции pm+k по формуле Тейлора в точке р. Предположим, что 

3° Op(t) ф0, когда ОФtUF09 для всех р£2. 
Следующее условие на младшие члены естественно обобщает 

условие Леви: 
4°. Если Qj = q}{x, D), то существуют такие классические 

псевдодифференциальные операторы Аа порядка k, что 
^ = 2 AaQT1 *"Q*d микролокальна. 

\а\<т 
Например, при т=2 это условие означает, что субглавный 

символ оператора Р обращается в нуль на 2. 
Теорема 5.4 (1153]). Пусть выполнены УСЛОВИЯ (1)—(4). 

Пусть F = T2(t*X)/T(2) и FXzF — произведение пучков 
над 2. Пусть гг (s, t), . . . , zm (s, t)—корни уравнения 
Op(s + zt) = 0; s, teFp. Предположим, что для (s, tjeFXzF 
и линейно независимых 5 и t кратность корней г;- постоянна 
и не превышает двух. Тогда если и£2)'(X), РиеС°°(Х) и 
p6WF(tt), то rpcWF(#), Гр —интегральное многообразие для 
полей Hqi, . . . , Я ^ , проходящее через точку р. 

5.5. Оператор Шрёдингера. Пусть Q —область в Rn и 
Р(х*£) —псевдодифференциальный оператор порядка т в Q 
с вещественным главным символом р0(*, | ) . Предположим, что 
характеристики Р — двукратные, так что множество 2= 
=1 (xi %) $T*Q\09 p0 (х, I) = 0} определяется уравнениями 
^(*,6)=0,. . . , t t f t(*,!)=0, где Щ(хЛ)г=щ(х,1) при / > 0 и 
формы duu . . . , duky \dx линейно независимы. 

Предположим, что 2 является инволютивным многообрази­
ем, т. е. {ии щ}=0 на 2. Тогда 2 расслаивается на гладкие 
одномерные кривые, которые являются интегральными кривы­
ми для полей Ни. п р и каждом / -=1 , . . . , А. Предположим, что 
в окрестности каждой точки из 2 главный символ представляет­
ся в виде Ъацщщ, /,/ = ! , . . . , А, и матрица Ца̂-Ц положитель-
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но определена. Эта матрица определяет на 2 риманову мет­
рику £А-

Предположим еще, что рт_г(х, g)--g- ]g ^ S / * < Q н а 

Теорема 5.5 ([164]). .Пусть выполнены все приведенные 
выше условия. Если иеаГ'(О), РаеС°°(Й), то WF(a) является 
объединением геодезических в метрике gA, лежащих в 2. Об­
ратно, если (я, g)G2 и Т — ДУга геодезической в метрике gA, 
проходящая через точку (х, £), то существует такое распреде­
ление и6<Г'(£2), что WF(u)(\U=*f()U9 PuGC»(U), где £/ — доста­
точно малая коническая окрестность точки (х, | ) . 

Примером оператора, удовлетворяющего условиям теоремы 
5.5, может служить оператор Шрёдингера Р=у-^~д2Д. 
В этом случае, если Ри£С°°, то WF(u) состоит из прямых, па­
раллельных подпространству t=0, т=0 и лежащих в конусе 
Ъ= . . . =§п = 0, т < 0 (см. [64]). 

Отметим, что много других важных результатов о распро­
странении особенностей для операторов с кратными характе­
ристиками получено в работах Бонн, Григиса, В. Я. Иврия, 
Б. Ласкара, Р. Ласкара, Шапира, Шестранда и др. См., в част­
ности, работы [24], [25], [26], [59], [72], [90], [91], [116], [118], 
J1.19], [J120], [131], [153], [161]. 

Г лава 5 
РАЗРЕШИМОСТЬ (ПСЕВДО)ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ 

§ 1. Примеры 
1.1. Пример Леви, Рассмотрим единичную сферу Q в С2: 

i(zu ^2); 1 Z\ |2 +1 z212= !}• После замены переменных г[ ==» 
'^(Z\^lY\z'2=*Zb(Zi—\yl поверхность Q определяется урав­
нением 

так что оператор 

, dz% \ dzt dzt J 
является касательным к Q, Оператор & и называется операто­
ром Ганса Левй. В 1956 году Г. Леви построил такую функцию 
/(x1,x2,x3)6C00(R3), что уравнение 
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не имеет решений в классе непрерывных функций ни в какой 
подобласти ocR3 . 

1.2. Уравнение Мизохаты. Рассмотрим уравнение 

%+**%-f(*y) <-> 
Если А четно, то после замены t*=xkn/(k + \) это уравнение 
переходит в уравнение 

разрешимое для любого распределения gG®'-
Если же k нечетно, уравнение (1), вообще говоря, неразре­

шимо ни в какой окрестности начала координат (см. [11]). , 
* В самом деле, пусть {Qj} — последовательность непересе­
кающихся кругов, сходящаяся к началу координат, причем все-
круги лежат при л:>0. Пусть /=0 вне U&j, fbC°°, /(#,#) = 
==/(-*, </)>/>0 в Q;. 

Если положить 

то из (1) следует, что 

Ясно, что v*=F(xk+l/{k-\-l)-\-iy)t где F—аналитическая функ­
ция. Что же касается функций до, то w(09y)=0 и до== 
= G(xk+1/[k-\-l)-{-iy), где G — аналитическая функция, в точках 
дополнения к IJ-̂ j- Отсюда следует, что до==0 в R2\|J£-,j, так что,. 
в частности, ш-=0 на dQj при / = 1, 2 , . . . . Но тогда 

\\ f {x>y)dxdy= J *z2?(cosa+ico$p)rfs==0, 
Qy.. dQj 

и мы приходим к противоречию с определением функции /. 
1.3. Другие примеры. Простые соображения показывают, что* 

множество гладких функций /, для которых уравнение (1) име­
ет решение (хотя бы обобщенное), является множеством пер­
вой категории. 

Заметим, что при ^ ===———— ixj-, оператор SS имеет вид 
д2 . 0 д2 . . д У 

d*r+^W+lW a шеРат°Р 

ChJ ' * имеет вещественные коэффициенты, причем уравнение Ра=^нег 
разрешимо в начале координат для множества функций / вто­
рой категории в to°°(R2) (Трев). 

J92 



Существует такая функция f6C°°(R2), что уравнение 
Pu—fu.=0 

не имеет решений, кроме а=0, в прямоугольнике |х|<;г, ] # |< ! 

' Каннаи [110] показал, что уравнение Au=f, где 
i4=D1+ixiD2

2, 
неразрешимо в начале координат, причем оператор А является 
гипоэллиптическим. 

Хёрмандер [103] показал неразрешимость линейного само­
сопряженного дифференциального оператора второго порядка с 
вещественными коэффициентами, определяемого формулой 

РЙ—С*!—xt)D\u+{\+x^{D\it—Diu)—xlx2DlD2u— 
—DxD2{xiX2u)+x1xzDlDzu+DlDz{x1xbu). 

Как и выше, для каждой окрестности начала координат Q су­
ществует такая функция /-Со°°(Й), что уравнение Pu=f не име­
ет решений и из 2D'(Q). Из этого следует, что найдется функ­
ция f0£S(Rz), для которой уравнение Pu=fo не имеет решения 
и из класса 2)'{Q) ни в какой окрестности начала координат. 

Определение 1.1. Псевдодифференциальный оператор Р 
разрешим в точке х0, если существуют такие две окрестности 
U, V точки х0, что UczV и для каждой функции f из CQ°°(U) 
существует распределение и с носителем в V, удовлетворяющее 
уравнению Pti—f в U. 

В случае дифференциального оператора можно считать, что 
4J = 1 / . 

§ 2. Необходимые условия локальной разрешимости 

,2.1. Теорема Хёрмандера. Хёрмандеру удалось объяснить 
приведенные выше примеры. Он получил следующий результат 
([103]): 

Теорема 2.1. Если (х0, |о)6Г*-Й\0, р0(х0; |о)=0, сх(хо7 
?о)'<0, где 

С 1 ( х Е ) - = 2 1 ш | - - | 1 — | - , 

то псевдодифференциальный оператор с главным символом ро 
является неразрешимым в точке х0. 

Следствие 2.1. Если Р(х, D)—дифференциальный orie-
ратор, po(x0i go) ==0, ci(x0, |0) =т-=0, то Р неразрешим в точке х0. 

Для доказательства следствия 2.1 достаточно заметить, что 
функции Ci(x, I) является однородной по | степени 2т— 1 и 
потому нечетной. 
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Доказательство теоремы 2.1 основывается на том факте» что* 
из разрешимости оператора Р вытекает оценка 

||Ф|к<*||Р*Ф||,,, ФбС?о>), (2> 
с некоторыми вещественными С, $г и s2* Например, для опера* 
тора Леви Р = _-{-./2:— сопряженный оператор имеет вид. 

Р * = —^- + ^^f- При этом функция 
1' 

ф -ee-M2W+/t---H«--2«+2«№) ;• 

удовлетворяет уравнению Р*% == 0. Пусть со={(х, #, *),. 
•*2+У2+^2 < 1}» АбСо° (со) — такая функция, что h = 1 при 
р 2 =х 2 +^+/ 2 <—-. Тогда функция / -=Я* (h%) равна нулю 
при р>1 и р<2". Нетрудно проверить, что\\f\\ss<CXs*e~u4 . 
С другой стороны, || АФ0 |к > С0^--3/4, где постоянная С 0 >0 
зависит от 5Ь но не от Я. Поэтому, подставляя в (2) функцию 
Ф=Лфо, получаем неравенство, которое не может выполняться 
при Я̂ =Яо, если ко, достаточно велико. Этим доказывается не­
разрешимость оператора Р в со. 

В общем случае, когда Р — псевдодифференциальный опе­
ратор произвольного порядка, доказательство проводится по* 
той-же схеме. Условия теоремы позволяют построить функ­
цию w, для которой 

Ро(х, .gradw(*))-0, ау(0)==0, graday(O)-=g0 

и lmw(x)>0 при хФО. В качестве ф берется теперь функция 
вида 

/V 

Ф (х) - h (х) е*w<*>2 ^% (*). afiC* (©). 
у—0, 

2.2. Нуль конечного порядка. Пусть р0(х, 1) - символ опе­
ратора главного типа, a=Repo, fc=Imp0. Рассмотрим бихарак­
теристику функции Ь, т. е. интегральную кривую системы урав­
нений 

dxk _db(x{t),l{t)) djk'_ db(x(t), l(t)) ъ_л 
dt dik ' dt ~ dxk * ^'~: i , • • • •^ 

проходящую при t=Q через характеристическую точку (XQ, 1о)-
Ясно, что в этом случае b(x(t)9 £(/)) = 0. Рассмотрим функцию 
y(t) =a(x(t), | ( / ) ) . Заметим, что 

cx(x(t)9 W))~Y(t), 
так что условие теоремы 2.1 означает, что функция y(t) имеет 
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при t—Q нуль первого порядка. Можно обобщить эту теорему, 
заменив её условие условием 

f(0) =-=... = yi*-i) (0) = 0, yW (0) > 0, k нечетно (3) 
(см. [15], [137]). 

2.3. Нуль бесконечного порядка. Следующее условие (Ч?) 
является необходимым для разрешимости оператора Р в об­
щем случае ([108], § 26.4). 

(̂ F) функция y(t) не может менять знака при £==0 с минуса 
на плюс при возрастании t. (Ясно, что это условие обобщает 
условие 3°.) 

2.4. Кратные характеристики. Случай кратных характери­
стик изучен мало. Известные необходимые условия разрешимо-
мости в случае характеристической точки {х0, £(>), в которой 
dpo(xo, |o)=0, сводятся к тому, что в окрестности этой точки не 
должно быть простых характеристических точек, в которых на­
рушается условие (W). Приведем несколько результатов дру­
гого рода. 

Теорема 2.2 ([22]). Пусть р0(*о> Ы = 0 , dX9lp0(x0, 1о)=0, 
(*о, 1о)^-Г*£2\0. Пусть в некоторой окрестности точки (хо, |0) 
выполнено неравенство ci(x, l)^m0(\x—х0|2+||—1о|2), гпо>0-
Тогда псевдодифференциальный оператор Р с главным симво­
лом р® является неразрешимым в точке х0. 

Рассмотрим случай, когда P = Q2+R, причем порядки опе­
раторов Q и R равны, соответственно, т и 2т— 1. 

Теорема 2.3 ([41]). Пусть Q — оператор вещественного 
главного типа. Если <7о(*сь to) =0, Rer0(x0, Ы < 0 и функция 
Imr0 имеет нуль конечного нечетного порядка вдоль бихарак­
теристики функции <7о, проходящей через точку (лг0> |о), то опе­
ратор Р неразрешим в точке х0. 

Т е о р е м а 2.4 ([41]). Пусть Reqo(x, g)=a(x, £), lmq0{xt 
1)=6(х, I). Пусть <7о(*о, Ы^Оу ЬФО. Пусть &€N, k — нечет­
но и 

#£b Ц>, У = ° ПРИ J < Ь Н^Ь (х0,10) > 0. 
Тогда оператор Р неразрешим в точке х0. 

' • • • * \ 

§ 3. Достаточные условия локальной разрешимости 
3.1. Операторы вещественного главного типа. Из теоремы 3.2 

главы 4 о распространении особенностей сразу вытекают теоре­
мы о локальной и полуглобальной разрешимости уравнений 
Pu=f вещественного главного типа, если diPo(#> 1)^0 в 
T*iQ\0. 

В самом деле, оператор Р*9 формально сопряженный к Р> 
также является оператором вещественного главного типа. Если 
x^Q, то найдется такая окрестность о)Эх0, что каждая бихарак­

теристика оператора Р*, проходящая через точку (х0, I) при 
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[1| = 1, выходит на границу д®. Поэтому в силу теоремы 3.2 
главы 4 

Ф б ^ Н , Р*ФбС°0((о)=->ФеСо°(о>), 
Фб^ (со), Р*Ф6Я, И=^Ф6Я,+ОТ_Л (со), 

где /&—-порядок оператора Р. По теореме о замкнутом гра­
фике, отсюда следует, что существует такая постоянная С, 
что 

\\^\\s^mU<C(\\P^\\s + \\<P\\s+m^h ФбСПсо), 

а если со достаточно мала, то 

'•"1|ф|и«.1<сцр*Ф|ц тести. 
Отсюда следует! что J fydx при f^H^-m+i является линей­
ным ограниченным функционалом от Р*Ф в H_s, т. е. сущест­
вует такой элемент uQHs, что 

||и |U<С || / | j „ ,^ l 5 J f4dx = l иРЦйх, ФбСо00 (со), . 
т. е. Рй==/ в со. 

Если вместо малой окрестности рассмотреть - произвольный 
компакт, то необходимо наложить дополнительное условие на 
поведение бихарактеристик в ш (см. п. 3.4 главы 4). 

3.2. Операторы главного типа. В работах Хёрмандера было 
доказано, что уравнение главного типа Pu=f разрешимо ло­
кально, если в каждой характеристической точке (х0, go) вы­
полнено условие CI(XQ,?|О)>0.-. 

В дальнейшем этот результат обобщался в работах Нирен-
берга, Трева, Биллса, Феффермана и автора (см. [18]). 

Полное решение задачи о достаточных условиях для диффе­
ренциальных операторов получено в 1974 г. в работе Биллса— 
Феффермана [51]. Достаточное условие в этом случае совпада­
ет со следующим условием, введенным первоначально Нирен-
бергом и Тревом: {&) функция y{t) = Rezp0(x(t)y %(t))9 где 
(x(t), %(t))—нулевая бихарактеристика функции lmzp0(x, g), 
не меняет знака при изменении t, z6C\0. 

Теорема 3.1. Если выполнено условие (^) и dip0(x,^)^ 
ФО, то дифференциальный оператор Р локально разрешим. 

Первоначально, в 1970 году Ниренберг и Трев [137] дока­
зали эту теорему для операторов Р с аналитическими коэффи­
циентами. Для дифференциальных операторов условия (Ф) и 
(¥) эквивалентны. 

До сих пор неизвестно, является ли условие (Ч?) достаточ­
ным для локальной разрешимости псевдо дифференциального 
уравнения главного типа с комплекснозначным символом. 

Наиболее общая теорема относится к случаю субэллипти-
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ческих операторов. Эти операторы могут быть определены сле­
дующим образом. Пусть ai = Rep0, a2-=Imp0 и 

H<—2 дсц(х,р а dajjx, g) д , . _ - 9 

у = 1 v dxj dlj dlj dxjl* l-*>4-

Если a-=(a1, ...., ar), p—ffr, . . . , prj, то через H*Hl обозначим 
оператор H^Hi1 . . . H*rH*r. Пусть £ (x, g) — наименьшее целое 
число» для которого 

Я?Я2%(х, g)=^0, | а+р | - * . •] 
Если ai (х, | ) ФО, то полагаем &(х, 1) =0. 

Теорема 3.2 ([9]). Если для оператора Р выполнено 
условие (¥) и sup &(х, '£ )<* при (*,|)6Г*/<\0, то уравнение 
Pw=f разрешимо в 1С при выполнении конечного числа условий 
на /. Точнее, в этом случае существуют такие функции 
gu•• • •,gN из Со00(/С), что если 

J/gjA*==-0, / = 1,...,7V; f£Hs(K), 
то существует функция ае#*4-/я-*(*+1)-» (Q) Г) #'- (Q), удовлет­
воряющая в К уравнению Pu=f. Если диаметр компакта К 
достаточно мал, то условие ортогональности становится из­
лишним. 

Отметим еще некоторые условия, достаточные для локальной 
разрешимости. 

Теорема 3.3 ('[|18]). Оператор Р локально разрешим в точ­
ке х0, если в каждой характеристической точке (х, | ) выполне­
но условие (х¥) и хотя бы одно из следующих условий: 

1° Формы dRep0(x,l), dlmp0(x,l) и \dx линейно незави­
симы. 

2° Существует такая постоянная N > 0 и такая положитель­
но определенная степени т—1 гладкая функция а(х, %), что в 
некоторой окрестности рассматриваемой точки выполнено не­
равенство 

3° Пусть a=Rep0, 6-=Imp0, a — символ оператора главного 
типа. Пусть Vb — производная функции b по направлению 
векторного поля, касательного к поверхности а(х, -|) =0 и орто­
гонального к полю На. 

Существует такая постоянная К, что 
|V^(x,i)|^i(|&(x,l)| 

в некоторой окрестности точки (х0, go) для всех точек (х, | ) , 
лежащих на поверхности а(х, £) = 0, | | | = 1 . 

В этом случае для каждого вещественного числа s, 5 ^ 
< т — l-fn/2 найдется такая окрестность coczQ, что уравнение 
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Pu=f, где /£#s-m+i(Q)\ имеет в ю решение uGH$(Q)()&'(Q)r 
причем ||a||s<Ce||/|ls-m+i, 8 = diam(o, где постоянная С не зави­
сит от f и е. 

3.3. Операторы с кратными характеристиками. Рассмотрим 
только тот случай, когда P=Q8+R, причем порядки операторов 
Q и R равны, соответственно, т и 2т—1. 

Т е о р е м а 3.4 ([41]). Пусть Q является оператором главш> 
го типа diqQ(x, D--7---O при %ф® и выполнено условие (\f>). Если 
r0(x, g)ssO (mod qQ), то для /G#'(Q)n#a-2^2(Q) "существует 
функция uee"(Q)f\Hs(Q), удовлетворяющая уравнению Pu—f 
в о), где о—достаточно малая окрестность точки х$, При этом 

И й |U <: С (со) И / П-^^з + Са м 
Если s^max(—/г/2, —1—/г/2+m), то можно положить Ci=-0. 
Здесь С(о))-^0, когда diam о)~>0. 

В том случае, когда функция qo вещественнозначна, можно 
получить более точные утверждения. 

Т е о р е м а 3.5 ([|41]). Пусть Q — оператор вещественного 
главного типа, с1ъдо(х,%)ФО. Оператор Р разрешим локально, 
если выполнено хотя бы одно из следующих условий: 
" 1°. Rer0(x, g)>0, если q0(x,Q=0, 1Ф0. При этом спра­
ведлива оценка: | | Ф | | т ^ < С (со) ||РФ \\г_ш ФбСо00 (со); 

2°. Re г0 (х, g) > 0, если q0 (х, |) =--0, | ф 0. Тогда 
|| Ф |U—1/2 <• С || РФ Hl/2—щ» ФбСо°(со). 

Глава 6 
ГЛАДКОСТЬ РЕШЕНИЙ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

§ 1. Гипоэллиптические операторы 

1.1. Определение и примеры. Как известно, каждое класси­
ческое или обобщенное решение уравнения Лапласа является в 
действительности бесконечно дифференцируемой и даже анали­
тической функцией. И. Г. Петровский показал, что все решения 
уравнения P(D)u=Q, где P(D) — дифференциальный оператор 
с постоянными коэффициентами, являются аналитическими 
функциями в том, только в том случае, когда P(D) — эллипти­
ческий оператор. Полная характеристика дифференциальных 
операторов P(D), для которых каждое решение уравнения 
P(D)u = 0 является бесконечно дифференцируемой функцией, 
была получена Хёрмандером. 

О п р е д е л е н и е 1.1. Псевдодиффёренциальный оператор 
P(x,D) называется гипоэллиптическим в области ficzRn, если 
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из условий: uGff/(Q)9P(x9D)tieCC0((n) следует, что иеС°° (®) для 
каждой подобласти caczQ. 

О п р е д е л е н и е 1.2. Псевдодифференциальный оператор 
P(x,D) называется микролокально гипоэллиптичесшм в об­
ласти Qc=r*Rn, если из условий: иб^'(Rn) , ЛУР(Ри)П©^0, сле­
дует, что WF(u)n— = 0 для каждой подобласти coc=r*Q. 

1.2. Гипоэллиптические дифференциальные операторы с по* 
стоянньши коэффициентами. Основной характеристикой таких 
операторов является поведение корней £ уравнения Р ( £ ) = 0 прЕ 
£->оо. Именно, следующее условие: 

| I m £ | ^ o o при, |t|-i-P9 на поверхности Р(£)=-0 (1) 
является необходимым и достаточным для гипоэллиптичносга 
([ЮЗ]). 

С помощью теоремы Зайденберга— Тарского можно пока­
зать, что это условие эквивалентно следующему 

Я Т > 0 , С > 0 : | t P < C | I m £ | , если' Р { « = 0, | С | > С . (2) 
Можно указать эквивалентное условие в терминах поведения 

Р(1) при вещественных g. А именно, условия (1) и (2) эквива­
лентны каждому из следующих трех условий: 

Р(а) (I)/Р © -*0 при | £ К оо, geR*, Va^: 0; (3) 
Щ>0, С > 0 : \P{aUl)\<C\P 11)\ШЧа1У; Уа; (# 

^ ( У ' . - » 1 при U K оо, 66R«, .ViieR"- (5) 

Отметим, что эллиптические операторы характеризуются тем,, 
что в условиях (2), (4) для них можно взять 7 = 1- Для других 
гипоэллиптических операторов это число меньше 1. 

Близкий к классу эллиптических операторов класс семиэл-
липтических операторов определяется следующим образом. 
Пусть ти ... 9 тп — положительные целые числа и 2aft/mfe^l 
для всех тех a = ( a i , . . . , aw), для которых ааФО в определении 
оператора P(D) =2a aD a . 

•Пусть Po(D) =={sum}'aa£)
a, где сумма берется по тем а, для ко­

торых Hak/mh=l. Если ро(1)ФО при £=й=0, то P(D) называется 
семиэллиптическим оператором. В частности, если т\... =mfe = 
= /п, то такой оператор является эллиптическим. Семиэллипти-
ческими являются, например, р — параболические уравнения,. 
введенные И. Г. Петровским. 

Отметим еще следующую теорему ([I103],). 
Т е о р е м а 1.1. Пусть Q(g)—полином степени т с вещест­

венными коэффициентами и k^2— целое число. Пусть Я(%)— 
однородный положительно определенный полином степени 
,2km—2 (k—l). Тогда оператор P(D)=Q(D)2h+R(D) является 
гипоэллиптическим. 

1.3. Классы Жевре. При доказательстве достаточности при­
веденных выше алгебраических условий обычно строится фун­
даментальное решение оператора Р. Эта конструкция сущест-
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.венно опирается на условие (2). Зная точно значение числа Y 
из условия (2), можно получить оценки для производных, реше­
ния уравнения 

Определение 1.3. Классом Жевре GP = GP(Q) (fi^O) на­
зывается пространство функций и(х), определенных в Q, имею­
щих производные всех порядков и удовлетворяющих неравенст­
вам 

\Dau(x)\<CBlala?a 

при каких-либо постоянных С и В и всех а. 
Здесь, как обычно, (#<*==* а̂ ** «... оР*п. Ясно также, что эти 

неравенства эшшалентны неравенствам 
\Dau(x)\<CBw(a\)*. 

Класс G\ состоит из аналитических функций 4ро каждой из 
переменных^, ...,хп). Рассматриваются также проективные 
классы Жевре: G$= [} Gy(Q). 

Теорема 1.2. Если для оператора P(D) выполнено условие 
(2), то каждое решение и(х) уравнения P(D)u=f, где /6GP, 
pY = 1, принадлежит классу Gp. В частности, если P(D)—эл­
липтический оператор, то каждое решение и уравнения P(D)u= 
=f с аналитической функцией f является аналитическим. 

Число р может быть найдено по многочлену Р(1) с помощью 
формулы 

»--ghLW/-.i"". 
<см. [108]) 

1.4. Частично гипоэллиптические операторы. Пусть перемен­
ные х= (х\у..., хп) разделены на две группы х'= (хи . . . , хк) и 
х"*=*'(хь+и • • • 9*п)• Аналогично, а = (а', of') и т. д. 

Определение 1.4. Оператор P(D) называется частично 
гипоэллиптическим по переменным х'\ если 

Р (D) ивС00 (Q), Dau62>2(Qh va—fa', 0)=>aeC°°(Q) 
для любой подобласти Qcrl^1. 

Пример 1.1. Дифференциальный оператор P(D) частично 
гипоэллиптичен по переменной хп тогда и только тогда, когда 

р - 1 ' 

P(D)^CDp
n +%Qk(D')Dl C^O, £ ' = <£>ь-.., А ^ Ь 

В частности, это условие выполнено, если плоскость хп=О не 
является характеристической. 

Теорема 1.3 ([103]). Оператор P(D) является частично 
гипоэллиптическим по переменным х"у если выполнено одно из 
следующих эквивалентных условий: 
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I. I Im g | •+ jRe g'|-{to}-oo, если £->оо вдоль поверхности 
-°(E)-0. 

II. Существуют такие постоянные С и у>0, что 
(1+|i|)v<c(1+|1mri)a+|i/|), р( |)=0, geR". 

III. ИтР(а)(-|)/-°(1)—0, если а=---0, | |w | {to} оо. 
IV. P(l)= ^ pa (£") Е'с» где Pod") — гипоэллиптический по 

X" ПОЛИНОМ, ра (£") / p 0 (£") - > 0 При | £" | {to} 0 , « - ^ 0 . 

Пусть Hr,s(Rt)—пространство функций с нормой 

II"III,- = &*Гп J (1 + II |2) ' (1 + 1 Г I 2 ) - | а ( | ) |2dg, 
где g—ffii. .-..-In-i). Rt={xeR"> x„>0}. 

Теорема 1.4 ([103]). Пусть P ( D ) = D ^ + 2 Яа-D -диф~ 

ференциальный оператор порядка т с постоянными коэффициен­
тами. Пусть й-открытое подмножество в R£. Если 

Р (D) ивН1°^т,%1 (Q), ueffZx* <ЭД. 
то йбЯа,т(Й), где (У<сгь a + t<a /+-^y- /==1,2. 

Замечание. Теорема 1.4 верна и в том случае, когда ал 
является функциями от х из С°°. 

Следствие . Если выполнены условия теоремы 1.4 и 
РибС°°(Й), причем существуют две такие последовательности 
{<jj} и {t;j, что <jj+*j->oo и ueHlojC

f%] (Q) для всех у*, то 
a6C°°(Q). 

1.5. Гипоэллиптические уравнения в свертках. Назовем 
обратимым распределение jxgS7, если 

яб#'. ^яеС^йбС 0 0 . 
Теорема 1.5 ([103]). Если каждое распределение и из 

3)'(Rn), удовлетворяющее уравнению |х*и=0, лежит в С00.(Л*)* 
то 

|Im£|/ln|£|->oo при £->оо вдоль поверхности р, (£)==* 0. (6) 
Определение 1.5. Распределение \х называется гипоэл-

липтическим, если \х обратимо и выполнено (6). 
Теорема 1.6 ([103]). Следующие условия на \i£S"{Rn) 

эквивалентны: 
1°. [I ГИПОЭЛЛИПТИЧНО. 
2°. иЪ2)'{Ъп), |x*a6C00(Rn)=^aeC00(Rn). 
3°. Существует такое распределение F (параметрикс), что» 

\i*F—беС00 и 
eh sing supp jFcrch sing supp |x. 

Здесь chK— выпуклая оболочка множества Д". 
101 



1.6. Гипоэллиптические операторы постоянной силы ([103]). 
Пусть Р(х, D) —дифференциальный оператор порядка т с по­
стоянными коэффициентами. Пусть 

-P(JC, 0 - ( 2 |/>ГР(дг, 0Р)1/Я. 

Определение 1.6. Оператор Р(х, D) имеет постоянную 
силу в QcrRn, если для любых точек (х0, у0)Ш дифференци­
альные операторы Р(хо, D) и Р(уо, D) таковы, что 

Р(х* 1)<СХй,УоР{у0Л)-
Теорема 1.7. Пусть Р(х, D)—дифференциальный опера­

тор с коэффициентами из C°°(Q), Qc=Rn, имеющий постоянную 
аилу в Q. Предположим, что оператор Р(х0, -О), где х0 — неко­
торая точка из Q, является гипоэллиптическим. Тогда оператор 
P(x,D) является гипоэллиптическим в Q. Кроме того, WF (и) = 
=WF(JPU) ДЛЯ всех &6_9'(Q), т. е. Р является микролокально 
•гипоэллиптическим. 

1.7. Гипоэллиптические дифференциальные операторы с пе­
ременными коэффициентами. Пусть Р(х, D) —дифференциаль­
ный оператор порядка т с гладкими коэффициентами в области 
QerR71. Пусть М5{х, | ) —такие функции в QxRn, что 

кмд*, .)<с«(1+|Б|)1-*, rf>o, /=ч,..:, \ 
причем постоянная Сх ограничена, когда х меняется на ком­
пактных подмножествах в Q. Если а =-=(«!,..., an)GZ+

n, p = 
*-="(Рь • - • i Pn) £Z+n, то полагаем 

Af*-*—Mf1... M^MTai . . - М~а". ; 
Определение 1.7. Оператор Р(х, D) удовлетворяет в Q 

условию (НЕ), если Р(х, D) не обращается тождественно в 
нуль ни в одной компоненте области Q и 

| р$1%Р (х, 6) | < С..*,, (1 + 161 )-*Мм*- (х, 1) Р (х, Q 
для всех а и р , x-Q, |£Rn, постоянные Са,р,ж ограничены, когда 
с̂ изменяется на ограниченных подмножествах в Q. 

Теорема 1.8 ([102]). Если дифференциальный оператор 
Р(х, D) удовлетворяет условию (НЕ) в области Q, то он яв­
ляется гипоэллиптическим в Q. 

Условие (НЕ) естественно обобщает условие (4) на опера­
торы с переменными коэффициентами. 

Пример 1.2 ([102]). Оператор " 
Р(х, £)-=/+|*|*Ч—А)* \ 

удовлетворяет условию (НЕ) и, следовательно, является гипо­
эллиптическим, если v>\x. В этом случае можно положить 

Mj(x, $=м(х, g)=(1+|ir)1/2v(i+l^l2vlil2r,/2v. 
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Пример 1.3 ([102]). Оператор . 
P(x,Dj*=D2xm+D? + ic(x)DiDl+l 

удовлетворяет условию (НЕ) и, следовательно, гшюэллиптичен» 
если сбС00, c(x)GR и либо 

2т ~ 2/fe ^ ' 2 m n 2£ 

либо 
а—1 , .7 

2от ^ 2 * < 1 , 0<а<2т. 

1.8. Псевдодифференциальные гипоэллиптические операторы. 
Предыдущая теорема допускает естественное обобщение на 
псевдодифференциальные операторы. 

Теорема 1.9 ([108]). Пусть Р—матричный псевдодиффе­
ренциальный оператор, -РбЗ^в(Q; С*, С*), 0 < б < р < 1 и суще-
ствуют такие (kf X k) — матрицы А (х, g), £ (х, £), что матрица 
р(х, I) (символ оператора Я) удовлетворяет условию 

\А(х, QD%D*xp{x, %).В(х, 9|<C«^ir(l+lE.I)" i , , e |+e ,w. JC6/C." 
где iC—произвольное компактнее подмножество в Й, a a, (J— 
произвольные мультииндексы. Предположим также, что 

|fi(^9-1p(^vQ-M(^9-1|<CJC,.; 
|А(х,9 | + |Д(^9 |<С^|бГ\ ; хбК, |Б|>С*. 

Тогда оператор Р является гипоэллиптическим. 
Еще более общая теорема получена Билсом в [50]. Пусть 

<!>= (1+ |6|2)1/2t а ф, Ф —весовые функции, т. е. 
(I).c<©,(jf,6XC<6>, ^ > н ^ Ф и , Й < С ; . 
(II) Ф(*,6)ср(*,6)>с; 
(III). Ф(*, 5)/<р(*. 6)~Ф(у, т])/ф(г/, .rj), если <6>~<ti>; 
(IV) Ф(*/, т])~Ф(х, £),<р(0, л)~<р(Х £), если | у—х|^ 

<с<р(*,|) и |ч—Е|<сФ.(*, i ) ; 
(V) Ф(х, 5)>с«6>в» с>0, б>0; 
(VI) Ф(х,Юф(х, |)^бШ%е>0. 
Теорема 1.10 ([50]), Пусть Я и Нг -—гильбертовы прост­

ранства, А — псевдодифференциальный оператор, А=*а[х, D), 
причем 

\/а(х} 1) :QXK4~&(H, Яг), 
где 2?{Н, Яг) —пространство линейных ограниченных операто­
ров, действующих из Я в Я ь причем 

II DlDta (*, 91|< C^-Mq^^t 
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где Ф, ф —весовые функции, удовлетворяющие условиям (I) — 
(VI) в каждом компактном подмножестве из Й, М и т — веще­
ственные числа. Пусть р(х, %)Ь9?(Н9 #i), причем акр имеют 
левые обратные в каждом компакте Кшй при достаточно 
больших 11|. Предположим, что 

II р (DlDta) crip'1|| <СаеФ~,а,ФНЭ1, 
И ̂  Ц П - II « - ^ ^ 

для некоторого N при достаточно больших |£| . Предположим, 
наконец, что либо р=/ , либо а обратим для больших | . Тогда 
А — гипоэллиптический оператор. 

1.9. Вырождающиеся эллиптические операторы. Пусть Л/"= 
=&+/г и точки x£Rn имеют координаты {х'\у), где Л/GRV 
#GRn. Пусть m$N и бтвЫ. Положим 

™о={(а, р, у) : | а | + | р | < т , т+\у\ = | а | + (1+6) Ipl}. 
Рассмотрим в R1^ оператор 

р(У,0)^атуЮЬ0* 
т9 

с постоянными коэффициентами. 
Теорема 1.11 ([12]). Пусть выполнены условия: 
1°. Оператор р(у, Dy) эллиптический при уФО. 
2°. Уравнение р(у, §', Dy)v{y) = 0 при §'GRfe, | | ' | = 1, не име­

ет отличных от нуля решений из S(Ry
n). Тогда оператор р (у, D) 

гипоэллиптический. Обратно, если выполнено условие 1° и 
оператор р(у, D) гипоэллиптический, то выполнено условие 2°. 

При мер 1.4. Оператор 
Dl+y2Dl + Wx, ReA,«0, xeR, y€R, 

гипоэллиптичен тогда и только тогда, когда Л-#-2&+1, ЫЪ. 
П р и м е р 1.5. Оператор 

Dy+iayrDx> ЯеафО 
гипоэллиптичед тогда и только тогда, когда г=2&, k£N. 

Положим 
!»«-'{(«, pi Y):|tf+P|<m,: ^ > i v l > | a | . + ( l + e ) | P | —да}.' 
Рассмотрим оператор 

/7(x,i)) = 2 ^y(x, D)yWl.D*, ;; , 

где да&у(Хг £>) —классические псевдодифференциальные операто­
ры нулевого порядка, причем ^aoo(x, D)=*qaoo(x),- если | а | = /я# 
Пусть ^ v ( ^ - Ь Л)—старшая часть символа оператора qa^y. По-
ложим 



Т е о р ем а 1.12 ([12]). Если для псевдодифференциатного 
оператора 9?(у\ Dx>, Dy) выполнены условия Г и 2° предыду­
щей теоремы, то оператор р (х, D) гипоэллиптичен в некоторой 
окрестности начала координат. -

Пример 1.6. Оператор 
' Dy+iayrVD2

x+Dl, Rea^O, 
является гипоэллиптическим, если г четно или г нечетно 
и Rea>0. 

Пример 1.7. К̂ак указано в примере 1.4, оператор D§ + 
+y2Dx—Ox не гипоэллиптичен'. Однако оператор 

D2
y+!fiDx^Dx+ayWx 

при а Ф О является гипоэллиптическим. 
Пример 1.8. Оператор 

Р =Di+l +xi+l (p\+...+Dl)± Dk 

при k>\ является частично гипоэллиптическим: если PuG 
£С°°(У), где V — окрестность начала координат и и£С°° в окре­
стности пересечения dV(]{x; xk=xh+i==0}y то ыбС°°(У). 

1.10. Частичная гипоэллиптичность вырождающихся эллид-
тических операторов. Рассмотрим оператор 

&(t,Dt,Dx)- 2 aj*ta+*l*MDiDZ, 
j+\a\<m 

o+6|o|+y.gN 

где *GR, x£Rn
f ауабС, 6>0, agZ, а-f 6/rceN. Предположим, что 

S?(lTlU A*. X%) = X~~a2'(t, t, g) 
для всех X6R+, *6R, *6R и ggR". 

Теорема 1.13 ([12]). Если оператор &{t,Dt, Dx) является 
эллиптическим при ^ 0 , то он является частично 
гипоэллиптическим в R X R" (соответственно в R+ X R") тогда и 
только тогда, когда уравнение 2?(t, Dt, Qu(t)=sQ не имеет 
решений, отличных- от нуля, в классе S(R) (соответственно» 
5(Rf)) для всех geRw\0. 

Напомним, что частичная гипоаллиптичность в этом случае 
означает, что для любых открытых подмножеств Pal, Q'cQf 
если ЗЪеСЧ/'ХОО, Й6С°°(/; 2D'(0!% то ибС°° (Р XQ'). 

Пример 1.9. Операторы 
tDt+iQjc+Ь, 

- ^P2t+D2
x+XtDt+viDx+v 

являются частично гицоэллиптическими в RXR и в R+XR 
при любых A,, р, v из С. 
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Рассмотрим теперь оператор 

где qeR, <7>1, qm&l; [?/] —целая часть от qj-. Пусть S^ — 
его главная часть, т. е. 

" # о - 2 ay«.(Q,^)^Z)fD;.. 
/+|a|~/re 

Теорема 1.14 ([12])- Если операторы 3?, 5"0 являются 
эллиптическими при t=£0 (соответственно, при f>0)± то S. 
частично гйпоэллиптический "в RXR*. (соответственно, R+XR")-

- Пример 1.10. Оператор 
pp2t+t*DtDx + tpl + MWt + iiDx+v I , 

частично гйпоэллиптический в RXR и в R + xR при любых X, 
р, v из С. То ;же верно для операторов 

tD2
t + tDx+%Dx+[iDt, 
tD2

t + iD2
x+Wt. 

1.11. Двукратные характеристики. Рассмотрим определен­
ную dX.d систему шсевдодифференщиальных операторов иа 
я-мерном бесконечно дифференцируемом многообразии Q, име­
ющую вид 

P(x,D)*=Ip(x,D)+M0(;x,D)9 

где /—единичная матрица, р(х, I) —однородный символ сте­
пени т , а матричный оператор М<> имеет порядок ^.т—1. 
Хотя такой оператор Р имеет довольно специальный вид, он 
достаточно интересен и встречается, например, при исследова­
ний <?-задачи Неймана. 

Предположим, что выполнены следующие условия: 
1°. Множество CharP={(*, §)6j*Q\0, р(х, £)=0} является 

гладким многообразием четной размерности 2k и неинволютно, 
т. е. сужение формы (u=dx/\dl на каждое пространство, каса­
тельное к Char P, невырожденно; 

2°. Отношение \р(х, I) \/d2(x, g), где d — расстояние до 
Char Р, локально ограничено; 

3°. Если £=1, т. е.. CodimChar Р=2, то число вращений р 
вокруг C'har Р равно <нулю тождественно. 

Теорема 1.15 ({67}). Пусть для оператора Р выполнены 
условия 1°—3°. Для того чтобы Р был гипоэллиптическим с 
потерей одной .производной, т. е. 

*&'(*>), РиеН?0С((»)=ывН?+т-1 (со), vcocQ, seR, 
необходимо и достаточно, чтобы для любых целых неотрвда-
106 



тельных чисел mh ...,mk и любого собственного значения 
%(х, I) матрицы Ш т Ч (х , g) 

у—а 
где Яь . . . , ^—собственные числа автоморфизма ф нормального 
к CharP пространства, определенного соотношением 

р* (Фи, я)=CU* (а, о), уа, v£N. 
Здесь со* (d/, dg)=Hf(g), р*—билинейная форма, ассоцииро­
ванная с квадратичной формой р, определенной следующим 
образом, Если GharP определяется с помощью 2k веществен­
ных уравнений й/(х, £)=--= 0, / = 1, . . . ,2£ и deftfA^AJh^O 
(такие функции существуют в силу 1о), то 

р(х, l) = %cJi(x,$kJ(x,.Qhl(x9§ 
и 

р(х, 6; в)—2^/(^9 еА-
Типичным примером оператора рассматриваемого вида мо­

жет служить оператор, «изученный В. В. Грушиным: 
D2+t2D2 + k D x + l i m , 

Операторы с двукратными характеристиками изучались 
также в работах [63], [64], [66], [67], [105], [131], 
[133] и др. 

1.12. Гипоэллиптические операторы на прямой. Полную 
характеристику гипоэллиптических дифференциальных операто­
ров, у "которых старший коэффициент имеет нули конечнсго 

т 
порядка, получил Каннаи [110]. Пусть L(x, -D)==2 а]{х)®]> 

у—о 
а^С°°(Я). Ясно, что L гипоэллиптичен всюду, где ат{х)Ф0. 

Пусть теперь ат(х)=0 при #=0, причем а т имеет при 
х=0 нуль конечного порядка. Хорошо известно, (см. [163]) 
что в таком случае существуют т линейно независимых реше­
ний щ(х),..., tim{x) уравнения 2?и=0, для которых 

ui{x) = eQ^x)x^vi(x), 
причем Qi — полиномы от лГ1/<7-, 

Vi\x)^^Vi,j(x)$ogxy, vi,j(x)~^?iVi,j,nxnlqi, 
/«--.О /2=0 

при 0 ^ / ^ т « , 1 < £ ^ т . Здесь mi9 qt — целые числа, т<>0, 
-?i>0, а ряды, асимптотические для vi9i, не сходятся, вообще 
говоря, даже если ^ — аналитические функции. Пусть г 
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— число функций Qh равных нулю тождественно, так что 
Q! ( * ) « . . . e . Q r (и?)-0. 

Теорема 1.16. Оператор $В лилоэллиптичен в окрестности: 
начала координат тогда и только тоща, когда аг(0)Ф0 и 
|Re Qi(x) |->oo при Х-+-0 для r<i^.m. 

В некоторых случаях удается получить более явное описа­
ние условий гипоэллштичности. Пусть 

т 

Оператор 2 удовлетворяет условию (5), если для каждого 
корня £;.-, который неограниченно возрастает при х-Я), верно* 
следующее: если и(х)/^ (х) ->1 при дс-И), то £=-/ 

Теорема 1.17. Пусть 9? удовлетворяет условию (5).Для 
того чтобы 9? был гапоэлл'иптичеоким в окрестности U нача­
ла координат, необходимо и достаточно, чтобы существовала 
такая постоянная С>0, что для x£U если р(х,£)==0, то либо 
|£ |<С, либо \х\ |ImS|->-oo при х-*~0. 

Следующая теорема дает другой класс гипоэллиптических 
операторов. 

Теорема 1.18 ([110]). Бели существуют такая окрест­
ность U начала 'координат и такая постоянная С, что для хШ 

если р (х, £) = 0, то либо | £ | < С, либо | х | | Im £ | ->-оо 
и C| Im£|> |Re£ | при х->0, 

то существуют такие постоянные р и б, что 0 -^б<р^1 , и та­
кое целое число т ' , что для любых неотрицательных целых 
чисел а л р. и любого компактного подмножества KaU су­
ществуют такие постоянные G (К) и С (а, $, К), что 

(а) \р(хЛ)\>Сг(К)\1\т'; 
(б) | р Й ( * , g) | < С ( а , ft /0(1 +1Б 1ГРа+бРIР(х. Б)I 

для хвК, |Ш, |'5|>Ci(7C).- Если условия (а) и (б) выполне­
ны, то ^—-гашэллиптический оператор. 

Пример 1.И. Пусть 3?u=x?u'+(:i+x)ti. По теореме 1.16, 
j?— гапоэллиптичеакий. Однако условие (б) для него не вы­
полнено. 

Важные результаты в теории гипоэллиптических операто­
ров получены в работах: [3], [7], [121 [421, [521, [53], [54],, 
[63], [86], [90], [93], [99], [100], [101 , [105], 
[131], [133], |[134], [135], [138], [143], [144], [159] и др. 

§ 2. Субэллиптические операторы 
2Л. Определение и простейшие свойства. Субэллиптиче­

ские псевдодифференциальные операторы образуют важный 
класс гапоэллиптических операторов, очень близкий по своим: 
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•свойствам к классу эллиптических операторов. (См. [17], [18], 

Определение 2.1. Псевдодифференциалыный оператор Р 
порядка т называется субэллиптическим в области £2, если 
для каждого компакта KczQ существуют такие постоянные 
С>0 и бе[0, 1), что 

\\и\\т^<С(\\Ри\\0 + \\и\\тЛ ueCZ(K). (!) 
Оценка такого вида при 6=0 справедлива в том и только в 

том случае, когда Р — эллиптический оператор, т. е. ро(х, | ) ¥=0 
при %Ф0. 

Нетрудно видеть, что из (7) следует, что для любого ве­
щественного числа 5 найдется такая постоянная C=C(s,K), 
что 

||«lk«-*<CU^^^ 
С помощью оператора усреднения легко показать, что для 

субэллиптичеоких операторов справедлива теорема о гладко­
сти: если 

ue£'(Q), PaGHs(K), то uGHs+n-tiK). '. 
Эта теорема имеет обобщение в микролокальных терминах: 
•если u£g'(Q)y РиШ8(<й), где со —подобласть в T*Q\0, то 
и&Н8+т-ь((й). В частности, оператор Р является микролокаль­
но пипоэллиптичесшм. 

Если оператор Р субэллиптический, то оператор Р* является 
разрешимым в каждом компакте К: существуют такие функции 
%, . ..,1(5А/6СО>(/С), удовлетворяющие уравнению А|?=-0 в Кг 
что если / € / / , (К), ;J / (х) % (х) dx=0, то найдется функция и 
из класса <§' (й) П Hs+m-& (К), удовлетворяющая уравнению 
Р * я = / в К. При этом | | e |&«-e<C| | / | | f . 

Если Р — «субэллшттический оператор на гладком замкну­
том 'компактном многообразии Q, то множество 

{ue£D'(Q)9 Pu=0} д 
состоит из бесконечно гладких функций и является конечно­
мерным линейным пространством. Множество значений этого 
оператора с областью определения Фр=Н8{й) является 
замкнутым в #e_m(Q) подпроотранством. 

Пример 2.1. Оператор Di+ixyhD2 при четных k является 
субэллиптическим с показателем б==&/(£+1). 

Пример 2.2. Задача с косой производной. В полупро­
странстве 

R+ ={x = (Xi,„.., X/2+i)> -^л+1>0} 

109 



рассматривается решение уравнения 

удовлетворяющее краевому условию 

С помощью преобразования Фурье задача сводится к псевдо­
дифференциальному уравнению 

где 

Лг) = ( 2 4 ^ J ̂  (DI -1 
Соответствующий оператор Юх+ах\К является субэллиптиче-
ским, если k четно и̂ли если k нечетно, но #<Ю. При этом 

Пример 2.3. д— проблема Неймана. Пусть £2 —область 
в Сп. Рассмотрим в Q систему уравнений 

~==fj(z,~z), / — 1, . . . ,л , Zj^Xj + iyj. 
OZj 

Пусть Л—точка на границе 3Q. Введем в окрестности этой 
точки систему координат, в которой граница dQ определяется 
уравнением jcn=0, а область Q расположена при * п > 0 . Си­
стема уравнений при хп=0 будет иметь вид: 

3^iU^gSt /=<1,...,п— 1; 
где 

Эта система субэллиптична с б ==1/2, если матрица С, опреде­
ляемая соотношениями 

положительно определена. Матрица С 'называется матрицей 
Лева, и если С>0, область Q называется строго ПСеВДОВЫПуК-
ЛОЙ. 

2.2. Оценки для дифференциальных операторов первого по­
рядка с полиномиальными коэффициентами. Такие операторы 
моделируют общие субэллиптические псшдодифференциальные 
операторы и широко используются при исследовании послед­
них (см. [17], [18], [109]). 
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Т е о р е м а 2.1. Пусть Р(t) —полином степени k от пере­
менной f6R. Оценка 

\\tt\\o<C\\*(t)+kP(t)u\\0, Л > 1 , «6CS°(R),; 

выполняется тогда-и только тогда, когда полином P(t) не 
меняет знака — на + при возрастании L 
Если P(t) удовлетворяет этому условию, то справедлива 
оценка 

Н же <*> По•+-•»- I f ^ Л«I fo -4 - 'V / < * 4 " ' 1 > | | -«Иа-<сгх I I«^СО-ЬЛ^Л> < * ) « ц о э :. .• 
Я>0, aeCoT-(R). 

Т е о р е м а 2.2. Пусть P(t,x) —полином степени k от двух 
переменных (t,x)m\ A (t) — (полиноме .степени s<k/2 со 
старшим-коэффициентом, равным 1. Оценка 

я|1о<С 

имеет место тогда и только тогда, когда выполнены следу­
ющие условия: 

1° A (t) не меняет знака. 
2°. Функция В (t;x) =P(t9 x)A(t)~l является гладкой в R2 

M<$gnA(!t)-dfB(t,x)^0. 
3°. Существует такая постоянная с о>0, что 

2 \Di{A{^iDJB'(t;x)]\>c0. 
i+j<k-\ 

Если выполнены условия 1° — 3°, то справедлива оценка 

2.3. Алгебраические условия. Для исследования неравен­
ства (7) используется микролокализация. Не ограничивая 
общности, можно считать, что т=\. 

Т е о р е м а 2.3. Если псевдодифференциальный оператор Р 
первого порядка является субэллиптическим в области Q с 
0<6<С1, ТО ДЛЯ ВСЯКОГО целого &>0 и каждого компактного 
подмножества KczQ найдется такая постоянная C=C(k,K)> 
что для всех х$К, p R n , |£|==1, %^\ и всех -ф из Co°°(Rn) вы­
полнено неравенство 

\\№\\ь<с{Щт?*\(х+$?-\ i+mr*)y\y)\\0+. 
+яв_(А+1)(1_в) 2 | | ^ > | | 0 я | а | ( 1 - 2 Ч . 

la+PKft+l У 
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Здесь использовано обозначение 

|а+Э'|<* *Р 

/(«) (х, э = (Юъ)" (iDx)*f (х, 9 . 

.Теоре.ма.2.4. Если для каждого (компактного подмноже­
ства iC-CQ существуют такие постоянные С=С(Щ> ДО—1ЛГ(К)] 
и во—«o(JC), что для всех х&К, ) | | ^ 1 / 2 , Я ^ ' Г и всех 
1р(у)-бСо* (Rn) справедливо неравенствоV 

^l!^i!o+ll^||o<C{||P^||0+ 

Р%(У, D)q^№Tix'l)p0(x-\-yX~\ i+DAT*)i|> и p0(x9tQ = tp0{x,$ 
при / > 1 , Ц | > 1 , /?06С°°(Г^), то для оператора Р с главным 
символом /?0 выполнена оценка 

II я l!i/c*-i-x> Ч-1| —«*« ||о -< GT̂r <|| —Ря Ilo-Ч- И «11с̂>* ибСо~(ЛГ). 
Анализ ми-кролокальных условий, аналогичный анализу ус­

ловий теорем 2.3 и 2.4, позволяет сформулировать алгебраиче­
ские условия, необходимые .и достаточные для того, чтобы опе­
ратор Рбьгл субвллштичесшм ([17]). 

Первое из этих условий .является необходимым для того, 
чтобы неравенство (7) выполнялось при каком-либо б (необя­
зательно из [0,1)). 

(•ф) Пусть ai = Repo, - 2 =Imp 0 . Рассмотрим интегральную 
кривую системы 

х Щ^дга2 (х (*), I (*)), i (t) = ~~dxa2 (x (*), I (*)), 
называемую бихарактеристикой функции а2. Пусть h(t) = 
= ax(x(t)9 1(0). Если a2(x(t), \(t))=0, h(to)<0, то h(t)^0 
лри t^to. Аналогичное условие выполнено и после замены 
функции ро функцией ip0. 

Для формулировки второго условия (5) рассмотрим опера­
торы 

п 

^—^[^(x,!) — - ^ ^ , ! ) ^ ] , i = 1,2. 
Если «-=(«1, . . . . , аг), р=-(Р1, . . . , рг), то полагаем 
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Положим k(x, 9 = 0 , если />0 (я, g) V= 0, а если pQ(x, l)=Q, то 
k (xr I) — наименьшее целое число k, для которош 

H?H$ax(x,t)^0, [a + PHft. 
(В) sup& (х, g)<A< оо, (х, £)er*Qr хб/С, 111 = 1. 

Теорема 2.5. Неравенство (7) с б==&/(& + 1) имеет место 
в том и только в том случае, если выполнены условия (г|э) и 
(В).' Если р0 (х0, §0) =-0, -(*0, у е Г * Й \ 0 и # f #fax (х0, у =-0 
при | а + Р | < / , то оценка (7) не может быть справедливой при 
Ъ<Щ + 1)-\ x0GK. 

Таким образам, каждому субэллиптическому оператору Р 
соответствует такое натуральное число k, что б=fe (k +1) ~х. 
Субэллиптические операторы возникают при вырождении эл­
липтических операторов до порядка к. 

Теорема 2.6. Если Р — субэллиптический оператор, то 
для каждого компактного подмножества KczQ и каждого веще­
ственного числа s существует такая постоянная C=*C(s, К), 
что 

\\P*u\\9^C(\\Pu\\Mu\\.+m-i), -€С<Г(Я). 
Теорема 2.7. Пусть Р — псевдодифференциальный опе­

ратор, удовлетворяющий условию (В). Для того чтобы Р был 
гипоэллиптическим, необходимо и достаточно, чтобы выполня­
лось условие (г|?). 

В случае дифференциального оператора теорема 2.5 имеет 
следующий вид. 

Теорема 2.8. Для того чтобы дифференциальный опера­
тор Р был субэллиптическим, необходимо и достаточно, что­
бы функция k(x, £) принимала во всех точках из T*Q четные 
значения, не превосходящие некоторого целого числа k. В этом 
случае 8*=k(k+l)-1. Если в точке (хо,£о) функцияkпринима­
ет нечетное значение, то неравенство (7) не может выполняться 
ни в каком компакте К, содержащем точку хо ни при каком 
6€R. В последнем случае оператор Р негипоэллиптичен ни в 
какой окрестности этой точки. 

Отметим также, что теорема 2.7 означает, что среди опера­
торов, удовлетворяющих условию (В), нет гипоэллиптических, 
но не субэллиптических операторов. 

§ 3. Гипоэллиптические дифференциальные 
операторы второго порядка 

3.1. Сумма квадратов. Рассмотрим оператор второго по­
рядка 

г , 
&^Х) + Х0+с, (8) 

j « i < 
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где Хо, Хи . •., Хг — дифференциальные операторы первого по­
рядка с гладкими в Q вещественными коэффициентами* 
c6C°°(Q), Q — ограниченная область в Rn. Как обычно, через 
[Л, В] обозначается коммутатор АВ—ВА. 

Т е о р е м а 3.1. Пусть для' каждой точки области Q среди 
операторов Хи, [XJl9 Xh], \Xh, [XJ2, XfJ], . . . , где /•=--
= 0, 1, «.., г, имеется п линейно независимых. Тогда оператор 
3 является гипоэллиптическим. 

Если алгебра Ли, порожденная операторами Х0, Хи . . . , Хт, 
имеет постоянный ранг, меньший п, в окрестности какой-либо 
точки x0£Q, то, по теореме Фробениуса, существует такое ло­
кальное преобразование системы координат., после которого 
оператор 3? будет действовать только по переменным хи .. -
. . . , хп-\. Если при этом однородное уравнение 3?и=0 имеет 
хотя бы одно нетривиальное решение и, то оператор 3? не мо­
жет быть гипоэллиптическим, поскольку этому же уравнению 
удовлетворяет функция щ, равная и при хп<с и нулю при 
хп>с, где с — некоторая постоянная. 

Первый пример оператора $В, удовлетворяющего условиям 
теоремы, был рассмотрен А. Н. Колмогоровым в 1935 году. Это 
был оператор 

х дх* ^хду df ., 

Доказательство теоремы 3.1, полученное Хёрмандером (см. 
[108]) основывается на простых геометрических соображениях. 
Пусть X гладкое вещественное векторное поле из T(Q). Рас­
смотрим однопараметрическую группу преобразований в Q, 
порождаемую оператором X. Для этого определим <р как реше­
ние уравнения 

—§—---= X<p (*,.*).. 

с начальным условием ф (0, х ) = х . Ясно, что Ф ($, Ф (t, х ) ) -
==Ф(̂  + ^, х). Положим теперь 

eiXu(x) = ai<P(t,x)), 

так что d(eiXa)ldt=etxXu--=Xetxu. Пусть 

| a | x . - t - s u p ||***я —иЦ-|*Г*, aeCo (Qh 

где || • || — норма в 2V Пусть I = (i\, . . . , ik) при 0<^ у .<г , 

Xj = \Xix, [Xi2, ...., [Xikir Xik] ...],] 
и | /H*. 

Т е о р е м а 3.2. Пусть ' XfiT (Q), 0 < < ^ < 1 , / - = 0 , 1, . . . , г . 
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Пусть 
k 

m^l/Sj, l » ( / ) - l / 5 ( / ) s 2 l / 5 l f /——&, . . , , ** ) . 
j — i 

Пусть 0>О. Если t>0 достаточно мало, то 
г 

\\е'т{1)хЫ-и\\<Сг^\и\х^9 + С^\й\^ иеС?(К), . 
;—0 

где Ci и С2 — постоянные и Сх зависит только от г и сг, на 
не от Х0)..., Xr, s0 , . . . , sr. 

При доказательстве этой последней теоремы существенна 
используется формула Кемпбелла—Хаусдорфа. 

3.2. Необходимое условие гипоэллиптичности. Как было по­
казано в § 1, гипоэллиптический дифференциальный оператор с 
постоянными коэффициентами, который не является эллипти­
ческим, должен иметь кратные характеристики. Этот результат 
переносится и на оператор с переменными коэффициентами с 
вещественным главным символом (см. [103])". 

Теорема 3.3. Пусть Р(х, D) —дифференциальный опера­
тор в области QczRn с коэффициентами из С00 и пусть главная 
часть р(х, |) его символа вещественнозначна. Если (х0, Ы- ' 
6Г*Й\0 и J 

р(*о, 1о)=0, др(х0, Ы/дЬФО, 
то оператор Р не может быть гипоэллиптическим. 

Таким образом, если Р(х, D) —дифференциальный опера­
тор второго порядка с вещественной главной частью, то квад­
ратичная форма, соответствующая этой главной части, полу­
определена. 

Отметим (см. [52], [7]), что знак этой квадратичной формы 
может, тем не менее, меняться при переходе от одной точки г 
к другой. Например, оператор 

а__ , д 
4 

гипоэллиптичен в R8. ([110]). 
Теорема 3.4. Пусть 

3 Q- , U 

i.)j-=-l j"---l 

— дифференциальный оператор с вещественными гладкими 
(С00) коэффициентами. Если Х\3?<у {х, | ) > 0, где 2?о (х, %) ~ 
s-Saii(-t;)i*li, хгФО, %ф0, причем 

an(x)=0, Dian(*)=0, Ьх(х)>0 при *i==0, 
то оператор S? является гипоэллиптическим. Обратно, если 
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x,.2V(x. i )>0 при Х1=£0£ФО и 2 — гипоэллиптический, то 
an(x)=0, Dia„(x)=0 при xi=0, bi(x)^0 при xi=0 ; 

3.3. Операторы с неотрицательной квадратичной формой. 
Пусть 2?{х, D) имеет вид (9). Теорема 3,1 допускает обобще­
ние на такие операторы, более общие, чем оператор вида (8). 

Теорема 3.5 ([38]). Пусть SVx, | ) > 0 в Q, Пусть 
А{1) (х, Ш-<—*о(х, 1)1д%, Аи) (х, I) ^д&о(х, 1)/дхр 

П 

Рассмотрим алгебру Ли, порожденную функциями Аи\ Аи) и 
-?ъ J=U .**,ri, с операцией вычисления скобок Пуассона для 
каждой пары функций. Если .для скобок 'Дл,...,/^1--* 
={Х]х, . . . [Xjk^ XJf)...}, где Xj;—какие-либо из функций 
Аи\ Л (у) или i?i, выполнено неравенство 

где î T—компакт в Q, то оператор ^является гипоэллиптичес-
ким в К и 

||Фя||,+вю<С (К, s) (il9i^«||,+ |]91«||Y)V 
где йбСо°(А), Ф,Ф1еСо,(/Г).' ФФ1 = Ф> e(/rc»0, -у—const < 

Более тщательный анализ показывает, что z=mrl* 
Пример 3.1. Оператор 

Р (х, D)=a(x) &+д/дхь 

где aeC°°(Rn), a t * » 0 при лг^О, а(«) (0)==-=-0 для всех '<*, 
является гипоэллиптическим в Rff. 

Пример 3.2. Оператор 
Z>i+-x?/>i+taLD2, A, />0, 

является гипоэллиптическим. 
Пример 3.3. Оператор 

Р=|*|2Д— (w+v(v—2)) 
не является гипоэллиптическим в области Q, содержащей нача­
ло координат, если v не целое, поскольку P(|*|v)=0. 

§ 4. Аналитическая гипоэллиптичность 

4.1. Эллиптические операторы. Как указывалось в § 1 гЛа* 
вы 4 для дифференциальных операторов P(D) с постоянными 
коэффициентами/ все решения уравнения P(D)u=Q являются 
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аналитическими в том и только в том случае, когда P(D) — 
эллиптический оператор. Для операторов Р(х, D) с перемен-̂  
ными коэффициентами дело обстоит сложнее. 

Теорема 4.1 ([39]). Пусть Р(ху D) — матричный диффе­
ренциальный оператор с аналитическими в Q коэффициентами, 
эллиптический по Дуглису — Ниренбергу. Тогда каждое реше­
ние uG3)r(Q) системы уравнений P(x9D)u=t'f(\x) аналитичш> 
в Q, если вектор-функция f{x) аналитична в Q. 

Пример 4.1. Все решения уравнения (Di+ixi2D2)ti=< 
=/(хь х2) в QczR2 являются аналитическими функциями, если 
/—аналитическая. Однако оператор Di + ixi2D2 не является эл­
липтическим. 

,'• Определение 4.1. Оператор Р(х, D) называется анали­
тически гипоэллиптшеским в |Q, если из того, что u&D'(Q), 
Ри — аналитическая функция в <а, следует, что и аналитично в 
<в для каждой подобласти (»с:й. 

Из сказанного выше следует, что класс аналитически гипо-
эллиптических дифференциальных операторов шире класса эл­
липтических дифференциальных операторов. 

4.2. Аналитический волновой фронт. Пусть A(Q)—прост­
ранство функций аналитических в открытом множество QczRn. 
Напомним, что /б.А(0), если для каждого компакта К в Q су­
ществуют такие постоянные А а В, что 

\0«!(х)\^АВшаи хЪК, Уа. 
Предложение 4.1. Для того чтобы распределение и из; 

3)'(Q) было аналитической функцией в Q, необходимо и доста­
точно, чтобы у каждой точки х0Ш существовали такая окрест­
ность U(xo) и такая последовательность (ф^бСо '̂ОЭ)» что 

Фл,==1 в U(x0), \№®\<С"+1т(1 + \1Ъ~*-
где С не зависит от N. 

Определение 4.2. Носителем аналитических особенно­
стей распределения и (обозначается singsuppa«) называется 
пересечение всех замкнутых множеств, на дополнении к кото­
рым функция и аналитична. 

Предложение 4.1 позволяет перенести понятие анали­
тичности на кокасательное расслоение. 

О п р е д е л е н и е 4.3. Распределение u^3)f{Q) называется 
аналитическим в точке (х0, 1)бГ*О\0, если существуют такие 
открытая окрестность U точки х0 в Q, открытый конус Г в Rn

t 
содержащий точку go, постоянная С>0 и последовательность 
{яМ функций из Co°°(.Q), что ф^=1 в f/, ф^=0вне некоторого 
компакта KczQ, не зависящего от N, и 
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Распределение и называется аналитическим в коническом 
открытом подмножестве Л с 7 * О \ 0 , если оно аналитическое 
в каждой точке (х, 1)&Г. 

Дополнение к множеству точек из T*Q\0, в которых и 
является аналитическим, называется аналитическим волновым 
фронтом распределения и и обозначается через WF a (#) . 

Т е о р е м а 4.2 ([108]). Проекция на Q аналитического вол­
нового фронта WFa(#) распределения u£3)'(Q) совпадает с но­
сителем аналитических особенностей singsupp a«. 

П р и м е р 4.2. Пусть• &>eRn, J | o | = l, 0 < е < 1 . Тогда анали­
тический волновой фронт функции 

и (х)=-= j e1**- №11—в—\̂ 1*15|—!6—J6J60lrfg 

состоит из одного луча {(х, | ) :х=0, i=/go» t>0}, причем 
W F ( w ) = 0 , т. е. uGC-(Rn). Другое определение аналитического 
волнового фронта приводится ниже в п. 3.2 гл. 8. 

4.3. Аналитические псевдодифференциальные операторы. 
Рассмотрим интегральный оператор 

Ки (х) = //Со (х, у, х—у) и (у) dy. 
Т е о р е м а 4.3. ([160]). Пусть функция Ко(х, у, z) анали-

тична в Q x Q X R n \ 0 . Предположим, что выполнено условие: 
для каждого компактного подмножества JtaQ существуют 

такое целое число т>0 и постоянная С > 0 , что 
при всех рС<г(Ж) и всех а, ре2+п справедливы нера­
венства 

sup | J fDSDSKo (х, у, z)]z^yf (y)dy\< '' 

< C|a+*,+Ia!|3! sup J I Dyf <*) |. (Ю) 
хвЖ\У\<т 

Тогда оператор К аналитически псевдолокален, т. е. для 
u£<g'(Q) распределение Ки аналитично в каждом открытом под­
множестве, на котором аналитично и. 

^ Определение 4.4. Линейный непрерывный оператор 
&'(Q)-+£)'(Q) называется аналитически-сглаживающим, если 
его образ содержится в A (Q). 

Предложение 4.2. Пусть амплитуда а(х,у, |)еС°° на 
множестве QcXQcXRra является голоморфной по х, у и для 
каждого компакта / с в Й с Х Й с существует такая постоянная 
<С>0, что 

\Ф, у, 9|<с«--е//с у(Х9 у ) 6 ^ &6R* \ 
Тогда оператор А, определяемый равенством 

Aii(*)«JJa(*^ A 
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аналитически сглаживающий. 
Здесь и дальше Qc—открытая окрестность области 

ScR* в С . 
Теорема4.4 ([160]). Пусть а(х, у, №С°°(&X&XW1) и 

допускает продолжение до С°° функции от (х, у, £), голоморф­
ной по х, у на открытом множестве 

{(*, У- £):(х, У)в&сXQc, &С11, | Im £|<во | Re £ |}, (11) 
где 60>0, причем выполнено следующее условие: для каждого 
компакта JtczQXQ и каждого е > 0 существуют такие г > 0 ; 
66(0, б0) и С, С '>0, что для (JC,J/, £)' из множества (11), для 
которых 

dist((x,j/), JT)<r, | Im£|<6|Re£|, 
справедливы оценки: 

\a(x,y,l)\<C{l+\l\y*, EeR", 
|а(х,у, £)|<C'**-«ew, 

|(? ra(x,y, 0|<Ce-iReti/c. 

Тогда ядро 
Ко (х, у, г) = (2яГя J е"*а (х, у, |) d | 

удовлетворяет условию (10) и оператор А, определяемый 
равенством 

Аи (х) = J J а (х,у, Е) и (у) e'<*-f>* dyd%% 

аналитически псевдолокален. 
4.4. Необходимые условия аналитической гипоэллиптичности. 

Пусть Q — ограниченная область в Rn+1, *= (х0,Х\,..±,хп)• 
Определение 4.5. Функция и из С°°(Й) принадлежит 

классу А (О), если для каждой подобласти Х ^ Й существует 
такая постоянная б(/С)>0, что функция а допускает аналити­
ческое продолжение V(u) как функция от х+гу в область Qfl= 
^{xdKt —6(К)<Уз<6(К), /=0, 1,...,м}, причем и ограниче­
на в Qc. 

Определение 4.6. Функция и из C°°(Q) принадлежит 
классу Л,-(0), если для каждой подобласти K^Q существует 
такая постоянная 6j(K), что функция и допускает аналитичес­
кое продолжение Vj(u) по переменной X] как функция 
Ufa,..., Xj-ь *j+tyj» *j+b • - • >*п) в область 

Qh6~{x*K, - б . ^ Х у ^ б Д / О , / = 0, 1,. . . , * } , 
причем а и du/dxh ограничены в Qj, fi при всех кф]. 

Если каждое слабое решение и из S>'(Q)N системы урав­
нений „ л ч 

2>а=0 (12) 
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с аналитическими коэффициентами принадлежит классу 
Aj(Q), то для каждого компакта KaQ найдутся такие постоян­
ные б,-(К), С^С(К), что 

$up\Vj(u)\<C\\u\\Bm - i (13) 

где BN — такое банахово пространство, которое содержит реше­
ния системы (12), что из сходимости в норме \-\BN следует 
сходимость в £D'(Q)N. Это следует из теоремы Бэра—Хаусдор-
фа. Подбирая решения системы (12), для которых неравенство 
(13) несправедливо, можно выделить класс систем, не являю­
щихся аналитически гипоэллиптическим. 

Т е о р ем а 4.5. ([40]). Пусть uQ^2)f (Q) — такое решение 
системы (12), имеющее вид щ (x)=eipxfvp (x), р > 1 , что 
ttp6Aj(Q), причем 6j(K) не зависит от р и функции | Vj (vр) J, 
dVj(vQ)ldxt\> 1ф], ограничены в Q&,j (К) постоянной С (К), 
не зависящей от р. Пусть Вм (Q) — банахово пространство, 
содержащееся в 3)' (Q)N [и обладающее более сильной тополо­
гией, причем 

где (д,<1 и постоянные Съ \к не зависят от р. Пусть сущест­
вует последовательность точек х (р)вК, для которых 

\VjtPpM) | > * - с < 
где *PfA —(*0(р),"..., Xj(p) +/A, . . . , Х п (p))eQe./(/0> — 6i< 
< # < 0 , постоянные С^>0 и а < 1 не зависят от р и А. Тогда 
система (12) не является аналитически гипоэллиптической по 
переменной xf. 

Пример 4.3. Оператор 

не является аналитически гипоэллиптическим по t и по у, так 
как уравнение Ра=0 имеет решения 

В этом случае ||fl||*«--«sup|e|. Однако все решения уравнения 
-Яя=0 являются аналитическими по z ([40]). 

Пример 4А Система дифференциальных уравнений 2u=*f 
с постоянными коэффициентами имеет не аналитические по щ 
решения для аналитической вектор-функции /, если уравнение 
det^oC^^O имеет вещественное решение £== (1ь •« • >£п) и 
Ь¥=0. При этом старшая часть символа ^ ( Ю может опреде­
ляться «по Дуглису—Ниренбергу»: существуют такие целые 
числа (SU...9SN) и (tu...,tN), что порядок оператора 2?цi не 
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превосходит s{+tJ9 a -—M6)-4I-—V(S)|| и полином 2$ являет­
ся одноррдным степени 5г+^- ([39]). 

П ри м е р 4.5. Уравнение 

^ + 2 * а П * ) ^ + £ ( х ) й = = о „,• 

с аналитическими коэффициентами имеет решения, не аналити­
ческие по X], если функция х01т%(я) не меняет знака в окрест­
ности начала координат. Например, это верно для операторов 
Щзохагы Dt+it2k+lDx ([|39]). 

Пример 4.6. Пусть P\{DX)9 PU(DV)\ Р3(Д-)—однородные 
эллиптические дифференциальные операторы порядка 2т с по­
стоянными коэффициентами. 

Оператор 
Pi{Dx) + \x\^p2(DylMA2qPb{Dz)/ 

где x=(xi9...,xk)t y=(yi9...9!Ji), z=(zu ...,2m), P и q — 
целые неотрицательные числа, является аналитически гипоэл­
липтическим тогда и только тогда, когда p = q. Если q<Cp, то 
он не является аналитически гипоэллиптическим по у9 если 
q>p9 то — по z (см. [39]). 

4.5. Дифференциальное уравнение второго порядка. Рас­
смотрим оператор 29 определяемый равенством 

__ 1к~ дги -«1 Ьи 
&*= 2d аП <*) dxtdJCj +Z */-W дх7+С ( Х ) й ' 

с вещественными аналитическими коэффициентами а^ bh с в 
области Qc:Rn. Теорема 4.5 в этом случае имеет более простое 
выражение. 

Теорема 4.6 ([|40]). Пусть всюду в Q 

21%<*) 1+21biи 1̂ =°' 2^jмщ>о. J! 

/ , * - l j - l j , f t - l 
Оператор 4? является гипоэллиптическим в Q тогда и только 
тогда, когда алгебра Ли, порожденная системой векторных 
полей (.SPo, i?b ...,S?n)* где 

«̂ о w s ^ l W - ^ i <?jcft * • * •» •** W — Zi dxk J» 
i V •*-i й - i / 

2>
j(x)^(aji (x), . . . ,а / л(х)), / « 1 , ..•.,/*,'' 

имеет ранг га в каждой точке области Й. 
Необходимые условия аналитической гипоэллиптичности да­

ются в следующей теореме. 
121 



Теорема 4.7 ([42]). Пусть ^ щ. (х)Щ>0. в Q, причем 

2 1 ak. (0) | Ф0 и существует такая аналитическая функция 
.Я(х)! что Я(0) =0, gradЯ(0)-^0 и 

2 (7/7 ^ = 0 

в каждой точке JCGQ, В которой #(*) =0. Тогда оператор являет­
ся аналитически гипоэллиптическим в начале координат. 

Следующая теорема дает достаточные условия аналитичес­
кой гипоэллиптцчности в том случае, когда я=2. 

Теорема 4.8. Пусть 

^и=^+х^+а(х,у)д^+Ь(хуу)и. 
Пусть в Области Q*{Q) = {{x,y+it), (x,y)GQ, | f |<6} при не­
котором б>0 выполнено одно из следующих условий: 

1°. | Im 6 |2<Mi | Im a|, t Im a(x, y+it)^0; 
2°. |Im-6]<AM*|\ tlma(x,y+it)^6; 
3°. \Imb\^Mz\x\\ \lma\^MA\x\2\ 

где Ми,..уМА — некоторые постоянные. Тогда любое решение 
уравнения 2>u=f из 3)' (Q) аналитично в Q, если /—аналити­
ческая в Q функция ([42]). 

Пример 4.7 (В. В. Грушин). Все решения уравнения 

ш +2х%2 (к, у> ъщ+зРап (*, г/) - - + 

+bi (х, у) g +x^ 2 (x , у) g + £ (х, у) и+0, 

где £>0 — целое число, bu Ь2, с — аналитические комплексно-
значные функции, а12, а22— вещественные аналитические функ­
ции, a^2—(a12)2>0 в Q, являются аналитическими в Й. 

Пример 4.8. Уравнение 
д2а Н^Й+Шс*--* 0 дх2 ^~ ду2^*'™ ду 

при некотором X̂ R имеет неаналитическое по у решение. Это 
значение Я определяется условием: уравнение — g"—jc2ftg*+-Jtfkxh~xg=^ имеет нетривиальное решение g из класса S(R). 

Пример 4.9* Пусть / — подмножество множества 
{ 1 , . . . , п}. Рассмотрим оператор 

п 2 

.A-A,+(2<!YQ^.AJ. А <=2^ />i, /ez, 
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где Q — эллиптический оператор второго порядка #-= 
-= (xh..., Xm). Оператор Л является аналитическим гипоэллип-
тическим тогда и только тогда, когда / = { 1 , . . . , п}. 

4.6. Классы Жевре. Для операторов второго порядка, имею­
щих вид 

г 

где Х,-.при /=0, 1,...,г являются дифференциальными опера­
торами первого порядка с вещественными коэффициентами, ис­
следованы их свойства в классах Жевре. 

Пусть 
GY-={a; ибС°°(Й), $up\Daa(x)\<Ml£m (а\)\ КШ}. 

к 
Пусть I = (iu .".., **)> 0 < i y < r , /yeZ. Пусть 

X/ = [Xtl, [...[Xik^ Xik]...]] 
и 

* [1, если £•=•• 1, 2»...» г, 
p - f - 2 - - ' г* е Р ' /={ | , если ij=0. 

Пусть поля (Xj0 ...,-ЛГ/л) образуют базис векторных полей 
в АГ. Положим 

р = Inf р(/,). 
Теорема 4.9 ([[75]). Если алгебра Ли, порожденная поля­

ми Х0, Хи • • •, Хтг имеет ранг /г, то 
ueg>'(Q), PueGT(/()=J-aeGT(K), 

»если ^ > 2 / Р Е : и коэффициенты оператора Р принадлежат 
Если алгебра Ли, порожденная полями Xh . . . , Хг, имеет 

ранг пу то это утверждение справедливо при f > 1/рк-
Если векторное пространство, порожденное полями л*, 

[Хг-, X,], где t, / = 1 , . . . , г, имеет размерность п в каждой точке 
из Q, то это же утверждение верно при всех у>2. 

Пусть оператор 3? имеет вид 

•*-*(** £ ) + ( | ^ ) Ч * Е - ) - ли-, да. 
где Р и Q — эллиптические операторы второго порядка, k{ и 
i —целые положительные числа. Если коэффициенты операто­
ров Р и Q принадлежат GT(Q) и 2>a-eGT(Q), ae£5 (Й), то 
MC^Q) при каждом-у^1 ([75]). 
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4.7. Обобщенная аналитическая пшоэллиптнчность. В неко­
торых случаях бывает удобно рассматривать обобщенные 
аналитические функции, т. е. функции f{z)^u (х, у) +iv (х, у)» 
которые вместо уравнений, Коига—Римана удовлетворяют урав­
нениям 

^^a1(x,y)~ + bl(x,y)u+c1(x9y)v, 

*L= —02(х, у) ~+h(x9 y)tt+c2(x, y)v, 
где все коэффициенты ограничены, ai(x9y)^ao, (h(x9y)^(hr 

' 00== const >0 . 
Например, такая ситуация возникает при изучении операто­

ров, получающихся из оператора Лапласа с яшмощью гладкой,. 
но не аналитической замены независимых переменных. 

Теорема 4.10 ([30]). Пусть & — эллиптический диффе­
ренциальный оператор второго порядка в Rn, пусть 

Pu^(a(t)^+b(t)u)+&xu, Vh; 

где а ( / )^а о >0, а и Ь достаточно гладкие функции. Пусть 
Pu(t,x)=Q в шаре {(/,*); t2+\x\2<R}. Тогда функцию ж 
можно продолжить по переменной t в некоторую область комп­
лексной плоскости t+is, как обобщенную аналитическую функ­
цию: существуют такие функции U(tts9x}9, V(t9syx)9 что 

lMt90,x)=u(t,x), F(/,0,x)=O. 
Аналогичная теорема справедлива для решений параболи­

ческого уравнения . 
Ъ=(а(х0)иХо + Ь(х0)и)Хо+&хи. \ 

В этом случае функция и продолжается в комплексную плос­
кость как обобщенная аналитическая функция по перемен­
ной XQ. 

С помощью такого продолжения можно получить теоремы 
единственности, теоремы о непрерывной зависимости, теоремы. 
Адамара и т. д. (см. '[30]). 

Глава 7 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 

§ 1. Свойство трансмиссии 
1.1. Операторы в полупространстве. Пусть Q = {A:6Rn, 

*n>0}, Q —замыкание Q, F — граница Й. Обозначим через D 
прямую *i-=...=#.-_! ==0 и через -D+— пересечение jDflQ. Как. 
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обычно, #.s(Q) —это пространство сужений на Q распределений 
о 

яз ffs(Rn), #S(Q)—подпространство распределений из #-(Q), 
носители которых лежат в Й. 

Можно показать, что при s^K) 

.а при s < 0 
H,(Q)=:2b(r,Hs(D»))+&4D+,Hs(n)-

Пусть •-/p=(ii,>.., |n_i)—переменная, двойственная к х', и 
FX'f{l',xn)=lf(x)e-Wdx'. 

Предложение 1.1. Пусть а( | ' , х^&С00^) и 
\D{a(l\xn)\<Cj,N,K(i+\xn\)-N (1) 

для любых y<3Z+, NQZ, 1'вК, где Я"—компакт в R"_1. Пусть 
а{%1',хп)=Ха(1'Лхп) (2) 

при Я,>1, \\'\>\. Тогда 
'IIа(!', л,) | |я, ( О +)<С (1 + ]|' l)^'-1'-, 

где постоянная С зависит от а, 5 и г. 
Число г называется степенью а. Рассмотрим оператор 

A:Sf (Г)~*2)г (Q), для которого 

А / ( * ) - ( 2 я ) г * ^ 
Ясно, что А/бС00 при х л >0. 

Предложение 1.2. Оператор 'А1Н*-112{Г)-+Н*-*№) не~ 
прерывен. 

Пример 1.1. Оператор Пуассона, дающий решение задачи 
Дирихле в полупространстве 

Л(Аф)==0 при хп>0, Аф=Ф при х л =0, 
имеет символ 

а{1'\хп)~*е-х«т 

степени 0. 
1.2. Свойство трансмиссии (161]). Пусть А£С°° (Rnh A{t® = 

=trA(l) при. <>1. Пусть 

Тогда функция а удовлетворяет (1) и имеет степень г+1. 
Определение 1.1. Оператор Л (С) обладает свойством 

трансмиссии, если функция а(£',#п) бесконечно дифференци­
руема при лгп=,+0. 

Предложение L3. Оператор A(D) :HS(Q)~*-HS^(Q) не­
прерывен при 5>—1/2. 
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Укажем явные условия на функцию >4(|), при которых опе­
ратор A(D) обладает свойством трансмиссии. 

Предложение 1.4. Пусть п = 1. Для того чтобы оператор 
A(D) обладал свойством трансмиссии, необходимо и достаточ­
но, чтобы выполнялось свойство Л(—-1)*=е-п*гА(1) при | g | > 
> l l o | . 

Пример 1.2. Пусть я=1 . Операторы свертки с lnx или 
\х\а при нецелом а или лгА, где &— целое положительное чис­
ло, не имеют свойства трансмиссии. Этим свойством обладают 
дифференциальные операторы, операторы с ядрами \х\кшкхк

т 
где k — целое положительное число и операторы с ядром 
0(—х) \х\а

у где а —нецелое, 0(х) = 1 при *>0 , 0(х)=О при 

В общем случае функцию Л(|) можно представить в виде 

где i?± (g', у имеет порядок ||л|г"-*~1 при g„->±oo, а коэф­
фициенты a^(g') являются Однородными полиномами степени £* 
Эти коэффициенты возникают при рассмотрении разложения 
функции А(%) по формуле Тейлора в окрестности полупрямых 
Г=0, 1п>0или |п<0. 

Предложение 1.5. Оператор A(D) имеет свойство транс­
миссии тогда и только тогда, когда 

Например, это условие выполнено всегда, когда функция 
А (£) рациональна при | g | > | g01-

Пример 1.3. Оператор, обратный к оператору —.==--
dz 

-=-^+/---7 в комплексной плоскости г=хг + 1Х21 имеет символ 
A (D=(2щ)-1 (gj -[- ii2yl. Соответствующая функция а (%ъ х2) имеет вид 

К 1 0 при Ь<0, 
так что Л(1?) обладает свойством трансмиссии. 

В случае операторов с переменными символами а(х, £)• по­
лезным оказывается следующее 

Определение 1.2. Оператором Пуассона на Q~=R+ 
называется непрерывный линейный оператор Лг:Со°(Г)-^С00(£2)» для которого 

1 ° существует непрерывное расширение К: Шг (Г) -> С°° (Q); 
2° существует такая последовательность {-$;-}€Е, sy-> — ооf . 

что для каждых /бСо°<Г), £еС°°(Г) таких, что g принимает 
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вещественные значения и dg=fiO на supp/, 
* K(f*g,ti=e-w*')K(fe*4(x\xJb)~^kj(f,g)№9 
причем для каждых /?gZ и а функция 

^^xZDi[K(f,gtX)-^kj{f9gnej] 
ограничена при Х>1 равномерно для ограниченных \х'| и хп/%у 
когда g пробегает компакт в С00(Г). 

Можно показать, что это определение инвариантно относи­
тельно диффеоморфизмов полупространства Q=R+n- Это позво­
ляет ввести аналогичное понятие для произвольного гладкого 
многообразия с границей. 

Пусть V — гладкое многообразие, Q—гладкое многообразие 
с границей Г, имеющее ту же размерность, что V и регулярно 
погруженное в V. 

Определение 1.3. Псевдодифференциальный оператор P t 
определенный на V, действует на Q", если Р (Й°) |̂ 6С°° (Й), 
когда йбС~(0), а0—продолжение и на V\Q нулевыми значе­
ниями. 

Обозначим PQ оператор й->Р(й°)|а. __ 
Определение. 1.4. Ядром Пуассона на Q называется 

такой линейный оператор ^C:CS°(r)-^C0°(Q), что 
1°. Существует непрерывное расширение jRf;#'(r)^C"(Q). 
2°. Для каждого открытого подмногообразия Q'^'czQ) 

-с Открытой границей Г 'сГ, изоморфного R£, оператор К&1 
: Со0 (ГО-> С°° (Q0, определенный равенством Ка> {и) = К (и) | Q, 
является изоморфным образом ядра Пуассона на R̂ _. 

Пусть теперь снова Q=R+, Т=Яп~\ V=Rn. Пусть Р — 
псевдодифференциальный оператор на V с символом р(х, 1)~ 
~ 2 М*» 9- ПУСТЬ М * ' t'i *)—преобразование Фурье функции 
р;.(х, 5) по £„. Поскольку функция р;- однородна по \ степени sf> 
имеем 

%\*л w,{)-^lPj(^-'>') при г^о, х>о. \::„. 
Теорема 1.1. Следующие _ утверждения эквивалентны: 
I. Оператор Р действует на Q. 
П. Для каждого целого р оператор Кр:Со (Г)-+2)'(Q)> Опре­

деляемый равенством Кр(а)=*Р(и®Ь(р)(хп))\й, является ядром 
Пуассона. 

IIL Для каждого j функция рДх, £', t)£C°° при Ъ'фО* 
t>a\xn\ (a==const>0). 
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IV. Для каждого у функция pj(x, l\ Q.—e г Jpj(x, g', —1„) 
является плоской вдоль многообразия хп=0$ ^ = 0, %п>0 (т. е„ 
обращается в нуль вместе со всеми своими производными)* 

Если эти условия выполнены, то говорят, что Р обладает 
свойством трансмиссии вдоль Г. В этом случае оператор 
PQ: Со0JQ) -> Сw (Q) продолжается до непрерывного оператора 
Ясошр(Й)-->Я/о7,Уо(Й)- Например, если Р—эллиптический оператор 
со свойством трансмиссии, то существует параметрикс для Р, 
также обладающий этим свойством. Это позволяет построить 
теорию краевых задач для эллиптических псевдодифференци-
альных операторов, обладающих свойством трансмиссии (см. 
[61], [141]). 

1.3. Приложение к изучению лакун. Пусть Q — область в 
Rn. Лакуной распределения f%3)' (Q) называется открытое под­
множество в Q, на котором f=0. 

Определение 1.5. Пусть U — открытое подмножество в 
Q и x0£dU. Распределение f из 2)'(Q) называется резким в 
точке XQ со стороны U, если существует такая функция 
gBCeo(Q)9 что f—g=0 в Uf\V для некоторой окрестности V точ­
ки х0. 

со 

Предложение 1.6. Пусть п= 1, а(1)~2а*-*® —класси-
*~° 

ческий символ степени -6С. Распределение 5 (—х) является 
резким в точке д:=0 справа (слева), если 
**^<®—е**1-1)*а^(-г-§ при | > 0 (при |<0) , А~0, I , . . , 

При этом условии функция as_k(Q имеет голоморфное про­
должение в верхнюю полуплоскость lmg>0, так что а(—х) 
имеет носитель на отрицательной полуоси. Предложение 1.6 
позволяет изучить и случай произвольной размерности п. Пусть 

P»P~Z(-\r-bpm_k(x,~D) 
—инволюция алгебры псевдодифференциальных операторов (для 
целых т). Лагранжево коническое многообразие АаТ*£1\0 
называется симметричным, если Л = — Л, т. е. (х, £)бЛ-<=>-
<=*(х, — £)€А. Пусть Л симметрично. Трансмиссией называется 
инволюция лг пространства 1*А интегралов Фурье степени t, 
ассоциированных с Л, при которой т (Pf)=p (xf) (mod С00) для 
каждой /б/д-, Локально интегралы из /д имеют вид 

/ ( x ) = j . ^ ( ^ ) a ( x , e ) i e r 

где S—порождающая функции для Л и а—символ степени 
'-5=*+#дг/4—пв/2. Поскольку локально Л состоит из двух 
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связных кусков Л+ и Л_==—Л+, каждое распределение / из ll 
записывается в виде 

Предложение 1.7. Локально трансмиссия х имеет вид 
/ ~ t / - $ [е»(*.е> «-(*» °), + в-«(х.в)я^ (х, 9)] rfe. 

где Я6С\0. 
Число Я определяется единственным способом, но зависит 

от выбора функции S. При переходе к другому представлению 
Я заменяется на г^Я, где ц— сигнатура матрицы вторых произ­
водных, определяющая коцикл Маслова. Для существования 
глобальной трансмиссии необходимо, чтобы у,=0 (mod 2). 

Рассмотрим дифференциальный оператор P{t, х, Du Dx) 
степени m, строго гиперболический по t. Пусть Е — фундамен­
тальное решение задачи Коши: 

^ - и ' U J ^ ( U ' х)-\6(р-хо) при *=-/»-U-
Распределение £\ представляется в^виде 

где 5(х, — е)=- — «S (х, е), и если a^Ham_k(x, 6), то я ^ (х, —G)= 
— (— 1)"^а—^(х, 6). При этом 

m — l — degP, л&=пх. 
Например, если Р=Р (bt, Dx), то 

m 

1 
где г)-,. — корни характеристического уравнения: Pm(\p,(i)> 5) = 
=0, и ctj — символ степени 1„—/п. 

Назовем регулярной точку на конусе Л, в которой проекция 
(х, £.)->•* имеет максимальный ранг пх—L В окрестности такой 
точки Л является гиперповерхностью и Е всегда имеет разрыв 
первого рода при приближении к Л по нормали. В частности, 
если ./г* нечетно, то предел Е будет конечным или бесконечным 
одновременно с обеих сторон от Л. Если же пх четно, то один 
из пределов будет конечным, а другой бесконечным, так что 
имеет место диффузия ([88]). 

. . . 
§ 2. Распределения на многообразии с границей 

2.1. Пространства распределений ([129]). Пусть М — глад­
кое замкнутое многообразие с границей дМ. Рассмотрим про-
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странство..функций 
С<-(УИ)={/еС0О(Ж); Daf=0 на дМ, va}. 

Это такое пространство, что функция Pf является непрерыв­
ной на М для каждого дифференциального оператора Р. Пусть 
Q—линейный пучок плотностей на М. Пусть 

g>'№ = (C°°№ Q))'. 
Рассмотрим пространство векторных полей 

К(Д1)—{оеС^'^ГЛ!), V касательны к дМ). 
Определение 2.1. Пространство А (М) с-З)' (M) состоит 

из тех распределений Й, для которых 
v** ... vk/ueHs(M) 

при всех kjr для каждого конечного набора ,полей vfiV, при 
некотором фиксированном sgR. 

Теорема 2.1. А(М)=-=/(М, N*(dM)). Здесь I(M, N*(dM))— 
подпространство распределений и на Ж, являющихся гладкими 

о 

функциями в Л? и таких, что если dlmM = n + l, (х, У)— ло­
кальные координаты на М, #6R\ x>0, то # представляется 
в виде 

« ( ^ ^ « g j - j e ^ a ^ g r f g , (х<8), 

где a6«Si?o(Rn, R). Это пространство распределейЬй, ассоцииро­
ванное с лагранжевым многообразием N*dM (см. § 3 главы 3). 

Как следствие предложения 5.1 главы 3 мы получаем, что 
если иеА (M)f то WF(tt°)cAf*(dA/), где яР—продолжение и 
нулевыми значециями вне М, так что 

иеА (М), W F (и) = 0^>иес°° (М). 
2.2. Сжатый кокасательный пучок ([129]). 
Предложение 2.1. Существует такой естественный век­

торный пучок ТМ на М и такое отображение пучков £:ТМ-+ 
~>7Ж при котором индуцированное отображение Г* :С°°(М, f M)-+ 
-+С°°(М, ТМ) является вложением, а его образ совпадает с V. 

Этот пучок получается из V с помощью следующего отно­
шения эквивалентности: если т£М, то v ~ <w<=>vf (m) = -а;/ (т) 
для каждой функции / из CQ(M)\ если же /га6<?М, то к этому 
добавляется дополнительное условие: d\vg)(m)=d(wg)(m) для 
каждой функции g из С°°(М), равной 0 на дМ. Поэтому образ 
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отображения i совпадает с ТМЦТдМ Двойственное отобра­
жение 

является гладким отображением векторных пучков и, как ш 
U имеет ранг п на М и я— 1 на дМ. 

Предложение 2.2. Образ отображения I* можно кано­
нически отождествить с Т*дМ и Т*М. 

Пусть, как и выше, (х, #)•— локальные координаты на Mi 
так что х > 0 на М и х имеет нуль в точности первого поряд­
ка на дМ, увКп. Тогда поля из V имеют вид 

п 

X^j(^y)Dy+(x0(x9y)xDX9 afiC00. 

Каждая точка р из Т*М имеет вид 

п. 

У - 1 

Бели (Л:, J/, |, г]) —обычные координаты в Г*М, то 
Г* (х, У, | , т]) = (х, у, xii т)), т. е. Я=х£. * 

Отображение i* индуцирует вложение 

При этом функция Ф из С00 (Т*М) принадлежит С°° (Т*М) 
тогда и только тогда, когда ,.д%Р\х~о является полиномом от 
I степени < £ . 

Предложение 2.3. Вложение С°° (М)аАЩ является 
непрерывным и его образ плотным в А (М). То же верно и для 
вложения С°° (М) с А Щ. 

Обозначим 5 (/И) пространство тех распределений uG&>'(M)t. 
для которых и |^б Л'(УИ). 

Поскольку А (УИ) состоит из распределений, гладких во» 
всех направлениях, кроме нормального к дМ, естественно ожи­
дать, что распределения из А' (М) должны быть гладкими в 
нормальном направлении. 

Предложение 2.4. Если uQJB (М) или А' (М), то для каждого 
дифференциального оператора Р корректно определено сужение 
Ри\ш£2)' (дМ). При этом 

ВЩ = АЩ®2)г(М>дМ), 
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згде 
тг (М, дМ)^{ифг (Щ\ suppacдМ]. 

Наиболее существенным для приложений является следую­
щее следствие. 

Предложение 2.5. Пусть Р — дифференциальный опера­
тор на М и отображение 

Р:А(М)~»А(М) 
сюрьективно по той С00 (М). Тогда 

п&йу (М), Ривв (М)^>иев (М), 
так что для и корректно определены граничные значения лю*-
бого порядка. 

Например, этим условиям удовлетворяют нехарактеристиче­
ские операторы. 

§ 3. Полностью характеристические операторы 
3.1. Псевдодифференциальные операторы и их ядра. Прост­

ранство векторных полей V(M) можно рассматривать как про­
странство дифференциальных операторов первого порядка. 
Определим Diffb(M) как пространство дифференциальных опе­
раторов, порожденное элементами из С°°(М) и V(M). В ло­
кальных координатах вблизи границы эти операторы имеют вид 

р*~ 2 a«>k(x,y)D*(xDx)k, Оа.л&С00. 
Ы+к<т 

При микролокализации естественно рассматривать псевдодиф­
ференциальные операторы с символами вида а (х, у, | , т)) =—= 
=а(х, г/, х\, TJ), где а(х, у, Я, п)е<-ьо(ZXR(£Ji>b Z=-R"+ XR". 
Эти символы удовлетворяют оценкам 

\D*yDlD*Dl{a(x,y, g, ^ l<C |^ |4 l+ |E | )Ml + hl+I^S | ) m -*- / 4 p l ; 
Такие оценки совпадают со стандартными при х>0. Ядром 

лсевдодйфференциального оператора такого вида является 
функция 

k (z, z') = (2я)~^ J еЧ*-*'К+*<у-у')ча (х, у, х|, ц) d% с1ц. 
Здесь z = (x, y)> z' = (xf, у'). Заменяя х и g на s=*x'/x и 
•Х~=х%, получаем, что 

Ь (-£, 1/, *', Уг)=~ k0 (s, х, у, у*), 
где 

Ао (5, х, у, у) ~ JL J *'(1-о*+*<1 '̂)ла (х, у, я, л) 4Ыг\. 
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П р е д л о ж е н и е 3.1. • kG®'<№.XRnXRP*)> причем ^ 
имеет особенность только при $=--=1, у=у' и быстро убывает 
при 5-> оо. 

3.2. Свойство трансмиссии. Заметим, что х входит в опре­
деление ко только как параметр. , Из Определения ядра k вид­
но, что это ядро бесконечно гладкое при 

(*', y\.y)ZKmR+XRnXKn, 0<х<хг/2, 
и обращается в нуль со всеми производными при х=0. 

Для того, чтобы знать поведение ядра k при х'~>0 для 
# > 0 , надо изучить поведение k0 при s->+0. 

Если предположить, что выполнены следующие условия 
трансмиссии: 

j eiXXka (х, у, Я, ц)с1Х=0, V&6N, (3^ 
то можно утверждать, что k£C°° при 

(х, у, у')еКшЖ+Х11пХЯп, 0 ^ х ' ^ х / 2 
и обращается в нуль со всеми производными при х ' = 0 . 

На первый взгляд условия (3)~ кажутся очень ограничитель­
ными. Однако верно 

П р е д л о ж е н и е 3.2. Для каждого a'eS?,0 (Z X Rn+1F 
существует тЭкое 6б5ьо° (Z X R**1), что символ a=*af-—b 
удовлетворяет (3). 

П р е д л о ж е н и е 3.3. Если выполнены условия (3), то 
оператор А\ЖГ (Z)~*3)r (Z) непрерывен и 

A(Co°(Z))cC°°(Z), А* {£'{Z))<z&r (Z). 
Если оператор А обладает такими свойствами, то его символ 
определяется единственным образом и удовлетворяет (3). 

3.3. Полностью характеристические операторы. 
О п р е д е л е н и е 3.1. Оператор А называется полностью 

характеристическим, если его ядро & A 6 C ° ° ( Z X Z ) . 
Множество таких операторов порядка т обозначается &™{Zy 

Эти операторы являются сглаживающими, А: gf' (Z) --> С°° (Z): 
Особенности ядер у таких операторов могут лежать и вне 
диагонали, так что эти операторы не являются, строго говоря» 
псевдодифференциальными. Однако, если A62T(Z), то 

WF(b)ciV*AUN*(dZX<?Z), 
где А—диагональ в ZXZ и dZxdZ = {z, х = 0 , х'-==0}. 
Таким образом, особенности ядра Ад довольно безобидны. 

Приведенные определения инвариантны относительно гладкой 
замены переменной, сохраняющей границу dZ. Поэтому можно, 
определить пространство &% (М) для каждого гладкого много-

Ш 



образия М с границей. Можно* показать, что каждый оператор 
«Л62Т (М) отображает каждое из пространств Фг (М), С°° (М), 
С°°(Ж), &(М,дЩ, D'(M), 2%(Щ в себя. 

Эти операторы образуют кольцо, замкнутое относительно 
перехода к сопряженному оператору. При этом 

Ч ( Л > ^ ( А ) . От+т'(А-В)=ат(А)-от>(В). 
Для каждого оператора А из Lf(M) можно определить 

такой оператор Аде1т(дЩ что для всех и из Af (M) или из 
В' (М) верно, что 

Ай\ш = Ад(и\дм) и <МЛа) = М^)|™ш-
Пространство &Г*Щ=П&?(М) состоит из тех Ав&Т(Щ 
которых переводят 3)' (М) в А(М). 

3, 4. Граничный волновой фронт. Пусть u££Dr (M). Пусть 
smgstippft(tt)=yW\{j7i6M; .wgZ?- где В — открытое подмножество 
в М и Яое-А(Л4), Г>==Й в В}. 

Определим характеристическое множество %ь(А) = {р£Т* 
М\0; от(А) не является эллиптическим ни в каком конусе, 
содержащем /?}. 

Определение 3.2. Для u^S>r(М) гранитным волновым 
фронтом называется множество 

WF,(e) = П (МА);-АиеА* (М)}. 
л 

Закон кбмпозиции символов в локальных координатах являет­
ся обычным: Если А и В—псевдодифференциальные операторы 
с символами а и b и, по крайней мере, один из них является 
собственным, то оператора С = АоВ по mod SJ00 (Z) имеет символ 
с ~ 2 2 *\p\t\-ps\ д ^ а <•*• У> Я. ri)V>xk~PD$D*-PD№ (у* у, Л, л). 

Эта формула позволяет построить параметрикс в эллиптиче­
ских точках. В частности, отсюда следует, что 

иеА' (М)=> WF (A$aM)e:WFb (и) П .Г*ЛИ. 
Пример 3.1. Пусть а = 1, z=RtxRy, P = xDx+iDr 

Оператор Р имеет эллиптический символ cr1(P)----.{cdot}\,+iT] и потому 
ueD'(Z), PaeA(Z)^uGA(Z). 

Замена x=e~s переводит Р в оператор —Ds-\-iDy. Пусть 
•функция f(s-\-iy) голоморфна в полуполосе s>1/e , | y | < e 
и I / ( * + iy) |<Сес-*. Тогда функция и(х, y)=*f(s+iy) удовлет-
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воряет уравнению Ри=0 при 0 < х < 8, | у | < е и имеет при 
х = 0 конечный порядок, т. е. продолжается до элемента и! 
из —9' ((0, б) х (—в, е)), причем можно считать, что Ри'=0. Поэтому 

где #€Sbo(RXR) при некотором т. 

§ 4. Граничные канонические преобразования 

4.1. Производящая функция. Рассмотрим канонические пре­
образования сжатого кокасательного пучка Т*М. Ясно, что 
во внутренних точках это обычное каноническое преобразование. 
В локальных канонических координатах симплектическая форма 
имеет вид 

п 

a = |<ix + 2 r\}dy}. 

Поскольку 1* (х, у, | , т)) = (х, у, X, ii), где Я=х£, то канони­
ческая форма на Т*М имеет вид 

л 

а === Я# log x + 2 tlydty;-
У-i 

Определение^ . ! . Граничным каноническим преобразо­
ванием из М в М' называется бесконечно гладкое отображение 
Х:Г-^Т*.М'\0, где Г —открытый конус в f*M\0 и %*а'—=а;. 

Предложение 4.1. Если %•— граничное каноническое пре­
образование М в NV и (х, у, Я, TI), (х7, у', 2/, х{)—канонические 
координаты в Т *М и f^AF, то 

Х*(хО = Ро(х, у, %,ц)х, 
X*(V)—•Л+.ЦхСл:, у, X, ri)x, 

где [х0>0. В частности, проекция % на Г*/И определяет 
гладкое каноническое преобразование i*~l(T)~>T*Mr\0* 

Отсюда видно, что поверхность х = k = 0 инвариантна отно­
сительно преобразования %, так что определено отображение 

4-2. Оператор главного типа. В качестве примера примене­
ния граничных канонических преобразований рассмотрим задачу, 
связанную с оператором вещественного главного типа. 

Пусть рбС°°(Г*Л1\0) принимает вещественные значения 
и является однородной функцией по А,, ц первой степени. Пусть 
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/?(р)==0, рвдТ*М\0., Предположим, что dp и dX линейно не­
зависимы на df*M в точке р. Если же р£Т*дМ> то добавим еще 
условие: dp, адМ линейно независимы в точке р. 

Предложение 4.2. При сделанных предположениях суще­
ствует такое граничное каноническое преобразование %:T*Mz> 
Z)T-+T*Z, определенное в некоторой канонической окрестности 
точки р, что 

Х(р)-(0,0, .Я, п)* Ч —(4i. 0> -. . . 0) и p = %*M-
4.3. Дифференциальный оператор второго порядка. Пусть 

Р •— линейный дифференциальный оператор второго порядка 
вещественного главного типа, причем граница дМ нигде не 
имеет характеристических направлений для Р. Это означает,, 
что во внутренних точках формы dp и %dx линейно независимы, 
а для граничных точек независимы их сужения на дТ*М\0 в 
тех точках, где р=0. Если в локальных координатах дМ опре­
деляется уравнением х=0, то 

P=g(x, У) [12+Ъ*(х, у, ц)+Ъ{х, у, ч ) ] , 
где g¥=0 при х=0. 

П р е д л о ж е н и е 4.3 ([129]). Если граница дМ не имеет 
характеристических точек для оператора Р вещественного глав­
ного типа, то существуют такие локальные координаты {х, у)? 
что 

p=±(i*+f(x, у, ц)). 
В окрестности каждой такой точки (0, у, I, ч\)у в которой 

г>0 (/*<0), с помощью граничного канонического преобразо­
вания р можно привести к виду g2+rin

2 (соответственно/ 
12-л»2)-

Если же в некоторой точке (0, у, | , ц) значение г=0, то 
предположим, что 

q={p, {р, Х}}Ф0. 

Если q>0, то соответствующая точка называется точкой 
дифракции и однородным каноническим преобразованием р 
приводится к виду 

I2—*Г)„2+Г)1Т1п. 

В том случае, когда q<0, точка называется точкой сколь­
жения и канонической формой для р является функция 

12+хцп
2+ч\щп. 

Если же <7=-0, то даже при условии, что {р, {р, {р, х}}}Ф0> 
существует несчетное множество неэквивалентных символов. 
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§ 5. Интегральные операторы Фурье 

5,1. Производящая функция граничного канонического 
преобразования. Пусть М и N — гладкие многообразия с грани­
цей и %:T*Mz)T~*T*N-~-граничное каноническое преобразова­
ние. Вводя локальные координаты (х, у), можно считать, что 

r x c^xRSXRJ 'X(RoKe) \0 ) 
--Открытый конус, (JA, 6)€RXR^- Функция (pGC°°(ZxRn X 
XR^+ 1\0) называется фазовой функцией в Гг., если она ве~ 
щественнозначна, однородна первой степени по (щ 6) и 

Из-за специального вида граничных канонических преобразова­
ний приходится накладывать довольно жесткие условия невы­
рожденности: 

Бвд g-О, то fj*0 и ' 
[by %в Ъи 1 

det щУ' Фее фед И-0. 
Ьр.фцр.^Фце.ОАф^ы 

Если ф—-такая фазовая функция, то множество 
C- = {(x, у,У;'|А, в)бГ!, | f = 0 } . 

является при этом условии коническим подмногообразием в Г* 
коразмерности N.. 

Отображение 
РФ:СФЭ(^- У, У', ^ 0 ) ^ 

является локальным диффеоморфизмом на коническое подмного­
образие в f*ZXT*Z. 

Предложение 5.1. Если Ф — невырожденная фазовая 
функция, то вблизи границы х = 0 многообразие С~ является 
графиком граничного канонического преобразования. Обратно, 
график граничного канонического преобразования локально 
допускает такую параметризацию. 

5.2. Интегральный оператор Фурье.' Пусть Ф — невырож­
денная фазовая функция, аб5^о. Рассмотрим интеграл 

•\к(г% z') = JeM*.ifr.*б.в)-«.г'бд(2э у% jcg, Q)dQd%, { 
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определяющий ядро Шварца интегрального оператора Фурье, 
ассоциированного с %. Предположим, что носитель а лежит 
внутри конуса Г ь в котором .<р невырожденна. Множество таких 
а обозначим Sm(Ti). Интеграл k имеет смысл при х > 0 . Для 
того, чтобы придать ему смысл при _х—=0, потребуем, чтобы 
формальные ряды обращались в нуль. Если положить 

оо 

г4.(ф)о=|в'ф(-.-'М-.в)а(0, у, у, (л, e){mu}*rfii, •'• . 
о 

то можно сформулировать 
Предложение 5.2. ОтображениеS:S~°°(ZXR"XR^+1){to} 

{to} 11 S~°° сюръективно. 

Пусть Sm (Гь <р)— подпространство символов a из Sm(D, 
удовлетворяющих условиям трансмиссии. Тогда 

Предложение 5.3. Если aeS"(rb Ф), то £(г, г') являет­
ся ядром Шварца оператора F:t'(z)^3>'(z), причем 

F {Co (z))czC°° (z), F \ct-{z))cC~ (z) 
и 

Fa U=0=F0 (a \x=s0) для «eGo0 (z), 

ныи с^~ИНТеГраЛЬНЫЙ ° П е р а т о р ф у р ь е в R"> ассоциирован-

Пусть А&??(М) — оператор вещественного главного типа. 
Ьму соответствует гамильтоново векторное поле в Т*М\0 

Это поле является касательным к многообразию 
2ъ(А)~{рвТ*М\0, a(p)=0) 

л Я Ю Х 1 ^ ^ — 
ш них x Д Г ш вторш x ^ i o . ' П0СК0ЛЬКУ та пеРв™ 

Теорема 5.1. Если А&1Щ-оператор вещественного 
главного типа, то для « $ > Щ множество е1«еств~ного 

WF6(K)nWFs(Au)c2fr(A) 
является объединением бихарактеристик поля На в ~6(Л). 



Глава 8 
ГИПЕРФУНКЦИИ 

§ 1. Аналитические функционалы 

1.1. Определение и основные свойства. По аналогии с прост­
ранствами распределений можно ввести аналитические функци­
оналы ([124], [145], [148]). 

О п р е д е л е н и е 1.1. Пусть К<^Ся, А — пространство це­
лых аналитических функций в Сп. Пространством аналитиче­
ских функционалов А'(К) называется пространство таких ли­
нейных форм на Л, для которых выполнено неравенство 

|и(ф)|<Сю5'ир|ф|, Ф6-А, 

какова бы ни была окрестность оз компакта К- Пусть Ar (Rn) — 
= U А'(К). 

П р и м е р 1.1. Функционал и(ф)-=2аа.Даф(0)/а! принадле­
жит -A'(O) тогда и только тогда, когда | а а | ^С 8 8 1 а | для каждо­
го е>0. Этот функционал является распределением только в 
том случае, когда сумма конечна. . 

1 

Носителем функционала #№)-==] <f(z)dz, Фб-А (С) является 
о 

каждая гладкая кривая, соединяющая точки 0 и 1 в С. 
Поэтому в отличие от распределений, если и£Аг (Кх) Г\А'(К2), 
то не обязательно и$А'(К1ПК2). Однако это верно, если Кг и 
K2czR\ 

Т е о р е м а 1.1. Если uGA'(Rn), то существует такое наимень­
шее компактное множество iCczR71, что uGA'(K); оно называет­
ся носителем и. 

Полнота пространства А'\(К) видна из следующей теоремы. 
Т е о р е м а 1.2. Пусть Ко и К — компактные множества в 

Rn, KoCzK, пусть щ$А'(Сп) и выполнены следующие условия: 
1°. Для каждой -компактной окрестности V множества К в 

Сп элементы ufiAr{V) при больших /.. 
2°. Для каждой компактной окрестности Vo множества Ко 

в Сп-разность Uj—UkGA'CVo) при больших / и ft. Тогда суще­
ствует такой элемент uGA'(K)9 что в каждой компактной окре­
стности Уо множества Ко 

и—щЪА'(Уо) при больших /. 
Последнее условие определяет и однозначно по mod А' {Ко) -

Следующее утверждение заменяет существование разби­
ения единицы. 

Т е о р е м а 1.3. Если Къ •.'., Кт — компактные подмножества 
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в Rn и и£А'{К\\}... \]Кг), то можно найти такие и£А'(Кз)» 
что и=и1+ . . . +iir. 

1.2. Операции над аналитическими функционалами. Опера­
ции, .допустимые в &>\ переносятся на пространство Аг{"Ип)~ 

l0. Бели # б Л ' ^ п ) , . т о djU£A'(VLn) и этот функционал оп­
ределяется равенством <3jW'(cp) = —й(д^), 

2°. Бели и&4'•(#), i<Cc:Rn и функция f аналитическая в 
окрестности со множества К, то определено произведение fu> 
так что fuiy^uifq)), если ф — аналитическая в ю функция. 

3°. Если иЫ'(Жп), veA'(Rm), то u®v€A'(Rn+m), причем 
(u®v) (!ц>)^их(иу(}<р(х,у)))^щ(11х(ч>(х,У))), если q>{x,y)G 

4°. Каждый функционал KczA/(RnX^m) определяет опера­
тор Ж, определенный ;на функциях v, аналитических в окре­
стности проекции ̂ носителя К на Rm, причем Xv^A'(Rh) и 
(ад-("Ф),яв^(|ф®о) Для фбЛ(Ся). 

5°. Если цбЛ'^Л"), где К — компактное подмножество в Rm 

и / — вещественно аналитическое биективное отображение 
открытого множества coczR71 на окрестность 'множества Я", при­
чем /-1==/г, то определен обратный образ f*uGA' (f-lK) так, что 

(f*u) (<p) —u( (kp о Л) l-det А' |), 
если функция ср аналитична в со. 

6°. Для и, vBA'(Rn) определена свертка u*v, как значение-
обратного образа u®v при отображении (х,у)-+(у,х—у) на 
функции ф = 1 . 

7°. Если К — компакт в Rn, и£А'(К)У то преобразование 
Фурье \ 

u&)=u{e-i{'*l)) 
является такой целой аналитической функцией, что для каждого* 

|й©|<с е ^ ( , ш Ь + в , С 1
э sec*. 

Обратно, каждая целая функция, удовлетворяющая этому 
неравенству, определяет единственный элемент из А'{К). 

§ 2. Пространство гиперфункций 

.2.1. Определение и основные свойства. Гиперфункции в Rn 

определяются как локальный эквивалент аналитическим функ­
ционалам, имеющим компактные носители в Rn. 

О п р е д е л е н и е 2.1. Если X—открытое ограниченное 
множество в Rn, то «пространство В(Х)=А/(Х)/А/(дХ) на­
зывается пространством гиперфункций в X. 

Как и д-Дя распределений, 'носителем гиперфункции и яв­
ляется наименьшее замкнутое множество, вне которого и=*0. 

Т е о р е м а 2.1. Пусть Х3 — открытые ограниченные множе­
ства в Rn и Х=[)Х}. Если ufiB(Ui) и щ=щ в Х{(]Х^ для всех i 
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•и /, то существует единственный элемент абВ(Х), для которого 
и~щ в X} для каждого /. * 

Ясно, что сложение 3>'(Х)-*~В(Х) мнъективно. Элементы из 
В{Х) с компактными 'носителями можно отождествить с эле­
ментами из A'{Rn), имеющими носители в X Операции над 
аналитическими функционалами, описанные в п. 1.2, перено­
сятся на В(Х). Кроме того, можно определить пространство 
В(Х) для каждого вещественно аналитического многообра­
зия X. 

Теорема 2.2. Если X — вещественное аналитическое мно­
гообразие и У-—открытое 'подмножество в X, то каждая ги­
перфункция ueB(Y) является сужением на У гиперфункции v 
из В (X), имеющей носитель в У. 

2.2. Аналитический волновой фронт гиперфункции. Пусть 
-П£)= j е-&*Ш. Если л—1, то / ® = 2 c h ' b при л > 1 эта 
функция выражается в явном виде через функцию Бесселя, 
причем 

/©-/О(161К. / o < P ) - W M W ^ [ l + 
Положим . . 

^(2)---(2а1)-"]ег(г.ад|//(у. 
# ' 

Функция К {г) определена и является аналитической функцией 
для 2 6 0 , | I m z | < l . 

О п р е д е л е н и е 2.2. Если ША' (Rn), то Ш¥А {и) — это мно­
жество тех точек (jc,|)6RnX(Rn\0), для которых функция 
K*u<*=ut{K{z—t)) не аналитичша в точке х—i | / | | | . 

Проекция WFA(W) на Rn совпадает с sing siippA #• По­
скольку WFA(u) определяется в точке х локальными свойства­
ми и, определение 2.2 переносится на В(Х) для любой подоб­
ласти XczKn. Можно показать (см. [155]), что W F A M ™ 
=(WFa(a) (см. определение 4.3 главы 6) для иЪЗ)'(Х). 

2.3. Граничные значения гиперфункции. Пусть X — откры­
тое множество в Rn, Г — связный открытый конус в Rn\{0}, 
и Z — такое открытое множество в О , что для каждого от­
крытого подмножества Х\ ̂ Х и каждого замкнутого выпукло­
го конуса Г-с:.Ги{0} 'при 'некотором Y > 0 

ZiD{zeCn, RezeJfi, Imz€A, 0 < | l m s | < _>}. 
Теорема 2.3» Пусть /—аналитическая в Z функция. 

Тогда для каждого открытого подмножества Х^Х: 
(1) Существует такой элемент fx£A' (Хх), не зависящий 

от Гъ что аналитический функционал 

Хг \ 
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имеет носитель в любой малой Окрестности множества^, если 
y£Fi и \у\ достаточно малы. Этот элемент определен с точ­
ностью до элементов из А'(дХ\) и потому «однозначно опреде­
ляет гиперфункцию из В (Х\). 

(2) Если X2czXu Х2 —открытое множество в Rn, то 
/хг—./хлбА'(Х1\Х$, так что существует единственный такой 
элемент /х£3(Х), что сужения fx и /Хх на Хг совпадают 
при любом Ху 

(3) Если \f(x+iy)\^C[y\-N, xGXu у*Ги \у\<у, то суже­
ние fx на Х\ равно пределу в смысле теории распределений. 

(4) Если ' / допускает аналитическое продолжение на окрест­
ность множества дХъ то при {/->0, у(*Тг функционалы 
) f (x+iy)(P(x)dx> ФбЛ, сходятся в А' (ХГг) к элементу fXlt 
xt 
определенному в (1). 

(5) Если fx=0 для некоторого непустого открытого 
множества Ххс:Х и Z—-связно, то f = fx=0. 

(6) WFA(fx)czXX(F0\% где Г°—конус, двойственней к Г. 
О п р е д е л е н и е 2.3. Гиперфункция /х&В (X) называется 

граничным значением / из Г и обозначается brf-
Т е о р е м а 2.4. Если X—открытое множество в Rw, uQB (X} 

и 

WFA(u)c:XxP0\0), 

где Г—открытый выпуклый конус в R*\0 , то существует 
такая функция / , аналитическая в Г, что u=brf-

Как следствие теоремы 2.4 можно получить классическую 
теорему «об острие клина». 

Т е о р е м а 2.5. Пусть функции / - аналитичны в 

Z±~={x + iy; xQX, ±у£Т,\у\<у}, 
где у>0, Г—открытый выпуклый конус. Если / 0 = &г/+== 
«й-r /""! то /°—аналитическая функция, которая является 
аналитическим продолжением для / + и / _ . 

Следующее обобщение последней теоремы принадлежит 
Мартино. 

Т е о р е м а 2.6. Пусть Г ь . . . , Г/ —замкнутые конусы в 
R^XO и 6Ty==R*\0. Пусть X—ограниченное открытое мно­
жество в R71, и£В'(Х). Тогда существуют такие и}вВ (X), что 
и=2ир WFA (UJ)C:WFA (а) П (ХХТ)). Если и=Щ — другое 
такое разложение, то #^==Й ; +^#/Ъ где ujk£B(X)i a*y=—flky и 
W F ^ M c Z X ^ n r , ) . , 
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§ 3. Решения дифференциальных уравнений 
-3.1. Задача Коши. Пусть Р(х, D) — дифференциальный опе­

ратор с вещественно аналитическими коэффициентами в откры­
том множестве Jc=Rn. Ясно, что для и£В{Х) 

WFA(P(x,D)u)czWFA(u). 
Справедливо и обратное включение: 

Теорема 3.1. Бели Р(х, D) — дифференциальный опера­
тор порядка т с вещественно аналитическими коэффициентами 
в X и иеВ'(Х), то WFA(u)c:CharPUWFA(Pa). Более того, ес­
ли (х0у £О) —нехарактеристическая точка для Р, то для каждой 
гиперфункции fGB(X) найдется такая гиперфункция и£В(Х)г 
что (дсо, 6o)«WFA (P(X9 D)u-fix)). 

Для каждого решения иШ{Х) уравнения P(xf.D)u=s0 мож­
но определить данные Коши на гиперповерхности Х0, если 
она нехарактеристическая.- Пусть, для простоты, и£В(Х+), где 
Х±={х£Ху Хп^О}, Хо={х£Х, ^==0}. Пусть и0=и в-Х+9 а0-=0 в 
Х-.. Тогда гиперфункция Р(х, Ъ)щ имеет носитель в Хо-

Теорема 3.2. Пусть P(x,D) имеет вещественно аналити­
ческие коэффициенты и J0 не является характеристической. 
Тогда для 'Каждой гиперфункции f&B{X) с носителем в Хо су­
ществует единственное разложение вида 

f^P(x,D)v+%vI®D!lb(xn), 

где v£B{X), swpp vczX% и^ВЩ') при 0< /<m, Xo'eXoX{Q}* 
Как следствие из этой теоремы получаем следующее 

утверждение: 
Теорема 3.3. Если Р(х, D) имеет вещественно аналитиче­

ские коэффициенты в X и J0 нехарактеристическая для Р, то 
•каждая гиперфункция и£В(Х+), удовлетворяющая уравнению 
Р(х, .D)u=Q, имеет единственное продолжение ио на X, равное 
нулю в Х- и такое, что 

Р (х, D) йо= ,2^7 ® D^^> 

для некоторых i^J3(J0
7) при 0 ^ . / < т . 

3.2, Аналитический волновой фронт. Приведем другое, эк­
вивалентное определение аналитического волнового фронта, 
принадлежащее Брозу и Яголнитцеру. Если ttGA'('Rn), опреде­
лим целую функцию Тхи, зависящую от положительного пара­
метра Я: 

Т% близко связано с преобразованием Фурье от м, поскольку 
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преобразование Фурье в точке •—Я| от ue-^x"y)ij2. Множи­
тель е~м-*~40*/-- заменяет срезающую функцию, которая исполь­
зуется при определении волнового фронта распределения. 
Естественно ожидать, что (х0, Ы&^РА (и) тогда и только 
тогда, когда йу(е'М*.б)-М-*-*»'/2) есть 0 (егс*) при А-* оо и при 
некотором £>0 в окрестности точки (х0, -~i<))- Действительно 
справедлива 

Теорема 3.4 ([55]). Пусть ее A' (R*) и •(*<>, Ы6Г* (R")\0. 
Точка (х0, g0)€wP-4(«) тогда и только тогда, когда существуют 
окрестность V точки х0—igo и такие положительные постоян­
ные С, с, что /, 

| 7 \ й (Z) | < 'C^!6.IV2-^)f 'Z£V, %>0. 

Пусть М—подмножество Кд. Если х06.М, то*ГХ9(М) опреде­
ляется как множество всех пределов последовательностей 
tj(x5—XQ) при f^-f-oo, xfiM. Это множество называется ка­
сательным к М конусом. Оно является замкнутым конусом и 
ке зависит от выбора локальных координат, так что может 
быть определено для МаХ, где X— гладкое (С1) многообра­
зие. Если F —замкнутое подмножество гладкого (С2) много-
образуя, то Afe(.F)dr*X\0 определяется как множество всех 
таких (хо, |о), что x0&F и существует вещественнозначная функ­
ция feC2(X)f для которой df(xoy=b¥>0 и f(x)^f(x0) длялгб/7. 
Положим Ni(Fy={(x,l); (х,-g)GJVe('F)} , и N(F)^Ne(F)U 
W(F). 

Теорема 3.5. Если ибВ (X) к х0£Х, то 

~N(Wo)c:dW0XTXb(s\iwtL)1 

где WQ=={%eTx0(X); (XQQQWFA (и)} рассматривается как подмно­
жествув П. (Х) \0 . 

Доказательство основывается на теореме Хольмгрена и 
принадлежит Капшваре. ' ' • 

Отметим некоторые следствия этой теоремы. 
Следствие 3.1. Пусть Wt с ^ — открытые выпуклые 

множества в ТХо(Х)\0 и 
(1) W 1 n W F A W r § - 0 ; 

Л (2) каждая гиперплоскость с нормалью лежащей в ТХо (supp и) П 
<— Txjsuppu)), пересекающая W2, пересекает Wx. Тогда 

W2r)WFA(a)Xo=0. 
Следствие 3.2. Если (х0, у б Nt (supp а), то (*0, g)e 

€WFA (u)^(x0> i+t^eWFA (и) для всех *6R. 
Пусть снова Х±={х£Х, хп^0}, Х0={х£Х, хп=0}. Пусть 

Р (х, /))-дифференциальный оператор порядка m в X с аналити­
ческими коэффициентами и Х0—нехарактеристическая плоскость. 

Теорема 3.6. Если uGB (X+) — решение уравнения 
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P(x,D)u=Q и (x'0, lr
0)$WFA(Dlu\Xn~o), y = 0, 1 , . . . , щ-h то 

существует такое e > 0 , что (x, i)$WFA(ti), если 
0 < х л < е , \Х'-х'0\ + \1'-%\<г.'' 

З а м е ч а н и е 3.1. Аналогичное утверждение для WF (и) не­
верно, даже если Р (D) имеет постоянные коэффициенты. На­
пример, если Р (Z))== DXD2+Dt+Dl то можно построить ре­
шение щвС2 уравнения Р (D) Й 0 = 0 , для которого singsupptt0=-

-=-{(*, 0,. . . ,0) , t>0}. Тогда функция u=^ajU0(xu хъ х3, х4— 
1 

- l /y)eC 2 (R 4 ) и D4aeC°°(Rs) при х4==0, но singsupptt= 
={(хъ О,0, х4), где х4==0 или х4-==1/£, 6 = 1,2, . . .}, если 
о,-*-0 достаточно быстро. 

Теоремы об отсутствии решений уравнений, у которых в 
характеристической точке (хо, £о) значение функции Ci(x, g) 
положительно, переносятся и на пространство гиперфункций. 
Например, уравнение DxU+ixiD2ii=f может не иметь решений 
в классе гиперфункций, даже если /бС00. Более того, справед­
лива 

Т е о р е м а 3.7 ([148]). Пусть Р— дифференциальный опе­
ратор первого порядка с аналитическими коэффициентами в 
окрестности1 начала координат в Rn и главная часть Pi опе­
ратора Р не обращается в нуль в начале координат. Пусть 
существует функция ш, аналитическая в окрестности 0 и такая, 
что P\w=Q, 

lmw(x)=0<=>x=0. 
Тогда для любой окрестности Q начала координат (сколь 

угодно малой) существует такое 8>0 , что если Не — простран­
ство функций, голоморфных при |1т;г |<е , то РВ(£1)фНг(£Ь). 

§ 4. Пучок микрофункций 

4.1. Следы голоморфных функций. Рассмотрим на Rn пуч­
ки аналитических функций, бесконечно гладких функций, рас­
пределений и гиперфункций 

aczCooCZ&'czB. 
Вложение этих пучков можно описать следующим образом. 

Пусть Г —открытый выпуклый конус в R n , 0 —открытое 
множество в Rn и функция / голоморфна на пересечении -мно­
жества о ) Х ^ с комплексной окрестностью множества о в Сп . 
Тогда можно определить граничное значение b(f)£B(cu). 

Если | / (x+iy) | < С \y\~'N для некоторого целого N, то 
b(f)= lim f \x~\-iy)Q3)r и предел существует в пространстве 

Ю—10019 6 145 



Если / и все производные Daf ограничены (или \Daf(z)\< 
<Ca\y\"N для всех а и некоторого TV, не зависящего от а), то 
предел существует в С°°. • « • . 

Обратно, пусть ив2)г (со) и {Га} —такое конечное семейство 
открытых выпуклых конусов в R", что внутренности двойствен­
ных конусов Га покрывают Sn~K Тогда существуют такие 
ЛеЛ(С0 + 1Га), ЧТО \fatX + W\<C\y\-», U^U(fa). В.ДвЙ-
ствительности, достаточно даже, чтобы coXU(intra) покрывало 
WFA (и). 

Аналогично, если ибС°° (а) и UintTa покрывает WFA (#), то 
существуют такие faGA (ш + Я\*Ь что / а ограничены, ограни­
чены их производные любого порядка и u=lb (fa)- Если 
я б ^ ' И и Uintr23WF(tt), то существует такая функция 
ФеС°°(со) и такие /аеЛ(со + гГа), | / а ( х + ^ ) | < С | у Г ^ , что 

4.2. Определение пучка микрофункций. 
Определение 4,1. Пучком микрофункций C(RnXSrl~1) 

называется пучок, построенный по предпучку 
U-*C(U) -В (со) /{и <Ш(со), WFA (и) nt/-=0) 

для C/ocoXS71"1. 
Каждой гиперфункции г/бВ(оз) канонически соответствует 

элемент из CCcoXS71""1). Этот элемент равен 0 тогда и только 
тогда, когда и£А(со). 

Соответствующие определения -можно дать и для пучков Sbf 

и С°° на I^XS71"-1. Именно, им соответствуют предпучки 
и+д>' (Нл)/{иб '̂ (Кп), WFA И П и= 0}, 

£/->С°° «^/{яеС00 <R"), WFл (и) п * / - 0) . 
Микрофункция u6C(U) принадлежит £D'(U) (соответствен­

но, uQC°°(U)), если для каждого компактного подмножества 
KczU можно найти такое распределение (соответственно, такую 
функцию из С°°) У, что u = w в окрестности компакта К, если 
обозначить w элемент из O^xS* 1 " 1 ) , канонически соответст­

вующий V. 
Для ueC(U) обозначаем WFA(u) носитель и, а WF(a)— 

дополнение к наибольшему открытому множеству V, для кото­
рого u\v^C°°(V). 

4.3. Псевдодифференциальные операторы. Пусть Q — откры­
тое коническое подмножество в T*Rn. 

Определение 4.2. Последовательность {pj(^,^)}jez го­
ломорфных в Q функций называется последовательностью сим­
волов (псевдодифференциального оператора), если она удов­
летворяет следующим трем условиям: 

I0- Ро (*> У однородна по | степени /. 
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2°. Для каждого е > 0 и каждого компактного подмножества 
KczQ существует такая постоянная С^Се, к , что 

s u p | i ^ * , 9 | < C e / / A J>0. 

3°. Для каждого компактного подмножества KaQ суще­
ствует такая постоянная R=RK, что 

supipy (х, |) | < ^ У / ( _ у ) ! , у < о . 

Оператор Р (х, Dx)=*£pj(x, Dx) характеризуется условием 

Р (х, Dх) 6 ((х, ц) — Я,) -=2Р/(*> П) 6(y)((JC,tj) —Я.) 
jgz 

и называется псевдодифференциальным оператором. Если: 
Р (х, D) = ^ /7у (х, Dx), то оператор Р называется псевдодиф-

ференциальным оператором конечного порядка. 
Оператор Р определяется своим ядром К (х, х-— у) и формулой: 

Р (x,Dx)u=\K(x,x—y)u(y)dy. 
Ядро ДГ (х, у) ==Р (х, Dx) б (х—у) можно определить формулой: 
'АГ (х, у) =1pf (х, у) + А (х, у), где /?у (х, у) —обратное преобразо­
вание Фурье от функции pj (*,-!) по .'|. Можно показать, что для. 
оператора Р конечного порядка ядро К(х, х—у) является рас­
пределением и его аналитический волновой фронт содержится 
в нормальном расслоении диагонали. Поэтому псевдодифферен­
циальные операторы конечного порядка действуют на распре­
деления, не расширяя их волноьые фронты. 

Можно определять действие псевдодифференйиального опе­
ратора P(x,Dx) И другим способом. Пусть ю — область в Rn 

и U содержит множество (оХ{1> |S' |^*Si}- ПУСТЬ №А{®+Ш)\. 
где G — круговой конус {*; xx>k\x'\}. Значения 6(f) канони­
чески отождествляются с микрофункцией на шХ-S71 К имеющей 
носитель в (oXG°. Микрофункция Pb(f) определена в U, имеет 
носитель в coXG0 и может быть продолжена нулевыми значе­
ниями вне U до микрофункции, определенной в coXSn \ Тогда 
существует такая функция g^(corHG), что Pb{f)=b(g). Функ­
ция g определяется следующим образом. Пусть 2— гиперплос­
кость в О , на которой Imzi = e. Определим оператор P s так,, 
что 

Pzf (z) = $K(z,z-z)f (z) dz. ; 
s 

Если e > 0 достаточно мало, то P s /eA((o + iO) и мы полагаем: 
g- = p s / . При этом микрофункция big) не зависит от выбора в: 

10* ш 



Псевдодифференциальные операторы конечного порядка со­
ставляют пучок колец 0> на RnXSn'K Можно показать, что та­
кие операторы отображают 3)'{U) или С°° (£/) в себя. 

Если P(x,D)=2pj(x,D) и Q{x, D) =^(х,и)— псевдодиф­
ференциальные операторы в окрестности точки (*о,Ы- т о гД а 

нх композиция R=P*Q является псевдодифференциальным опе­
ратором, R (х, D) =2/?i (x, Dx), причем 

Л+/-|а+/| 
Оператор Q (л:, D*), формально сопряженный к Р (л:, Д*), 
является псевдодифференциальным с символом Q (л:, ч\) == 
-=2^(х, т]), где 

№ *-)= 2 .Ц^ДДОМ* л)-
Если Р(х, Dx) -—псевдодифференциальный оператор порядка 

лг и pm(x,T)) ФО на множестве QczT*Rn
f то существует единст­

венный псевдодифференциальный оператор конечного порядка 
Е(х7 D), для которого PE~EP—L 

Теорема 4.1. Пусть P(x,D) и Q(x,D) — псевдодифферен­
циальные операторы порядка т и их главные символы совпа­
дают, причем формы dpm(x,r\) и x\dx линейно независимы в 
тех точках, где рм(х, i .)=0. Тогда можно найти локально два 
таких обратимых псевдодифференциальных оператора R(x,Dx) 
и S(x, Dx) конечных порядков, что 

P(x,D)R(xyD)=S(x,D)Q(x,D). 
Эта теорема, в отличие от следующей, справедлива и в обыч-

лой теории псевдодифференциальных операторов. 
Теорема 4.2. Пусть Р(х, D)•• — псевдодифференциальный 

оператор порядка т в окрестности точки (*о,Ло)э гДе *о=0, 
г]0=(0, . . . , О, 1). Пусть главный символ рт{х, ц) этого опера­
тора равен tiim. Тогда псевдодифференциальное уравнение 
P(x,D)u=Q микролокально эквивалентно уравнению Dx

mu—0. 
Таким образом одно уравнение преобразуется в другое с по­
мощью псевдодифференциальных операторов бесконечного по­
рядка. 

Например, в теории микрофункций уравнения 
д2а да ^ d2v . dv _ п d2w n 
дх\ дх2-"> ~Ц X35T-U» ~Ц^" 

эквивалентны. 
С л е д с т в и е 4.1. Если Р(х,D) -— эллиптический оператор, 

то каждое решение — гиперфункция и уравнения Р а = 0 являет­
ся аналитической функцией, 

Т е о р е м а 4.3. Пусть Р(х, D) — такой псевдодифференци-
лльный оператор, что функция р т (*,'£) вещественнозначна и 
148 



главного типа. Пусть uGB(Q) и Pu£A(Q). Замкнутое множество* 
FczcoXS^1 может быть носителем и тогда и только тогда, ког­
да F является объединением бихарактеристик. 

4.4. Интегральные операторы Фурье. Пусть U и У —два 
открытых множества в R^xS71""1 и Т — аналитический диффео­
морфизм из U в V, сохраняющий контактную структуру (или 
иными словами, каноническое однородное первой степени пре­
образование одной открытой конической области в R n X ( R n \ 0 ) 
на другую). Такое преобразование Т называется контактным. 

Тогда существует (и не один) изоморфизм f из & \ и на 0>\ v 
(или Г- из C|t7 на C|v), согласованный со структурой пучка. 
колец на № (или со структурой ^ — модуля на С), который 
сохраняет подпучки £)' (или С00), а также согласованный с 
действием Т на главный символ. 

На языке формул каждому контактному преобразованию 
окрестности точки (х0, go) в Rnx«Sn_I на окрестность точки 
О/о, Ло) соответствует функция F{x,у), определенная в окрест­
ности точки (JC0,I/O), для 'которой dF (х0, уо) = (—|о, ч\о) - Пусть 
2 — поверхность {(х,у); F(x,y) = 0}. Тогда T=qop~\ где 

р: S£R2* -> S*R*; р (х, у, £, г)) = (х, - £ ) ; 

$:5-£№->5*1*я; <7(.х, у, £, г)) = (у, rtf. 
Если м—микрофункция в окрестности точки (х0, £0)> то можно 

определить оператор 

fu(y) = ^K^y)u(x)dx, 
где К(х, y)=-=6(F(Jc, #)). Ядро # в действительности оказы­
вается распределением и называется распределением Фурье, 
ассоциированным с фазой F(x, у)-9, а Г—микролокальным 
интегральным оператором Фурье. Можно показать, что WF (и) с 
cWFA(tt) = 5sR/z. Оператор Г можно рассматривать в прост­
ранствах распределений или микрофунвдий. При этом Т сохраняет 
микрораспределения и WF (fa)==roWF (а): Оператор Г порождает 
изоморфизм пучка $*, при котором Р>-> Q, где PT=^TQ. 
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