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2000 £. á¥­âï¡àì | ®ªâï¡àì â. 55, ¢ë¯. 5(335)��Ǒ��� �������������� ����
��� 519.218�������������� ��������� �������� Ǒ����. �®è­¨ª®¢�â âìï á®¤¥à�¨â ª ª å®à®è® ¨§¢¥áâ­ë¥, â ª ¨ ­®¢ë¥ à¥§ã«ìâ âë ® ¤¥â¥à¬¨­ ­âÄ­ëå á«ãç ©­ëå ¯®«ïå. � ¯¥à¢®¬ à §¤¥«¥ áâ âì¨ ¨§«®�¥­® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë® ­¥®¡å®¤¨¬®¬ ¨ ¤®áâ â®ç­®¬ ãá«®¢¨¨ ¤«ï áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¤¥â¥à¬¨­ ­â­®£® á«ãç ©Ä­®£® ¯®«ï á íà¬¨â®¢ë¬ ï¤à®¬ ¨ â ª�¥ ­¥ª®â®àë¥ á¬¥�­ë¥ â¥å­¨ç¥áª¨¥ à¥§ã«ìâ âë.�â®à®© à §¤¥« ¯®á¢ïé¥­ ¯à¨¬¥à ¬ ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ëå á«ãç ©­ëå ¯®«¥© ¨§ ª¢ ­â®¢®©¬¥å ­¨ª¨, áâ â¨áâ¨ç¥áª®© ¬¥å ­¨ª¨, â¥®à¨¨ á«ãç ©­ëå ¬ âà¨æ, â¥®à¨¨ ¢¥à®ïâ­®áÄâ¥©, â¥®à¨¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨© ¨ íà£®¤¨ç¥áª®© â¥®à¨¨. � á¢ï§¨ á â¥®à¨¥© ¯à®æ¥áá®¢ ¢®áÄáâ ­®¢«¥­¨ï ¬ë ®å à ªâ¥à¨§®¢ «¨ ¢á¥ íà¬¨â®¢ë ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ë¥ á«ãç ©­ë¥ ¯®«ï á­¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨ ®¤¨­ ª®¢® à á¯à¥¤¥«¥­­ë¬¨ á¯¥©á¨­£ ¬¨. � âà¥âì¥¬ à §¤¥«¥ ¨áá«¥Ä¤ãîâáï íà£®¤¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  âà ­á«ïæ¨®­­® ¨­¢ à¨ ­â­ëå ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ëå á«ãÄç ©­ëå â®ç¥ç­ëå ¯®«¥©. � ç áâ­®áâ¨, ¤®ª §ë¢ îâáï á¢®©áâ¢® ¯¥à¥¬¥è¨¢ ­¨ï «îÄ¡®© ªà â­®áâ¨ ¨  ¡á®«îâ­ ï ­¥¯à¥àë¢­®áâì á¯¥ªâà . � ¯®á«¥¤­¥© á¥ªæ¨¨ ®¡áã�¤ Ä¥âáï ¤®ª § â¥«ìáâ¢® æ¥­âà «ì­®© ¯à¥¤¥«ì­®© â¥®à¥¬ë ¤«ï ç¨á«  ç áâ¨æ ¢ à áâãé¥¬¨­â¥à¢ «¥ ¨ äã­ªæ¨®­ «ì­®© æ¥­âà «ì­®© ¯à¥¤¥«ì­®© â¥®à¥¬ë ¤«ï í¬¯¨à¨ç¥áª®©äã­ªæ¨¨ à á¯à¥¤¥«¥­¨ï á¯¥©á¨­£®¢.�¨¡«¨®£à ä¨ï: 92 ­ §¢ ­¨ï. ����������1. �¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¨ ®¡é¨¥ á¢®©áâ¢  ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ëå á«ãç ©­ëå â®ç¥ç­ëå¯®«¥© 1082. Ǒà¨¬¥àë ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ëå á«ãç ©­ëå â®ç¥ç­ëå ¯®«¥© 1222.1. �¥à¬¨-£ § 1222.2. �ã«®­®¢áª¨© £ § ¯à¨ � = 2 1242.3. �«ãç ©­ë¥ ¬ âà¨æë 1262.4. �¥â¥à¬¨­ ­â­ë¥ á«ãç ©­ë¥ â®ç¥ç­ë¥ ¯®«ï á ­¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨ ®¤¨­ ª®¢®à á¯à¥¤¥«¥­­ë¬¨ á¯¥©á¨­£ ¬¨. Ǒà®æ¥ááë ¢®ááâ ­®¢«¥­¨ï 1322.5. �¥à  Ǒ« ­è¥à¥«ï ­  à §¡¨¥­¨ïå ¨ ¥¥ ®¡®¡é¥­¨ï { z-¬¥àë ¨ ¬¥àë�ãà  1362.6. �®¤¥«ì ¤¢ã¬¥à­®£® á«ãç ©­®£® à®áâ  1393. �à ­á«ïæ¨®­­® ¨­¢ à¨ ­â­ë¥ ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ë¥ á«ãç ©­ë¥ â®ç¥ç­ë¥¯®«ï 1404. �¥­âà «ì­ ï ¯à¥¤¥«ì­ ï â¥®à¥¬  ¤«ï áç¨â îé¥© äã­ªæ¨¨ ¨ ¤«ï í¬Ä¯¨à¨ç¥áª®© äã­ªæ¨¨ à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨­â¥à¢ «®¢ 145�¯¨á®ª «¨â¥à âãàë 157
© �. �®è­¨ª®¢ 2000



108 �. ��������1. �¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¨ ®¡é¨¥ á¢®©áâ¢ ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ëå á«ãç ©­ëå â®ç¥ç­ëå ¯®«¥©�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§E ä §®¢®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ç áâ¨æ ¨ ç¥à¥§X { ¯à®áâà ­áâ¢® ª®­¥çÄ­ëå ¨«¨ áç¥â­ëå ª®­ä¨£ãà æ¨© ç áâ¨æ ¢ E. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ E ï¢«ï¥âáï ¯à®¨§¢®«ìÄ­ë¬ á¥¯ à ¡¥«ì­ë¬ å ãá¤®àä®¢ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬, ­® ¤«ï ­ è¨å æ¥«¥© ¤®áâ â®ç­®¯à¥¤¯®« £ âì, çâ®(1.1) E = m∏j=1Ej ; £¤¥ Ej ∼= Rd (¨«¨ Zd):�á«¨ ­¥ ®£®¢®à¥­® ¯à®â¨¢­®¥, ¬ë ¡ã¤¥¬ ¢á¥£¤  ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® E = Rd, ¯®áª®«ìªã¢ á«ãç ¥ (1.1) ¢á¥ à ááã�¤¥­¨ï ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®áâ îâáï ¡¥§ ¨§¬¥­¥­¨ï. �ë ¯à¥¤Ä¯®« £ ¥¬, çâ® ª �¤ ï ª®­ä¨£ãà æ¨ï � = (xi), xi ∈ E, i ∈ Z1 (¨«¨ Z1+, ¥á«¨ d > 1),ï¢«ï¥âáï «®ª «ì­® ª®­¥ç­®©, â.¥. ¤«ï ª �¤®£® ª®¬¯ ªâ­®£® ¬­®�¥áâ¢ K ⊂ E ç¨á«®ç áâ¨æ, ¯®¯ ¢è¨å ¢ K, #K(�) = #(xi ∈ K), ª®­¥ç­®. � áâ¨æë ¢ � ã¯®àï¤®ç¥­ë ª Äª¨¬-­¨¡ã¤ì ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬, ­ ¯à¨¬¥à, xi 6 xi+1 ¤«ï d = 1 ¨ ¥á«¨ d > 1, â®xi = xi+1, ¨«¨(1.2) |xi| = ( d∑j=1(x(j)i )2)1=2 < |xi+1| = ( d∑j=1(x(j)i+1)2)1=2;£¤¥ xi = (x(1)i ; : : : ; x(d)i ), ¨«¨ |xi| = |xi+1| ¨ áãé¥áâ¢ã¥â 1 6 r 6 d â ª®¥, çâ® x(j)i 6x(j)i+1, 1 6 j 6 r − 1, ¨ x(r)i < x(r)i+1.�«ï â®£® çâ®¡ë ¯®áâà®¨âì �- «£¥¡àã ¨§¬¥à¨¬ëå ¯®¤¬­®�¥áâ¢ X , ¬ë ®¯à¥¤¥«¨¬á­ ç «  â ª ­ §ë¢ ¥¬ë¥ æ¨«¨­¤à¨ç¥áª¨¥ ¬­®�¥áâ¢ . Ǒãáâì B ⊂ E { ¯à®¨§¢®«ì­®¥¡®à¥«¥¢áª®¥ ¬­®�¥áâ¢® ¨ n > 0. �¨«¨­¤à¨ç¥áª¨¬¨ ¬­®�¥áâ¢ ¬¨ ­ §ë¢ îâáï ¬­®Ä�¥áâ¢  ¢¨¤  CBn = {� ∈ X : #B(�) = n}. �¯à¥¤¥«¨¬B ª ª �- «£¥¡àã, ¯®à®�¤¥­­ãîæ¨«¨­¤à¨ç¥áª¨¬¨ ¬­®�¥áâ¢ ¬¨ (â.¥.B ï¢«ï¥âáï ¬¨­¨¬ «ì­®© �- «£¥¡à®©, á®¤¥à� Äé¥© ¢á¥ CBn ).�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1. Ǒãáâì P ¥áâì ­¥ª®â®à ï ¢¥à®ïâ­®áâ­ ï ¬¥à  ­  (X;B). �®£¤ âà¨¯«¥â (X;B;P) ­ §ë¢ ¥âáï á«ãç ©­ë¬ â®ç¥ç­ë¬ ¯®«¥¬.� á¢ï§¨ á ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ 1 ¢®§­¨ª ¥â ¥áâ¥áâ¢¥­­ë© ¢®¯à®á ® á¯®á®¡¥ § ¤ ­¨ï ¢¥à®ïâÄ­®áâ­ëå ¬¥à ­  (X;B). �®®â¢¥âáâ¢ãîé ï â¥®à¨ï ¡ë«  ¯®áâà®¥­  �¥­ à¤®¬ ¢ [1℄{[3℄¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® «®ª «ì­® ª®¬¯ ªâ­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ � ãá¤®àä E á® ¢â®à®©  ªá¨Ä®¬®© áç¥â­®áâ¨. � â®© ¨«¨ ¨­®© áâ¥¯¥­¨ à ááã�¤¥­¨ï ®¯¨à îâáï ­  äã­¤ ¬¥­â «ìÄ­ãî â¥®à¥¬ã �®«¬®£®à®¢  ¢ â¥®à¨¨ á«ãç ©­ëå ¯à®æ¥áá®¢ [4℄ ¨ áâ ­®¢ïâáï ®á®¡¥­­®¯à®áâë¬¨ ¢ á«ãç ¥ (1.1). Ǒãáâì t ¨ s { ¤¢  ¢¥ªâ®à  ¨§ E á à æ¨®­ «ì­ë¬¨ ª®®à¤¨­ Äâ ¬¨, t = (t(1); : : : ; t(d)), s = (s(1); : : : ; s(d)). �¡®§­ ç¨¬ ®âªàëâë© ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤{x = (x(1); : : : ; x(d)) ∈ E : x(j) = t(j)+ �j(s(j)− t(j)); 0 < �j < 1; j = 1; : : : ; d} ç¥à¥§
⊓t;s. �¡®§­ ç¨¬ á¥¬¥©áâ¢® ª®­¥ç­ëå ®¡ê¥¤¨­¥­¨© (®âªàëâëå, § ¬ª­ãâëå ¨«¨ ¯®«ãÄ§ ¬ª­ãâëå) ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤®¢ á à æ¨®­ «ì­ë¬¨ t, s ç¥à¥§ R. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ¬ë¯®áâà®¨«¨ á®¢¬¥áâ­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå æ¥«®ç¨á«¥­­ëå á«ãç ©­ëå ¢¥Ä«¨ç¨­ �D, D ∈ R (¨¤¥­â¨ä¨æ¨àã¥¬®¥ ¤ «¥¥ á #D), â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ® ¢ë¯®«­ï¥âáïá«¥¤ãîé¥¥ á¢®©áâ¢® ª®­¥ç­®©  ¤¤¨â¨¢­®áâ¨:(1.3) �D = n∑i=1 �Di (¯.¢.);



�������������� ��������� �������� Ǒ��� 109¥á«¨ D = ⊔ni=1Di, D;Di ∈ R, i = 1; : : : ; n. �§ ª®­¥ç­®©  ¤¤¨â¨¢­®áâ¨ (1.3) ­¥¬¥¤Ä«¥­­® ¢ëâ¥ª ¥â áç¥â­ ï  ¤¤¨â¨¢­®áâì(1.4) �D = ∞∑i=1 �Di (¯.¢.);D = ⊔∞i=1Di, D;Di ∈ R, i = 1; 2; : : : . (�®­¥ç­®, §¤¥áì áãé¥áâ¢¥­¥­ â®â ä ªâ, çâ® �D¯à¨­¨¬ îâ â®«ìª® ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë¥ æ¥«®ç¨á«¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï!)� «¥¥, ­¥âàã¤­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® á®¢¬¥áâ­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ á«ãç ©­ëå ¢¥«¨ç¨­#D = �D, D ∈ R, á ãá«®¢¨¥¬ (1.3) (¨«¨ (1.4)) ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«ï¥â¢¥à®ïâ­®áâ­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ­  (X;B).Ǒ®áª®«ìªã ¢® ¬­®£¨å á¨âã æ¨ïå à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ á«ãç ©­ëå ¢¥«¨ç¨­ ã¤®¡­® § ¤ Ä¢ âì ç¥à¥§ ¬®¬¥­âë, ¢¯®«­¥ ®¡®á­®¢ ­® á«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥.�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2. �®ª «ì­® ¨­â¥£à¨àã¥¬ ï äã­ªæ¨ï �k : Ek → R1+ ­ §ë¢ ¥âáïk-â®ç¥ç­®© ª®àà¥«ïæ¨®­­®© äã­ªæ¨¥© á«ãç ©­®£® â®ç¥ç­®£® ¯®«ï (X;B;P), ¥á«¨ ¤«ï¯à®¨§¢®«ì­ëå ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ¡®à¥«¥¢áª¨å ¯®¤¬­®�¥áâ¢ A1; : : : ; Am ¯à®áâà ­áâÄ¢  E ¯à¨ ¯à®¨§¢®«ì­ëå ki ∈ Z1+, i = 1; : : : ;m, ∑mi=1 ki = k, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¥¥à ¢¥­áâ¢®:(1.5) E m∏i=1 (#Ai)!(#Ai − ki)! = ∫Ak11 ×···×Akmm �k(x1; : : : ; xk) dx1 · · ·dxk;£¤¥ ç¥à¥§ E ¬ë ®¡®§­ ç ¥¬ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®¥ ®�¨¤ ­¨¥.� ç áâ­®áâ¨, �1(x) ï¢«ï¥âáï ®¤­®ç áâ¨ç­®© ¯«®â­®áâìî, â ª ª ªE#A = ∫A �1(x) dx¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ¡®à¥«¥¢áª®£®A ⊂ E. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ k > 1 �k(x1; : : : ; xk) ã¤®¢«¥Äâ¢®àï¥â á«¥¤ãîé¥© ¢¥à®ïâ­®áâ­®© ¨­â¥à¯à¥â æ¨¨: ¯ãáâì [x1; xi + dxi℄, i = 1; : : : ; k,¥áâì ¡¥áª®­¥ç­® ¬ «ë¥ ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤­ë¥ ®ªà¥áâ­®áâ¨ xi, â®£¤  �k(x1; x2; : : : ; xk)dx1 · · · dxk { ¢¥à®ïâ­®áâì ­ ©â¨ ¯® ç áâ¨æ¥ ¢ ª �¤®¬ ¨§ [x1; xi + dxi℄. Ǒà®¡«¥¬  áãÄé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¨ ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâ¨ á«ãç ©­®£® â®ç¥ç­®£® ¯®«ï, § ¤ ­­®£® ¥£® ª®àà¥«ïÄæ¨®­­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨, ¨§ãç « áì ¢ [1℄{[3℄. �¥ ã¤¨¢¨â¥«ì­®, çâ® ¢ à ¡®â å �¥­ à¤ ¯à®á«¥�¨¢ îâáï ®âç¥â«¨¢ë¥ ¯ à ««¥«¨ á ª« áá¨ç¥áª®© ¯à®¡«¥¬®© ¬®¬¥­â®¢ [5℄, [6℄.� ç áâ­®áâ¨, á«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥ ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¨¬¨ª®àà¥«ïæ¨®­­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨, ¥á«¨ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ á«ãç ©­ëå ¢¥«¨ç¨­ {#A} ¥¤¨­áâÄ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¬®¬¥­â ¬¨. � à ¡®â¥ [1℄ �¥­ à¤®¬ ¡ë«® ¯®«ãç¥­® ¤®Äáâ â®ç­®¥ ãá«®¢¨¥ ¤«ï ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâ¨:(1.6) ∞∑k=0( 1(k + j)! ∫Ak+j �k+j(x1; : : : ; xk+j) dx1 · · · dxk+j)− 1k = ∞¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ®£à ­¨ç¥­­®£® ¡®à¥«¥¢áª®£® ¯®¤¬­®�¥áâ¢  A ⊂ E ¨ ¯à®¨§¢®«ìÄ­®£® æ¥«®£® j > 0. �  á ¬®¬ ¤¥«¥ ­¥âàã¤­® § ¬¥â¨âì, çâ® ¨§ à áå®¤¨¬®áâ¨ àï¤  ¯à¨j = 0,(1.6′) ∞∑k=0( 1k! ∫Ak �k(x1; : : : ; xk) dx1 · · · dxk)− 1k = ∞;á«¥¤ã¥â à áå®¤¨¬®áâì (1.6) ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® j > 0. � à ¡®â å [2℄, [3℄�¥­ à¤®¬¡ë«®¯®«ãç¥­® ­¥®¡å®¤¨¬®¥ ¨ ¤®áâ â®ç­®¥ ãá«®¢¨¥ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï á«ãç ©­®£® â®ç¥ç­®£®¯®«ï á § ¤ ­­ë¬¨ ª®àà¥«ïæ¨®­­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨.



110 �. ���������¥®à¥¬  1 (�¥­ à¤). �®ª «ì­® ¨­â¥£à¨àã¥¬ë¥ äã­ªæ¨¨ �k : Ek → R1, k =1; 2; : : : , ï¢«ïîâáï ª®àà¥«ïæ¨®­­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨ ­¥ª®â®à®£® á«ãç ©­®£® â®ç¥çÄ­®£® ¯®«ï â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ë¯®«­¥­ë ¯à¨¢¥¤¥­­ë¥ ­¨�¥ ãá«®¢¨ïa), b).a) �á«®¢¨¥ á¨¬¬¥âà¨ç­®áâ¨: �k ¨­¢ à¨ ­â­® ®â­®á¨â¥«ì­® ¤¥©áâ¢¨ï «îÄ¡®© £àã¯¯ë á¨¬¬¥âà¨¨ Sk, â.¥.(1.7) �k(x�(1); : : : ; x�(k)) = �k(x1; : : : ; xk)¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® � ∈ Sk.b) �á«®¢¨¥ ¯®«®�¨â¥«ì­®áâ¨: ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ª®­¥ç­®£® ­ ¡®à  ¨§¬¥à¨Ä¬ëå äã­ªæ¨© á ª®¬¯ ªâ­ë¬ ­®á¨â¥«¥¬ 'k : Ek → R1, k = 0; 1; : : : ; N , â ª¨å ,çâ®(1.8) '0 + N∑k=1 ∑i1 6=···6=ik 'k(xi1 ; : : : ; xik) > 0¤«ï ¢á¥å � = (xi) ∈ X , ¤®«�­® ¢ë¯®«­ïâìáï ­¥à ¢¥­áâ¢®(1.9) '0 + N∑k=1 ∫Ek 'k(x1; : : : ; xk)�k(x1; : : : ; xk) dx1 · · · dxk > 0:�®ª § â¥«ìáâ¢® ­¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ãá«®¢¨© a) ¨ b) í«¥¬¥­â à­®, ¯®áª®«ìªã ®¡  ãá«®Ä¢¨ï ¨¬¥îâ ¯à®áâãî ¢¥à®ïâ­®áâ­ãî ¨­â¥à¯à¥â æ¨î. � ç áâ­®áâ¨, ãá«®¢¨¥ ¯®«®�¨Äâ¥«ì­®áâ¨ ®§­ ç ¥â, çâ® ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®£® ª« áá  ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå á«ãç ©­ëå ¢¥«¨Äç¨­ (1.8) ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®¥ ®�¨¤ ­¨¥ ¤®«�­® ¡ëâì ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë¬. �®ª § â¥«ìáâ¢®¤®áâ â®ç­®áâ¨ ãá«®¢¨© a) ¨ b) ­ ¬­®£® ¡®«¥¥ ­¥âà¨¢¨ «ì­® ¨ ®á­®¢ ­® ­   ­ «®£¥ â¥Ä®à¥¬ë�¨áá  ® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ ­¥®âà¨æ â¥«ì­®£® «¨­¥©­®£® äã­ªæ¨®­ «  ¨ ­  â¥®à¥¬¥�¨áá {�à¥©­  (¤ «ì­¥¬ à®¤áâ¢¥­­¨ª¥ â¥®à¥¬ë� ­ {� ­ å ). �«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì ¥é¥à §, çâ® à¥§ã«ìâ âë �¥­ à¤  á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® «®ª «ì­® ª®¬¯ ªâ­®£®¯à®áâà ­áâ¢  � ãá¤®àä E á® ¢â®à®©  ªá¨®¬®© áç¥â­®áâ¨.�¥áª®«ìª® ¡®«¥¥ á« ¡ë© (­® ¯®-¯à¥�­¥¬ã ¡¥§­ ¤¥�­® ­¥íää¥ªâ¨¢­ë©!) ¢ à¨ ­âãá«®¢¨ï ¯®«®�¨â¥«ì­®áâ¨ ¬®�¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥­ ¯à¨¡«¨�¥­¨¥¬ 'k á¢¥àåã «¨­¥©­ëÄ¬¨ ª®¬¡¨­ æ¨ï¬¨ ¨­¤¨ª â®à®¢. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§Pk ª« áá ¬­®£®ç«¥­®¢ (®â k ¯¥à¥Ä¬¥­­ëå), ¯à¨­¨¬ îé¨å ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë¥ §­ ç¥­¨ï ­  N × · · · × N
←− k à §−→, N = {0; 1; 2; : : :}.Ǒ®áª®«ìªã ¬­®£®ç«¥­ë

{ k∏i=1mi−1∏j=0 (xi − j); mi > 0}®¡à §ãîâ «¨­¥©­ë© ¡ §¨á ¢ ¢¥ªâ®à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¢á¥å ¬­®£®ç«¥­®¢ ®â k ¯¥à¥¬¥­Ä­ëå, ¬ë ¬®�¥¬ ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¬­®£®ç«¥­ q(x1; : : : ; xk) ∈Pk ¢ ¢¨¤¥(1.10) q(x1; : : : ; xk) = ∑m1;:::;mk>0am1;:::;mk · k∏i=1mi−1∏j=0 (xi − j):



�������������� ��������� �������� Ǒ��� 111�á«®¢¨¥ ¯®«®�¨â¥«ì­®áâ¨∗. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® q ∈ Pk, k > 1, ¨ ¯à®¨§¢®«ìÄ­ëå ®£à ­¨ç¥­­ëå ¡®à¥«¥¢áª¨å ¬­®�¥áâ¢ A1; : : : ; Ak ⊂ E ¤®«�­® ¡ëâì ¢ë¯®«­¥­®á«¥¤ãîé¥¥ ãá«®¢¨¥:a0;:::;0 + ∑m>1 ∑m1+···+mk=m am1;:::;mk(1.11)
×

∫
Qki=1 Amii �m(x1; : : : ; xm) dx1 · · · dxm > 0:� á ¬®¬ ¤¥«¥, «¥¢ ï ç áâì ­¥à ¢¥­áâ¢  (1.11) à ¢­ Eq(#A1 ; : : : ;#Ak) = E[a0;:::;0 + ∑m>1 ∑m1+···+mk=m am1;:::;mk(1.12)

×
∑i1 6=···6=im �Am11 ×···×Amkk (xi1 ; : : : ; xim)]:Ǒ®«¥§­® ®â¬¥â¨âì, çâ® ãá«®¢¨¥ ¯®«®�¨â¥«ì­®áâ¨∗  ­ «®£¨ç­® ãá«®¢¨î ­  ¬®¬¥­âë­¥®âà¨æ â¥«ì­®© æ¥«®ç¨á«¥­­®© á«ãç ©­®© ¢¥«¨ç¨­ë.� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¬ë ¨§ãç ¥¬ á¯¥æ¨ «ì­ë© ª« áá á«ãç ©­ëå â®ç¥ç­ëå ¯®«¥©, ®¯à¥Ä¤¥«¥­­ëå � çç¨ ¢ [7℄ (á¬. â ª�¥ [8℄). Ǒãáâì K : L2(Rd) → L2(Rd) { ­¥ª®â®àë© ­¥®âÄà¨æ â¥«ì­ë© ®¯¥à â®à, ª®â®àë© «®ª «ì­® ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ á ª®­¥ç­ë¬ á«¥¤®¬.Ǒ®á«¥¤­¥¥ ãá«®¢¨¥ ®§­ ç ¥â, çâ® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ¡®à¥«¥¢áª®£® ®£à ­¨ç¥­­®£®¬­®Ä�¥áâ¢  B ⊂ Rd ®¯¥à â®à K · �B (£¤¥ �B(x) { ¨­¤¨ª â®à B) ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ áª®­¥ç­ë¬ á«¥¤®¬, â ª çâ®(1.13) K > 0; Tr(�BK�B) < +∞:�¤à® K(x; y) ®¯¥à â®à  K ®¯à¥¤¥«¥­® á â®ç­®áâìî ¤® ¬­®�¥áâ¢  «¥¡¥£®¢áª®© ¬¥àë­ã«ì ¢ Rd × Rd. �«ï ­ è¨å æ¥«¥© ã¤®¡­® ¢ë¡à âìK(x; y) â ª, çâ®¡ë ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìÄ­®£® ®£à ­¨ç¥­­®£® ¨§¬¥à¨¬®£®B ¨ ¯à®¨§¢®«ì­®£® ¯®«®�¨â¥«ì­®£® æ¥«®£® n(1.14) Tr((�BK�B)n) = ∫Bn K(x1; x2) ·K(x2; x3) · : : : ·K(xn; x1) dx1 · · · dxn:�®ª § â¥«ìáâ¢® ¢®§¬®�­®áâ¨ â ª®£® ¢ë¡®à  á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ 1 ¨ 2.�¥¬¬  1 ([9℄, [10; § ¬¥ç ­¨¥ 3.4℄). Ǒãáâì K { ®¯¥à â®à ­  L2(Rd) á ª®­¥ç­ë¬á«¥¤®¬. �®£¤  ¥£® ®¯¥à â®à­®¥ ï¤à® ¬®�¥â ¡ëâì ¢ë¡à ­® â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®M(x; y) ≡ K(x; x + y) ï¢«ï¥âáï ­¥¯à¥àë¢­®© äã­ªæ¨¥© ®â y á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢L1(Rd). �®«¥¥ â®£®, ¥á«¨ m(y) = ∫ M(x; y) dx, â® TrK = m(0) = ∫ K(x; x) dx.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë ¯à¨¢®¤¨¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â®«ìª® ¤«ï á«ãç ï, ª®£¤ K ­¥Ä®âà¨æ â¥«¥­. �¡é¨© á«ãç ©  ­ «®£¨ç¥­. Ǒãáâì {�j}j>1 { ­ ¡®à ­¥­ã«¥¢ëå á®¡áâÄ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© ¨ {'j}j>1 { ­ ¡®à á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å á®¡áâ¢¥­­ëå ¢¥ªâ®à®¢ ®¯¥à â®Äà K. � ­®­¨ç¥áª ï ä®à¬  ®¯¥à â®à K (ª ª á ¬®á®¯àï�¥­­®£® ª®¬¯ ªâ­®£® ®¯¥à Äâ®à ) ¨¬¥¥â ¢¨¤(1.15) K = ∑j>1�j · ('j ; · ) · 'j :



112 �. ��������� ä¨ªá¨àã¥¬ y ∈ Rd ¨ à áá¬®âà¨¬M(x; y) = ∑∞j=1 �j · 'j(x) · 'j(x+ y) ª ª äã­ªÄæ¨î x. Ǒ®áª®«ìªã
‖'j( · ) · 'j( · + y) ‖1 = ∫

Rd |'j(x) · 'j(x+ y)| dx 6 ‖'j‖2 · ‖'j‖2 = 1;â® àï¤, ®¯à¥¤¥«ïîé¨© M( · ; y), áå®¤¨âáï ¢ L1(Rd) ¯à¨ ª �¤®¬ y ¨ ‖M( · ; y)‖1 6∑∞j=1 �j = TrK < +∞. � áá¬®âà¨¬ äã­ªæ¨î K(x; y) ≡ M(x; y − x); íâ  äã­ªæ¨ï®¯à¥¤¥«¥­  ¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å (x; y) ∈ Rd×Rd ¨ § ¤ ¥â ï¤à® ®¯¥à â®à K. L1-­¥¯à¥àë¢Ä­®áâìM( · ; y) á«¥¤ã¥â ¨§ ­¥à ¢¥­áâ¢ 
∥∥∥∥
∑j>1�j('j( · )'j( ·+ y1)− 'j( · ) · 'j( · + y2) )∥∥∥∥1

6

N∑j=1�j · ‖'j‖2 · ‖'j( · + y1)− 'j( · + y2)‖2 + ∑j>N �j :�ë¡¨à ï N ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨¬, ¯®«ãç ¥¬ ∑j>N �j < "2 . �ë¡¨à ï y1 ¤®áâ â®ç­®¡«¨§ª¨¬ ª y2 â ª, çâ®¡ë ¯à¨ «î¡®¬ 1 6 j 6 N
‖'j( · )− 'j( · + y2 − y1)‖2 6

"2∑Nj=1 �j ;¬ë ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¯¥à¢ ï áã¬¬  â ª�¥ ¬¥­ìè¥ ç¥¬ "2 .�á¯®«ì§ãï «¥¬¬ã 1, ¬ë ¯à¨å®¤¨¬ ª á«¥¤ãîé¥¬ã ãâ¢¥à�¤¥­¨î.�¥¬¬  2. Ǒãáâì K { ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë© ®¯¥à â®à ­  L2(Rd), «®ª «ì­® ¨¬¥îÄé¨© ª®­¥ç­ë© á«¥¤. �®£¤  ¥£® ¨­â¥£à «ì­®¥ ï¤à® ¬®�¥â ¡ëâì ¢ë¡à ­® â ª¨¬®¡à §®¬, çâ® ¤«ï ª �¤®£® ®£à ­¨ç¥­­®£® ¡®à¥«¥¢áª®£® ¬­®�¥áâ¢  B ⊂ Rd ¨¯à®¨§¢®«ì­®£® ¯®«®�¨â¥«ì­®£® æ¥«®£® k äã­ªæ¨ïM (k)B (x; y) = ((K · �B) · : : : · (K · �B)
←− k à §−→ )(x; x + y)ï¢«ï¥âáï ­¥¯à¥àë¢­®© äã­ªæ¨¥© ®â y á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ L2(B). �®«¥¥ â®£®,Tr(�BK�B)k = ∫Bk K(x1; x2) · : : : ·K(xk; x1) dx1 · · · dxk:�®ª § â¥«ìáâ¢®. ǑãáâìKn = �[−n;n℄dK�[−n;n℄d . �®£« á­® «¥¬¬¥ 1 ¬ë ¬®�¥¬¢ë¡à âì ï¤à®Kn(x; y) â ª®¥, çâ®Kn( · ; · +y) ­¥¯à¥àë¢­® ¯® y ¢ L1([−n; n℄d)-­®à¬¥.�¡®§­ ç¨¬Mn(x; y) = Kn(x; x+y). Ǒ®áª®«ìªãKn+1(x; y) = Kn(x; y) ¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å(x; y) ∈ [−n; n℄d× [−n; n℄d, ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ® ¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å |y| 6 n á¯à ¢¥¤«¨¢® à Ä¢¥­áâ¢®Mn+1(x; y) = Mn(x; y) ¤«ï ¯.¢. |x| 6 n − |y|. L1-­¥¯à¥àë¢­®áâìMn+1( · ; y),Mn( · ; y) ¯®§¢®«ï¥â § ¬¥­¨âì \¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å |y| 6 n" ­  \¤«ï ¢á¥å |y| 6 n". �¥¬á ¬ë¬, ¤«ï ª �¤®£® y ¨ ¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å x ¯à¥¤¥«ì­ë¥ §­ ç¥­¨ïMn(x; y) á®¢¯ ¤ îâ.



�������������� ��������� �������� Ǒ��� 113�¡®§­ ç¨¬ íâ® ¯à¥¤¥«ì­®¥ §­ ç¥­¨¥ ç¥à¥§ M(x; y). �ã­ªæ¨ï M( · ; y) ­ á«¥¤ã¥â «®Äª «ì­ãî L1-­¥¯à¥àë¢­®áâì äã­ªæ¨¨ {Mn( · ; y)}. � «¥¥, ¯ãáâì, ª ª ¨ à ­¥¥, B { ­¥Äª®â®à®¥ ®£à ­¨ç¥­­®¥ ¡®à¥«¥¢áª®¥ ¯®¤¬­®�¥áâ¢® Rd. �®£¤ , ¯®« £ ïKB = �BK�B ,¬ë ¯®«ãç ¥¬
∫ ∣∣∣∣(KB · : : : ·KB)

←− k à §−→ (x; x+ y1)− (KB · : : : ·KB)
←− k à §−→ (x; x+ y2)∣∣∣∣ dx(1.16)

6

∫
|KB(x; x1)| · : : : · |KB(xk−2; xk−1)|

× |KB(xk−1; x+ y1)−KB(xk−1; x+ y2)| dx1 · · ·dxk−1 dx
6

∫ (k−2∏i=1 KB(xi; xi)) ·KB(x; x)1=2 ·KB(xk−1; xk−1)1=2
× |KB(xk−1; x+ y1)−KB(xk−1; x+ y2)| dx1 · · ·dxk−1 dx(¢ ¯®á«¥¤­¥¬ ­¥à ¢¥­áâ¢¥ ¬ë ¢®á¯®«ì§®¢ «¨áì ¯®«®�¨â¥«ì­®© ®¯à¥¤¥«¥­­®áâìîKB(x; y)). �­â¥£à¨àãï ¯® x1; : : : ; xk−2, ¯®«ãç ¥¬(TrKB)k−2· ∫ KB(x; x)1=2 ·KB(xk−1; xk−1)1=2(1.17)

× |KB(xk−1; x+ y1)−KB(xk−1; x+ y2)| dx dxk−1:� ¬¥â¨¬, çâ® ¯®¤ë­â¥£à «ì­ ï äã­ªæ¨ï ¢ (1.17) ®£à ­¨ç¥­  á¢¥àåã ¢¥«¨ç¨­®©KB(x; x)1=2 ·KB(xk−1; xk−1)1=2 · (KB(xk−1; xk−1)1=2 ·KB(x+ y1; x+ y1)1=2(1.18) +KB(xk−1; xk−1)1=2 ·KB(x+ y2; x+ y2)1=2)
6 KB(xk−1; xk−1) · (12KB(x; x) + 12KB(x + y1; x+ y1)+ 12KB(x; x) + 12KB(x + y2; x+ y2))= KB(xk−1; xk−1) ·KB(x; x) + 12KB(xk−1; xk−1) ·KB(x+ y1; x+ y1)+ 12KB(xk−1; xk−1) ·KB(x+ y2; x+ y2):�ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­® ¡®«ìè®¥ N . �­â¥£à « ¢ (1.17) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë¤¢ãå ¨­â¥£à «®¢, ¯¥à¢ë© { ¯® ¬­®�¥áâ¢ã

{(x; xk−1) : KB(x; x)1=2 ·KB(xk−1; xk−1)1=2 6 N};¢â®à®© { ¯® ¥£® ¤®¯®«­¥­¨î. �­ ç¥­¨¥ ¯¥à¢®£® ¨­â¥£à «  ®£à ­¨ç¥­® ¢¥«¨ç¨­®©(TrKB)k−2 ·N ·
∫ ∣∣KB(xk−1; xk−1 + (x− xk−1) + y1)(1.19)

−KB(xk−1; xk−1 + (x − xk−1) + y2)∣∣ dxk−1 dx:



114 �. ��������Ǒ®áª®«ìªã KB( · ; · +y) à ¢­®¬¥à­® ­¥¯à¥àë¢­  ¢ L1-­®à¬¥, ª®£¤  y ¯à¨­¨¬ ¥â§­ ç¥­¨ï ¢ ª®¬¯ ªâ­®¬¬­®�¥áâ¢¥B, ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ® (1.19) áâà¥¬¨âáï ª ­ã«î ¯à¨y1 → y2. �â®à®© ¨­â¥£à « ®£à ­¨ç¥­ á¢¥àåã §­ ç¥­¨¥¬ ¨­â¥£à «  ®â ¢ëà �¥­¨ï ¢¯à ¢®© ç áâ¨ (1.18) ¯® ¬­®�¥áâ¢ã(1.20) {(x; xk−1) : KB(x; x)1=2 ·KB(xk−1; xk−1)1=2 > N}:Ǒà¨ ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè®¬N ¬¥à  �¥¡¥£  ¬­®�¥áâ¢  (1.20) ¯à®¨§¢®«ì­® ¬ « . �§ ¨­Äâ¥£à¨àã¥¬®áâ¨KB(x; x) ·KB(xk−1; xk−1) á«¥¤ã¥â, çâ® ¢â®à®© ¨­â¥£à « â ª�¥ áâà¥Ä¬¨âáï ª ­ã«î. �§ ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ­¨�¥ § ¬¥ç ­¨ï 2 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® (1.14) ï¢«ï¥âáï á«¥¤Äáâ¢¨¥¬ L1-­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ ï¤à  ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ ¤¨ £®­ «¨.�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3. �«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥ ¢E ­ §ë¢ ¥âáï ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ë¬ (¨«¨ä¥à¬¨®­­ë¬), ¥á«¨ ¥£® n-â®ç¥ç­ë¥ ª®àà¥«ïæ¨®­­ë¥ äã­ªæ¨¨ ¨¬¥îâ ¢¨¤(1.21) �n(x1; : : : ; xn) = det(K(xi; xj))16i6n:�á«ãç ¥E= ⊔mj=1Ej ,Ej ∼=Rd, íâ® ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯à¨­¨¬ ¥â á«¥¤ãîé¨©¢¨¤. ǑãáâìK{¨­â¥£à «ì­ë© ®¯¥à â®à á ª®­¥ç­ë¬á«¥¤®¬, ¤¥©áâ¢ãîé¨© ­ L2(Rd)⊕ · · · ⊕ L2(Rd)
←−m à §−→ .�®£¤ K ¨¬¥¥â ¬ âà¨ç­®§­ ç­®¥ ï¤à® (Krs(x; y))16r;s6m, x; y ∈ Rd.�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3′. �«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥ ¢E ­ §ë¢ ¥âáï ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ë¬ (¨«¨ä¥à¬¨®­­ë¬), ¥á«¨ ¥£® n-â®ç¥ç­ë¥ ª®àà¥«ïæ¨®­­ë¥ äã­ªæ¨¨ ¨¬¥îâ ¢¨¤�n(x11; x12; : : : ; x1i1 ; : : : ; xm1; xm2; : : : ; xmim )(1.21′) = det(Krs(xri; xsj))16j6is; s=1;:::;m16i6ir; r=1;:::;m;£¤¥ n = i1 + i2 + · · ·+ im, xri ∈ Er, 1 6 r 6 m, 1 6 i 6 ir.� ¬¥ç ­¨¥ 1. � á«ãç ¥, ª®£¤  ï¤à® ï¢«ï¥âáï íà¬¨â®¢®-á¨¬¬¥âà¨ç­ë¬, ­¥®âà¨Äæ â¥«ì­®áâì n-â®ç¥ç­ëå ª®àà¥«ïæ¨®­­ëå äã­ªæ¨© ¢«¥ç¥â ­¥®âà¨æ â¥«ì­ãî ®¯à¥¤¥Ä«¥­­®áâì ï¤à K(x; y) ¨, ª ª á«¥¤áâ¢¨¥, ­¥®âà¨æ â¥«ì­®áâì ®¯¥à â®à K. �«¥¤ã¥â ®¤Ä­ ª® ®â¬¥â¨âì, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ë¥ á«ãç ©­ë¥ â®ç¥ç­ë¥ ¯®«ï, á®®â¢¥âÄáâ¢ãîé¨¥ ­¥íà¬¨â®¢ë¬ ï¤à ¬ (á¬. § ¬¥ç ­¨¥ ¯®á«¥ (1.36) ¨ ¯à¨¬¥àë ¢ à §¤¥« å 2.2¨ 2.5).� ¬¥ç ­¨¥ 2. �á«®¢¨¥ (1.13) ¢ë¯®«­¥­® ¤«ï ¢á¥å ­¥¯à¥àë¢­ëå ­¥®âà¨æ â¥«ì­®®¯à¥¤¥«¥­­ëå ï¤¥à (á¬. [11; à §¤¥« III.10℄ ¨«¨ [12; â. 3, à §¤¥« XI.4℄). � ®¡é¥© á¨âã Äæ¨¨, ª®£¤ K(x; x) «®ª «ì­® áã¬¬¨àã¥¬®, ¨§ ­¥®âà¨æ â¥«ì­®© ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨K(x; y)á«¥¤ã¥â, çâ®KB { ®¯¥à â®à �¨«ì¡¥àâ {�¬¨¤â  ¨ ¬ë ¬®�¥¬ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï â¥®à¥Ä¬®© �®å¡¥à£ {�à¥©­  [11; à §¤¥« III.10, â¥®à¥¬  10.1℄, ª®â®à ï ãâ¢¥à�¤ ¥â, çâ® ­¥Ä®âà¨æ â¥«ì­ë© ®¯¥à â®à �¨«ì¡¥àâ {�¬¨¤â  A ¨¬¥¥â ª®­¥ç­ë© á«¥¤ â®£¤  ¨ â®«ìª®â®£¤ , ª®£¤ (1.22) limh→0 1(2h)2d ∫ d∏j=1[2h− |xj − yj|]+A(x; y) dx dy <∞;£¤¥ t+ = max(t; 0), x = (x1; : : : ; xd), y = (y1; : : : ; yd), ¯à¨ç¥¬ TrA ¢ íâ®¬ á«ãç ¥à ¢¥­ ¢ â®ç­®áâ¨ (1.22). �¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® L1-­¥¯à¥àë¢­®áâì A( · ; · +y) ¢«¥ç¥â



�������������� ��������� �������� Ǒ��� 115TrA = ∫ A(x; x) dx. �®£« á­® ª« áá¨ç¥áª®© ä®à¬ã«¥ �à¥¤£®«ì¬  (á¬., ­ ¯à¨¬¥à,[13; £«. 3℄), ¥á«¨ ®¯¥à â®à A ¨¬¥¥â ­¥¯à¥àë¢­®¥ (¢ ®¡ëç­®¬ á¬ëá«¥) ï¤à® ¨ ª®­¥ç­ë©á«¥¤, â® á¯à ¢¥¤«¨¢  ä®à¬ã« (1.23) Tr(∧n(A)) = 1n! ∫ det(A(xi; xj))16i;j6n dx1 · · · dxn:� ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ï¤à®K(x; y) ¬®�¥â ­¥ ¡ëâì ­¥¯à¥àë¢­®© äã­ªæ¨¥©. �¤­ ª® ¨§ (1.14)¨ â¥®à¥¬ë �¨¤áª®£® (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [12; â. IV, à §¤¥« XIII.17℄ ¨«¨ [13; â¥®à¥¬  3.7℄)á«¥¤ã¥â, çâ®
∫Bn K(x1; x2) · : : : ·K(xn; x1) dx1 · · ·dxn = ∞∑j=1�nj (KB);(1.24) Tr(∧n(KB)) = ∑j1<···<jn �j1(KB) · : : : · �jn(KB):(1.25)�®¬¡¨­¨àãï (1.24) ¨ (1.25), ¬ë ¯®«ãç ¥¬(1.26) Tr(∧n(KB)) = 1n! ∫Bn det(K(xi; xj))16i;j6n dx1 · · · dxn:Ǒ®áª®«ìªãL1(B)-­¥¯à¥àë¢­®áâìK( · ; · +y) ¢«¥ç¥â â ª�¥Tr(K · �B1) · : : : · (K · �Bn) = ∫B1×···×Bn K(x1; x2) · : : : ·K(xn; x1) dx1 · · ·dxn(¤®ª § â¥«ìáâ¢®  ­ «®£¨ç­® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã «¥¬¬ë 2), ¬ë â ª�¥ ¯®«ãç ¥¬Tr((K · �B1) ∧ · · · ∧ (K · �Bn))(1.27) = 1n! ∫ det(K(xi; xj) · �Bj (xj))16i;j6n dx1 · · · dxn:�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 4. Ǒãáâì ï¤à®K ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à¥¤¯®«®�¥­¨ï¬ «¥¬¬ë 2. �ë ¡ãÄ¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® íâ® ï¤à® § ¤ ¥â ¤¥â¥à¬¨­ ­â­®¥ á«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥ (X;B;P),¥á«¨ á¯à ¢¥¤«¨¢  ä®à¬ã«  (1.21).�¥®à¥¬  2. Ǒãáâì (X;B;P) { ¤¥â¥à¬¨­ ­â­®¥ á«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥ áï¤à®¬ K. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® ª®­¥ç­®£® ç¨á«  ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ®£à ­¨ç¥­­ëå¡®à¥«¥¢áª¨å ¬­®�¥áâ¢ Bj ⊂ E, j = 1; : : : ; n, ¯à®¨§¢®¤ïé ï äã­ªæ¨ï ¢¥à®ïâÄ­®áâ­®£® à á¯à¥¤¥«¥­¨ï #Bj = #{xi ∈ Bj} § ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®©(1.28) E n∏j=1 z#Bjj = det(Id+�B n∑j=1(zj − 1) ·K · �Bj):



116 �. ��������� ¬¥ç ­¨¥ 3. �®à¬ã«  (1.28) ¥áâì à ¢¥­áâ¢® ¤¢ãå æ¥«ëå äã­ªæ¨©. Ǒà ¢ ï ç áâì(1.28) ª®àà¥ªâ­® ®¯à¥¤¥«¥­  ª ª ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì�à¥¤£®«ì¬  ®¯¥à â®à  á ª®­¥ç­ë¬á«¥Ä¤®¬ (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [12; â. IV, à §¤¥« XIII.17℄ ¨«¨ [13; à §¤¥« 3℄).� ¯®¬­¨¬, çâ® ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î(1.29) E n∏j=1 z#Bj = ∞∑k1;:::;kn=0P(#Bj = kj ; j = 1; : : : ; n)
·
n∏j=1 zkjj¨ det(Id+�B n∑j=1(zj − 1) ·K · �Bj)(1.30) = 1 + ∞∑m=1 n∑j1;:::;jm=1 m∏`=1(zj` − 1) · Tr(�B ·K · �Bj1 ∧ · · · ∧ �B ·K · �Bjm ):�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 2. � §«®�¥­¨¥ �¥©«®à  ¯à®¨§¢®¤ïé¥© äã­ªæ¨¨ ¢®ªà¥áâ­®áâ¨ (z1; : : : ; zn) = (1; : : : ; 1) § ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®©(1.31) E n∏j=1 z#Bjj = 1 + ∞∑m=1 ∑m1+···+mn=m E n∏j=1 (#Bj )!(#Bj −mj)! (mj)! · n∏j=1(zj − 1)mj :� ¤¨ãá áå®¤¨¬®áâ¨ (1.30) à ¢¥­ ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨, ¯®áª®«ìªã(1.32) Tr(K · �Bj1 ∧ · · · ∧K · �Bjm )

6
1m! Tr(K · �B)m; £¤¥ B = n⊔j=1Bj :�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤®áâ â®ç­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ª®íää¨æ¨¥­âë¢ (1.30) ¨ (1.31) á®¢¯ ¤ îâ.�«ï á«ãç ï n = 1 íâ® á«¥¤ã¥â ¨§ (1.5), (1.21) ¨ (1.26). �á¯®«ì§ãï (1.27) ¢¬¥áâ® (1.26),¤ ­­®¥ ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ ¬®�­® ¤®ª § âì ¨ ¤«ï á«ãç ï n > 1.� ¬¥ç ­¨¥ 4. �¥®à¥¬  2 å®à®è® ¨§¢¥áâ­  ¢ â¥®à¨¨ á«ãç ©­ëå â®ç¥ç­ëå ¯®«¥©(á¬. [8; á. 140, ã¯à. 5.4.9℄) ¨ ¢ â¥®à¨¨ á«ãç ©­ëå ¬ âà¨æ (á¬. [14℄).� ª ¬ë ã�¥ ®â¬¥ç «¨ ¢ëè¥, ¥á«¨ ®¯¥à â®à K § ¤ ¥â ¤¥â¥à¬¨­ ­â­®¥ á«ãç ©­®¥â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥, â® K ï¢«ï¥âáï ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë¬ ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ­¥®âà¨æ â¥«ì­®áâ¨ ¥£®ª®àà¥«ïæ¨®­­ëå äã­ªæ¨©. �§ â¥®à¥¬ë 2 (ä®à¬ã«  (1.28)) â ª�¥ á«¥¤ã¥â, çâ®K ¤®«Ä�¥­ ¡ëâì ®£à ­¨ç¥­ á¢¥àåã ¥¤¨­¨ç­ë¬ ®¯¥à â®à®¬, â.¥. K 6 1. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯à¥¤Ä¯®«®�¨¬ ®â ¯à®â¨¢­®£®, çâ® ‖K‖ > 1. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ®£à ­¨ç¥­­®¥ ¡®à¥«¥¢áª®¥¯®¤¬­®�¥áâ¢®B ⊂ E â ª®¥, çâ® ‖KB‖ > 1+ ‖K‖−12 > 1. Ǒãáâì �1(KB) > �2(KB) >�3(KB) > · · · { á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï ®¯¥à â®à KB . �ë¡¥à¥¬ 0 < z0 < 1 â ª®¥, çâ®1+(z0−1)·�1(KB) = 0. �®£¤ Ez#B0 = ∑∞k=1 P(#B = k)zk0 = det(Id+(z0−1)·KB) =(á®£« á­® â¥®à¥¬¥XIII.106 ¨§ [12℄) = ∏j>1(1+(z0−1) ·�j(KB)) = 0. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,P(#B = k) = 0 ¤«ï «î¡®£® k, â.¥. ¬ë ¯à¨è«¨ ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î. � ¤àã£®© áâ®à®­ë,¯à¥¤¯®«®�¨¬, çâ® 0 6 K 6 1, ¨ ¯ãáâì (1.28) § ¤ ¥â ­¥çâ®, çâ®, ª ª ¬ë ­ ¤¥¥¬áï, ï¢Ä«ï¥âáï à á¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå æ¥«®ç¨á«¥­­ëå á«ãç ©­ëå ¢¥«¨ç¨­ {#B}.



�������������� ��������� �������� Ǒ��� 117�¥¬¬  3. Ǒãáâì 0 6 K 6 1 ¨ K { ®¯¥à â®à á «®ª «ì­® ª®­¥ç­ë¬ á«¥¤®¬.�®£¤  (1.28) § ¤ ¥â à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå æ¥«®ç¨á«¥­­ëå á«ãç ©­ëå¢¥«¨ç¨­ {#B} â ª¨å , çâ® ¥á«¨ B = ⊔ni=1Bi, â®(1.33) #B = n∑i=1#Bi (¯.¢.):� ¬ ­¥®¡å®¤¨¬® ¤®ª § âì âà¨ ãâ¢¥à�¤¥­¨ï: ¢®-¯¥à¢ëå, çâ® (1.28) § ¤ ¥â ­¥ª®â®Äàë¥ ª®­¥ç­®¬¥à­ë¥à á¯à¥¤¥«¥­¨ï; ¢®-¢â®àëå, çâ® íâ¨ ª®­¥ç­®¬¥à­ë¥à á¯à¥¤¥«¥­¨ïã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î  ¤¤¨â¨¢­®áâ¨ (1.33); ¨, ¢-âà¥âì¨å, çâ® íâ¨ ª®­¥ç­®¬¥à­ë¥à á¯à¥¤¥«¥­¨ï á®£« á®¢ ­ë ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬ë ¬®�¥¬ ¯à¨¬¥­¨âì äã­¤ ¬¥­â «ìÄ­ãî â¥®à¥¬ã �®«¬®£®à®¢  ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï à á¯à¥¤¥«¥­¨ï {#B}.Ǒ®áª®«ìªã ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì �à¥¤£®«ì¬  ¢ (1.28) à ¢¥­ 1 ¯à¨ zi = 1, i = 1; : : : ; n, ¯¥àÄ¢®¥ ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ ¡ã¤¥â ¤®ª § ­®, ¥á«¨ ¬ë ¯®ª �¥¬ ­¥®âà¨æ â¥«ì­®áâì ª®íää¨æ¨¥­Äâ®¢ �¥©«®à  à §«®�¥­¨ï ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï �à¥¤£®«ì¬  ¯à¨ zi = 0, i = 1; : : : ; n. Ǒãáâì0 6 zi 6 1, i = 1; : : : ; n, ¨ ¯à¥¤¯®«®�¨¬ á­ ç « , çâ® ‖K‖ < 1 (ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ ¢á«ãç ¥ ‖K‖ = 1 ¡ã¤¥â ¤®ª § ­® ¤ «¥¥ á ¯®¬®éìî ¯à¥¤¥«ì­®£® ¯¥à¥å®¤ ). ǑãáâìB = ⊔ni=1Bi. �®£¤  ‖KB‖ < 1 ¨ (Id−KB)−1 { ®£à ­¨ç¥­­ë© «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®àâ ª®©, çâ® (Id−KB)−1 − Id = KB · (Id−KB)−1 { ®¯¥à â®à á ª®­¥ç­ë¬ á«¥¤®¬. Ǒà¨Ä¬¥­ïï â¥®à¥¬ã XIII ¨§ [12; â. 4, á. 105℄, ¬ë ¯®«ãç ¥¬det(Id+�B n∑j=1(zj − 1) ·K · �Bj)(1.34) = det((Id−KB) · (Id+ n∑j=1 zj · (Id−KB)−1 · �B ·K · �Bj))= det(Id−KB) · det(Id+ n∑j=1 zj · (Id−KB)−1 · �B ·K · �Bj)= det(Id−KB) · ∞∑k=1Tr(∧k( n∑j=1 zj · (Id−KB)−1 · �B ·K · �Bj))= ∑k1;:::;kn>0 (k1 + · · ·+ kn)!k1! · · · kn! n∏j=1 zkjj · det(Id−KB)
× Tr(∧nj=1(∧kj (�Bj · (Id−KB)−1 · �B ·K · �Bj ))):� ª á«¥¤ã¥â ¨§ (1.34), á â®ç­®áâìî¤®­¥ª®â®àëå¯®«®�¨â¥«ì­ëå¬­®�¨â¥«¥©ª®íää¨Äæ¨¥­âë �¥©«®à  ï¢«ïîâáï á«¥¤®¬ ¢­¥è­¥£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå ®¯¥à â®Äà®¢ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® (1.28) § ¤ ¥â ­¥ª®â®àë¥ª®­¥ç­®¬¥à­ë¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨ï.�â®à®¥ ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ ¥áâì ¯à®áâ®¥ á«¥¤áâ¢¨¥ â¥®à¥¬ë 2, â ª ª ªE n∏i=1 z#Bi = det(Id+�B n∑i=1(z − 1)K�Bi) = det(Id+(z − 1) ·KB) = Ez#B ;



118 �. ��������¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, #B = ∑ni=1#Bi (¯.¢.). �®à¬ã«  (1.28) § ¤ ¥â ª®­¥ç­®¬¥à­ë¥à á¯à¥¤¥«¥­¨ï á«ãç ©­ëå ¢¥«¨ç¨­ {#Bi} ¤«ï ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ª®¬¯ ªâ­ëå ¬­®Ä�¥áâ¢ {Bi}. � á«ãç ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï {Bi} ¬ë ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬ Bi ¢ ¢¨¤¥ ®¡ê¥¤¨­¥Ä­¨ï ⊔Cki ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ¬­®�¥áâ¢ Ck, § ¤ ¥¬ à á¯à¥¤¥«¥­¨ï #Ck ¨, ¯®«ì§ãïáìá¢®©áâ¢®¬  ¤¤¨â¨¢­®áâ¨ (1.33), § ¤ ¥¬ à á¯à¥¤¥«¥­¨ï á«ãç ©­ëå ¢¥«¨ç¨­ #Bi .�®ª �¥¬ â¥¯¥àì á®£« á®¢ ­­®áâì à á¯à¥¤¥«¥­¨© á«ãç ©­ëå ¢¥«¨ç¨­ #Bi . �á«¥¤Äáâ¢¨¥ ãá«®¢¨ï  ¤¤¨â¨¢­®áâ¨ (1.33), ¤®áâ â®ç­® ¤®ª § âì íâã á®£« á®¢ ­­®áâì ¤«ï ­¥Ä¯¥à¥á¥ª îé¨åáï B1; : : : ; Bn+1. Ǒ®á«¥¤­¥¥ ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬ á«¥¤ã¥â¨§ á®®â­®è¥­¨ïdet(Id+�B n∑j=1(zj − 1) ·K · �Bj + �B(1− 1) ·K · �Bn+1)= det(Id+�B n∑j=1(zj − 1) ·K · �Bj):�â¨¬ § ¢¥àè ¥âáï ¤®ª § â¥«ìáâ¢® «¥¬¬ë 3 ¤«ï á«ãç ï ‖K‖ < 1. Ǒãáâì â¥¯¥àì
‖K‖ = 1. �¡®§­ ç¨¬ K(") := K · (1 − "), " > 0, ¨ ¯ãáâì á«ãç ©­ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë #(")Bá®®â¢¥âáâ¢ãîâ¤¥â¥à¬¨­ ­â­®¬ãá«ãç ©­®¬ãâ®ç¥ç­®¬ã¯®«îáï¤à®¬K("). Ǒ®áª®«ìÄªã ‖K(")‖ < 1, ¨§ ¯à¨¢¥¤¥­­ëå ¢ëè¥  à£ã¬¥­â®¢ á«¥¤ã¥â á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì «¥¬¬ë 3¤«ïK("). �¥âàã¤­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¯à¨ "→ 0E n∏i=1 z#(")Bii = 1 + ∞∑m=1 ∑m1+···+mn=mE n∏j=1 (#B(")j )!(#B(")j −mj)! · (mj)! · n∏j=1(z1 − 1)mjà ¢­®¬¥à­® áå®¤¨âáï (¢¬¥áâ¥ á® ¢á¥¬¨ ¯à®¨§¢®¤­ë¬¨) ­  ª®¬¯ ªâ­ëå ¬­®�¥áâ¢ å ªE∏ni=1 z#Bii . �¥¬¬  3 ¤®ª § ­ .�§ ¯®«ãç¥­­ëå ¢ëè¥ à¥§ã«ìâ â®¢ ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à�¤¥­¨¥.�¥®à¥¬  3. Ǒãáâì K { íà¬¨â®¢ ®¯¥à â®à ­  L2(E), ï¢«ïîé¨©áï «®ª «ì­®®¯¥à â®à®¬ á ª®­¥ç­ë¬ á«¥¤®¬. �®£¤  K § ¤ ¥â ¤¥â¥à¬¨­ ­â­®¥ á«ãç ©­®¥â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥ ¢ E â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  0 6 K 6 1. �á«¨ á®®â¢¥âáâ¢ãÄîé¥¥ á«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥ áãé¥áâ¢ã¥â, â® ®­® ¥¤¨­áâ¢¥­­®.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®¡å®¤¨¬®¥ ¨ ¤®áâ â®ç­®¥ ãá«®¢¨¥ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï á«ãç ©Ä­®£® ¯®«ï ¤®ª § ­® ¢ëè¥. �¤¨­áâ¢¥­­®áâì á«¥¤ã¥â ¨§ ®¡é¥£® ªà¨â¥à¨ï (1.6′), â ª ª ª1k! ∫Ak �k(x1; : : : ; xk) dx1 · · ·dxk = Tr(∧k(KA)) 6

Tr(KA)kk! 6
1k! :� áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ®£à ­¨ç¥­­®¥ ¡®à¥«¥¢áª®¥ ¬­®�¥áâ¢® B ⊂ E. �®£¤ Tr(KB) = E#B < ∞, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ç¨á«® ç áâ¨æ ¢ B ª®­¥ç­® á ¢¥à®ïâ­®áâìî 1.Ǒ®«®�¨¬X = ⊔06k<∞CBk , £¤¥, ª ª ¨ à ­¥¥, CBk = {� ∈ X : #B(�) = k}. �®£« á­®«¥¬¬¥ 1 ¬ë ¬®�¥¬ ¢ë¡à âì ï¤à® ®¯¥à â®à  �B ·K · �B â ª, çâ®¡ë(�B ·K · �B)(x; x + y) = ∞∑i=1 �i(B) · 'i(x) · 'i(x+ y)



�������������� ��������� �������� Ǒ��� 119¡ë«  ­¥¯à¥àë¢­®© äã­ªæ¨¥© y ¢ L1(B)-­®à¬¥. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬ á­ ç « , çâ® KB < 1.�®£¤ (1.35) LB(x; x+ y) = ∞∑i=1 �i(B)1− �i(B) · 'i(x) · 'i(x+ y)â ª�¥ï¢«ï¥âáï ­¥¯à¥àë¢­®©äã­ªæ¨¥© y ¢L1(B)-­®à¬¥¨ § ¤ ¥â ï¤à® ®¯¥à â®à LB =(Id−KB)−1KB. �ë¡¨à ï ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤ë Bj ¢ (1.34) ¡¥áª®­¥ç­® ¬ «ë¬¨, ¬®�­®¯®ª § âì, çâ® ¤«ï ª �¤®£® CBk à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ k ç áâ¨æ x1 6 x2 6 · · · 6 xk ¢ B ¡á®«îâ­® ­¥¯à¥àë¢­® ¯® ®â­®è¥­¨î ª ¬¥à¥ �¥¡¥£ . �¡®§­ ç ï á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî¯«®â­®áâì ç¥à¥§ pk(x1; : : : ; xk), ¬ë ¯®«ãç ¥¬(1.36) pk(x1; : : : ; xk) = det(Id−KB) · det(LB(xi; xj))16i;j6k:(�«¥¤ã¥â § ¬¥â¨âì, çâ® äã­ªæ¨ï (1.36) ¬®�¥â ¡ëâì ­¥®âà¨æ â¥«ì­®© ¤ �¥ ¤«ï ­¥íàÄ¬¨â®¢®£® ï¤à K; ­¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® â ª¨¥ ï¤à K ¤®«�­ë ¨¬¥âì ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë¥¬¨­®àë.) �§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï k-â®ç¥ç­ëå ª®àà¥«ïæ¨®­­ëå äã­ªæ¨© á«¥¤ã¥â, çâ®�k(x1; : : : ; xk)(1.37) = ∞∑j=1 1j! ∫Bj pk+j(x1; : : : ; xk; xk+1; : : : ; xk+j) dxk+1 · · · dxk+j :�â  á¨áâ¥¬  ãà ¢­¥­¨© ¬®�¥â ¡ëâì ®¡à é¥­ :pk(x1; : : : ; xk)(1.38) = ∞∑j=0 (−1)jj! ∫Bj �k+j(x1; : : : ; xk; xk+1; : : : ; xk+j) dxk+1 · · · dxk+j :�ã­ªæ¨¨ pk(x1; : : : ; xk) ­ §ë¢ îâáï ¢¥à®ïâ­®áâ­ë¬¨ ¯«®â­®áâï¬¨ �� ­®áá¨ (á¬.[8; á. 122℄) ¨«¨ ¨áª«îç îé¨¬¨ ¢¥à®ïâ­®áâ­ë¬¨ ¯«®â­®áâï¬¨ (á¬. [7℄). �¥£ª® ¯à®-¢¥à¨âì, çâ®(1.39) ∞∑j=0 1j! ∫Bj pj(x1; : : : ; xj) dx1 · · · dxj = 1:Ǒà ¢ ï ç áâì (1.36) ª®àà¥ªâ­® ®¯à¥¤¥«¥­  ¨ ¯à¨ ‖KB‖ = �1(B) = 1 (â¥¬ á ¬ë¬,¢¥à®ïâ­®áâ­ë¥ ¯«®â­®áâ¨ pk(x1; : : : ; xk) ª®àà¥ªâ­®®¯à¥¤¥«¥­ë¨ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ â®�¥).� á ¬®¬ ¤¥«¥, ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì det(Id−KB) = ∏∞j=1(1 − �j(B)) ª ª äã­ªæ¨ï �1 ¨¬¥¥â­ã«ì ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ¢ â®çª¥ �1 = 1. �®�­® ¯®ª § âì, çâ® det(L(xi; xj))16i;j6k¨¬¥¥â ¯®«îá ¢ â®çª¥ �1 = 1 â®�¥ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª . �â®¡ë ã¡¥¤¨âìáï ¢ íâ®¬, § ¯¨è¥¬L = ~L+ ~~L, £¤¥~Li;j = �1(B)1− �1(B) · '1(xi) · '1(xj); ~~L = ∑`>2 �`(B)1− �`(B) · '`(xi) · '`(xj):�®£¤  det(L(xi; xj))16i;j6k = ∧k(L(xi; xj)16i;j6k);¨ ¬ë ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï â¥¬, çâ® rank(~L) = 1. �á«¨ 1 ï¢«ï¥âáï ªà â­ë¬ á®¡áâ¢¥­­ë¬§­ ç¥­¨¥¬KB , ­ ¯à¨¬¥à, �1(B) = �2(B) = · · · = �m(B) = 1 > �m+1(B), â® ¬®�­®¯®«®�¨âì ~Li;j = m∑`=1 �`(B)1− �`(B) '`(xi) · '`(xj)¨ ¯®¢â®à¨âì ¢ëè¥¯à¨¢¥¤¥­­ë¥ à ááã�¤¥­¨ï.



120 �. ��������� ¬¥ç ­¨¥ 5. �«¥¤ãï � çç¨, ¬ë ­ §®¢¥¬ á«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥ à¥£ã«ïà­ë¬,¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® ¡®à¥«¥¢áª®£® ¬­®�¥áâ¢ B ⊂ E â ª®£®, çâ® #B <∞ (P-¯.¢.), ¯à®¨§Ä¢®¤ïé ï äã­ªæ¨ï Ez#B ï¢«ï¥âáï æ¥«®©. �§ ¯®«ãç¥­­ëå ­ ¬¨ à¥§ã«ìâ â®¢ (á¬. â ª�¥â¥®à¥¬ã 4 ­¨�¥) á«¥¤ã¥â, çâ® ª �¤®¥ ¤¥â¥à¬¨­ ­â­®¥ á«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥ à¥£ãÄ«ïà­®.� ¬¥ç ­¨¥ 6. � à ¡®â¥ [7; â¥®à¥¬  12, á. 113℄ (á¬. â ª�¥ [8; á. 138℄) � çç¨ ¯® áãÄé¥áâ¢ã ãâ¢¥à�¤ ¥â, çâ® ãá«®¢¨¥ 0 6 K < 1 ï¢«ï¥âáï ­¥®¡å®¤¨¬ë¬ ¨ ¤®áâ â®ç­ë¬ãá«®¢¨¥¬ â®£®, çâ® ¨­â¥£à «ì­ë© ®¯¥à â®à K, ¨¬¥îé¨© «®ª «ì­® ª®­¥ç­ë© á«¥¤,§ ¤ ¥â à¥£ã«ïà­®¥ ä¥à¬¨®­­®¥ (¤¥â¥à¬¨­ ­â­®¥, ¢ ­ è¥© â¥à¬¨­®«®£¨¨) á«ãç ©­®¥â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥. � ª á«¥¤ã¥â ¨§ ¤®ª § ­­®© ¢ëè¥ â¥®à¥¬ë 3, íâ® ãá«®¢¨¥ ï¢«ï¥âáï¤®áâ â®ç­ë¬, ­® ­¥ ­¥®¡å®¤¨¬ë¬ (ª ª ãâ¢¥à�¤ ¥âáï ¢ â¥®à¥¬¥ 3, ­¥®¡å®¤¨¬®¥ ¨ ¤®Äáâ â®ç­®¥ ãá«®¢¨¥ á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® 0 6 K 6 1). �«ï ¯®«­®âë ¨§«®�¥­¨ï á«¥¤ã¥â®â¬¥â¨âì, çâ® � çç¨ ¨§ãç «  á«ãç © ­¥¯à¥àë¢­®£® ï¤à K(x; y) á TrK <∞.� ¬¥ç ­¨¥ 7. �®à¬ã«  (1.36) ¡ë«  ãáâ ­®¢«¥­  ¢ [7; á. 113℄ (á¬. â ª�¥ [8; á. 138℄¨ [14; á. 820℄).�ë § ª ­ç¨¢ ¥¬ §1 ¤®ª § â¥«ìáâ¢®¬ ¤¢ãå ãâ¢¥à�¤¥­¨© ®¡é¥£® å à ªâ¥à  ®â­®á¨Äâ¥«ì­® ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ëå á«ãç ©­ëå â®ç¥ç­ëå ¯®«¥©.�¥®à¥¬  4.a) �¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ® ç¨á«® ç áâ¨æ ª®­¥ç­®, ¥áâì «¨¡® 0, «¨¡® 1, ¢§ ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â â®£®, ª®­¥ç¥­ TrK ¨«¨ ­¥â.b) �¨á«® ç áâ¨æ ¬¥­ìè¥ ¨«¨ à ¢­® n á ¢¥à®ïâ­®áâìî 1 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£Ä¤ , ª®£¤  K ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ª®­¥ç­®£® à ­£  á rank(K) 6 n.
) �¨á«® ç áâ¨æ à ¢­® n á ¢¥à®ïâ­®áâìî 1 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  Kï¢«ï¥âáï ®àâ®£®­ «ì­ë¬ ¯à®¥ªâ®à®¬ á rank(K) = n.d) �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ¤¥â¥à¬¨­ ­â­®£® á«ãç ©­®£® â®ç¥ç­®£® ¯®«ï á ¢¥à®Äïâ­®áâìî 1 ­¨ª ª¨¥ ¤¢¥ ç áâ¨æë ­¥ á®¢¯ ¤ îâ.e) �«ï â®£® çâ®¡ë ãâ¢¥à�¤¥­¨ï a){d) ®áâ ¢ «¨áì ¢ á¨«¥ ¯à¨ B ⊂ E, ­¥®¡Äå®¤¨¬® § ¬¥­¨âì K ­  KB.�®ª § â¥«ìáâ¢®. a) �â¢¥à�¤¥­¨¥ ®ç¥¢¨¤­® ¢ ®¤­ã áâ®à®­ã. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨TrK = E#E < +∞, â® #E < +∞ á ¢¥à®ïâ­®áâìî 1. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬ â¥¯¥àì, çâ®TrK = +∞. � áá¬®âà¨¬ ¬®­®â®­­®¥ ¯®£«®é îé¥¥ á¥¬¥©áâ¢® ª®¬¯ ªâ­ëå ¬­®�¥áâ¢
{Bj}∞j=1 (â.¥. â ª¨å¬­®�¥áâ¢, çâ®Bi ⊂ Bi+1 ¨⋃∞i=1Bi = E). �®£¤ TrKBj −→j→∞+∞.� ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­® ¡®«ìè®¥N . Ǒ® ¯®áâà®¥­¨î á¥¬¥©áâ¢  {Bj} ¬ë ¨¬¥¥¬P(#E 6 N) = limj→∞P(#Bj 6 N):� ª ª ªP(#Bj 6 N) 6 2N · E2−#Bj = 2N · det(Id−12 ·KBj) 6 2N · e− 12 Tr(KBj ) −→j→∞0;â® ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ á«¥¤ã¥â.



�������������� ��������� �������� Ǒ��� 121b) Ǒãáâì rank(K) = n. �®£¤ , ¯à¥¤áâ ¢«ïïK(x; y) = ∑ni=1 �i · 'i(x) · 'i(y) (¯.¢.)¨ ¯®« £ ï �n(x1; : : : ; xn) = det(K(xi; xj))16i;j6n, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® �m(x1; : : : ; xm) = 0(¯.¢.) ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£®m > n. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,E#E · (#E − 1) · : : : · (#E − n) = ∫ �n+1(x1; : : : ; xn+1) dx1 · · · dxn+1 = 0;®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® #E 6 n á ¢¥à®ïâ­®áâìî 1.� ®¡à â­ãî áâ®à®­ã, ¯ãáâì #E 6 n (¯.¢.). �®£¤  ¬ë ¨¬¥¥¬
∫Bn+1 �n+1(x1; : : : ; xn+1) dx1 : : : dxn+1 = 0¤«ï¯à®¨§¢®«ì­®£® ®£à ­¨ç¥­­®£® ¡®à¥«¥¢áª®£®B⊂E, ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ç¥£®Tr(∧n+1(KB))= 0. Ǒ®áª®«ìªãK > 0, ¬ë ¯®«ãç ¥¬, çâ® rank(KB) 6 n ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ª®¬¯ ªâÄ­®£® B, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® rank(K) 6 n.
) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ b) ¨ ä®à¬ã«ëD(#E) = Tr(K −K2) = n∏i=1�i · (1− �i):d) Ǒãáâì Bn = [−n; n℄d. �®áâ â®ç­® ¯®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® n á ¢¥à®ïâ­®áâìî 1­¨ª ª¨¥ ¤¢¥ ç áâ¨æë ­¥ á®¢¯ ¤ îâ ¢­ãâà¨ Bn. Ǒãáâì " ¯à®¨§¢®«ì­® ¬ «®. �®£¤ P{

∃ i 6= j : xi = xj ∈ Bn}
6 P{

∃ i 6= j : |xi − xj | < "; xi ∈ Bn; xj ∈ Bn}

6

∫Bn(∫

|x−y|<" �2(x; y) dx) dy:Ǒ®áª®«ìªã �2(x; y) «®ª «ì­® áã¬¬¨àã¥¬ , ¯®á«¥¤­¨© ¨­â¥£à « ¬®�­® á¤¥« âì áª®«ìã£®¤­® ¬ «ë¬, ãáâà¥¬«ïï " ª ­ã«î.�«¥¤ãîé¨© à¥§ã«ìâ â ¤ ¥â ªà¨â¥à¨© á« ¡®© áå®¤¨¬®áâ¨ à á¯à¥¤¥«¥­¨© ¤¥â¥à¬¨Ä­ ­â­ëå á«ãç ©­ëå â®ç¥ç­ëå ¯®«¥© ­  æ¨«¨­¤à¨ç¥áª¨å ¬­®�¥áâ¢ å.�¥®à¥¬  5. Ǒãáâì P ¨ Pn, n = 1; 2; : : : , { ¢¥à®ïâ­®áâ­ë¥ ¬¥àë ­  (X;B),á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ë¬ á«ãç ©­ë¬ â®ç¥ç­ë¬ ¯®«ï¬, § ¤ ­­ë¬íà¬¨â®¢ë¬¨ ï¤à ¬¨ K ¨ Kn. Ǒãáâì Kn áå®¤¨âáï ª K ¢ á« ¡®© ®¯¥à â®à­®©â®¯®«®£¨¨ ¨ Tr(�BKn�B) −→n→∞Tr(�BK�B)¤«ï ª �¤®£® ®£à ­¨ç¥­­®£® ¡®à¥«¥¢áª®£® B ⊂ E. �®£¤  ¢¥à®ïâ­®áâ­ë¥ ¬¥àëPn á« ¡® áå®¤ïâáï ª P ­  æ¨«¨­¤à¨ç¥áª¨å ¬­®�¥áâ¢ å.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ [13; â¥®à¥¬  2.20, á. 40℄, ¢ ¯à¥¤¯®«®�¥­¨ïå­ è¥© â¥®à¥¬ë á¯à ¢¥¤«¨¢® á«¥¤ãîé¥¥ á¢®©áâ¢®(1.40) Tr |(Kn −K)B | = ‖(Kn −K)B‖1 −→n→∞0:� ª á«¥¤áâ¢¨¥ (1.40) ¬ë ¨¬¥¥¬(1.41) Tr(Kn · �B1 · : : : ·Kn · �Bm) −→n→∞Tr(K · �B1 · : : : ·K · �Bm )¤«ï «î¡ëå ª®¬¯ ªâ­ëåB1; : : : ; Bm.



122 �. ���������§ (1.26) ¨ (1.27) ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® á®¢¬¥áâ­ë¥ ¬®¬¥­âë á«ãç ©­ëå ¢¥«¨ç¨­ {#B}®â­®á¨â¥«ì­® ¬¥àë Pn áå®¤ïâáï ª á®¢¬¥áâ­ë¬ ¬®¬¥­â ¬ ®â­®á¨â¥«ì­® P. Ǒ®áª®«ìÄªã ¬®¬¥­âë #B ¢ á«ãç ¥ ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ëå á«ãç ©­ëå â®ç¥ç­ëå ¯®«¥© ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«ïîâ ¢¥à®ïâ­®áâ­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ #B , ­¥âàã¤­® ¤®ª § âì (ã¯à �Ä­¥­¨¥ ¤«ï ç¨â â¥«ï) ¨ áå®¤¨¬®áâì ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå à á¯à¥¤¥«¥­¨© ­  æ¨«¨­¤à¨ç¥áª¨å¬­®�¥áâ¢ å.�áâ «ì­ë¥à §¤¥«ë¤ ­­®©à ¡®âë®à£ ­¨§®¢ ­ëá«¥¤ãîé¨¬®¡à §®¬. Ǒ à £à ä2¯®á¢ïé¥­ à §­®®¡à §­ë¬¯à¨¬¥à ¬ ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ëå á«ãç ©­ëå â®ç¥ç­ëå ¯®«¥©, ¢®§Ä­¨ª îé¨å ¢ ª¢ ­â®¢®© ¬¥å ­¨ª¥, áâ â¨áâ¨ç¥áª®© ¬¥å ­¨ª¥, â¥®à¨¨ á«ãç ©­ëå ¬ âÄà¨æ, â¥®à¨¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨© ¨ â¥®à¨¨ ¢¥à®ïâ­®áâ¥©. � §3 ®¡áã�¤ îâáï íà£®¤¨ç¥áª¨¥á¢®©áâ¢  âà ­á«ïæ¨®­­® ¨­¢ à¨ ­â­ëå ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ëå á«ãç ©­ëå â®ç¥ç­ëå ¯®«¥©.�ë â ª�¥ ®â¬¥ç ¥¬ á¯¥æ¨ «ì­ãî à®«ì á¨­ãá-ï¤à  K(x; y) = sin�(x− y)�(x − y) . � §4 ¬ë®¡áã�¤ ¥¬ æ¥­âà «ì­ãî ¯à¥¤¥«ì­ãî â¥®à¥¬ã ¤«ï áç¨â îé¨å ¬­®�¥áâ¢ ¨ äã­ªæ¨®Ä­ «ì­ãî æ¥­âà «ì­ãî ¯à¥¤¥«ì­ãî â¥®à¥¬ã ¤«ï í¬¯¨à¨ç¥áª®© äã­ªæ¨¨ à á¯à¥¤¥«¥Ä­¨ï á¯¥©á¨­£®¢.�¢â®à áç¨â ¥â á¢®¥© ¯à¨ïâ­®© ®¡ï§ ­­®áâìî ¯®¡« £®¤ à¨âì �.�. �¨­ ï §  ¨¤¥î­ ¯¨á ­¨ï ¤ ­­®© áâ âì¨, �. � ©¬®­  §  ®¡êïá­¥­¨¥ à¥§ã«ìâ â  «¥¬¬ë 1, �.�. �«ìÄè ­áª®£® §  ¬­®£®ç¨á«¥­­ë¥ æ¥­­ë¥ § ¬¥ç ­¨ï, �.�. �®à®¤¨­ , �.�. �®àã�¥­ª®,�. �¨««¨¯  ¨�.�. �®­¤à âì¥¢  §  ¯®«¥§­ë¥ ®¡áã�¤¥­¨ï.2. Ǒà¨¬¥àë ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ëå á«ãç ©­ëå â®ç¥ç­ëå ¯®«¥©2.1. �¥à¬¨-£ §. ǑãáâìH = − d2dx2 +V (x) { ®¯¥à â®à�àñ¤¨­£¥à , ¤¥©áâ¢ãîé¨©­ L2(E), ¨ {'`}∞`=0 { ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë©¡ §¨á á®¡áâ¢¥­­ëåäã­ªæ¨©,H'` = �` ·'`,�0 < �1 6 �2 6 · · · . � áá¬®âà¨¬ n-î ¢­¥è­îî áâ¥¯¥­ì H , ∧n(H): ∧n (L2(E)) →
∧n(L2(E)), £¤¥ ∧n(L2(E)) = AnL2(En) { ¯à®áâà ­áâ¢® ª¢ ¤à â¨ç­® ¨­â¥£à¨àã¥Ä¬ëå  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­ëå äã­ªæ¨© ®â n ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨ ∧n(H) = ∑ni=1(− d2dx2i + V (xi)).� ª¢ ­â®¢®© ¬¥å ­¨ª¥ ∧n(H) ®¯¨áë¢ ¥â �¥à¬¨-£ § n ç áâ¨æ. �á­®¢­®¥ á®áâ®ï­¨¥�¥à¬¨-£ §  § ¤ ¥âáï äã­ªæ¨¥© (x1; : : : ; xn) = 1√n! ∑�∈Sn(−1)� n∏i=1'i−1(x�(i))(2.1) = 1√n! det('i−1(xj))16i;j6n:(�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ®  (x1; : : : ; xn) á®¢¯ ¤ ¥â á â®ç­®áâìî ¤® §­ ª  "(x1; : : : ; xn) á®á­®¢­ë¬ á®áâ®ï­¨¥¬ ®¯¥à â®à  ∑ni=1(− d2dx2i + V (xi)), ¤¥©áâ¢ãîé¥£® ­  SnL2(En)á £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨  ∣∣xi=xj = 0.) �®£« á­® ®á­®¢­®¬ã ¯®áâã« âã ª¢ ­â®¢®©¬¥å ­¨ª¨ ª¢ ¤à â  ¡á®«îâ­®© ¢¥«¨ç¨­ë ®á­®¢­®£® á®áâ®ï­¨ï § ¤ ¥â ¢¥à®ïâ­®áâ­®¥à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ n ç áâ¨æ. � ­ è¥¬ á«ãç ¥p(x1; : : : ; xn) = | (x1; : : : ; xn)|2(2.2) = 1n! det('i−1(xj))16i;j6n · det('j−1(xi))16i;j6n= 1n! det(Kn(xi; xj))16i;j6n;



�������������� ��������� �������� Ǒ��� 123£¤¥ Kn(x; y) = ∑n−1i=0 'i−1(x)'i−1(y) { ï¤à® ®àâ®£®­ «ì­®£® ¯à®¥ªâ®à  ­  ¯®¤¯à®Äáâà ­áâ¢®, ¯®à®�¤¥­­®¥ ¯¥à¢ë¬¨ n á®¡áâ¢¥­­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨ H . �ë ãâ¢¥à�¤ ¥¬,çâ® (2.2) § ¤ ¥â ¤¥â¥à¬¨­ ­â­®¥ á«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥. � á ¬®¬ ¤¥«¥, k-â®ç¥ç­ë¥ª®àà¥«ïæ¨®­­ë¥ äã­ªæ¨¨ à ¢­ë�(n)k (x1; : : : ; xn) = n!(n− k)! ∫ pn(x1; : : : ; xn) dxk+1 · · · dxn(2.3) = det(Kn(xi; xj))16i;j6k:Ǒ®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® ¢ (2.3) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á«¥¤ãîé¥© «¥¬¬ë, å®à®è® ¨§¢¥áâ­®© ¢ â¥®Äà¨¨ á«ãç ©­ëå ¬ âà¨æ.�¥¬¬  4 ([15; á. 89℄). Ǒãáâì (E; d�) { ¨§¬¥à¨¬®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ ï¤à® K : E2
→ R1 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬

∫EK(x; y) ·K(y; z) d�(y) = K(x; z);(2.4)
∫EK(x; x) d�(x) = 
onst :(2.5)�®£¤ (2.6) ∫E det(K(xi; xj))16i;j6nd�(xn) = (
onst−n+ 1) · det(K(xi; xj))16i;j6n−1:�ëà áá¬®âà¨¬ ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡­® ¤¢  á¯¥æ¨ «ì­ëå á«ãç ï. Ǒ¥à¢ë© á«ãç © ®â­®á¨âÄáï ª £ à¬®­¨ç¥áª®¬ã ®áæ¨««ïâ®àã.a)H = − d2dx2 + x2, E = R1. �®£¤  äã­ªæ¨¨(2.7) '`(x) = (−1)`� 14 · (2` · `!)1=2 exp(x22 ) d`dx` (exp(−x2))¨§¢¥áâ­ë ª ª äã­ªæ¨¨ �¥¡¥à {�à¬¨â . �«ï â®£® çâ®¡ë ¯¥à¥©â¨ ª â¥à¬®¤¨­ ¬¨ç¥áÄª®¬ã ¯à¥¤¥«ã n→ ∞, á¤¥« ¥¬ ¬ áèâ ¡­®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥(2.8) xi = �(2n)1=2 yi; i = 1; : : : ; n:�®£¤  ¨§ ä®à¬ã«ë �à¨áâ®ää¥«ï{� à¡ã á ãç¥â®¬  á¨¬¯â®â¨ª¨ Ǒ« ­è¥à¥«ï{�®âë¬­®£®ç«¥­®¢ �à¬¨â  (á¬. [16℄) á«¥¤ã¥â, çâ® ï¤à®Kn(x1; x2) = n−1∑`=0 '`(x1)'`(x2) = (n2)1=2['n(x1)'n−1(x2)− 'n(x2)'n−1(x1)x1 − x2 ]¨¬¥¥â ¯à¥¤¥« ¯à¨ n→ +∞(2.9) Kn(x1; x2) −→n→∞K(y1; y2) = sin�(y1 − y2)�(y1 − y2) :



124 �. ���������å®¤¨¬®áâì ï¤¥à ¢«¥ç¥â áå®¤¨¬®áâì k-â®ç¥ç­ëå ª®àà¥«ïæ¨®­­ëåäã­ªæ¨©, çâ® ¢ á¢®î®ç¥à¥¤ì ¢«¥ç¥â á« ¡ãî áå®¤¨¬®áâì à á¯à¥¤¥«¥­¨ï
( �(2n)1=2)npn( �(2n)1=2 y1; : : : ; �(2n)1=2 yn) dy1 · · ·dynª âà ­á«ïæ¨®­­® ¨­¢ à¨ ­â­®¬ã ¤¥â¥à¬¨­ ­â­®¬ã á«ãç ©­®¬ã â®ç¥ç­®¬ã ¯®«î á á¨Ä­ãá-ï¤à®¬K(y1; y2) = sin�(y1 − y2)�(y1 − y2) .b) � ª ç¥áâ¢¥ ¤àã£®£® ¯à¨¬¥à  à áá¬®âà¨¬ á«ãç ©, ª®£¤  E = S1 = {z = ei�;0 6 � < 2�},H = − d2d�2 . �®£¤ (2.10) '`(�) = 1√2� ei`�;pn(�1; : : : ; �n) = 1n! det(n−1∑`=0 12� ei`(�j−�k))16j;k6n= 1n! det(Kn(�i; �j))16i;j6n;£¤¥(2.11) Kn(�1; �2) = 12� sin (n2 · (�2 − �1))sin(�2−�12 ) :Ǒ®á«¥ ¬ áèâ ¡­®© § ¬¥­ë n2� �i = yi, i = 1; : : : ; n, ¯¥à¥¬ áèâ ¡¨à®¢ ­­ë¥ ª®àà¥«ïÄæ¨®­­ë¥ äã­ªæ¨¨ ¨¬¥îâ â®â �¥ ¯à¥¤¥«, çâ® ¨ ¢ (2.9), ¢ ç áâ­®áâ¨,limn→∞ 2�n Kn(2�n y1; 2�n y2) = sin�(y2 − y1)�(y2 − y1) :�  ¤®¯®«­¨â¥«ì­®© ¨­ä®à¬ æ¨¥© ¬ë ®âáë« ¥¬ ç¨â â¥«ï ª à ¡®â ¬ [17℄{[22℄.2.2. �ã«®­®¢áª¨© £ § ¯à¨ � = 2. Ǒà¨¬¥àë a) ¨ b) ¨§ à §¤¥«  2.1 ¤®¯ãáª îâ¨­â¥à¯à¥â æ¨î ª ª à ¢­®¢¥á­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ n ¥¤¨­¨ç­ëå § àï¤®¢ ­  ¯àï¬®© (¯à¨Ä¬¥à 2.1a)) ¨«¨ ­  ¥¤¨­¨ç­®© ®ªàã�­®áâ¨ (¯à¨¬¥à 2.1b)), ®ââ «ª¨¢ îé¨åáï ¤àã£ ®â¤àã£  á®£« á­® § ª®­ã �ã«®­  ¤¢ã¬¥à­®© í«¥ªâà®áâ â¨ª¨. � ¯¨áë¢ ï ¯®â¥­æ¨ «ìÄ­ãî í­¥à£¨î ¢ ¢¨¤¥H(z1; : : : ; zn) = −

∑16i<j6n log |zi − zj |+ n∑i=1 V (zi);£¤¥ V { ¢­¥è­¨© ¯®â¥­æ¨ «, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® äã­ªæ¨ï �®«ìæ¬ ­ 1Z exp(−�H(z1; : : : ; zn)); � = 2;¢ á«ãç ¥V (z) = 12z2 ¥áâì ¢ â®ç­®áâ¨ pn(z1; : : : ; zn) ¯à¨¬¥à  2.1a),   ¢ á«ãç ¥V (z) = 0,zj = ei�j , j = 1; : : : ; n, ¥áâì pn(�1; : : : ; �n) ¯à¨¬¥à  2.1b).



�������������� ��������� �������� Ǒ��� 125�¤­®ª®¬¯®­¥­â­ë© ¤¢ã¬¥à­ë© ªã«®­®¢áª¨© £ § (¤¢ã¬¥à­ ï ®¤­®ª®¬¯®­¥­â­ ï¯« §¬ ) ¨§ãç «áï ¬­®£¨¬¨  ¢â®à ¬¨, ¢ â®¬ ç¨á«¥ ¢ [23℄{[28℄. �â® ­ ¯à ¢«¥­¨¥ ¨áÄá«¥¤®¢ ­¨© â¥á­® á¢ï§ ­® á â¥®à¨¥© ­¥íà¬¨â®¢ëå £ ãáá®¢áª¨å á«ãç ©­ëå ¬ âà¨æ (á¬.¤ «¥¥ à §¤¥« 2.3d). �¢ãåª®¬¯®­¥­â­ë© ¤¢ã¬¥à­ë© ªã«®­®¢áª¨© £ § (â.¥. á¨áâ¥¬  ¯®Ä«®�¨â¥«ì­® ¨ ®âà¨æ â¥«ì­® § àï�¥­­ëå ç áâ¨æ) ¨§ãç «áï ¢ à ¡®â å [29℄{[34℄. �ë­ ç­¥¬ ­ è¥ à áá¬®âà¥­¨¥ á ­¥©âà «ì­®© á¨áâ¥¬ë, á®áâ®ïé¥© ¨§ n ¯®«®�¨â¥«ì­® ¨ n®âà¨æ â¥«ì­® § àï�¥­­ëå ç áâ¨æ. �¡®§­ ç ï ª®¬¯«¥ªá­ë¥ ª®®à¤¨­ âë íâ¨å ç áâ¨æá®®â¢¥âáâ¢¥­­® ç¥à¥§ uj ¨ vj , j = 1; : : : ; n, ¬ë § ¯¨áë¢ ¥¬ äã­ªæ¨î �®«ìæ¬ ­  ¯à¨� = 2 ¢ ¢¨¤¥exp(2 ∑16i<j6n(log |ui − uj|+ log |vi − vj |) − 2∑ log |ui − vj |)= ∏16i<j6n |ui − uj|2 · |vi − vj |2∏i;j |ui − vj |2 = ∣∣∣∣ det( 1ui − vj)16i;j6n∣∣∣∣
2:� ¤¨áªà¥â­®¬ á«ãç ¥ ¯®«®�¨â¥«ì­ë¬ ç áâ¨æ ¬ à §à¥è ¥âáï § ­¨¬ âì â®«ìª® â®çª¨à¥è¥âª¨ 
 · Z2,   ®âà¨æ â¥«ì­ë¬ ç áâ¨æ ¬ { â®«ìª® â®çª¨ à¥è¥âª¨ 
 · (Z2 + (12 ; 12 )).�®«ìè®© ª ­®­¨ç¥áª¨©  ­á ¬¡«ì § ¤ ¥âáï ¡®«ìè®© áâ â¨áâ¨ç¥áª®© áã¬¬®©, ª®â®à ï¯à¨ 
 = 1 ¨¬¥¥â ¢¨¤Z = 1 +∑u;v �+(u)�−(v) · 1

|u− v|2+( 12!)2 ∑u1;u2;v1;v2 �+(u1)�+(u2)�+(v1)�+(v2) · ∣∣∣∣det( 1ui − vj )16i;j62∣∣∣∣2 + · · · ;£¤¥ �+(u) = e−V (u) ¨ �−(u) = eV (u) { «¥âãç¥áâ¨,   V { ¢­¥è­¨© ¯®â¥­æ¨ «. Ǒ®á«¥¤Ä­¥¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¬®�­® ¯¥à¥¯¨á âì ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¢¨¤¥:Z = det(Id+(�+ 1 + �z2 + �− 1− �z2 )

×
(�x + i�y2 · 1z − z′ + �x − i�y2 · 1�z − z′));£¤¥ �x, �y , �z { (2 × 2)-¬ âà¨æë Ǒ ã«¨. � ç áâ­®áâ¨, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¡®«ìè®© ª ­®Ä­¨ç¥áª¨©  ­á ¬¡«ì ï¢«ï¥âáï ¤¨áªà¥â­ë¬ ä¥à¬¨®­­ë¬ á«ãç ©­ë¬ â®ç¥ç­ë¬ ¯®«¥¬.(Ǒ®ï¢«¥­¨¥ ¬ âà¨ç­®§­ ç­®£® ï¤à  ®âà � ¥â â®â ä ªâ, çâ® E = Z2 ⊔ (Z2 + (12 ; 12 )).)Ǒ¥à¥å®¤ï ª ­¥¯à¥àë¢­®¬ã ¯à¥¤¥«ã (
 = 0), ­¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® k-â®ç¥ç­ë¥ ª®àà¥Ä«ïæ¨®­­ë¥ äã­ªæ¨¨ ¯à¨ k > 2 ¨¬¥îâ ª®­¥ç­ë© ¯à¥¤¥« ¨ ¯à¥¤¥«ì­®¥ ï¤à® K ¬®�¥â¡ëâì ¢ëà �¥­® ¢ â¥à¬¨­ å äã­ªæ¨¨ �à¨­  ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®£® ®¯¥à â®à  �¨à ª ,  ¨¬¥­­®, K = (m+ · 1 + �z2 +m− · 1− �z2 )

×
(�x�x + �y�y +m+ · 1 + �z2 +m− · 1− �z2 )−1;£¤¥m+,m− { ¯¥à¥¬ áèâ ¡¨à®¢ ­­ë¥ «¥âãç¥áâ¨. � á¯¥æ¨ «ì­®¬ á«ãç ¥m+ = m− ≡
onst (â.¥. V ≡ 0) ï¤à® K = (K ++; K +−K −+; K −−

) ¬®�¥â ¡ëâì ¢ëà �¥­® ¢ â¥à¬¨­ å¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ ­­ëå äã­ªæ¨© �¥áá¥«ï (¯®¤à®¡­¥¥ á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [32℄).



126 �. ��������2.3. �«ãç ©­ë¥ ¬ âà¨æë.a) �­¨â à­® ¨­¢ à¨ ­â­ë¥  ­á ¬¡«¨ á«ãç ©­ëå ¬ âà¨æ. �¥à®ïâ­®áâ­®¥à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¢ 2.1a) (ä®à¬ã«ë (2.2) ¨ (2.7)) ¤®¯ãáª ¥â ¥é¥ ®¤­ã ¨­â¥à¯à¥â æ¨î.� â¥®à¨¨ á«ãç ©­ëå ¬ âà¨æ íâ® à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ å®à®è® ¨§¢¥áâ­® ª ª à á¯à¥¤¥«¥­¨¥á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© ¢ £ ãáá®¢áª®¬ ã­¨â à­®¬  ­á ¬¡«¥ (G.U.E.). � ¯®¬­¨¬ ®¯à¥Ä¤¥«¥­¨¥ £ ãáá®¢áª®£® ã­¨â à­®£®  ­á ¬¡«ï. � áá¬®âà¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢® íà¬¨â®¢ëå(n× n)-¬ âà¨æ
{A = (Aij)16i;j6n; Re(Aij) = Re(Aji); Im(Aij) = − Im(Aji)}:G.U.E.-á«ãç ©­ ï ¬ âà¨æ  § ¤ ¥âáï á¢®¨¬ ¢¥à®ïâ­®áâ­ë¬ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥¬(2.12) P(dA) = 
onstn · exp(−TrA2) dA;£¤¥ dA { ¬¥à  �¥¡¥£ , â.¥.dA = ∏i<j dRe(Aij) d Im(Aij) n∏k=1 dAkk:�¯à¥¤¥«¥­¨¥ G.U.E.-á«ãç ©­®© ¬ âà¨æë íª¢¨¢ «¥­â­® âà¥¡®¢ ­¨î, çâ®¡ë ­ ¡®à{Re(Aij); Im(Aij); 1 6 i < j 6 n;Akk; 1 6 k 6 n} ï¢«ï«áï ­ ¡®à®¬ ­¥§ ¢¨á¨Ä¬ëå á«ãç ©­ëå ¢¥«¨ç¨­ ¨ Re(Aij) ∼ N(0; 14 ), Im(Aij) ∼ N(0; 14 ), Akk ∼ N(0; 12 ).�®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï á«ãç ©­®© íà¬¨â®¢®© ¬ âà¨æë ï¢«ïîâáï ¢¥é¥áâ¢¥­­®§­ ç­ëÄ¬¨ á«ãç ©­ë¬¨ ¢¥«¨ç¨­ ¬¨. �ë¢®¤ ¨å á®¢¬¥áâ­®£® à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ç¨â â¥«ì ¬®�¥â­ ©â¨ ¢ [35; à §¤¥«ë 5.3{5.4℄ ¨ [15; £«. 3 ¨ 5℄. �ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¯«®â­®áâì á®¢¬¥áâÄ­®£® à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ®â­®á¨â¥«ì­® ¬¥àë �¥¡¥£  § ¤ ¥âáï ¢ â®ç­®áâ¨ ä®à¬ã« ¬¨ (2.2)¨ (2.7).� ¬¥â¨¬, çâ® à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ G.U.E.-á«ãç ©­®© ¬ âà¨æë ¨­¢ à¨ ­â­® ®â­®á¨â¥«ìÄ­® ã­¨â à­®£® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï A → UAU−1, U ∈ U(n). �áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡®¡é¥­¨Ä¥¬ (2.12), á®åà ­ïîé¨¬ ã­¨â à­ãî ¨­¢ à¨ ­â­®áâì, ï¢«ï¥âáï(2.13) P(dA) = 
onstn · exp(−2 ·TrV (A)) dA£¤¥ V (x) ¬®�¥â ¡ëâì, ­ ¯à¨¬¥à, ¬­®£®ç«¥­®¬ ç¥â­®© áâ¥¯¥­¨ á ¯®«®�¨â¥«ì­ë¬ £« ¢Ä­ë¬ ª®íää¨æ¨¥­â®¬ (á¬. [35; à §¤¥« 5℄). �ë¢®¤ ä®à¬ã«ë ¤«ï á®¢¬¥áâ­®£® à á¯à¥¤¥Ä«¥­¨ï á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨©  ­ «®£¨ç¥­ á«ãç î £ ãáá®¢áª®£® ã­¨â à­®£®  ­á ¬¡«ï.Ǒ«®â­®áâì pn(�1; : : : ; �n) § ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®© (2.2), £¤¥ {'`(x) · e−V (x)}n−1`=0 { n ¯¥àÄ¢ëå ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ëå ¬­®£®ç«¥­®¢ á ¢¥á®¬ exp(−2V (x)). Ǒà¨ íâ®¬ ï¤à®Kn(x; y)¯®-¯à¥�­¥¬ã ï¢«ï¥âáï ï¤à®¬ ¯à®¥ªâ®à  ¨ ¢á«¥¤áâ¢¨¥ íâ®£® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬«¥¬¬ë 4.b) �«ãç ©­ë¥ ã­¨â à­ë¥ ¬ âà¨æë. � áá¬®âà¨¬ £àã¯¯ã (n × n)-ã­¨â à­ëå¬ âà¨æU(n). �§¢¥áâ­®, çâ® ­ U(n) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï âà ­á«ïæ¨®­­®¨­¢ à¨Ä ­â­ ï ¢¥à®ïâ­®áâ­ ï ¬¥à  (á¬. [36℄), ­ §ë¢ ¥¬ ï ¬¥à®© �  à  ¨ ®¡®§­ ç ¥¬ ï ­ ¬¨¤ «¥¥ ª ª �Haar. �¥à®ïâ­®áâ­ ï ¯«®â­®áâì ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®£® à á¯à¥¤¥«¥­¨ï á®¡áâÄ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© § ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®©pn(�1; : : : ; �n) = (2�)−n · 1n! · ∏16k<`6n |ei�k − ei�` |2;



�������������� ��������� �������� Ǒ��� 127çâ® á®¢¯ ¤ ¥â á ä®à¬ã« ¬¨ (2.10) ¨ (2.11) (á¬. [15; £«. 9 ¨ 10℄, [17℄{[19℄). � ¯®á«¥¤­¥©ä®à¬ã«¥ ¬ë ¨á¯®«ì§®¢ «¨ ®¡®§­ ç¥­¨ï�1 = ei�1 ; : : : ; �n = ei�n :�á«¨ ­  ã­¨â à­®© £àã¯¯¥ ¢¬¥áâ® ¬¥àë �  à  ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨áå®¤¨âì ¨§ ¢¥à®ïâ­®áâ­®©¬¥àë 
onstn · e−TrV (U)d�Haar(U) ¨ § ¬¥­¨¬ ¬®­®¬ë 1√2� ei`� ­   `(�) · e− 12V (�), £¤¥
{ `}n−1`=0 { ­ ¡®à n ¯¥à¢ëå ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ëå ¬­®£®ç«¥­®¢ ®â ei� á ¢¥á®¬ e−V (�) d�,¬ë ¯®«ãç¨¬  ­ «®£ ä®à¬ã«ë (2.10) ¤«ï k-â®ç¥ç­ëå ª®àà¥«ïæ¨®­­ëå äã­ªæ¨©.
) �«ãç ©­ë¥ ®àâ®£®­ «ì­ë¥ ¨ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨¥ ¬ âà¨æë. � á¯à¥¤¥«¥Ä­¨¥ á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© á«ãç ©­®© (à á¯à¥¤¥«¥­­®© ¯® ¬¥à¥ �  à ) ®àâ®£®­ «ì­®©¨«¨ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© ¬ âà¨æë â®�¥ ¨¬¥¥â ä®à¬ã ¤¥â¥à¬¨­ ­â­®£® á«ãç ©­®£® â®Äç¥ç­®£® ¯®«ï á ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¬ ç¨á«®¬ ç áâ¨æ. �«ï ã¤®¡áâ¢  ç¨â â¥«ï ¬ë ¯à¨¢®¤¨¬­¨�¥ â ¡«¨æã ï¤¥à, ¢®§­¨ª îé¨å ¢  ­á ¬¡«ïå á«ãç ©­ëå ¬ âà¨æ ¨§ ª« áá¨ç¥áª¨åª®¬¯ ªâ­ëå £àã¯¯. Kn(x; y)U(n) 12� · sin(n2 ·(x−y))sin(x−y2 ) ; E = [0; 2�℄SO(2n) 12� ·

( sin( 2n−12 ·(x−y))sin(x−y2 ) + sin( 2n−12 ·(x+y))sin(x+y2 ) ); E = [0; �℄SO(2n+ 1) 12� ·
( sin(n·(x−y))sin( x−y2 ) − sin(n·(x+y))sin(x+y2 ) ); E = [0; �℄Sp(n) 12� ·
( sin( 2n+12 ·(x−y))sin(x−y2 ) − sin( 2n+12 ·(x+y))sin(x+y2 ) ); E = [0; �℄0−(2n+ 2) â® �¥, çâ® ¨ ¤«ï Sp(n)�  ¤®¯®«­¨â¥«ì­®© ¨­ä®à¬ æ¨¥© ¬ë ®âáë« ¥¬ ç¨â â¥«ï ª à ¡®â ¬ [37℄{[42℄.d) �®¬¯«¥ªá­ë¥ ­¥íà¬¨â®¢ë £ ãáá®¢áª¨¥ á«ãç ©­ë¥ ¬ âà¨æë. � [23℄�¨­¨¡à à áá¬®âà¥«  ­á ¬¡«ì ª®¬¯«¥ªá­ëå ­¥íà¬¨â®¢ëå £ ãáá®¢áª¨å á«ãç ©­ëå(n × n)-¬ âà¨æ, ã ª®â®àëå ¢á¥ 2n2 ¯ à ¬¥âà®¢ {ReAij ; ImAij ; 1 6 i; j 6 n}ï¢«ïîâáï ­¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨ £ ãáá®¢áª¨¬¨ á«ãç ©­ë¬¨ ¢¥«¨ç¨­ ¬¨ á ­ã«¥¢ë¬ áà¥¤­¨¬¨ ¤¨á¯¥àá¨¥©, à ¢­®© 12 . � íâ®¬ á«ãç ¥ á®¢¬¥áâ­®¥ ¢¥à®ïâ­®áâ­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ âà¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢ § ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®©(2.14) P(dA) = 
onstn · exp(−Tr(A∗ ·A)) dA;dA = ∏16j;k6ndReAjk · d ImAjk:�ª¢¨¢ «¥­â­®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥  ­á ¬¡«ï (2.14) § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬, çâ® A = ~A + i · ~~A,£¤¥ ~A ¨ ~~A { ¬ âà¨æë ¨§ ¤¢ãå ­¥§ ¢¨á¨¬ëå £ ãáá®¢áª¨å ã­¨â à­ëå  ­á ¬¡«¥©. �®¡Äáâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï �1; : : : ; �n ¬ âà¨æë A ï¢«ïîâáï ª®¬¯«¥ªá­ë¬¨ á«ãç ©­ë¬¨ ¢¥«¨Äç¨­ ¬¨. �ë«® ¯®ª § ­®, çâ® ¨å á®¢¬¥áâ­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ § ¤ ¥âáï ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ë¬



128 �. ��������á«ãç ©­ë¬ â®ç¥ç­ë¬ ¯®«¥¬ ¢R2 á ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¬ ç¨á«®¬ ç áâ¨æ (# = n) ¨ ª®àà¥«ïÄæ¨®­­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨(2.15) �(n)k (z1; : : : ; zk) = det(Kn(zj ; �zm))16j;m6n;£¤¥ Kn(z1; �z2) = 1� exp(−|z1|22 − |z2|22 )
·
n−1∑`=0 z1̀�z2̀`! :�ë ®â¬¥â¨¬ §¤¥áì �¥, çâ® ï¤à®Kn(z1; �z2) áå®¤¨âáï ª ï¤àã(2.16) K(z1; �z2) = 1� exp(−|z1|22 − |z2|22 + z1 · �z2);§ ¤ îé¥¬ã ¯à¥¤¥«ì­®¥ á«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥. Ǒà®¡«¥¬  ®¡®¡é¥­¨ï ä®à¬ã«ë(2.14) ¨§ãç « áì ¢ [43℄{[47℄. Ǒãáâì A = ~A + i · v · ~~A, £¤¥ ~A ¨ ~~A { ª ª ¨ ¢ëè¥, ¤¢¥­¥§ ¢¨á¨¬ë¥ G.U.E.-¬ âà¨æë ¨ v { ­¥ª®â®àë© ¢¥é¥áâ¢¥­­ë© ¯ à ¬¥âà (¤®áâ â®ç­®à áá¬®âà¥âì á«ãç © 0 6 v 6 1). �¢¥¤¥¬ ­®¢ë© ¯ à ¬¥âà � = 1− v21 + v2 . � á¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ âà¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢ § ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®©(2.17) P(dA) = 
onstn · exp(− 11− �2 Tr(A∗A− � Re(A2))) dA:(2.17) ¨­¤ãæ¨àã¥â à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨©pn(z1; : : : ; zn) n∏j=1 dzj d�zj = 
onstn · exp[− 11− �2 ·

n∑j=1(|zj |2 − �2 (z2j + �z2j ))](2.18)
×

∏j<k |zj − zk|2 · n∏j=1 dzj d�zj :�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¢ëà �¥­¨¥ (2.18) ¡ë«®¯®«ãç¥­® â ª�¥ ¢à ¡®â å [27℄ ¨ [28℄ ª ªäã­ªæ¨ï �®«ìæ¬ ­  ¤¢ã¬¥à­®© ®¤­®ª®¬¯®­¥­â­®© ¯« §¬ë. �â® ª á ¥âáï ¢ëç¨á«¥­¨ïá®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ª®àà¥«ïæ¨®­­ëå äã­ªæ¨©, ¬ë ®âáë« ¥¬ ç¨â â¥«ï ª à ¡®â ¬ [27℄,[28℄, [46℄, [47℄. � íâ¨å ¢ëç¨á«¥­¨ïå à¥è îé ï à®«ì á®áâ®¨â ¢ ¢¢¥¤¥­¨¨ ®àâ®­®à¬¨à®Ä¢ ­­ëå ¬­®£®ç«¥­®¢ á ¢¥á®¬(2.19) w2(z) = exp[− 11− �2(
|z|2 − �2 (z2 + �z2))]:�â¨ ¬­®£®ç«¥­ë ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­ë ¢ â¥à¬¨­ å ¬­®£®ç«¥­®¢ �à¬¨â (2.20)  `(z) = � 2̀�1=2 · (`!) 12 · (1− �2) 14 H` ( z√� ) ; ` = 0; 1; : : : ;£¤¥ ∞∑n=0Hn(z) · tnn! = exp(zt− t22 ):



�������������� ��������� �������� Ǒ��� 129�â¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ � = 0 (á«ãç ©, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨©  ­á ¬¡«î �¨­¨¡à )  `(z) =(�1=2 · (`!)1=2)−1 · z`. �®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ä®à¬ã«  ¤«ï ª®àà¥«ïæ¨®­­ëå äã­ªæ¨© (¯à¨¯à®¨§¢®«ì­®¬ �) ®¡®¡é ¥â ä®à¬ã«ã (2.15):(2.21) �(n)k = det(Kn(zi; �zj))16i;j6k;Kn(z1; �z2) = w(z1)w(�z2) · n−1∑`=0  `(z1) `(�z2):� ¯à¥¤¥«¥ n→ ∞ ï¤à®Kn(z1; �z2) áå®¤¨âáï ªK(z1; �z2) = limn→∞Kn(z1; �z2)(2.22) = 1�(1− �2) exp(− 11− �2( |z1|22 + |z2|22 − z1�z2)):� ¬¥â¨¬, çâ® ¯®á«¥¤­ïï ä®à¬ã«  ®â«¨ç ¥âáï ®â (2.16) â®«ìª® âà¨¢¨ «ì­®© § ¬¥­®©ª®®à¤¨­ â z → z · √1− �2. �¯¥æ¨ «ì­ë© à¥�¨¬, ­ §ë¢ ¥¬ë© ¢ ä¨§¨ç¥áª®© «¨â¥à Äâãà¥ à¥�¨¬®¬ á« ¡®© ­¥íà¬¨â®¢®áâ¨, ¡ë« ®¡­ àã�¥­ ¤«ï ¬®¤¥«¨ (2.17) �¥¤®à®¢ë¬,�®àã�¥­ª® ¨ �®¬¬¥àá®¬ ¢ à ¡®â å [46℄ ¨ [47℄. ǑãáâìRe(z1) = n1=2 · x+ n− 12x1;Re(z2) = n1=2 · x+ n− 12x2;Im(z1) = n− 12 · y1;Im(z2) = n− 12 · y2:Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ¯ à ¬¥âàë x, x1, x2, y1, y2 § ä¨ªá¨à®¢ ­ë, ¨ à áá¬®âà¨¬ ¯à¥¤¥«n→ ∞ ¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® limn→∞ n · (1− �) = �2=2. �®£¤ limn→∞ 1nKn(z1; z2) = 1�� · exp[−y21 + y22�2 + i · x · y1 − y22 ](2.23)
× g�(y1 + y22 − i · x1 − x22 );£¤¥(2.24) g�(y) = ∫ q1−x24

−
q1−x24 du√2� exp[−�2u22 − 2uy](¯à¨ x > 2 ¯à¥¤¥«ì­®¥ ¢ëà �¥­¨¥ ¢ (2.23) à ¢­® ­ã«î). �®à¬ã«ë (2.23) ¨ (2.24) § ¤ Äîâ ¤¥â¥à¬¨­ ­â­®¥ á«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥ ¢ R2, ®â«¨ç­®¥ ®â (2.16).e) Ǒ®«®�¨â¥«ì­ë¥ íà¬¨â®¢ë á«ãç ©­ë¥ ¬ âà¨æë. �«¥¤ãï �à®­ªã [48℄,®¯à¥¤¥«¨¬  ­á ¬¡«ì � £¥àà  ¯®«®�¨â¥«ì­ëå íà¬¨â®¢ëå (n × n)-¬ âà¨æ. � ª ¨§Ä¢¥áâ­®, ¯à®¨§¢®«ì­ ï ¯®«®�¨â¥«ì­ ï íà¬¨â®¢  ¬ âà¨æ  M ¬®�¥â ¡ëâì § ¯¨á ­  ¢¢¨¤¥M = A∗A, £¤¥ A { ­¥ª®â®à ï ª®¬¯«¥ªá­ ï ¬ âà¨æ . �¥à®ïâ­®áâ­®¥ à á¯à¥¤¥«¥Ä­¨¥ á«ãç ©­®© ¬ âà¨æëM § ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®©(2.25) 
onstn · exp(−TrA∗A) · [det(A∗A)℄� dA;5 ���, â. 55, ¢ë¯. 5



130 �. ��������£¤¥ dA ®¯à¥¤¥«¥­  ª ª ¢ (2.14) ¨ � > −1 (®á®¡ë© ¨­â¥à¥á ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ §­ ç¥­¨ï� = ±12 ; 0). �­¤ãæ¨à®¢ ­­®¥ íâ¨¬ ¢¥à®ïâ­®áâ­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯®«®�¨â¥«ì­ëå á®¡Äáâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© ¨¬¥¥â ¢¨¤(2.26) 
onstn · exp(−
n∑i=1 �i) ·

n∏i=1��i ·
∏16i<j6n(�i − �j)2 d�1 · · ·d�n:� ¯®¬®éìî  áá®æ¨¨à®¢ ­­ëå ¬­®£®ç«¥­®¢ � £¥àà L�m(x) ≡ 1m!exx−� dmdxm (e−xxm+�); m = 0; 1; : : : ;¬®�­® ¯¥à¥¯¨á âì (2.26) ¢ ¢¨¤¥(2.27) 1n! det(Kn(xi; xj))16i;j6n;£¤¥(2.28) Kn(x; y) = n−1∑`=0 '(�)` (x) · '(�)` (y)¨ {'(�)` (x) = (�(�+ 1) · (n+ �n ))− 12L�̀(x)}∞`=0{ ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á á ¢¥á®¬ e−x · x� ­  ¢¥é¥áâ¢¥­­®© ¯®«ã®á¨. �á¯®«ì§ãïá­®¢  «¥¬¬ã 4, ¬ë ¬®�¥¬ â®ç­® ¢ëç¨á«¨âì k-â®ç¥ç­ë¥ ª®àà¥«ïæ¨®­­ë¥ äã­ªæ¨¨ ¨¯®ª § âì, çâ® ®­¨ § ¤ îâáï ¤¥â¥à¬¨­ ­â ¬¨ (k × k)-¬ âà¨æ á ï¤à®¬ (2.28).f)�¥¯ì ª®àà¥«¨à®¢ ­­ëå íà¬¨â®¢ëå¬ âà¨æ. ǑãáâìA1; : : : ; Ap { ª®¬¯«¥ªáÄ­ë¥ íà¬¨â®¢ë á«ãç ©­ë¥ (n× n)-¬ âà¨æë á á®¢¬¥áâ­®© ¢¥à®ïâ­®áâ­®© ¯«®â­®áâìî
onstn · exp[−Tr(12V1(A1) + V2(A2) + · · ·+ Vp−1(Ap−1) + 12Vp(Ap)(2.29) + 
1A1A2 + 
2A2A3 + · · ·+ 
p−1Ap−1Ap)]:�ë ®¡®§­ ç ¥¬ ¢¥é¥áâ¢¥­­®§­ ç­ë¥ á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï Aj ç¥à¥§ �̃j = (�j1; : : : ;�jn), j = 1; : : : ; p. �®£¤  á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ ï ¢¥à®ïâ­®áâ­ ï ¯«®â­®áâìá®¢¬¥áâ­®£® à á¯à¥¤¥«¥­¨ï á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© § ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®©pn(�̃1; : : : ; �̃p) = 
onstn ·

[ ∏16r<s6n(�1r − �1s)(�pr − �ps)](2.30)
×

[ p−1∏k=1 det[wk(�kr ; �k+1;s)]r;s=1;:::;n];£¤¥(2.31) wk(x; y) = exp(−12Vk(x)− 12Vk+1(y) + 
kxy):



�������������� ��������� �������� Ǒ��� 131�©­ à¤ ¨ �¥åâ  ãáâ ­®¢¨«¨ [49℄, çâ® ª®àà¥«ïæ¨®­­ë¥ äã­ªæ¨¨�k1;:::;kp(�11; : : : ; �1k1 ; : : : ;�p1; : : : ; �pkp)= p∏j=1 n!(n− kj)! ∫ pn(�̃1; : : : ; �̃p) · p∏j=1 n∏rj=kj+1 d�jrjíâ®© ¬®¤¥«¨ ¬®£ãâ ¡ëâì § ¯¨á ­ë ª ª (k × k)-®¯à¥¤¥«¨â¥«ì(2.32) det[Kij(�ir; �js)]r=1;:::;ki; s=1;:::;kj ; i;j=1;:::;pá k = k1 + · · ·+ kp. �  ï¢­ë¬¨ ä®à¬ã« ¬¨ ¤«ï ï¤¥àKij(x; y) ¬ë ®âáë« ¥¬ ç¨â â¥«ïª à ¡®â¥ [49℄ (á¬. â ª�¥ [50℄). � ¬¥â¨¬, çâ® (2.32) § ¤ ¥â ¤¥â¥à¬¨­ ­â­®¥ á«ãç ©­®¥â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥, ®¤­®ç áâ¨ç­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ª®â®à®£®, E, ï¢«ï¥âáï ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥¬ pª®¯¨© R1.g) �­¨¢¥àá «ì­®áâì ¢ â¥®à¨¨ á«ãç ©­ëå ¬ âà¨æ. �«ãç ©­ë¥ â®ç¥ç­ë¥¯®«ï �©à¨, �¥áá¥«ï ¨ á¨­ãá-¯®«ï. �ë ­ ç­¥¬ à áá¬®âà¥­¨¥ á ®¡é¥£® ª« áá ï¤¥à ¢¨¤ (2.33) K(x; y) = '(x) (y) − '(y) (x)x− y ;£¤¥(2.34) m(x)'′(x) = A(x)'(x) +B(x) (x);m(x) ′(x) = −C(x)'(x) −A(x) (x)¨ m(x), A(x), B(x), C(x) { ¬­®£®ç«¥­ë. �à¥©á¨ ¨ �¨¤®¬ ¯®ª § «¨ [51℄, çâ® ®¯à¥¤¥Ä«¨â¥«¨ �à¥¤£®«ì¬  ¨­â¥£à «ì­ëå ®¯¥à â®à®¢ á ï¤à ¬¨ ¢¨¤  (2.33) ¨ (2.34), ®£à ­¨Äç¥­­ë¬¨ ­  ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ª®­¥ç­®£® ç¨á«  ¨­â¥à¢ «®¢, ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¬ ãà ¢­¥­¨ï¬ ¢ ç áâ­ëå ¯à®¨§¢®¤­ëå. �¤à  �©à¨, �¥áá¥«ï ¨ á¨Ä­ãá-ï¤à  ï¢«ïîâáï ç áâ­ë¬¨ á«ãç ï¬¨ (2.33) ¨ (2.34). �«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï á¨­ãá-ï¤à ¯®«®�¨¬ '(x) ≡ 1� sin(�x);  (x) ≡ '′(x)
(m(x) ≡ 1; A(x) ≡ 0; B(x) ≡ 1; C(x) ≡ �2);¤«ï ï¤à  �©à¨ ¯®«®�¨¬ '(x) ≡ Ai(x);  (x) ≡ '′(x)(m(x) ≡ 1; A(x) ≡ 0; B(x) ≡ 1; C(x) ≡ −x);¨ ­ ª®­¥æ ¤«ï ï¤à  �¥áá¥«ï ¯®«®�¨¬'(x) ≡ J�(√x );  (x) ≡ x'′(x)

(m(x) ≡ x; A(x) ≡ 0; B(x) ≡ 1; C(x) ≡ 14(x− �2)): 5*



132 �. ���������¤¥áì Ai(x) { äã­ªæ¨ï �©à¨ ¨ J�(x) { äã­ªæ¨ï �¥áá¥«ï ¯®àï¤ª  � (á¬. [16℄). �«ïá®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ï¤¥à á¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥ â®ç­ë¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï (á¬. [51℄{[53℄)Ksine(x; y) = sin�(x− y)�(x− y) ;(2.35) KAiry(x; y) = Ai(x) ·A ′i(y)−Ai(y) ·A ′i(x)x− y(2.36) = ∫ ∞0 Ai(x+ t) ·Ai(y + t) dt;KBessel(x; y) = J�(√x) · √y · J ′�(√y )−√x · J ′�(√x ) · J�(√y )2 · (x − y)(2.37) = √x · J�+1(√x ) · J�(√y )− J�(√x )√y · J�+1(√y )2 · (x − y) :� ª ®â¬¥ç «®áì ¢ëè¥, á¨­ãá-ï¤à® ¢®§­¨ª ¥â ª ª áª¥©«¨­£®¢ë© ¯à¥¤¥« ¢­ãâà¨ á¯¥ªâÄà  ¢ £ ãáá®¢áª®¬ ã­¨â à­®¬  ­á ¬¡«¥ [15; £«. 5℄. � á¢®î ®ç¥à¥¤ì ï¤à® �©à¨ ¢®§­¨ª ¥âª ª áª¥©«¨­£®¢ë© ¯à¥¤¥« ã ªà ï á¯¥ªâà  ¢ £ ãáá®¢áª®¬ã­¨â à­®¬  ­á ¬¡«¥ ¨ ã ¯à ¢®Ä£® (\¬ï£ª®£®") ªà ï á¯¥ªâà  ¢  ­á ¬¡«¥ � £¥àà ,   ï¤à® �¥áá¥«ï ¢®§­¨ª ¥â ª ª áª¥©Ä«¨­£®¢ë© ¯à¥¤¥« ã «¥¢®£® (\â¢¥à¤®£®") ªà ï á¯¥ªâà  ¢  ­á ¬¡«¥ � £¥àà  [52℄{[54℄.�¨¯®â¥§  ã­¨¢¥àá «ì­®áâ¨ ¢ â¥®à¨¨ á«ãç ©­ëå ¬ âà¨æ ¯à¥¤¯®« £ ¥â, çâ® â ª¨¥ ¯à¥Ä¤¥«ë ï¢«ïîâáï ã­¨¢¥àá «ì­ë¬¨ ¤«ï è¨à®ª®£® ª« áá  íà¬¨â®¢ëå á«ãç ©­ëå ¬ âà¨æ.�¥¤ ¢­® £¨¯®â¥§  ã­¨¢¥àá «ì­®áâ¨ ¡ë«  ¤®ª § ­  ¤«ï ã­¨â à­® ¨­¢ à¨ ­â­ëå  ­Äá ¬¡«¥© (2.13) ¢­ãâà¨ á¯¥ªâà  [55℄{[57℄, [35℄ ¨ ¤«ï ­¥ª®â®àëå ª« áá®¢ ¬ âà¨æ�¨£­¥à ¢­ãâà¨ á¯¥ªâà  [58℄ ¨ ­  ªà î [59℄.� á«¥¤ãîé¥¬ à §¤¥«¥ ¬ë ¯®«­®áâìî ®å à ªâ¥à¨§ã¥¬ ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ë¥ á«ãç ©­ë¥â®ç¥ç­ë¥ ¯®«ï ¢ R1(Z1) á ­¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨ ®¤¨­ ª®¢® à á¯à¥¤¥«¥­­ë¬¨ á¯¥©á¨­£ ¬¨.2.4. �¥â¥à¬¨­ ­â­ë¥ á«ãç ©­ë¥ â®ç¥ç­ë¥ ¯®«ï á ­¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨ ®¤¨Ä­ ª®¢® à á¯à¥¤¥«¥­­ë¬¨ á¯¥©á¨­£ ¬¨. Ǒà®æ¥ááë ¢®ááâ ­®¢«¥­¨ï. �ë­ ç­¥¬ á ­¥ª®â®àëå ®á­®¢­ëå ä ªâ®¢ â¥®à¨¨ ¯à®æ¥áá®¢ ¢®ááâ ­®¢«¥­¨ï (á¬., ­ Ä¯à¨¬¥à, [60℄, [8℄). Ǒãáâì {�k}∞k=1 { ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ®¤¨­ ª®¢®à á¯à¥¤¥«¥­­ëå á«ãç ©­ëå ¢¥«¨ç¨­ ¨ �0 { ­¥ª®â®à ï ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï á«ãç ©­ ï¢¥«¨ç¨­ , ­¥§ ¢¨á¨¬ ï ®â {�k}∞k=1 (¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ �0 ¡ã¤¥â ¤àã£¨¬).�¯à¥¤¥«¨¬(2.38) xk = k∑j=0 �j ; k > 0:�â¨¬ § ¤ ¥âáï á«ãç ©­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì {xk}∞k=0 ¢ R1+. � â¥®à¨¨ ¢¥à®ïâ­®áâ¥©á«ãç ©­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì {xk}∞k=0 ¨§¢¥áâ­  ª ª ¯à®æ¥áá ¢®ááâ ­®¢«¥­¨ï á § ¯ §Ä¤ë¢ ­¨¥¬. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ �k, k > 1, ¨¬¥¥â ¯«®â­®áâì f(x), ­ §ëÄ¢ ¥¬ãî¯«®â­®áâìîà á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨­â¥à¢ «®¢, ¨ ª®­¥ç­®¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®¥ ®�¨¤ ­¨¥E�1 = ∫ ∞0 xf(x) dx. �®£¤  ¯«®â­®áâì ¢®ááâ ­®¢«¥­¨ï § ¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:u(x) = ∞∑k=1 fk∗(x) = f(x) + ∫ x0 f(x− y)f(y) dy(2.39) + ∫ x0 ∫ x−y20 f(x− y1 − y2)f(y1)f(y2) dy1 dy2 + · · · :



�������������� ��������� �������� Ǒ��� 133�®àà¥«ïæ¨®­­ë¥ äã­ªæ¨¨ ¢ëáè¨å ¯®àï¤ª®¢ ¯à®æ¥áá  ¢®ááâ ­®¢«¥­¨ï ­¥âàã¤­® ¢ëà Ä§¨âì ç¥à¥§ á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ®¤­®â®ç¥ç­ãî ª®àà¥«ïæ¨®­­ãî äã­ªæ¨î ¨ ¯«®â­®áâì¢®ááâ ­®¢«¥­¨ï. � á ¬®¬ ¤¥«¥ (á¬. [8; á. 136℄), ¤«ï t1 6 t2 6 · · · 6 tk ¨ k > 1 á¯à ¢¥¤Ä«¨¢  á«¥¤ãîé ï ä®à¬ã« :(2.40) �k(t1; : : : ; tk) = �1(t1) · u(t2 − t1) · u(t3 − t2) · : : : · u(tk − tk−1):�§ ¢ëè¥¯à¨¢¥¤¥­­ëå ®¯à¥¤¥«¥­¨© ­¥¬¥¤«¥­­® á«¥¤ã¥â, çâ® á«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥¢ R1+ ¨¬¥¥â ­¥§ ¢¨á¨¬ë¥ ®¤¨­ ª®¢® à á¯à¥¤¥«¥­­ë¥ á¯¥©á¨­£¨ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,ª®£¤  ®­® ï¢«ï¥âáï ¯à®æ¥áá®¬ ¢®ááâ ­®¢«¥­¨ï (2.38). �«ï â®£®, çâ®¡ë íâ®â ¯à®æ¥áá¡ë« âà ­á«ïæ¨®­­® ¨­¢ à¨ ­â­ë¬, ¢¥à®ïâ­®áâ­ ï ¯«®â­®áâì �0 ¤®«�­  § ¤ ¢ âìáïá®®â­®è¥­¨¥¬(2.41) 1E�1 ∫ +∞x f(t) dt ([8; á. 72℄, [60; à §¤¥« XI.3℄):Ǒà¨ íâ®¬ ®¤­®â®ç¥ç­ ï ª®àà¥«ïæ¨®­­ ï äã­ªæ¨ï â®�¤¥áâ¢¥­­® à ¢­  ª®­áâ ­â¥,�1(x) ≡ � > 0, ¨, â¥¬ á ¬ë¬, ¨§ (2.40) á«¥¤ã¥â, çâ® à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯à®æ¥áá ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯«®â­®áâìî ¢®ááâ ­®¢«¥­¨ï (¢ ç áâ­®áâ¨, ª®­áâ ­â  �®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® u(x), â ª ª ª � = (E�1)−1 ¨ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï � ¯« á  äã­ªæ¨© f ¨ uá¢ï§ ­ë ¬¥�¤ã á®¡®©). � çç¨ [7℄ à áá¬®âà¥«  á¯¥æ¨ «ì­ë© ª« áá âà ­á«ïæ¨®­­®¨­¢ à¨ ­â­ëå ¯à®æ¥áá®¢ ¢®ááâ ­®¢«¥­¨ï á ¯«®â­®áâìî à á¯à¥¤¥«¥­¨ï á¯¥©á¨­£®¢,§ ¤ ¢ ¥¬®© ä®à¬ã«®©(2.42) f(x) = 2�(1− 2��)− 12 · e− x� · sinh((1− 2��) 12 ·
(x�));£¤¥(2.43) 2�� 6 1; � > 0; � > 0;¨ ¯®ª § « , çâ® â ª¨¥ ¯à®æ¥ááë ï¢«ïîâáï ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ë¬¨ á«ãç ©­ë¬¨ â®ç¥ç­ë¬¨¯®«ï¬¨ á ï¤à®¬(2.44) K(x; y) = � · exp(−|x− y|=�)(ãá«®¢¨ï (2.43) ®§­ ç îâ ¢ â®ç­®áâ¨ â®, çâ® 0 < K 6 Id).� á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬¥ ¬ë ª« áá¨ä¨æ¨àã¥¬ ¢á¥ ¯à®æ¥ááë ¢®ááâ ­®¢«¥­¨ï á § ¯ §¤ëÄ¢ ­¨¥¬, ª®â®àë¥ ®¤­®¢à¥¬¥­­® ï¢«ïîâáï ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ë¬¨ á«ãç ©­ë¬¨ â®ç¥ç­ë¬¨¯®«ï¬¨ ¢ R1+.�¥®à¥¬  6. �¥â¥à¬¨­ ­â­®¥ á«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥ ¢ R1+ á íà¬¨â®¢ë¬ï¤à®¬ ¨¬¥¥â ­¥§ ¢¨á¨¬ë¥ ®¤¨­ ª®¢® à á¯à¥¤¥«¥­­ë¥ á¯¥©á¨­£¨ â®£¤  ¨ â®«ìª®â®£¤ , ª®£¤  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¥¬ã ¨­â¥£à «ì­ë© ®¯¥à â®à, «®ª «ì­® á ª®Ä­¥ç­ë¬ á«¥¤®¬, ¢ ¤®¯®«­¥­¨¥ ª ãá«®¢¨î 0 6 K 6 Id ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬¤¢ã¬ ãá«®¢¨ï¬.a) �«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å x1 6 x2 6 x3(2.45) K(x1; x2) ·K(x2; x3) = K(x1; x3) ·K(x2; x2):b) �«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å x1 6 x2 äã­ªæ¨ï(2.46) K(x2; x2)− K(x1; x2) ·K(x2; x1)K(x2; x1)§ ¢¨á¨â â®«ìª® ®â à §­®áâ¨ x2−x1. �á«¨ ¤¥â¥à¬¨­ ­â­®¥ á«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥¯®«¥ ï¢«ï¥âáï ª â®¬ã �¥ âà ­á«ïæ¨®­­® ¨­¢ à¨ ­â­ë¬, â® ®­® § ¤ ¥âáïä®à¬ã« ¬¨ (2.42){(2.44).



134 �. ��������� ¬¥ç ­¨¥ 8. � §ã¬¥¥âáï, âà ­á«ïæ¨®­­®¨­¢ à¨ ­â­®¥ ¤¥â¥à¬¨­ ­â­®¥ á«ãç ©Ä­®¥ â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥ ¢ R1+ ¬®�¥â ¡ëâì ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¯à®¤®«�¥­® ¤® âà ­á«ïÄæ¨®­­® ¨­¢ à¨ ­â­®£® ¤¥â¥à¬¨­ ­â­®£® á«ãç ©­®£® â®ç¥ç­®£® ¯®«ï ¢ R1.�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 6. �­ ç «  ¬ë ¤®ª �¥¬ áä®à¬ã«¨à®¢ ­­®¥ ¢ â¥®Äà¥¬¥ ãá«®¢¨¥ ­¥®¡å®¤¨¬®áâ¨. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ¤¥â¥à¬¨­ ­â­®¥ á«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥¯®«¥ á ï¤à®¬K(x; y) ï¢«ï¥âáï ¯à®æ¥áá®¬ ¢®ááâ ­®¢«¥­¨ï á § ¯ §¤ë¢ ­¨¥¬. � ª á«¥¤Äáâ¢¨¥ á®®â­®è¥­¨ï (2.40) á k = 2; 3 ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ä®à¬ã«ã ¤«ï ¯«®â­®áâ¨ ¢®ááâ ­®¢Ä«¥­¨ï(2.47) u(y − x) = K(y; y)− K(x; y) ·K(y; x)K(x; x) ; y > x;¨ ¢ëà �¥­¨¥ ¤«ï �3(x1; x2; x3) ¯à¨ x1 6 x2 6 x3:�3(x1; x2; x3) = K(x1; x1) · u(x2 − x1) · u(x3 − x2)(2.48) = K(x1; x1) · (K(x2; x2)− K(x1; x2) ·K(x2; x1)K(x1; x1) )

×
(K(x3; x3)− K(x2; x3) ·K(x3; x2)K(x2; x2) ):Ǒ®áª®«ìªã á ¢¥à®ïâ­®áâìî 1 ç áâ¨æë ®âáãâáâ¢ãîâ ¢­¥ ¬­®�¥áâ¢  A = {x : K(x; x)> 0}, ¬ë ¢á¥£¤  ¬®�¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì á«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥, ®£à ­¨ç¥­­®¥ ­  A.�à ¢­¨¢ ï(2.49) �3(x1; x2; x3) = det(K(xi; xj))16i;j63á (2.48), ¬ë ¯®«ãç ¥¬K(x1; x2) ·K(x2; x1) ·K(x2; x3) ·K(x3; x2) · 1K(x2; x2)= −K(x1; x3) ·K(x3; x1) ·K(x2; x2) +K(x1; x2) ·K(x2; x3) ·K(x3; x1)+K(x1; x3) ·K(x3; x2) ·K(x2; x1);çâ® íª¢¨¢ «¥­â­® à ¢¥­áâ¢ã1K(x2; x2) · (K(x1; x2) ·K(x2; x3)−K(x2; x2) ·K(x1; x3))

×
(K(x3; x2) ·K(x2; x1)−K(x3; x1) ·K(x2; x2)) = 0:Ǒ®áª®«ìªã âà¥â¨© ¬­®�¨â¥«ì ¢ ¯®á«¥¤­¥¬ à ¢¥­áâ¢¥ ï¢«ï¥âáï ª®¬¯«¥ªá­® á®¯àï�¥­Ä­ë¬ª® ¢â®à®¬ã¬­®�¨â¥«î,¬ë¯®«ãç ¥¬ (2.45). �á«®¢¨¥ b) â¥®à¥¬ëá«¥¤ã¥â ¨§ (2.47).� á«ãç ¥ âà ­á«ïæ¨®­­® ¨­¢ à¨ ­â­®£® ¤¥â¥à¬¨­ ­â­®£® á«ãç ©­®£® â®ç¥ç­®£® ¯®«ïï¤à®K(x; y) § ¢¨á¨â â®«ìª® ®âà §­®áâ¨x−y, ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ç¥£®K(x; y) = �·e−|x−y|=�·ei�(x−y),   ã­¨â à­® íª¢¨¢ «¥­â­®¥ ï¤à® e−i�xK(x; y) · ei�y á®¢¯ ¤ ¥â á (2.44). �®Äª �¥¬ â¥¯¥àì ãá«®¢¨¥ ¤®áâ â®ç­®áâ¨ â¥®à¥¬ë. �â ª, ¥á«¨ ï¤à® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â (2.45)¨ (2.46), â® äã­ªæ¨ï ¯«®â­®áâ¨ ¢®ááâ ­®¢«¥­¨ï ¤®«�­  ã¤®¢«¥â¢®àïâì á®®â­®è¥­¨îu(x2 − x1) = K(x2; x2)− K(x1; x2) ·K(x2; x1)K(x1; x1)



�������������� ��������� �������� Ǒ��� 135¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å x1 6 x2. Ǒãáâì x1 6 x2 6 · · · 6 xk. � ¬ ­¥®¡å®¤¨¬® ¢ë¢¥áâ¨  «£¥¡à Ä¨ç¥áª®¥ â®�¤¥áâ¢®det(K(xi; xi))16i;j6k(2.50) = K(x1; x1) · k−1∏i=1(K(xi+1; xi+1)− K(xi; xi+1) ·K(xi+1; xi)K(xi; xi) )¨§ ¡ §¨á­ëå â®�¤¥áâ¢ ¤«ï ª®¬¬ãâ¨àãîé¨å ¢¥«¨ç¨­K(xi; xj) ¨K(xi; xj), ã¤®¢«¥â¢®Äàïîé¨å á«¥¤ãîé¨¬ á®®â­®è¥­¨ï¬:K(xi; xj) ·K(xj ; x`) = K(xi; x`) ·K(xj ; xj); 1 6 i 6 j 6 ` 6 k;K(xi; xj) = K(xj ; xi):�¢¥¤¥¬ äã­ªæ¨¨ a(x) = K(x; x) ·K(0; x)−1 ¨ b(x) = K(0; x)−1. �®£¤  ¤«ï i 6 jK(xi; xj) = a(xi) · b(xj)−1;K(xj ; xi) = a(xi) · b(xj)−1:�â® ¯®§¢®«ï¥â ­ ¬ § ¯¨á âì ¤¥â¥à¬¨­ ­â ¢ ¢¨¤¥
∣∣∣∣∣∣∣∣

a(x1) · b(x1)−1; a(x1) · b(x2)−1; : : : ; a(x1) · b(xn)−1a(x1) · b(x2)−1; a(x2) · b(x2)−1; : : : ; a(x2) · b(xn)−1: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :a(x1) · b(xn)−1; a(x2) · b(xn)−1; : : : ; a(xn) · b(xn)−1 ∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.51)= a(x1) · b(x1)−1 n−1∏i=1(b(xi+1)−1 · b(xi+1)−1 · (a(xi+1) · b(xi+1)− a(xi) · b(xi)));çâ® ¢ â®ç­®áâ¨ á®¢¯ ¤ ¥â á ¯à ¢®© ç áâìî (2.50). Ǒ®áª®«ìªã ¬ë ãáâ ­®¢¨«¨, çâ®�k(x1; : : : ; xk) = �1(x1) · n−1∏i=1 u(xi+1 − xi); x1 6 x2 6 · · · 6 xk;®áâ ¢è ïáï ç áâì ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ­¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â âàã¤ . Ǒãáâì pk(x1; : : : ; xk) { ¯«®âÄ­®áâì �� ­®áá¨, â.¥. ¯«®â­®áâì ¢¥à®ïâ­®áâ¨ ¨¬¥âì ç áâ¨æë ¢ â®çª å x1; : : : ; xk ¨ ­¨Äç¥£® ¬¥�¤ã ­¨¬¨. � ¯®¬­¨¬, çâ®pk(x1; : : : ; xk) = ∞∑j=1 (−1)jj! ·

∫ �k+j(x1; : : : ; xk; yk+1; : : : ; yk+j) dyk+1 · · · dyk+j ;£¤¥ ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨¥ ¤«ï j-£® ç«¥­  ¯à®¨§¢®¤¨âáï ¯® ®¡« áâ¨ (x1; xk)× · · · × (x1; xk)
←− j à §−→ .�ë ãâ¢¥à�¤ ¥¬, çâ®(2.52) pk(x1; : : : ; xk) = �1(x1) · k−1∏i=1 f(xi+1 − xi);£¤¥ ¯«®â­®áâì à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨­â¥à¢ «®¢ f ¨ ¯«®â­®áâì ¢®ááâ ­®¢«¥­¨ï u á¢ï§ ­ëãà ¢­¥­¨¥¬ á¢¥àâª¨(2.53) u = f + u ∗ f:�¥®à¥¬  6 ¤®ª § ­ .



136 �. ��������� ¬¥ç ­¨¥ 9. �­ «®£ â¥®à¥¬ë6 á¯à ¢¥¤«¨¢ ¨ ¢ ¤¨áªà¥â­®¬ á«ãç ¥. �®ª § â¥«ìÄáâ¢®  ­ «®£¨ç­®. �¥®¡å®¤¨¬® â®«ìª® § ¬¥­¨âì (2.42) à¥è¥­¨¥¬ ¤¨áªà¥â­®£® ãà ¢­¥Ä­¨ï á¢¥àâª¨ (2.53) á u(n) = 1−� · e−2�n,K(n1; n2) = � · e−�|n1−n2|, 0 < � 6 1, � > 0,â ª çâ®(2.54) f̂(t) = ∞∑n=0 f(n)eint = (1− �)− (e−2� − �) · eit(2− �)− (2e−2� − �+ 1) · eit + e−2�e2it :� ¬¥ç ­¨¥ 10. �¥®à¥¬  6 ¤®¯ãáª ¥â ®¡®¡é¥­¨¥ ­  á«ãç ©, ª®£¤  ¬ã«ìâ¨¯«¨ª Äâ¨¢­®¥ â®�¤¥áâ¢® (2.45) ¯®-¯à¥�­¥¬ã á¯à ¢¥¤«¨¢®, ­® ¯«®â­®áâì ¢®ááâ ­®¢«¥­¨ïu(x1; x2) = K(x2; x2)− K(x1; x2) ·K(x2; x1)K(x1; x1)ã�¥ ­¥ ï¢«ï¥âáï äã­ªæ¨¥© â®«ìª® ®â à §­®áâ¨ x1 ¨ x2. � ª¨¥ ¯à®æ¥ááë ¨¬¥îâ ­¥§ ¢¨Äá¨¬ë¥, ­® ­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® ®¤¨­ ª®¢® à á¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ¨­â¥à¢ «ë, â ª ª ª à á¯à¥¤¥«¥Ä­¨¥ ¨­â¥à¢ «®¢ f(x; y) dy § ¢¨á¨â ®â ª®®à¤¨­ âë x «¥¢®© ç áâ¨æë. � ª¨¬ ®¡à §®¬,u(x1; x2) = f(x1; x2) + ∫ x2x1 f(x1; y1) · f(y1; x2) dy1(2.55) + ∫ x2x1 ∫ y2x1 f(x1; y1) · f(y1; y2) · f(y2; x2) dy1 dy2 + · · · ;£¤¥ f(x; y) { ®¤­®¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®¥ á¥¬¥©áâ¢® ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå ¯«®â­®áâ¥© â ª¨å, çâ®supp f(x; · ) ⊂ [x;+∞℄; f > 0; ∫ f(x; y) dy = 1:� ¯®¬­¨¬ ä®à¬ã«ã ®¡à é¥­¨ï ¤«ï ãà ¢­¥­¨ï (2.55):f(x1; x2) = u(x1; x2)− ∫ x2x1 u(x1; y1)u(y1; x2) dy1(2.56) + ∫ x2x1 ∫ y2x1 u(x1; y1) · u(y1; y2) · u(y2; x2) dy1 dy2 − · · · :� ¯¨áë¢ ï K(x; y) = a(x)b(y)−1, x 6 y, £¤¥ a(x) = K(x; x)K(0; x) , b(y) = 1K(0; y) ¨u(x; y) = 1
|b(y)|2 · (a(y)b(y) − a(x)b(x)), ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¢ ¯à¨­æ¨¯¥ ãà ¢­¥­¨¥ (2.56)®¯¨áë¢ ¥â ª« áá á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯«®â­®áâ¥© à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨­â¥à¢ «®¢ u(x; y).2.5. �¥à  Ǒ« ­è¥à¥«ï ­  à §¡¨¥­¨ïå ¨ ¥¥ ®¡®¡é¥­¨ï { z-¬¥àë ¨ ¬¥àë�ãà . Ǒ®¤ à §¡¨¥­¨¥¬ ç¨á«  n = 1; 2; : : : ¬ë ¯®­¨¬ ¥¬ ­ ¡®à ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå æ¥Ä«ëå ç¨á¥« � = (�1; : : : ; �m) â ª®©, çâ® �1 + · · · + �m = n ¨ �1 > �2 > · · · > �m.�­®�¥áâ¢® ¢á¥å à §¡¨¥­¨© n ¬ë ®¡®§­ ç ¥¬ ç¥à¥§ Par(n). �á­®¢­ë¥ à¥§ã«ìâ âë, ª Äá îé¨¥áï à §¡¨¥­¨©, ç¨â â¥«ì ¬®�¥â ­ ©â¨ ¢ ¬®­®£à ä¨ïå [61℄{[64℄. � ç áâ­®áâ¨,­ ¯®¬­¨¬, çâ® ª �¤®¬ã à §¡¨¥­¨î � ç¨á«  n (®¡®§­ ç ¥âáï ª ª � ⊢ n) ¬®�­® ¯®áâ Ä¢¨âì ¢ ®¤­®§­ ç­®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¤¨ £à ¬¬ã�­£  á |�| = n ª«¥âª ¬¨. � §¡¨¥­¨¥ �′á®®â¢¥âáâ¢ã¥â âà ­á¯®­¨à®¢ ­­®© ¤¨ £à ¬¬¥. Ǒãáâì d { ç¨á«® ¤¨ £®­ «ì­ëå ª«¥â®ª



�������������� ��������� �������� Ǒ��� 137¢ � (â.¥. ç¨á«® ¤¨ £®­ «ì­ëå ª«¥â®ª ¢ ¤¨ £à ¬¬¥ �­£ , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© �). �®Ä®à¤¨­ âë �à®¡¥­¨ãá  à §¡¨¥­¨ï � ®¡®§­ ç îâáï ç¥à¥§ (p1; : : : ; pd | q1; : : : ; qk), £¤¥pj = �j − j, qj = �′j − j, j = 1; : : : ; d. � �­ãî à®«ì à §¡¨¥­¨© ¢ â¥®à¨¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥Ä­¨© ­¥âàã¤­® ã¢¨¤¥âì ¨§ â®£® ä ªâ , çâ® í«¥¬¥­âë Par(n) ®¤­®§­ ç­® á®®â¢¥âáâ¢ãîâ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï¬ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯ë Sn (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [64℄, [62℄).�¥à  Ǒ« ­è¥à¥«ïMn ­  ¬­®�¥áâ¢¥ Par(n) ¢á¥å à §¡¨¥­¨© ç¨á«  n § ¤ ¥âáï á«¥¤ãîÄé¥© ä®à¬ã«®©:(2.57) Mn(�) = (dim�)2n! ;£¤¥ dim� { à §¬¥à­®áâì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï Sn. � §¬¥à­®áâì dim� ¬®Ä�¥â ¡ëâì ¢ëà �¥­  ¢ â¥à¬¨­ å ª®®à¤¨­ â �à®¡¥­¨ãá  ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¤¥â¥à¬¨­ ­â­®©ä®à¬ã«ë(2.58) dim�n! = det[ 1(pi + qj + 1) · pi! · qi!]16i;j6d;£¤¥ |�| = n [65; ¯à¥¤«®�¥­¨¥ 2.6, ä®à¬ã«  (2.7)℄. Ǒãáâì Par = ⊔∞n=0 Par(n). � áÄá¬®âà¨¬ ¬¥àãM� ­  Par, ª®â®àãî ¯®  ­ «®£¨¨ á® áâ â¨áâ¨ç¥áª®© ¬¥å ­¨ª®© ¡ã¤¥¬­ §ë¢ âì ¡®«ìè¨¬ ª ­®­¨ç¥áª¨¬  ­á ¬¡«¥¬:(2.59) M�(�) = e−� · �nn!Mn(�); ¥á«¨ � ∈ Par(n); n = 0; 1; 2; : : : ; 0 6 � <∞:�¥à M� ­ §ë¢ ¥âáï â ª�¥ ¯ã áá®­¨§ æ¨¥© ¬¥àMn. �§ (2.59) á«¥¤ã¥â, çâ® |�| à áÄ¯à¥¤¥«¥­  ¯® § ª®­ã Ǒã áá®­  á® áà¥¤­¨¬ � ¨Mn ¥áâì ãá«®¢­ ï ¬¥à M� ¯à¨ ãá«®¢¨¨
|�| = n. �á¯®«ì§ãï ª®®à¤¨­ âë�à®¡¥­¨ãá , ¬¥àëM� ¨Mn ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­ëª ª á«ãç ©­ë¥ â®ç¥ç­ë¥ ¯®«ï ­  à¥è¥âª¥ Z1. �¥¤ ¢­® �®à®¤¨­, �ªã­ìª®¢ ¨ �«ìè ­Äáª¨© [66℄ ¨, ­¥§ ¢¨á¨¬® ®â ­¨å, �®å ­áá®­ [67℄ ¤®ª § «¨, çâ® M� ï¢«ï¥âáï ¤¥â¥à¬¨Ä­ ­â­ë¬ á«ãç ©­ë¬ â®ç¥ç­ë¬ ¯®«¥¬ (¡®«¥¥ â®ç­®, ¢ [67℄ ¨§ãç «®áì â®«ìª® ®£à ­¨ç¥Ä­¨¥M� ­  ¯¥à¢ãî ¯®«®¢¨­ã ª®®à¤¨­ â �à®¡¥­¨ãá  (p1; : : : ; pd(�)), ¨, ª ª á«¥¤áâ¢¨¥,¡ë«  ¯®«ãç¥­  â®«ìª® â  ç áâì ä®à¬ã«ë (2.60), ª®â®à ï á®®â¢¥âáâ¢ã¥â xy > 0). �«ïâ®£® çâ®¡ë áä®à¬ã«¨à®¢ âì à¥§ã«ìâ âë à ¡®â [66℄, [67℄, ®¯à¥¤¥«¨¬ ¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ ­Ä­ë¥ ª®®à¤¨­ âë �à®¡¥­¨ãá  à §¡¨¥­¨ï �:Fr(�) := {p1 + 12 ; : : : ; pd + 12 ;−q1 − 12 ; : : : ;−qd − 12}:Ǒãáâì ��k(x1; : : : ; xk) { k-â®ç¥ç­ ï ª®àà¥«ïæ¨®­­ ï äã­ªæ¨ïM� ¢ ¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ ­­ëåª®®à¤¨­ â å �à®¡¥­¨ãá , £¤¥

{x1; : : : ; xk} ⊂ Z1 + 12 :�®£¤  ��k(x1; : : : ; xk) = det[K(xi; xj)]16i;j6k;



138 �. ��������£¤¥K { â ª ­ §ë¢ ¥¬®¥ ¤¨áªà¥â­®¥ ï¤à® �¥áá¥«ï,(2.60)K(x; y) = 




√� · J|x|− 12 (2√� ) · J|y|+ 12 (2√� )− J|x|+ 12 (2√� ) · J|y|− 12 (2√� )
|x| − |y| ;¥á«¨ x · y > 0;

√� · J|x|− 12 (2√� ) · J|y|− 12 (2√� )− J|x|+ 12 (2√� ) · J|y|+ 12 (2√� )x− y ;¥á«¨ x · y < 0;¨ Jx( · ) { äã­ªæ¨ï �¥áá¥«ï ¯®àï¤ª  x. � ¬¥â¨¬, çâ® ï¤à® K(x; y) ­¥ ï¢«ï¥âáï íà¬¨Äâ®¢® á¨¬¬¥âà¨ç­ë¬. �¤­ ª® áã�¥­¨ï íâ®£® ï¤à  ­  ¯®«®�¨â¥«ì­ãî ¨ ®âà¨æ â¥«ìÄ­ãî ¯®«ã®á¨ ï¢«ïîâáï íà¬¨â®¢® á¨¬¬¥âà¨ç­ë¬¨. �®à¬ã«  (2.60) ¬®�¥â à áá¬ âÄà¨¢ âìáï ª ª ¯à¥¤¥«ì­ë© á«ãç © ¡®«¥¥ ®¡é¥£® à¥§ã«ìâ â , ¯®«ãç¥­­®£® �®à®¤¨­ë¬¨ �«ìè ­áª¨¬ ¤«ï â ª ­ §ë¢ ¥¬ëå z-¬¥à (á¬. â¥®à¥¬ã 3.3 ¢ [68℄,   â ª�¥ [69℄{[71℄ ¨¯à¨¢¥¤¥­­ë¥ ¢ íâ¨å à ¡®â å ááë«ª¨). Ǒãáâì z, z′ { ª®¬¯«¥ªá­ë¥ ç¨á«  â ª¨¥, çâ® ¨«¨(2.61) z′ = �z ∈ C \ Z;¨«¨ [z℄ < min(z; z′) 6 max(z; z′) < [z℄ + 1;£¤¥ z, z′ { ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¨ [z℄ { æ¥« ï ç áâì z. �¡®§­ ç¨¬ (x)j = x·(x+1)·: : :·(x+j−1),(x)0 = 1. � «¥¥, ¢¢¥¤¥¬ ¤¢ã¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®¥ á¥¬¥©áâ¢® ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå ¬¥àM (n)z;z′ ­ Par(n). �â¨ ¬¥àë ¢®§­¨ª«¨ ¢ £ à¬®­¨ç¥áª®¬  ­ «¨§¥ ­  ¡¥áª®­¥ç­®© á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®©£àã¯¯¥ [71℄, [65℄. Ǒ® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ®­¨ § ¤ îâáï ª ªM (n)z;z′(�) = (z · z′)d(�)(z · z′)n ·
d(�)∏i=1 (z + 1)pi · (z′ + 1)pi(2.62)

× (−z + 1)qi · (−z′ + 1)qi · dim2 �
|�|! :�ä®à¬ã«¨à®¢ ­­ë¥ ¢ëè¥ ãá«®¢¨ï ­  z ¨ z′ íª¢¨¢ «¥­â­ë âà¥¡®¢ ­¨î, çâ® (z)j · (z′)j¨ (−z)j · (−z′)j ¯®«®�¨â¥«ì­ë ¯à¨ j = 1; 2; : : : . �â¬¥â¨¬, çâ®M (n)z;z′ áå®¤¨âáï ª ¬¥à¥Ǒ« ­è¥à¥«ïMn ¯à¨ z; z′ → ∞. �¥à M (n)z;z′ ­ §ë¢ ¥âáï z-¬¥à®© n-£® ãà®¢­ï. � áÄá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ®âà¨æ â¥«ì­®¥ ¡¨­®¬¨ «ì­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ­  ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå æ¥Ä«ëå ç¨á« å (1− �)z·z′ · (z · z′)nn! �n; n = 0; 1; : : : ;£¤¥ � { ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë© ¯ à ¬¥âà, 0 < � < 1. �®®â¢¥âáâ¢ãîé ï á¬¥áì z-¬¥à ãà®¢­¥©n = 0; 1; 2; : : : § ¤ ¥â ¬¥àãMz;z′;� ­  Par. � ¬¥â¨¬, çâ® ¬¥à Mz;z′;� ¢ëà®�¤ ¥âáï¢M�, ¥á«¨ z; z′ → ∞ ¨ � → 0 â ª, çâ® zz′� → �. � à ¡®â¥ [68℄ ¡ë«® ¯®ª § ­®,çâ® ¢¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ ­­ëå ª®®à¤¨­ â å �à®¡¥­¨ãá Mz;z′;� ï¢«ï¥âáï ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ë¬ á«ãÄç ©­ë¬ â®ç¥ç­ë¬ ¯®«¥¬ ­ Z1+ 12 . �®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¥¬ã ï¤à® ¬®�¥â ¡ëâì ¢ëà �¥­®¢ â¥à¬¨­ å £¨¯¥à£¥®¬¥âà¨ç¥áª®© äã­ªæ¨¨ � ãáá  ¨ ­ §ë¢ ¥âáï £¨¯¥à£¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬ï¤à®¬. �ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¬­®£¨¥ ¨§¢¥áâ­ë¥ ï¤à  ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®«ãç¥­ë ª ª ¢ëà®�¤¥Ä­¨ï £¨¯¥à£¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® ï¤à ; ¢ ç áâ­®áâ¨, ï¤à® �à¬¨â  ((2.2), (2.3), (2.7)), ï¤à®



�������������� ��������� �������� Ǒ��� 139� £¥àà  ((2.2), (2.28)), ï¤à® �¥©ªá­¥à  (á¬. ¤ «¥¥ (2.67)), ï¤à® � à«ì¥. �¥à àå¨ï¢ëà®�¤¥­¨© £¨¯¥à£¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® ï¤à  ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡­® ¨§«®�¥­  ¢ [69; à §¤¥« 9℄.�¥¤ ¢­®�ªã­ìª®¢ ¯®ª § « [72℄, çâ® ¬¥àëMz;z′;� ï¢«ïîâáï á¯¥æ¨ «ì­ë¬á«ãç ¥¬ ¡¥áÄª®­¥ç­® ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®£® á¥¬¥©áâ¢  ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå ¬¥à ­  Par, ­ §ë¢ ¥¬ëå ¬¥à ¬¨�ãà  ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¬¨ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:(2.63) M(�) = 1z s�(x) · s�(y);£¤¥ s� { äã­ªæ¨¨ �ãà  (®¯à¥¤¥«¥­¨¥ äã­ªæ¨© �ãà  ¯à¨¢®¤¨âáï ¢ [61℄ ¨ [63℄), x =(x1; x2; : : : ) ¨ y = (y1; y2; : : : ) { ­ ¡®à ¯ à ¬¥âà®¢ â ª¨å, çâ® ¢¥«¨ç¨­ (2.64) Z = ∑�∈Par s�(x) · s�(y) = ∏i;j (1− xiyj)−1ª®­¥ç­  ¨ {xi}∞i=1 = {yi}∞i=1. �¥àëMz;z′;� ä®à¬ «ì­® á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ∑∞i=1 xmi =�m2 · z,∑∞i=1 ymi = �m2 · z′,m = 1; 2 : : : . �®«¥¥ â®ç­®, á«¥¤ã¥â à áá¬ âà¨¢ âì áâ¥¯¥­Ä­ë¥ àï¤ë �ìîâ®­  ª ª ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¥ ¯ à ¬¥âàë ¨ ¢ëà §¨âì äã­ªæ¨¨�ãà  ª ª ¬­®Ä£®ç«¥­ë ¯® íâ¨¬ áâ¥¯¥­­ë¬ àï¤ ¬. �¥à®ïâ­®, â¥¯¥àì ç¨â â¥«ì ­¥ á«¨èª®¬ ã¤¨¢¨âáï,ã§­ ¢, çâ® ¬¥àë�ãà  â ª�¥ ¬®£ãâ à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ë¥ á«ãç ©­ë¥â®ç¥ç­ë¥ ¯®«ï [72; â¥®à¥¬ë 1, 2℄!2.6. �®¤¥«ì ¤¢ã¬¥à­®£® á«ãç ©­®£® à®áâ . � ª ç¥áâ¢¥ ¯®á«¥¤­¥£® ¯à¨¬¥à ¬ë à áá¬®âà¨¬ ®¤­ã ¬®¤¥«ì ¤¢ã¬¥à­®£® á«ãç ©­®£® à®áâ  [73℄. Ǒãáâì {aij}i;j>1{ á¥¬¥©áâ¢® ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ®¤¨­ ª®¢® £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ à á¯à¥¤¥«¥­­ëå á«ãç ©­ëå¢¥«¨ç¨­(2.65) p(aij = k) = p · qk; k = 0; 1; 2; : : : ;£¤¥ 0 < q < 1, p = 1−q. � á¯à¥¤¥«¥­¨¥ (2.65)¬®�¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª à á¯à¥¤¥«¥Ä­¨¥ ¬®¬¥­â  ¯¥à¢®£® ãá¯¥å  ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¨á¯ëâ ­¨© �¥à­ã««¨. �¯à¥¤¥«¨¬(2.66) G(M;N) = max� ∑(i;j)∈� aij ;£¤¥ ¬ ªá¨¬ã¬ ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¬ \¢¢¥àå/­ ¯à ¢®" ¯ãâï¬ � ¨§ (1,1) ¢ (M;N), ¤àã£¨¬¨á«®¢ ¬¨, ¯® ¢á¥¬ ¯ãâï¬� = {(i1; j1) = (1; 1); (i2; j2); (i3; j3); : : : ; (iM+N−1; jM+N−1) = (M;N)}â ª¨¬, çâ® (ik+1; jk+1) − (ik; jk) ∈ {(0; 1); (1; 0)}. Ǒ®¯ãâ­® ®â¬¥â¨¬, çâ® à á¯à¥¤¥Ä«¥­¨¥ á«ãç ©­ëå ¢¥«¨ç¨­ {G(M;N)} ¬®�¥â ¡ëâì ¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ ­® ¢ â¥à¬¨­ å à áÄâãé¨å á«ãç ©­ë¬ ®¡à §®¬ ¤¨ £à ¬¬ �­£  ¨ ¯®«­®áâìî  á¨¬¬¥âà¨ç­ëå ¯à®æ¥áá®¢¨áª«îç¥­¨ï á ¤¨áªà¥â­ë¬ ¢à¥¬¥­¥¬ (¡®«¥¥ ¤¥â «ì­® á¬. [73℄). �¥§ ¯®â¥à¨ ®¡é­®áâ¨¬®�­® ¯à¥¤¯®«®�¨âì, çâ®M > N > 1. �«ï â®£® çâ®¡ë ãáâ ­®¢¨âì ¡®«¥¥ ï¢­® á¢ï§ìá ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ë¬¨ á«ãç ©­ë¬¨ â®ç¥ç­ë¬¨ ¯®«ï¬¨, ¬ë ¢¢¥¤¥¬ ­  ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëåæ¥«ëå ç¨á« å x = 0; 1; 2 : : : ¤¨áªà¥â­ë© ¢¥á wqK(x) = (x+K−1x )
· qx,K =M −N + 1.�àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë¥ á ¢¥á®¬ wqK ¬­®£®ç«¥­ë {Mn(x)}n>0 ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­ë ª« áá¨Äç¥áª¨¬ ¬­®£®ç«¥­ ¬�¥©ªá­¥à  [74℄. �¤à®(2.67) KM;N (x; y) = N−1∑j=0 Mj(x)Mj(y)(wqK(x)wqK (y))1=2



140 �. ��������ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ «¥¬¬ë 4 á áç¨â îé¥© ¬¥à®© ­  ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå æ¥«ëå ç¨áÄ« å. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,(2.68) pN (x1; : : : ; xN ) = 1N ! det(KM;N(xi; xj))16i;j6N§ ¤ ¥â ¤¨áªà¥â­®¥ ¤¥â¥à¬¨­ ­â­®¥ á«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥. �®å ­á®­ ¯®ª § «, çâ®à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ á«ãç ©­®© ¢¥«¨ç¨­ëG(M;N) á®¢¯ ¤ ¥â á à á¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ á ¬®© ¯à Ä¢®© ç áâ¨æë ¢ (2.68). Ǒ®á«¥ ¯®¤å®¤ïé¥© ­®à¬¨à®¢ª¨ íâ® à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áå®¤¨âáï ¢¯à¥¤¥«¥ N → ∞, M → ∞, MN → 
onst ª à á¯à¥¤¥«¥­¨î á ¬®© ¯à ¢®© ç áâ¨æë ¢á«ãç ©­®¬ â®ç¥ç­®¬ ¯®«¥ �©à¨ (2.36). �®¯®«­¨â¥«ì­ãî ¨­ä®à¬ æ¨î ¯® â¥¬¥ ¤¢ãå¯®á«¥¤­¨å à §¤¥«®¢ ¬®�­® ­ ©â¨ ¢ ­¥¤ ¢­¨å à ¡®â å [75℄{[88℄.3. �à ­á«ïæ¨®­­® ¨­¢ à¨ ­â­ë¥¤¥â¥à¬¨­ ­â­ë¥ á«ãç ©­ë¥ â®ç¥ç­ë¥ ¯®«ï� ª ¨ à ­¥¥, ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ (X;B;P) á«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥ á ®¤­®ç áâ¨ç­ë¬¯à®áâà ­áâ¢®¬E, â.¥.X { ¯à®áâà ­áâ¢®«®ª «ì­®ª®­¥ç­ëåª®­ä¨£ãà æ¨©ç áâ¨æ ¢E,B { ¡®à¥«¥¢áª ï �- «£¥¡à  ¨§¬¥à¨¬ëå ¯®¤¬­®�¥áâ¢ X ¨ P { ¢¥à®ïâ­®áâ­ ï ¬¥à  ­ (X;B). � ¤ ­­®¬ à §¤¥«¥ ¬ë ¢á¥£¤  ¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® E = Rd ¨«¨ Zd. �¥©áâ¢¨¥­¥¯à¥àë¢­ëå á¤¢¨£®¢ {T t}t∈E  ¤¤¨â¨¢­®© £àã¯¯ëE ­ X ®¯à¥¤¥«¨¬ á«¥¤ãîé¨¬ ¥áÄâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬:(3.1) T t :X → X; (T t�)i = (�)i + t:�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 5. �«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥ (X;B;P) ­ §ë¢ ¥âáïâà ­á«ïæ¨®­­®¨­¢ à¨ ­â­ë¬, ¥á«¨ ¤«ï ¢á¥å A ∈ B ¨ t ∈ EP(T−tA) = P(A):�à ­á«ïæ¨®­­ ï ¨­¢ à¨ ­â­®áâì á«ãç ©­®£® â®ç¥ç­®£® ¯®«ï ¢«¥ç¥â âà ­á«ïæ¨®­Ä­ãî ¨­¢ à¨ ­â­®áâì k-â®ç¥ç­ëå ª®àà¥«ïæ¨®­­ëå äã­ªæ¨©:(3.2) �k(x1 + t; : : : ; xk + t) = �k(x1; : : : ; xk) ¯.¢.; k = 1; 2; : : : ; t ∈ E:� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¥á«¨ {�k} ¨­¢ à¨ ­â­ë ¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬ {T t}, â® áãé¥áâ¢ã¥â á®®âÄ¢¥âáâ¢ãîé¥¥ á«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥, ï¢«ïîé¥¥áï âà ­á«ïæ¨®­­®¨­¢ à¨ ­â­ë¬ [3℄.� ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ âà ­á«ïæ¨®­­® ¨­¢ à¨ ­â­ë¥ ª®àà¥«ïæ¨®­­ë¥ äã­ªæ¨¨ § ¤ îâ P¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬, â® á«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥ âà ­á«ïæ¨®­­® ¨­¢ à¨ ­â­®. �â®¯à¨¢®¤¨â ª á«¥¤ãîé¥¬ã ªà¨â¥à¨î ¢ á«ãç ¥ ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ëå á«ãç ©­ëå â®ç¥ç­ëå ¯®Ä«¥©: ¤¥â¥à¬¨­ ­â­®¥ á«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥ âà ­á«ïæ¨®­­® ¨­¢ à¨ ­â­® â®£¤  ¨â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ï¤à®K âà ­á«ïæ¨®­­® ¨­¢ à¨ ­â­®, â.¥.K(x; y) = K(x− y; 0) =:K(x − y). � ¤ ­­®¬ à §¤¥«¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨§ãç âì âà ­á«ïæ¨®­­® ¨­¢ à¨ ­â­ë¥ ¤¥â¥àÄ¬¨­ ­â­ë¥ á«ãç ©­ë¥ â®ç¥ç­ë¥ ¯®«ï. � ¯¥à¢ãî ®ç¥à¥¤ì ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨áá«¥¤®¢ âì íàÄ£®¤¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  ¤¨­ ¬¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë (X;B;P; {T t}). �«ï ã¤®¡áâ¢  ç¨â â¥«ï­ ¯®¬­¨¬ ®á­®¢­ë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï íà£®¤¨ç¥áª®© â¥®à¨¨ [89℄.{ �¨­ ¬¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  ­ §ë¢ ¥âáï íà£®¤¨ç¥áª®©, ¥á«¨ ¬¥à  P(A) ª �¤®£® ¨­¢ Äà¨ ­â­®£® ¬­®�¥áâ¢  A à ¢­  0 ¨«¨ 1.



�������������� ��������� �������� Ǒ��� 141{ �¨­ ¬¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ ¯¥à¥¬¥è¨¢ îé¥© ªà â­®áâ¨ r > 1,¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå äã­ªæ¨© f0; f1; : : : ; fr ∈ Lr+1(X;B;P) á¯à ¢¥¤«¨¢® á®®â­®è¥Ä­¨¥(3.3) limt1;:::;tr→∞ ∫X f0(�)f1(T t1�) : · · · : fr(T t1+···+tr�) dF = r∏i=0 ∫X fi(�) dP:{ �¨­ ¬¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬ ¨¬¥¥â  ¡á®«îâ­® ­¥¯à¥àë¢­®© á¯¥ªâà,¥á«¨¤«ï ¢á¥åäã­ªÄæ¨© f ∈ L2(X;B;P), ®àâ®£®­ «ì­ëå ®¤­®¬¥à­®¬ã ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ã ª®­áâ ­â,(3.4) ∫X f(�)f(T t�) dP = ∫ ei(t·�)hf (�) d�;£¤¥ ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨¥ ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ¯à®¨§¢®¤¨âáï ¯® Rd ¢ ­¥¯à¥àë¢­®¬ á«ãç ¥ ¨¯® [0; 2�℄d ¢ ¤¨áªà¥â­®¬ á«ãç ¥ ¨ hf (�) d� { ª®­¥ç­ ï ¬¥à ,  ¡á®«îâ­® ­¥¯à¥àë¢Ä­ ï ¯® ¬¥à¥ �¥¡¥£ . � ¢¥­áâ¢® (3.4) ¬®�­® ¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à Ä§®¬. �¯à¥¤¥«¨¬ d-¯ à ¬¥âà¨ç¥áªãî £àã¯¯ã ã­¨â à­ëå ®¯¥à â®à®¢ {U t}t∈E ­ L2(X;B;P): (U tf)(�) = f(T t�):�¡ëç­® â ª®¥ á¥¬¥©áâ¢® ã­¨â à­ëå ®¯¥à â®à®¢ ­ §ë¢ ¥âáï á®¯àï�¥­­ë¬ ª ¤¨Ä­ ¬¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥. �¥£ª® ¯®ª § âì, çâ® ®¯¥à â®àë {U t} ª®¬¬ãâ¨àãîâ ¤àã£ á¤àã£®¬. Ǒ®áª®«ìªã L2(X;B;P) { á¥¯ à ¡¥«ì­® ¨ (U t ; ') { ¨§¬¥à¨¬ ï äã­ªæ¨ït ¤«ï ¢á¥å  ; ' ∈ L2(X;B;P), ¯® â¥®à¥¬¥ ä®­ �®©¬ ­  [12; â. 1, â¥®à¥¬  VIII.9℄§ ª«îç ¥¬, çâ® U t á¨«ì­® ­¥¯à¥àë¢­®. � á«ãç ¥ E = Rd ¬ë ¨¬¥¥¬ hf (�) d� =d(f;Q�f), £¤¥ dQ� { ¯à®¥ªâ®à­®§­ ç­ ï ¬¥à , ®¯¥à â®àëQ� = Q(−∞;�1)×···×(−∞;�d) = d∏j=1�(−∞;�j)(Aj)¨ {Aj}dj=1 ï¢«ïîâáï £¥­¥à â®à ¬¨®¤­®¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨å £àã¯¯U (0;:::;tj ;0;:::;0), ¨�(−∞;t) { å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï äã­ªæ¨ï (−∞; t) [12; â. 1, â¥®à¥¬  VIII.12℄. � ¤¨áÄªà¥â­®¬ á«ãç ¥E = Zd, dQ� { ¯à®¥ªâ®à­®§­ ç­ ï ¬¥à  ­  d-¬¥à­®¬ â®à¥,Q[1;ei�1 ℄×···×[1;ei�d ℄ = d∏j=1�[1;ei�j ℄(Uj); Uj = U (0;:::;tj=1;:::;0):�¥®à¥¬  7. Ǒãáâì (X;B;P) { âà ­á«ïæ¨®­­® ¨­¢ à¨ ­â­®¥ ¤¥â¥à¬¨­ ­âÄ­®¥ á«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥. �®£¤  ¤¨­ ¬¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  (X;B;P; {T t}) íàÄ£®¤¨ç­ , ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ ¯¥à¥¬¥è¨¢ ­¨ï «î¡®© ªà â­®áâ¨ ¨ ¨¬¥¥â  ¡á®Ä«îâ­® ­¥¯à¥àë¢­ë© á¯¥ªâà.� ¬¥ç ­¨¥ 11. � ¯®¬­¨¬, çâ® ¨§  ¡á®«îâ­®© ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ á¯¥ªâà  á«¥¤ã¥âá¢®©áâ¢® ¯¥à¥¬¥è¨¢ ­¨ï ªà â­®áâ¨ 1, ®âªã¤  ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì á«¥¤ã¥â íà£®¤¨çÄ­®áâì [89℄.



142 �. ���������®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 7. � ¬¥â¨¬, çâ® «¨­¥©­ë¥ ª®¬¡¨­ æ¨¨ äã­ªæ¨©(3.5) f(�) = N∏j=1Sgj (�); N > 1; Sg(�) = ∑i g(xi); gj ∈ C∞0 (Rd); j = 1; : : :N;¯«®â­ë ¢L2(X;B;P). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤®áâ â®ç­® ãáâ ­®¢¨âì (3.3) ¨ (3.4) â®«ìª® ¤«ïâ ª¨å äã­ªæ¨©. � ç­¥¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® á «¥¬¬ë, ¯®§¢®«ïîé¥© ¢ëç¨á«¨âì ¬ â¥¬ â¨Äç¥áª®¥ ®�¨¤ ­¨¥ ¤«ï (3.5).�¥¬¬  5. a)EP N∏j=1Sgj (�) = N∑m=1 ∑¯® à §¡¨¥­¨ï¬
Fm̀=1 C`={1;:::;N} m∏`=1[#(C`)∑k`=1 ∑¯® à §¡¨¥­¨ï¬

Fk`i=1 B`i=C`(3.6)
{ ∑�∈Sk` (−1)�k` ·

∫ k∏̀i=1 gB`i(x�(i)) ·K(x�(i+1) − x�(i)) dx1 · · · dxk`}];£¤¥ gB`i(x) = ∏j∈B`i gj(x).b) E∏N1+···+Nr+1j=1 Sgj (�) − ∏r+1s=1(E∏N1+···+NsN1+···+Ns−1+1 Sgj (�)) = ¢ëà �¥­¨¥,  ­ Ä«®£¨ç­®¥ (3.6), á ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®â«¨ç¨¥¬, á®áâ®ïé¨¬ ¢ â®¬, çâ® à §¡¨¥­¨ï(3.7) m⊔`=1C` = {1; 2; : : : ; r+1∑s=1Ns}ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î (∗), £¤¥(∗) �ãé¥áâ¢ã¥â ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®¤¨­ í«¥¬¥­â C` à §¡¨¥­¨ï â ª®©, çâ®¯¥à¥á¥ç¥­¨ï C` á ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ¤¢ã¬ï ¨§ ­ ¡®à®¢ {1; : : :N1}; : : : ; {N1 +
· · ·+Ns−1+1; : : : ; N1+ · · ·+Ns}; : : : ; {N1+ · · ·+Nr+1; : : : ; N1+ · · ·+Nr+1}­¥ ¯ãáâë.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª § â¥«ìáâ¢® ç áâ¨ a) ­¥ á®áâ ¢«ï¥â âàã¤  ¨ ¯®«­®áâìî ­ «®£¨ç­® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã, ¯à¨¢¥¤¥­­®¬ã ¢ ­ ç «¥ §2 ¢ [42℄ (á¬. ä®à¬ã«ë (2.1){(2.7)ãª § ­­®© à ¡®âë). �®ª § â¥«ìáâ¢® ç áâ¨ b) á«¥¤ã¥â ¨§ a).�«ï ¢ë¢®¤  á¢®©áâ¢  ¯¥à¥¬¥è¨¢ ­¨ï (3.3) § ¬¥­¨¬ ¢ ä®à¬ã«¥ (3.7) gj( · ) ¤«ïN1+

· · · + Ns−1 + 1 6 j 6 N1 + · · · + Ns, s = 1; : : : ; r + 1, ­  gj( · + t1 + · · · + ts−1).� ä¨ªá¨àã¥¬ à §¡¨¥­¨¥ ⊔m̀=1 C` = {1; 2; : : : ; N1 + · · · + Nr+1}. Ǒ®áª®«ìªã äã­ªæ¨¨
{gj} ®£à ­¨ç¥­ë ¨ ¨¬¥îâ ª®¬¯ ªâ­ë© ­®á¨â¥«ì, ª �¤ë© ¨§m ¬­®�¨â¥«¥© ¢ ¯à ¢®©ç áâ¨ (3.6) ®£à ­¨ç¥­. �â¢¥à�¤ ¥âáï, çâ® â®£¤  `-© ¬­®�¨â¥«ì (á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨©C`, £¤¥ ` { â®â �¥ ¨­¤¥ªá, çâ® ¨ ¢ ãá«®¢¨¨ (∗)) áâà¥¬¨âáï ª ­ã«î. �«ï ¯à®¢¥àª¨ íâ®£®ä ªâ  § ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­®¥ à §¡¨¥­¨¥ C`, ⊔k`i=1B`i = C`. Ǒ® ¯à¥¤¯®«®�¥­¨î,C` á®¤¥à�¨â ¨­¤¥ªáë 1 6 u < v 6 N1 + · · · + Nr+1 â ª¨¥, çâ® u ¨ v ¯à¨­ ¤«¥� âà §«¨ç­ë¬¯®¤¬­®�¥áâ¢ ¬ {1; : : : ; N1}; : : : ; {N1+· · ·+Ns−1+1; : : : ; N1+· · ·+Ns}; : : : ;
{N1 + · · ·+Nr + 1; : : : ; N1 + · · ·+Nr+1}. Ǒ®ª �¥¬, çâ®(3.8) ∫ k∏̀i=1 gB`i(x�(i)) ·K(x�(i+1) − x�(i)) dx1 · · · dxk`



�������������� ��������� �������� Ǒ��� 143áâà¥¬¨âáï ª ­ã«î ¯à¨min{ts; 1 6 s 6 r} → ∞. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨min{ts; 1 6 s 6 r}¤®áâ â®ç­® ¢¥«¨ª, â® ¨­¤¥ªáë u ¨ v ¯à¨­ ¤«¥� â à §«¨ç­ë¬ B`i ¨«¨, ¨­ ç¥, á®®âÄ¢¥âáâ¢ãîé ï ¢¥«¨ç¨­  gB`i â®�¤¥áâ¢¥­­® à ¢­  ­ã«î (­®á¨â¥«¨ ¬­®�¨â¥«¥© ¢ gB`i­¥ ¡ã¤ãâ ¯¥à¥á¥ª âìáï). �á«¨ �¥ u ¨ v ¯à¨­ ¤«¥� â à §«¨ç­ë¬ B`i, â®  à£ã¬¥­â ¢K(x�(i+1)−x�(i)) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® i ¡®«ìè¥ ç¥¬ min{ts; 1 6 s 6 r}. Ǒ®áª®«ìªã ¯à¥®¡Äà §®¢ ­¨¥ �ãàì¥ ï¤à K(x), K̂(t) = 12� ∫ eixtK(x) dx, { ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï áã¬¬¨àã¥Ä¬ ï äã­ªæ¨ï (®£à ­¨ç¥­­ ï á¢¥àåã ¥¤¨­¨æ¥©), â® ¯® «¥¬¬¥ �¨¬ ­ {�¥¡¥£  ¯®«ãç ¥¬,çâ®K(x�(i+1) − x�(i)) áâà¥¬¨âáï ª ­ã«î. �áâ «ì­ë¥ ¬­®�¨â¥«¨ ¢ (3.8) ®£à ­¨ç¥­ë,¨ ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨¥ ¯à®¨§¢®¤¨âáï ¯® ®£à ­¨ç¥­­®¬ã ¬­®�¥áâ¢ã. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, (3.8)áâà¥¬¨âáï ª ­ã«î, ¨§ ç¥£® á«¥¤ã¥â á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì á¢®©áâ¢  ¯¥à¥¬¥è¨¢ ­¨ï.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢   ¡á®«îâ­®© ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ á¯¥ªâà  ¯à¨¬¥­¨¬ (3.7) ª á«ãç î,ª®£¤  r = 2, N1 = N2 = N , gN+j(x) = gj(x+ t), j = 1; : : : ; N , f(�) = ∏Nj=1 Sgj (�),f(T t�) = ∏Nj=1 Sgj (T t�) = ∏2Nj=N+1 Sgj (�). �¬¥¥¬E(f(�)− Ef) · (f(T t�)− Ef) = 2N∑m=1 ∑∗¯® à §¡¨¥­¨ï¬
Fm̀=1 C`={1;:::;2N} m∏`=1[#(C`)∑k`=1(3.9)

∑¯® à §¡¨¥­¨ï¬
Fk`i=1 B`i=C`{ ∑�∈Sk` (−1)�k` ·

∫ k∏̀i=1 gB`�(i)(xi) ·K(xi+1 − xi) dx1 · · · dxk`}];£¤¥ ¬ë ¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® ¢ ¨­â¥£à «¥ xk`+1 = x1, ¨ áã¬¬¨à®¢ ­¨¥ ¢ ∑∗ ¯à®¨§¢®Ä¤¨âáï ¯® à §¡¨¥­¨ï¬ {C1; : : : ; Cm} â ª¨¬, çâ® ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ¤«ï ®¤­®£® í«¥¬¥­â C` à §¡¨¥­¨ï ª ª C` ∩ {1; 2; : : : ; N}, â ª ¨ C` ∩ {N + 1; : : : ; 2N} { ­¥¯ãáâë¥ ¬­®�¥áÄâ¢  (¢ëè¥ ¬ë ®¡®§­ ç¨«¨ ¯®á«¥¤­¥¥ ãá«®¢¨¥ ç¥à¥§ (∗)). �­®�¨â¥«¨ ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¨∏m̀=1, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ â¥¬ `, ª®â®àë¥ ­¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î (∗), ª ª äã­ªæ¨¨®â t ï¢«ïîâáï ª®­áâ ­â ¬¨. � ä¨ªá¨àã¥¬ â¥¯¥àì `, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î (∗).�â¢¥à�¤ ¥âáï, çâ® ¢ëà �¥­¨¥
∫ k∏̀i=1 gB`�(i)(xi) ·K(xi+1 − xi) dx1 · · · dxk`(3.10) = ( 12�)k` k∏̀i=1 ĝB`�(i)(yi+1 − yi) · K̂(yi+1) dy1 · · · dyk`¬®�¥â ¡ëâì § ¯¨á ­® ¢ ¢¨¤¥ ∫ ei(t·�)h(�) d�, £¤¥ h(�) { ­¥ª®â®à ï ¨­â¥£à¨àã¥¬ ïäã­ªæ¨ï. Ǒà®¢¥àª  íâ®£® ãâ¢¥à�¤¥­¨ï ­¥ á®áâ ¢«ï¥â âàã¤  ¨ ®áâ ¢«ï¥âáï ç¨â â¥«î.�ë § ª«îç ¥¬, çâ® (3.9) ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¥© ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© �ãàì¥ ¨­Äâ¥£à¨àã¥¬ëå äã­ªæ¨©. � ª ª ª ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© �ãàì¥ ¥áâì ¯à¥®¡à §®Ä¢ ­¨¥ �ãàì¥ á¢¥àâª¨, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â  ¡á®«îâ­ ï ­¥¯à¥àë¢­®áâì á¯¥ªâà . �¥®à¥¬  7¤®ª § ­ .�¥âàã¤­® ¢ëç¨á«¨âì á¯¥ªâà «ì­ãî ¯«®â­®áâì æ¥­âà¨à®¢ ­­®© «¨­¥©­®© áâ â¨áÄâ¨ª¨ Sg(�) = ESg = ∑i g(xi)− E∑i g(xi):



144 �. ��������� ¨¬¥­­®,E(Sg − ESg)(Sg(T t·)− ESg) = ∫ ei(t�) · (K(0)− |̂K|2(�)) 12� |ĝ(�)|2 d�;hSg (�) = (K(0)− |̂K|2(�)) · 12� |ĝ(�)|2:(3.11)�âáî¤  ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ®(3.12) �(d�) = (K(0)− |̂K|2(�)) d�ï¢«ï¥âáï á¯¥ªâà «ì­®©¬¥à®© ®£à ­¨ç¥­¨ï {U t} ­  ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® æ¥­âà¨à®¢ ­­ëå«¨­¥©­ëå áâ â¨áâ¨ª. Ǒ®áª®«ìªã 0 6 K̂(�) 6 1,K(0) = 12� ∫ K̂(�) d�, ¬ë ¯®«ãç ¥¬0 6
d�d� = K(0)− |̂K|2(�) = K(0)− 12� ∫ K̂(y)K̂(y − �) dy 6 K(0):� ¬¥â¨¬, çâ® d�d� > 0 ¤«ï � 6= 0 ¨ d�d� (0) = 0 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  K̂(�) {¨­¤¨ª â®à. � ç áâ­®áâ¨, á¯¥ªâà «ì­ ï ¬¥à  � íª¢¨¢ «¥­â­  ¬¥à¥ �¥¡¥£ .Ǒà¥�¤¥ç¥¬¬ëáä®à¬ã«¨àã¥¬ á«¥¤ãîéãî«¥¬¬ã,­ ¯®¬­¨¬, çâ® ç¥à¥§#[−L;L℄d(�)¬ë ®¡®§­ ç ¥¬ ç¨á«® ç áâ¨æ ¢ [−L;L℄d.�¥¬¬  6.(3.13) D(#[−L;L℄d) = Vol([−L;L℄d) · (d�d� (0) + o(1)) ¯à¨ L→ ∞:�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¯¥æ¨ «¨áâë ¯® â¥®à¨¨ ¢¥à®ïâ­®áâ¥© å®à®è® §­ ª®¬ë á  ­ Ä«®£®¬ íâ®£® à¥§ã«ìâ â  ¢ â¥®à¨¨ á«ãç ©­ëå ¯à®æ¥áá®¢: ¯ãáâì {�n} {L2-áâ æ¨®­ à­ ïá«ãç ©­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¨ h(�) { ¥¥ á¯¥ªâà «ì­ ï ¯«®â­®áâì,E�n�m = b(n−m) = 12� ∫ 2�0 ei�·(n−m)h(�) d�:�®£¤  D(�n + · · · + �n) = (h(0) + o(1)) · n [90; à §¤¥« XVIII.2℄. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢ «¥¬¬ë § ¯¨è¥¬D(#[−L;L℄d) = ∫[−L;L℄d ∫[−L;L℄d(�2(x; y)− �1(x)�1(y)) dx dy + ∫[−L;L℄d �1(x) dx= −

∫[−L;L℄d ∫[−L;L℄d |K|2(x− y) dx dy +K(0)Vol([−L;L℄d)= (K(0)− ∫

Rd |K|2(x) dx + o(1)) · Vol([−L;L℄d)= (K(0)− |̂K|2(0) + o(1)) · Vol([−L;L℄d):�«¥­ë ¬¥­ìè¥£® ¯®àï¤ª  ¢ (3.13) â ª�¥ § ¢¨áïâ ®â ¯®¢¥¤¥­¨ï d�d� ®ª®«® ­ã«ï. � Ä¯à¨¬¥à, ¯ãáâì K̂(�) { ¨­¤¨ª â®à, K̂(�) = �B(�), ¨B ⊂ Rd. � ª ¡ë«® ¯®ª § ­® ¢ëè¥,



�������������� ��������� �������� Ǒ��� 145íâ® íª¢¨¢ «¥­â­® â®¬ã, çâ® d�d� (0) = 0. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬ ¤«ï ¯à®áâ®âë, çâ® d = 1. �á«¨B ¥áâì ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥m ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ¨­â¥à¢ «®¢, â®d�d� (�) = K(0)− 12� ∫ K̂(y) · K̂(y − �) dy(3.14) = 12� ·
[length(B)− length(B ∩ (B + �))]= m2� · |�| · (1 + o(1)); � → 0;¨ ¡®«¥¥ âé â¥«ì­ ï ®æ¥­ª   á¨¬¯â®â¨ª¨ ¢ëà �¥­¨ï

∫ L
−L ∫ L

−L |K|2(x − y) dx dy = 12� ·
∫ ∞

−∞
|̂K|2(�) · (2 sin(L · �)� )2 d�¯®ª §ë¢ ¥â, çâ®(3.15) D(#[−L;L℄d) = m�2 logL ·
(1 + o(1));�ë¡¨à ïm = 1, K̂(�) = X[−�;�℄(�), ¬ë¯®«ãç ¥¬ á¨­ãá-ï¤à®K(x−y) = sin�(x − y)�(x − y) .�á®¡ ï à®«ì, ¯à¨áãé ï á¨­ãá-ï¤àã, ¯à®ï¢«ï¥âáï ¢ â®¬, çâ® áª®à®áâì à®áâ  1�2 logL¤«ï D(#[−L;L℄) ï¢«ï¥âáï ­ ¨¬¥­ìè¥© áà¥¤¨ ¢á¥å âà ­á«ïæ¨®­­® ¨­¢ à¨ ­â­ëå ï¤¥à.�á«¨ B = ⊔n>1[n; n + 1=n
 ℄, 
 > 1, â® d�d� ∼ |�|1− 1
 ¨ D(#[−L;L℄) ∼ L 1
 . � ¢®®¡é¥,d�d� ∼ |�|�, 0 < � < 1, ¢«¥ç¥â D(#[−L;L℄) ∼ L1−�.4. �¥­âà «ì­ ï ¯à¥¤¥«ì­ ï â¥®à¥¬  ¤«ï áç¨â îé¥© äã­ªæ¨¨¨ ¤«ï í¬¯¨à¨ç¥áª®© äã­ªæ¨¨ à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨­â¥à¢ «®¢� [91℄ �®áâ¨­ ¨ �¨¡®¢¨æ ¤®ª § «¨ æ¥­âà «ì­ãî ¯à¥¤¥«ì­ãî â¥®à¥¬ã ¤«ï #[−L;L℄¢ á«ãç ¥ á¨­ãá-ï¤à . �â âìï á®¤¥à�¨â â ª�¥ § ¬¥ç ­¨¥ (á¬. á. 71), á¤¥« ­­®¥ �¨Ä¤®¬®¬, çâ® ¯®«ãç¥­­ë© à¥§ã«ìâ â ®áâ ¥âáï á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬ ¤«ï ¡®«¥¥ è¨à®ª®£® ª« áÄá  á«ãç ©­ëå ¬ âà¨ç­ëå ¬®¤¥«¥©. � ®¡é¥© ä®à¬¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï â¥®à¥¬  ¡ë« ®¯ã¡«¨ª®¢ ­  ¢ [41℄.�¥®à¥¬  8. Ǒãáâì E ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â ª �¥, ª ª ¢ (1.1), {0 < Kt 6 1} { á¥Ä¬¥©áâ¢® ®¯¥à â®à®¢ ¢ L2(E), «®ª «ì­® ¨¬¥îé¨å á«¥¤ , {(X;B;Pt)} { á¥¬¥©áâ¢®á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ëå á«ãç ©­ëå â®ç¥ç­ëå ¯®«¥© ¢ E ¨ {It} {á¥¬¥©áâ¢® ¨§¬¥à¨¬ëå ¯®¤¬­®�¥áâ¢ ¢ E â ª¨å , çâ®(4.1) Dt#It = Tr(Kt · �It − (Kt · �It)2) → ∞ ¯à¨ t→ ∞:�®£¤  à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ­®à¬ «¨§®¢ ­­®£® ç¨á«  ç áâ¨æ ¢ It (®â­®á¨â¥«ì­® Pt)áå®¤¨âáï ª ­®à¬ «ì­®¬ã § ª®­ã , â.¥.#t − E#It√Dt#t w−→ N(0; 1):



146 �. ��������� ¬¥ç ­¨¥ 12. � [41℄ ¡ë«® ¯®ª § ­®, çâ® ãá«®¢¨î (4.1) â¥®à¥¬ë 8 (à®áâ ¤¨á¯¥àÄá¨¨) ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ï¤à® �©à¨ (Kt ≡ K ¨§ (2.36), á à áè¨àïîé¨¬áï It), ï¤à® �¥áá¥Ä«ï (Kt ≡ K ¨§ (2.37), á à áè¨àïîé¨¬áï It) ¨ á¥¬¥©áâ¢  ï¤¥à {Kn}, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨åá«ãç ©­ë¬ ¬ âà¨æ ¬ ¨§ ª« áá¨ç¥áª¨å ª®¬¯ ªâ­ëå £àã¯¯ (§2.3b, §2.3
). �® ¢á¥å íâ¨åá«ãç ïå Dt#It à áâ¥â «®£ à¨ä¬¨ç¥áª¨ ¯® Et#It .� ¬¥ç ­¨¥ 13. �«ï â®£® çâ®¡ë ¯®áâà®¨âì ¯à¨¬¥à ï¤à  0 6 K 6 Id â ª®£®,çâ® E#[−n;n℄ = TrK · �[−n;n℄ → ∞ ¯à¨ n → ∞, ­® D#[−n;n℄ = Tr(K · �[−n;n℄ −(K · �[−n;n℄)2) ®áâ ¥âáï ®£à ­¨ç¥­­®©, à áá¬®âà¨¬ ­ ¡®à äã­ªæ¨© {'n(x)}∞n=−∞,ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬a) supp'n ∈ (n; n+ 1),b) ‖'n‖L2 = 1.�®£¤  K(x; y) = ∞∑n=−∞(1− 1n2 + 1)
· 'n(x) · 'n(y)ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬ ï¤à®¬. � á ¬®¬ ¤¥«¥,E#[−n;n℄ = n∑k=−n(1− 1k2 + 1)

−→n→∞∞;D#[−n;n℄ = n∑k=−n(1− 1k2 + 1)
· 1k2 + 1 −→n→∞ ∞∑

−∞

(1− 1k2 + 1)
· 1k2 + 1 <∞:� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¥á«¨ 0 6 K 6 Id { ª®¬¯ ªâ­ë© ®¯¥à â®à, «®ª «ì­® ¨¬¥îé¨© á«¥¤,¨ TrK · �[−n;n℄ → +∞, â® TrK · �[−n;n℄ − (K ·X[−n;n℄)2 → +∞.�¥§ã«ìâ â â¥®à¥¬ë 8 ¬®�¥â ¡ëâì ®¡®¡é¥­ ­  á«ãç © ª®­¥ç­®£® ç¨á«  ¨­â¥àÄ¢ «®¢. � ¨¬¥­­®, ¥á«¨ I(1)t ; : : : ; I(m)t { ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï ¯®¤¬­®�¥áâ¢  â ª¨¥,çâ® Covt(#I(i)t ;#I(j)t )=Vt → bij ¯à¨ t → ∞, 1 6 i; j 6 m, £¤¥ Vt { ­¥ª®â®à ïäã­ªæ¨ï t, à áâãé ï ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâì, â® à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ á«ãç ©­®£® ¢¥ªâ®à ((#I(k)t − Et#I(k)t I(i)t =V 1=2t )k=1;:::;m áå®¤¨âáï ª m-¬¥à­®¬ã æ¥­âà¨à®¢ ­­®¬ã ­®àÄ¬ «ì­®¬ã ¢¥ªâ®àã á ¬ âà¨æ¥© ª®¢ à¨ æ¨© (bij)16i;j6m [41℄.�¡à â¨¬ â¥¯¥àì ­ è¥ ¢­¨¬ ­¨¥ ­  ¯à®¡«¥¬ã £«®¡ «ì­®£® à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨­â¥à¢ Ä«®¢. Ǒãáâì E = Rd ¨«¨ Zd, {Bj}kj=1 { ­¥ª®â®àë¥ ®£à ­¨ç¥­­ë¥ ¨§¬¥à¨¬ë¥ ¯®¤¬­®Ä�¥áâ¢  E ¨ {nj}kj=1 { ­¥ª®â®àë¥ ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë¥ æ¥«ë¥ ç¨á« . �ë ¡ã¤¥¬ ¨§ãç âìáç¨â îé¨¥ áâ â¨áâ¨ª¨ á«¥¤ãîé¥£® ¢¨¤ :(4.2) �L(B1; : : : ; Bk;n1; : : : ; nk) := #(xi ∈ [−L;L℄d : #xi+Bj = nj ; j = 1; : : : ; k):�¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ ¬ë ¬®�¥¬ ¯à¥¤¯®«®�¨âì, çâ® {Bj} ­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï ¨­¥ á®¤¥à� â ­ ç «® ª®®à¤¨­ â. �á«¨ d = 1, k = 1, B1 = (0; s℄, â® �L((0; s℄; 0)¥áâì ç¨á«® ¨­â¥à¢ «®¢ ¢ [−L;L℄, ¡®«ìè¨å, ç¥¬ s: �L((0; s℄; 0) = #{xi ∈ [−L;L℄ :xi+1 − xi > s}, ¨ �L((0; s℄; n) { ç¨á«® n-¨­â¥à¢ «®¢, ¡®«ìè¨å, ç¥¬ s: �L((0; s℄; n) =#{xi ∈ [−L;L℄ : xi+n+1 − xi > s}. � [40℄ ¬ë ¤®ª § «¨ áå®¤¨¬®áâì ¯® à á¯à¥¤¥«¥­¨î¯à®æ¥áá  �L((0; s℄; 0)− E�L((0; s℄; 0)L1=2 ª ¯à¥¤¥«ì­®¬ã £ ãáá®¢áª®¬ã ¯à®æ¥ááã ¢ á«ãç ¥K(x; y) = sin�(x − y)�(x − y) . � ¯®¬­¨¬, çâ® áå®¤¨¬®áâì ¯® à á¯à¥¤¥«¥­¨î (äã­ªæ¨®­ «ìÄ­ ï æ¥­âà «ì­ ï ¯à¥¤¥«ì­ ï â¥®à¥¬ ) ®§­ ç ¥â ­¥ â®«ìª® áå®¤¨¬®áâì ª®­¥ç­®-¬¥à­ëå



�������������� ��������� �������� Ǒ��� 147à á¯à¥¤¥«¥­¨©, ­® ¨ áå®¤¨¬®áâì ¢á¥å äã­ªæ¨®­ «®¢, ­¥¯à¥àë¢­ëå ¢ ¯®¤å®¤ïé¥© (­ Ä¯à¨¬¥à, «®ª «ì­® à ¢­®¬¥à­®©) â®¯®«®£¨¨ ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¢ë¡®à®ç­ëå âà ¥ªâ®à¨©.�®ª § â¥«ìáâ¢® æ¥­âà «ì­®© ¯à¥¤¥«ì­®© â¥®à¥¬ë¤«ï ª®­¥ç­®¬¥à­ëåà á¯à¥¤¥«¥­¨©�L((0; s℄; 0) ¬®�¥â ¡ëâì ¯¥à¥­¥á¥­® ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ¤®á«®¢­® ­  á«ãç © ¯à®¨§¢®«ì­®£®,­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® âà ­á«ïæ¨®­­® ¨­¢ à¨ ­â­®£®, ï¤à  K(x; y) ¨ à §¬¥à­®áâ¨ d > 1, ¢¯à¥¤¯®«®�¥­¨¨, çâ® ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï (4.33), (4.34) ¨ (4.35). �®�­® â ª�¥ § ¬¥Ä­¨âì (0; s℄ ­  ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ®£à ­¨ç¥­­®¥ ¨§¬¥à¨¬®¥ ¬­®�¥áâ¢®B ⊂ E. �«ï ã¤®¡áâ¢ ç¨â â¥«ï ¬ë ªà âª® ¯à¨¢®¤¨¬ ­¨�¥ ®á­®¢­ë¥ ¨¤¥¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  æ¥­âà «ì­®© ¯à¥Ä¤¥«ì­®© â¥®à¥¬ë ¢ ª®­¥ç­®¬¥à­®¬ á«ãç ¥. � ä¨ªá¨àã¥¬ B1; : : : ; Bk; n1; : : : ; nk. Ǒ®Äáâà®¨¬ ­®¢®¥ (­ §ë¢ ¥¬®¥ ¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ ­­ë¬) á«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥ â ª®¥, çâ®�L(B1; : : : ; Bk;n1; : : : ; nk) ¥áâì ç¨á«® ¢á¥å ç áâ¨æ ¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ ­­®£® á«ãç ©­®£® â®Äç¥ç­®£® ¯®«ï ¢ [−L;L℄d. � ¨¬¥­­®, ®áâ ¢¨¬ â®«ìª® â¥ ç áâ¨æë ¨áå®¤­®£® á«ãç ©­®£®â®ç¥ç­®£® ¯®«ï, ¤«ï ª®â®àëå(4.3) #xi+Bj = nj ; j = 1; : : : ; k;¨ ã¡¥à¥¬ â¥ ç áâ¨æë, ¤«ï ª®â®àëå ãá«®¢¨¥ (4.3) ­ àãè ¥âáï. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¬®¤¨Ää¨æ¨à®¢ ­­®¥ á«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥ ã�¥ ­¥ ï¢«ï¥âáï ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ë¬ á«ãç ©­ë¬â®ç¥ç­ë¬ ¯®«¥¬. �¤­ ª® ¢ �­® ®â¬¥â¨âì, çâ® ¥£® ª®àà¥«ïæ¨®­­ë¥ äã­ªæ¨¨ ¨ ª« áÄâ¥à­ë¥ äã­ªæ¨¨ (á¬. ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ 6 ­¨�¥) ¬®£ãâ ¡ëâì ¢ëà �¥­ë ¢ â¥à¬¨­ å ª®àà¥«ïÄæ¨®­­ëåäã­ªæ¨© ¨áå®¤­®£® ¤¥â¥à¬¨­ ­â­®£® á«ãç ©­®£® â®ç¥ç­®£® ¯®«ï. �¡®§­ ç¨¬ç¥à¥§ �`(x1; : : : ; x`;B1; : : : ; Bk;n1; : : : ; nk) `-â®ç¥ç­ãîª®àà¥«ïæ¨®­­ãîäã­ªæ¨î¬®Ä¤¨ä¨æ¨à®¢ ­­®£® á«ãç ©­®£® â®ç¥ç­®£® ¯®«ï. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ®(4.4) xi =∈ xj +Bp; 1 6 i 6= j 6 `; 1 6 p 6 k:�®£¤  ¯® ¯à¨­æ¨¯ã ¢ª«îç¥­¨ï-¨áª«îç¥­¨ï�`(x1; : : : ; x`;B1; : : : ; Bk;n1; : : : ; nk)(4.5) = ∞∑m=1 (−1)mm! ∫(x1+B1)n1×···×(x1+Bk)nk · · ·∫(x`+B1)n1×···×(x`+Bk)nk
←− ` à §−→∫((x1+Fkj=1 Bj)⊔···⊔(x`+Fkj=1 Bj))m �`+`·n+m(x1; : : : ; x`;x11; : : : ; x1n; x21; : : : ; x2n; : : : ; x`1; : : : ; x`n; y1; : : : ; ym)

× dy1 · · ·dym dx`1 · · · dx`n · · ·dx11 · · ·dx1n;n = n1 + · · ·+ nk:�á«¨ (4.4) ­¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï, â® ä®à¬ã«  ¨¬¥¥â ¯®å®�¨© ¢¨¤, á â®© «¨èì à §­¨æ¥©, çâ®¯®ª § â¥«ì áâ¥¯¥­¨nj ¢ (xi+Bj)nj = (xi +Bj)× · · · × (xi +Bj)
←− nj à §−→ , 1 6 i 6 `, 1 6 j 6 k,á«¥¤ã¥â § ¬¥­¨âì ­  nj−#(1 6 r 6= i 6 k : xr ∈ xi+Bj). �¥á¬®âàï ­  â®, çâ® ä®à¬ãÄ«  (4.5) ¢ë£«ï¤¨â ¤®áâ â®ç­® £à®¬®§¤ª®© ¨ ¤«¨­­®©, ®­  â¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥ ®ç¥­ì ¯®«¥§­ ¯à¨ ¢ëç¨á«¥­¨¨  á¨¬¯â®â¨ª ¬®¬¥­â®¢ �L(B1; : : : ; Bk;n1; : : : ; nk). (�®­¥ç­®, ª«îç¥Ä¢®¥ §­ ç¥­¨¥ ¯à¨ íâ®¬ ¨¬¥¥â ¯à¥¤¯®«®�¥­¨¥, çâ® ª®àà¥«ïæ¨®­­ë¥ äã­ªæ¨¨ ¨áå®¤­®£®á«ãç ©­®£® â®ç¥ç­®£® ¯®«ï ï¢«ïîâáï ¤¥â¥à¬¨­ ­â ¬¨.) � ¯®¬­¨¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª« áÄâ¥à­ëå äã­ªæ¨©.



148 �. ���������¯à¥¤¥«¥­¨¥ 6. `-â®ç¥ç­ë¥ ª« áâ¥à­ë¥ äã­ªæ¨¨ r`(x1; : : : ; x`), ` = 1; 2; : : : ,á«ãç ©­®£® â®ç¥ç­®£® ¯®«ï ®¯à¥¤¥«ïîâáï ä®à¬ã«®©(4.6) r`(x1; : : : ; x`) = ∑G (−1)m−1(m− 1)! · m∏j=1 �|Gj |(�x(Gj));£¤¥ áã¬¬  ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¬ à §¡¨¥­¨ï¬G¬­®�¥áâ¢  [`℄ = {1; 2; : : : ; `} ­  ¯®¤¬­®�¥áâ¢ G1; : : : ; Gm,m = 1; : : : ; `, ¨ �x(Gj) = {xi : i ∈ Gj}, |Gj | = #(Gj).�« áâ¥à­ë¥ äã­ªæ¨¨ ¨§¢¥áâ­ë â ª�¥ ¢ áâ â¨áâ¨ç¥áª®© ¬¥å ­¨ª¥ ª ª ãà¥§ ­­ë¥ª®àà¥«ïæ¨®­­ë¥ äã­ªæ¨¨ ¨ äã­ªæ¨¨ �àá¥«« . �­®£¤  ¢ «¨â¥à âãà¥ ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¯à Ä¢®©ç áâ¨ (4.6) ®¯à¥¤¥«ïîâäã­ªæ¨¨ (−1)`−1r`. �®àà¥«ïæ¨®­­ë¥äã­ªæ¨¨¬®£ãâ ¡ëâì¯®«ãç¥­ë ¨§ ª« áâ¥à­ëå äã­ªæ¨© á ¯®¬®éìî ä®à¬ã«ë ®¡à é¥­¨ï:(4.7) �`(x1; : : : ; x`) = ∑G m∏j=1 r|Gj |(�x(Gj)):(�®à¬ã«  (4.6) ¥áâì ­¥ çâ® ¨­®¥, ª ª ä®à¬ã«  ®¡à é¥­¨ï �ñ¡¨ãá  ¯à¨¬¥­¨â¥«ì­®ª (4.7).) �­â¥£à «ë ®â ª« áâ¥à­ëåäã­ªæ¨¨ r`(x1; : : : ; x`) ¯® [−L;L℄d × · · · × [−L;L℄d
←− ` à §−→= [−L;L℄`d â¥á­® á¢ï§ ­ë á ªã¬ã«ï­â ¬¨ Cj(L) ç¨á«  ç áâ¨æ ¢ [−L;L℄d:V1(L) = ∫[−L;L℄d r1(x1) dx1 = C1(L) = E#[−L;L℄d ;V2(L) : = ∫[−L;L℄d ∫[−L;L℄d r2(x1; x2) dx1 dx2= C2(L)− C1(L) = D#[−L;L℄d − E#[−L;L℄d ;V3(L) : = ∫[−L;L℄d ∫[−L;L℄d ∫[−L;L℄d r3(x1; x2; x3) dx1 dx2 dx3= C3(L)− 3C2(L) + 2C1(L):� ®¡é¥¬ á«ãç ¥(4.8) ∞∑n=1 Cn(L)n! zn = ∞∑n=1 Vn(L)n! (ez − 1)n(á¬. [91℄, [40℄). � á«ãç ¥ ¤¥â¥à¬¨­ ­â­ëå á«ãç ©­ëå â®ç¥ç­ëå ¯®«¥©(4.9) r`(x1; : : : ; x`) = (−1)`−1 ∑æ¨ª«¨ç¥áª¨¥ �∈S`K(x1; x2) ·K(x2; x3) · : : : ·K(x`; x1);£¤¥ áã¬¬  ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¬ æ¨ª«¨ç¥áª¨¬ ¯¥à¥áâ ­®¢ª ¬ ¨ ¢ëà �¥­¨¥ ¯®¤ §­ ª®¬ áã¬¬ëá®®â¢¥âáâ¢ã¥â � = (1 2 3 : : : `). �®à¬ã«  (4.9) ¬®�¥â ¡ëâì ¯¥à¥¯¨á ­  ¢ ¢¨¤¥r`(x1; : : : ; x`) = (−1)`−1 · 1̀(4.10)

×
∑�∈S`K(x�(1); x�(2)) ·K(x�(2); x�(3)) · : : : ·K(x�(`); x�(1)):



�������������� ��������� �������� Ǒ��� 149�â¬¥â¨¬, çâ® à §­¨æ  ¬¥�¤ã (4.9) ¨ ä®à¬ã«®© ¤«ï `-â®ç¥ç­ëå ª®àà¥«ïæ¨®­­ëåäã­ªÄæ¨©(4.11) �`(x1; : : : ; x`) = ∑�∈S`(−1)�K(x1; x�(1)) ·K(x2; x�(2)) · : : : ·K(x; x�(`))á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® áã¬¬¨à®¢ ­¨¥ ¢ (4.9) ¯à®¨§¢®¤¨âáï â®«ìª® ¯® æ¨ª«¨ç¥áª¨¬ ¯¥à¥Äáâ ­®¢ª ¬, â®£¤  ª ª ¢ (4.11) { ¯® ¢á¥¬ � ∈ Sl. �ª §ë¢ ¥âáï, çâ® á®®â­®è¥­¨¥ ¬¥�Ä¤ã �`(x1; : : : ; x`;B1; : : : ; Bk;n1; : : : ; nk) ¨ r`(x1; : : : ; x`;B1; : : : ; Bk;n1; : : : ; nk) ¨¬¥¥â ­ «®£¨ç­ë© ¢¨¤.�¥¬¬  7. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ãá«®¢¨¥ (4.4) ¢ë¯®«­¥­®. �®£¤ r`(x1; : : : ; x`;B1; : : : ; Bk;n1; : : : ; nk)(4.12) = ∞∑m=0 (−1)mm! ∫(x1+B1)n1×···×(x1+Bk)nk · · · ∫(x`+B1)n1×···×(x`+Bk)nk
←− ` à §−→∫((x1+Fkj=1 Bj)⊔···⊔(x`+Fkj=1 Bj))m �`+`·n+m;`(x1; : : : ; x`;x11; : : : ; x1n; x21; : : : ; x2n; : : : ; x`1; : : : ; x`n; y1; : : : ; ym)

× dy1 · · ·dym dx`1 · · · dx`n · · ·dx11 · · ·dx1n;£¤¥ äã­ªæ¨ï �`+`·n+m;` ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ­¨�¥ ¢ (4.13).�«ï â®£® çâ®¡ë ®¯à¥¤¥«¨âì �`+`·n+m;`, ­ ¯®¬­¨¬, çâ®�`+`·n+m(x1; : : : ; ym) = ∑�∈S`+`·n+m(−1)�K(x1; �(x1)) · : : : ·K(ym; �(ym));£¤¥ � { ¯¥à¥áâ ­®¢ª  ­  ¬­®�¥áâ¢¥ ¢¥«¨ç¨­ (x1; : : : ; x`; x11; : : : ; x`n; y1; : : : ; ym).Ǒ®«®�¨¬(4.13) �`+`·n+m;`(x1; : : : ; ym) = ∑∗�∈S`+`·n+m(−1)�K(x1; �(x1)) · : : : ·K(ym; �(ym));£¤¥ áã¬¬¨à®¢ ­¨¥ ¢ ∑∗ ¯à®¨§¢®¤¨âáï ¯® ¢á¥¬ ¯¥à¥áâ ­®¢ª ¬ �, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬á«¥¤ãîé¥¬ã ãá«®¢¨î.Ǒãáâì � { ¬­®£®§­ ç­®¥ ®â®¡à �¥­¨¥, ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ­  {1; : : : ; `}, á® §­ ç¥­¨ï¬¨¢ {1; : : : ; `}:�(i) = {j : �(
{xi; xi1; : : : ; xin} ⊔ (

{y1; : : : ; ym} ∩
(xi + k⊔p=1Bp)))(4.14)

∩
(
{xj ; xj1; : : : ; xjn} ⊔ (

{y1; : : : ; ym} ∩
(xj + k⊔p=1Bp)))

6= ∅

};â®£¤  ¤«ï ¢á¥å 1 6 i; j 6 ` áãé¥áâ¢ã¥âN = N(i; j) â ª®¥, çâ®(4.15) �N (i) ∋ j:



150 �. ��������� ¬¥ç ­¨¥ 14. �®ª § â¥«ìáâ¢® «¥¬¬ë 7 ¢ á«ãç ¥ d = 1,K(x; y) = sin�(x− y)�(x− y) ,B1 = (0; s℄, n1 = 0 ¡ë«®¤ ­® ¢ §3 à ¡®âë [40℄. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥  à£ã¬¥­â æ¨ï ®áâ ¥âáï¡¥§ ¨§¬¥­¥­¨©. � ª á«¥¤áâ¢¨¥ «¥¬¬ë 7 ¬ë ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîé¨© à¥§ã«ìâ â.�¥¬¬  8. Ǒãáâì(4.16) |K(x; y)| 6  (x − y);£¤¥  { ­¥ª®â®à ï ®£à ­¨ç¥­­ ï äã­ªæ¨ï , ¨ ãá«®¢¨¥ (4.4) ¢ë¯®«­ï¥âáï ¤«ï ­ Ä¡®à  (x1; : : : ; x`). �®£¤  ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® Æ > 0 á¯à ¢¥¤«¨¢  á«¥¤ãîé ï ®æ¥­ª :
|r`(x1; : : : ; x`;B1; : : : ; Bk;n1; : : : ; nk|(4.17)

6 
onst(`; Æ) ∑æ¨ª«¨ç¥áª¨¥ �∈S`( (x2 − x1) ·  (x3 − x2) · : : : ·  (x1 − x`))1−Æ:�  ¤®ª § â¥«ìáâ¢®¬ «¥¬¬ë 8 ¬ë ®âáë« ¥¬ ç¨â â¥«ï ª §3 à ¡®âë [40℄. �«îç¥¢®©¨¤¥¥© ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ï¢«ï¥âáï ®æ¥­ª  á¢¥àåã  ¡á®«îâ­®© ¢¥«¨ç¨­ë m-£® ç«¥­  àïÄ¤  (4.12) ç¥à¥§
onst1(n; `) · 1m! 
onstm2 ·min{
onst3(n; `); (`+ `n+m)!
×

∑æ¨ª«¨ç¥áª¨¥ �∈S`( (x2 − x1) ·  (x3 − x2) · : : : ·  (x1 − x`))}:�á«¨  1−Æ ∈ L2(E) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® 0 < Æ < 1, â®∫[−L;L℄d · · ·∫[−L;L℄d  (x2 − x1)1−Æ · : : : ·  (x1 − x`)1−Æ dx1 · · · dx`
6 
onst( ) · ∫[−L;L℄d  (x − y)2−2Æ dx dy = O(Ld);¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨§ «¥¬¬ë 8 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ¤«ï ` = 1; 2; : : :(4.18) ∫[−L;L℄d`∩(4:4) r`(x1; : : : ; x`;B1; : : : ; Bk;n1; : : : ; nk) dx1 · · · dx` = O(Ld):� ç áâ­®áâ¨,E�L(B1; : : : ; Bk;n1; : : : ; nk)(4.19) = V1(L) = ∫[−L;L℄d r1(x;B1; : : : ; Bk;n1; : : : ; nk) dx = O(Ld):Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ¬ë ¬®�¥¬ ¯®ª § âì, çâ®D�L(B1; : : : ; Bk;n1; : : : ; nk) = V1(L) + V2(L)(4.20) = ∫[−L;L℄d r1(x;B1; : : : ; Bk;n1; : : : ; nk) dx+ ∫[−L;L℄d ∫[−L;L℄d r2(x1; x2;B1; : : : ; Bk;n1; : : : ; nk) dx1 dx2= 
onst ·Ld(1 + o(1));

∫[−L;L℄`d\(4.4) r`(x1; : : : ; x`;B1; : : : ; Bk;n1; : : : ; nk) dx1 · · ·dx`(4.21) = o(L `d2 ); ` > 2:



�������������� ��������� �������� Ǒ��� 151Ǒ®áª®«ìªã `-© ªã¬ã«ï­â �L ¥áâì «¨­¥©­ ï ª®¬¡¨­ æ¨ï Vi(L), i = 1; 2; : : : ; ` (á¬. (4.8)),¨§ ®æ¥­®ª (4.18){(4.21) á«¥¤®¢ «® ¡ë, çâ® `-© ªã¬ã«ï­â �L ¢¥¤¥â á¥¡ï ª ª 
onst ·L ·(1+o(1)) ¯à¨ ` = 2 ¨ à áâ¥â ¬¥¤«¥­­¥¥, ç¥¬L `d2 ¯à¨ ` > 2. �â® ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì ®§­ ç Ä«® ¡ë, çâ® â®£¤  ª ª ¢â®à®© ªã¬ã«ï­â �L − E�L√D�L â®�¤¥áâ¢¥­­® à ¢¥­ 1, ¢á¥ ®áâ «ì­ë¥ªã¬ã«ï­âë �L − E�L√D�L áâà¥¬ïâáï ª ­ã«î ¯à¨ L → +∞. Ǒ®á«¥¤­¥¥ ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ íªÄ¢¨¢ «¥­â­® ãâ¢¥à�¤¥­¨î, çâ® ¬®¬¥­âë �L − E�L√D�L áå®¤ïâáï ª ¬®¬¥­â ¬ ­®à¬ «ì­®£®à á¯à¥¤¥«¥­¨ï, ¨, ¢ ç áâ­®áâ¨, �L − E�L√D�L w−→ N(0; 1):�®­¥ç­®�¥, ¯à¨ ¡®«¥¥ ¤¥â «ì­®¬ à áá¬®âà¥­¨¨ ¢®§­¨ª îâ âàã¤­®áâ¨. Ǒ®-¢¨¤¨¬®¬ã,­¥ áãé¥áâ¢ã¥â ã¤®¡­ëå ¢ëà �¥­¨© ¤«ï ä®à¬ã« (4.12) ¨ (4.13) ¯à¨¬¥­¨â¥«ì­® ª á«ãÄç î, ª®£¤  ãá«®¢¨¥ (4.4) ­¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï. �¨�¥ ¬ë ¯®ª �¥¬, ª ª ¯à¥®¤®«¥âì íâ® ¯à¥Ä¯ïâáâ¢¨¥ ¤«ï �L(B; 0) (â.¥. ¢ á«ãç ¥ k = 1, n1 = 0). �¯à¥¤¥«¨¬ æ¥­âà¨à®¢ ­­ë¥`-â®ç¥ç­ë¥ ª®àà¥«ïæ¨®­­ë¥ äã­ªæ¨¨ ä®à¬ã«®©(4.22) �(
)` (x1; : : : ; x`) = ∑∗∗G m∏j=1 r|Gj |(x(Gj));£¤¥ ∑∗∗ ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¬ à §¡¨¥­¨ï¬ G = {G1; : : : ; Gm}, m = 1; 2; : : : , ¬­®�¥áâ¢ 
{1; : : : ; `} ­  ¤¢ãå- ¨ ¡®«¥¥ í«¥¬¥­â­ë¥ ¯®¤¬­®�¥áâ¢  (â.¥. |Gj | > 1, j = 1; : : : ;m).�§ (4.7) ¨ (4.22) á«¥¤ã¥â, çâ®�(
)` (x1; : : : ; x`) = �`(x1; : : : ; x`)(4.23) + ∑̀p=1(−1)p ∑16i1<···<ip6` p∏s=1 �1(xis) · �`−p((x1; : : : ; x`) \ (xi1 ; : : : ; xip))= �`(x1; : : : ; x`)

−
∑̀p=1 ∑16i1<···<ip6` p∏s=1 �1(xis)�(
)`−p((x1; : : : ; x`) \ (xi1 ; : : : ; xip)):�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ M (
)(`) (L) ¨­â¥£à « ®â æ¥­âà¨à®¢ ­­®© `-â®ç¥ç­®© ª®àà¥«ïæ¨®­­®©äã­ªæ¨¨ ¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ ­­®£® á«ãç ©­®£® â®ç¥ç­®£® ¯®«ï ¯® [−L;L℄`d,(4.24) M (
)(`) (L) = ∫[−L;L℄d · · · ∫[−L;L℄d �(
)` (x1; : : : ; x`;B1; 0) dx1 · · ·dx`:
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∞∑`=0 t`̀!E(�L − E�L)`(4.25) = e−tE�L ·

∞∑`=0 t`̀!E�L̀= e−tE�L ·
∞∑`=0 (et − 1)``! E�L · (�L − 1) · : : : · (�L − `+ 1)= e−tE�L · e(et−1)E�L ·

∞∑`=0 (et − 1)``! M (
)(`) (L):�á«¨ ¡ë ¬ë á¬®£«¨ ¯®ª § âì, çâ®(4.26) M (
)` (L) = { (2n− 1)!! 
onstn1 ·Lnd · (1 + o(1)) ¤«ï ` = 2n;o(L `d2 ) ¤«ï ` = 2n+ 1;(̈4.27) E�L = 
onst2 ·Ld · (1 + o(1));â® ¨§ (4.25) á«¥¤®¢ «® ¡ë, çâ®(4.28) E(�L − E�L)` = 




(2n− 1)!! (
onst1+
onst2)nLnd · (1 + o(1))¤«ï ` = 2n;o(L `d2 ) ¤«ï ` = 2n+ 1;¨ �L − E�LLd=2 w−→ N(0; 
onst1+
onst2):� ¯à¨­æ¨¯¥, ¬ë ¬®�¥¬ ¢ëç¨á«¨âìM (
)` (L) ¨§ (4.12) ¨ (4.13). � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨(4.29) xi − xj =∈ B(§ ¬¥â¨¬, çâ® ãá«®¢¨¥ (4.29) ¥áâì ¢ â®ç­®áâ¨ ãá«®¢¨¥ (4.4) ¤«ï á«ãç ï k = 1, n1 = 0),â® ¢ëà �¥­¨¥ ¤«ï �(
)` (x1; : : : ; x`;B; 0) ¬®�¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥­® ¨§ (4.22), (4.12) ¨ (4.13).� ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ �`(x1; : : : ; x`;B; 0) = 0, ¨ ¨§ (4.23) á«¥¤ã¥â, çâ®�(
)` (x1; : : : ; x`;B; 0) = ∑̀p=1(−1)p · ∑16i1<···<ip6` p∏s=1 r1(xis ;B; 0)(4.30)
× �`−p((x1; : : : ; x`) \ (xi1 ; : : : ; xip)):�á«¨ ¤«ï (`− p)-í«¥¬¥­â­®£® ­ ¡®à  (x1; : : : ; x`) \ (xi1 ; : : : ; xip) ãá«®¢¨¥ (4.29) ­¥ ¢ëÄ¯®«­ï¥âáï, â® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¢ëà �¥­¨¥ �`−p((x1; : : : ; x`) \ (xi1 ; : : : ; xip)) ¢ (4.30)à ¢­® ­ã«î. �á«¨ �¥ (4.29) ¢ë¯®«­ï¥âáï ¤«ï (x1; : : : ; x`) \ (xi1 ; : : : ; xip), â® ¬ë á­®¢ ¨â¥à¨àã¥¬ (4.23),�`−p((x1; : : : ; x`) \ (xi1 ; : : : ; xip)) = �(
)`−p((x1; : : : ; x`) \ (xi1 ; : : : ; xip))+∑

· · · :� à¥§ã«ìâ â¥ ¬ë ¯à¨å®¤¨¬ ª á«¥¤ãîé¥¬ã ãâ¢¥à�¤¥­¨î.



�������������� ��������� �������� Ǒ��� 153�¥¬¬  9. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ãá«®¢¨¥ (4.29) ­¥ ¢ë¯®«­¥­® ¤«ï `-í«¥¬¥­â­®£®­ ¡®à  (x1; : : : ; x`). �®£¤ (4.31) �(
)` (x1; : : : ; x`;B; 0) = ∑

∅⊆D⊂{1;:::;`}CD ·
∏i=∈D r1(xi;B; 0) · �(
)|D|(�x(D));£¤¥(4.32) CD = ∑A⊇D(4.29) ¢ë¯®«­ï¥âáï ¤«ï �x(A)(−1)|A|:� ç áâ­®áâ¨, CD = 0, ¥á«¨ ãá«®¢¨¥ (4.29) ­¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï ¤«ï �x(D) ¨«¨ ¥á«¨áãé¥áâ¢ã¥â 1 6 i 6 `, i =∈ D, â ª®¥, çâ® xi − xj =∈ B ∪ (−B) ¤«ï ¢á¥å 1 6 j 6 `.�®ª § â¥«ìáâ¢® ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¨¢¥¤¥­­ëå ¢ëè¥  à£ã¬¥­â®¢.�¥®à¥¬  9. Ǒãáâì (X;B;P) { ¤¥â¥à¬¨­ ­â­®¥ á«ãç ©­®¥ â®ç¥ç­®¥ ¯®«¥ áï¤à®¬(4.33) |K(x; y)| 6  (x − y);£¤¥  { ®£à ­¨ç¥­­ ï ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï äã­ªæ¨ï â ª ï , çâ®  ·(log( + 1 ))n

∈L2(E) ¤«ï ¢á¥å n > 0. Ǒãáâì ¤«ï �L(B; 0) = #(xi ∈ [−L;L℄d : #(xi + B) = 0)¨¬¥¥â ¬¥áâ® ®æ¥­ª (4.34) D�L(B; 0) = �2 · Ld · (1 + o(1)):�®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢  æ¥­âà «ì­ ï ¯à¥¤¥«ì­ ï â¥®à¥¬ :�L(B; 0)− E�L(B; 0)Ld=2 w−→ N(0; �2):� ¬¥ç ­¨¥ 15. �á«¨ Cov(�L(Bi; 0); �L(Bj ; 0)) = bij ·Ld · (1+ o(1)), 1 6 i; j 6 p,â®(4.35) (�L(Bi; 0)− E�L(Bi; 0)Ld=2 )16i6p w−→ N(0; (bij)16i;j6p):� ¯®¬­¨¬, çâ®Cov(�L(Bi; 0); �L(Bj ; 0)) = E(�L(Bi; 0)− E�L(Bi; 0)) · (�L(Bj ; 0)− E�L(Bj ; 0))= ∫[−L;L℄2d∩{x1−x2=∈Bi∪(−Bj)}( ∞∑m=0 (−1)mm!
×

∫((x1+Bi)⊔(x2+Bj))m �2+m;2(x1; x2; y1; : : : ; ym) dy1 · · ·dym) dx1 dx2
−

∫[−L;L℄d r1(x1;Bi; 0) · ∫(x1+Bi)∪(x1−Bj) r1(x2;Bj ; 0) dx2 dx1+ ∫[−L;L℄d r1(x;B1 ∪B2; 0) dx:



154 �. ��������� ¬¥ç ­¨¥ 16. �¥¬¬  8 ¯à¥¤¯®« £ ¥â ¡®«¥¥�¥áâª®¥ ®£à ­¨ç¥­¨¥ ­  ,   ¨¬¥­­®, 1−Æ ∈ L2(E) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® 0 < Æ < 1. �¤­ ª®, ®¡à é ïáì ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã «¥¬Ä¬ë 6, ­¥âàã¤­® § ¬¥â¨âì, çâ®  1−Æ ¢ (4.17) ¬®�­® § ¬¥­¨âì ­   ·
(log( + 1 ))n án > 3`.�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 9. � ª á«¥¤ã¥â ¨§ (4.25){(4.28), ¤®áâ â®ç­® ¯®ª Ä§ âì, çâ®

∫[−L;L℄2nd �(
)2n (x1; : : : ; x2n;B; 0) dx1 · · ·dx2n(4.36) = (2n− 1)!!(∫[−L;L℄2d∩{x−y=∈B∩(−B)} r2(x; y;B; 0) dx dy
−

∫[−L;L℄d r1(x;B; 0) ∫(x+B)∪(x−B) r1(y;B; 0) dy dx)n + o(Lnd);n = 1; 2; : : : ;
∫[−L;L℄(2n+1)d �(
)2n+1(x1; : : : ; x2n+1;B; 0) dx1 · · ·dx2n+1 = o(L 2n+12 d);(4.37) n = 1; 2; : : : :�¥¬¬  10.
∫[−L;L℄2nd∩(4:29) �(
)2n (x1; : : : ; x2n;B; 0) dx1 · · · dx2n(4.39) = (2n− 1)!!(∫[−L;L℄2d∩{x−y=∈B∪(−B)} r2(x; y;B; 0) dx dy)n + o(Lnd);
∫[−L;L℄(2n+1)d∩(4:29) �(
)2n+1(x1; : : : ; x2n+1;B; 0) dx1 · · · dx2n+1 = o(L 2n+12 d):(4.38)� ¯®¬­¨¬ (á¬. (4.17)), çâ® ¢á¥ äã­ªæ¨¨ r`(x1; : : : ; x`;B; 0) ï¢«ïîâáï ®£à ­¨ç¥­­ëÄ¬¨. � ¯¨è¥¬ (4.22) ¢ ¢¨¤¥�(
)` (x1; : : : ; x`) = ∑′G m∏j=1 r|Gj |(�x(Gj)) +∑′′G m∏j=1 r|Gj |(�x(Gj));£¤¥∑′ { áã¬¬ ¯® ¢á¥¬ à §¡¨¥­¨ï¬ {1; : : : ; `} ­  ¯ àë¨∑′′ { áã¬¬ ¯® ¢á¥¬ ®áâ «ì­ë¬(¤¢ãå- ¨ ¡®«¥¥ í«¥¬¥­â­ë¬) à §¡¨¥­¨ï¬. �®¯ãáâ¨¬, çâ® ` { ç¥â­®, ` = 2n. �­â¥£à¨Äàãï ∑′G ¯® [−L;L℄2nd ∩ (4.29), ¬ë ¯®«ãç¨¬ ¢ â®ç­®áâ¨ ¯à ¢ãî ç áâì (4.38) (áãé¥áâÄ¢ã¥â à®¢­® (2n− 1)!! à §¡¨¥­¨© {1; : : : ; 2n} ­  ¤¢ãåí«¥¬¥­â­ë¥ ¬­®�¥áâ¢ ). �á«¥¤áâÄ¢¨¥ (4.17) ¨ ¯à¨¢¥¤¥­­ëå ¯®á«¥ «¥¬¬ë 8 ®æ¥­®ª

∫[−L;L℄`d |r`(x1; : : : ; x`;B; 0)| dx1 · · ·dx` = O(Ld):�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨­â¥£à « ∑′′G ¯® [−L;L℄2nd ∩ (4.29) ¥áâì o(Lnd). �®à¬ã«  (4.39) ¤®Äª §ë¢ ¥âáï  ­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬.



�������������� ��������� �������� Ǒ��� 155�«ï â®£® çâ®¡ë ®æ¥­¨âì(4.40) ∫[−L;L℄2nd\(4:29) �(
)2n (x1; : : : ; x2n;B; 0) dx1 · · · dx2n;¢¢¥¤¥¬ ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ­  {x1; : : : ; x2n}, ­ §ë¢ ï xi ¨ xj \á®á¥¤ï¬¨", ¥áÄ«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¨­¤¥ªá®¢ 1 6 i0; i1; : : : ; iu 6 2n, 1 6 u 6 2n,â ª ï, çâ® i0 = i, iu = j ¨ xis+1 − xis ∈ B ∪ (−B), s = 0; : : : ; u − 1. �â¢¥à�Ä¤ ¥âáï, çâ® ¢ª« ¤ë ¯®àï¤ª  O(Lnd) ¢ (4.40) á®®â¢¥âáâ¢ãîâ â®«ìª® â¥¬ ¬­®�¥áâ¢ ¬(x1; : : : ; x2n), ¤«ï ª®â®àëå ª �¤ë© ª« áá íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ \á®á¥¤¥©" á®¤¥à�¨â â®«ìÄª® ®¤­ã ¨«¨ ¤¢¥ ¯¥à¥¬¥­­ë¥. � ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à  à áá¬®âà¨¬ á«ãç © k ¤¢ãåí«¥¬¥­âÄ­ëå ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ {x1; x2}; : : : ; {x2k−1; x2k} ¨ (2n− 2k) ®¤­®í«¥¬¥­â­ëåª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ {x2k+1}; : : : ; {x2n}. �­ «®£¨ç­® ¢ëç¨á«¥­¨ï¬, ¯à¨¢¥¤¥­Ä­ë¬ ­  á. 596{597 ¢ [40℄, ¬ë ¯à®¢¥àï¥¬, çâ® ¨­â¥£à « ®â �(
)2n (x1; : : : ; x2n;B; 0) ¯® ¯®¤Ä¬­®�¥áâ¢ã [−L;L℄2nd, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã ãª § ­­®¬ã ¢ëè¥ à §¡¨¥­¨î, à ¢¥­(2n− 2k − 1)!!(−
∫[−L;L℄d r1(x;B; 0) ∫(x+B)∪(x−B) r1(y;B; 0) dy dx)k(4.41)

×
(∫[−L;L℄2n∩{x−y=∈B∩(−B)} r2(x; y;B; 0) dx dy)n−k + o(Lnd):Ǒ®á«¥ áã¬¬¨à®¢ ­¨ï ¯® ¢á¥¬ à §¡¨¥­¨ï¬ ­  ®¤­®- ¨ ¤¢ãåí«¥¬¥­â­ë¥ ª« ááë íª¢¨Ä¢ «¥­â­®áâ¨ \á®á¥¤¥©" (®â¬¥â¨¬, çâ® (4.38) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â à §¡¨¥­¨î ­  ®¤­®í«¥Ä¬¥­â­ë¥ ª« ááë), ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¢ â®ç­®áâ¨ (4.36). �§ «¥¬¬ë 7 ¨ (4.17) á«¥¤ã¥â, çâ®¢á¥ ®áâ «ì­ë¥ à §¡¨¥­¨ï ­  ª« ááë íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ¤ îâ ¢ª« ¤ ¬¥­ìè¥£® ¯®àï¤ª .�æ¥­ª  (4.37) ¬®�¥â ¡ëâì ¤®ª § ­   ­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬.�á«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 9 ­®áïâ ¬ «®®£à ­¨ç¨â¥«ì­ë© å à ªâ¥à ¢ á«ãç ¥ âà ­á«ïæ¨®­Ä­® ¨­¢ à¨ ­â­ëå ï¤¥à. Ǒà¨ íâ®¬ äã­ªæ¨ï ª®¢ à¨ ­â­®áâ¨ ¯à¥¤¥«ì­®£® £ ãáá®¢áª®Ä£® ¯à®æ¥áá  w-lim �L((0; �s℄; 0)− E�L((0; �s℄; 0)Ld=2 § ¤ ¥âáï d-¬¥à­ë¬¨  ­ «®£ ¬¨ ä®à¬ã«(37), (38) ¨ (26) ¨§ [40℄ (ª®­¥ç­®, á«¥¤ã¥â § ¬¥­¨âì sin�(x − y)�(x− y) ­ K(x− y)). �¤¥áì ¨¤ «¥¥ ¬ë ®¡®§­ ç ¥¬ç¥à¥§ (0; �s℄ ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤ (0; s1℄×· · ·× (0; sd℄, �s = (s1; : : : ; sd).� ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨K(x) ­¥¯à¥àë¢­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ , ¯à¥¤¥«ì­ë© £ ãáá®¢áª¨© ¯à®Äæ¥áá ­¥¯à¥àë¢¥­ ¯® �ñ«ì¤¥àã á «î¡ë¬ ¯®ª § â¥«¥¬, ¬¥­ìè¨¬, ç¥¬ 12 . �§ ®áâ «ìÄ­ëå å à ªâ¥à¨áâ¨ª ¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ ­­®£® á«ãç ©­®£® â®ç¥ç­®£® ¯®«ï (¯à¨¬¥­¨â¥«ìÄ­® ª B = (0; �s℄, n = 0) ®á®¡ë© ¨­â¥à¥á ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á¯¥ªâà «ì­ ï ¬¥à  ®£à ­¨Äç¥­¨ï £àã¯¯ë {U t} ­  ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® æ¥­âà¨à®¢ ­­ëå «¨­¥©­ëå áâ â¨áâ¨ª. �¡®Ä§­ ç¨¬ íâã á¯¥ªâà «ì­ãî ¬¥àã ç¥à¥§ �(s)(d�). � ¯®¬­¨¬, çâ® á¯¥ªâà «ì­ ï ¬¥à �(0)(d�) = �(d�) ¨áå®¤­®£® ¤¥â¥à¬¨­ ­â­®£® á«ãç ©­®£® â®ç¥ç­®£® ¯®«ï § ¤ ­  ä®àÄ¬ã«®© (3.12). � ç áâ­®áâ¨, ¤«ï á¨­ãá-ï¤à d�d� = 




|�|2� ; |�| 6 2�;1; |�| > 2�:



156 �. ���������«ï á¨­ãá-ï¤à , ¯®á«¥ ¤®«£¨å, ­® ¯àï¬®«¨­¥©­ëå ¢ëª« ¤®ª, ¯®«ãç ¥¬(4.42) d�(s)d� = �2s39 + |�|2� ·
(1− 43�2s3)+O(s4) +O(|�| · s4) +O(|�2| · s2):� ¬¥â¨¬, çâ® d�(s)d� (0) 6= 0 ¯à¨ ¬ «ëå s 6= 0, çâ® á®£« á®¢ ­® á ®æ¥­ª®©D�L((0; s℄; 0) ∼ L:�  ¤®ª § â¥«ìáâ¢®¬ äã­ªæ¨®­ «ì­®© æ¥­âà «ì­®© ¯à¥¤¥«ì­®© â¥®à¥¬ë ¬ë ®âáë« ¥¬ç¨â â¥«ï ª à ¡®â¥ [40; á. 577℄. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ®(4.43) L−d ��s�L((0; �s℄; 0); L−d ��s Cov(�L((0; �s℄; 0); �L((0; �t℄; 0))à ¢­®¬¥à­® ®£à ­¨ç¥­ë ¯® L, �s ¨ �t, £¤¥ �s ¨ �t ¯à¨­ ¤«¥� â ª®¬¯ ªâ­ë¬ ¯®¤¬­®�¥áâÄ¢ ¬ Rd+ (Zd+). �£« �¨¢ ï Æ-äã­ªæ¨î C∞- ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­­®© äã­ªæ¨¥©, ¬ë ¬®�¥¬¯®áâà®¨âì ­¥¯à¥àë¢­ãî  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨î ~�L((0; �s℄; 0) â ªãî, çâ®

|~�L((0; �s℄; 0)− �L((0; �s℄; 0)| 6 1:� à¥§ã«ìâ â¥ ~�L((0; �s℄; 0)− E~�L((0; �s℄; 0)Ld=2¥áâì á«ãç ©­ ï ­¥¯à¥àë¢­ ï äã­ªæ¨ï ®â �s, ¨(4.44) ∣∣∣∣
~�L((0; �s℄; 0)− E~�L((0; �s℄; 0)Ld=2 − �L((0; �s℄; 0)− E�L((0; �s℄; 0)Ld=2 ∣∣∣∣ 6

2Ld=2 :� á¯à¥¤¥«¥­¨¥ á«ãç ©­®£® ¯à®æ¥áá  ~�L((0; �s℄; 0)− E~�L((0; �s℄; 0)Ld=2 § ¤ ¥â ¢¥à®ïâ­®áâÄ­ãî ¬¥àã ­  C([0;∞)d). Ǒ®¤ áå®¤¨¬®áâìî á«ãç ©­ëå ¯à®æ¥áá®¢ ¯® à á¯à¥¤¥«¥­¨î¬ë ¯®­¨¬ ¥¬ á« ¡ãî áå®¤¨¬®áâì ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ëå ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå ¬¥à ­  C([0;∞)d)(á¬. [92℄; ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¬®�­® à áá¬ âà¨¢ âì à §«¨ç­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ¢ë¡®à®ç­ëåâà ¥ªâ®à¨©, ­ ¯à¨¬¥à, ¯à®áâà ­áâ¢  äã­ªæ¨©, ¨¬¥îé¨å à §àë¢ë ¯¥à¢®£® à®¤ ).�¥®à¥¬  10. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï (4.33){(4.35), (4.43). �®£Ä¤  á«ãç ©­ë© ¯à®æ¥áá ~�L((0; �s℄; 0)− E~�L((0; �S℄; 0)L1=2áå®¤¨âáï ¯® à á¯à¥¤¥«¥­¨î ª £ ãáá®¢áª®¬ã ¯à®æ¥ááã.
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