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функциональный анализ и его приложения, 
т. 8, вып. 2, 1974, 13—29. 

КОГОМОЛОГИИ АЛГЕБРЫ ЛИ ФОРМАЛЬНЫХ ВЕКТОРНЫХ 
ПОЛЕЙ С КОЭФФИЦИЕНТАМИ В СОПРЯЩЕННОМ С НЕЙ 
ПРОСТРАНСТВЕ И ВАРИАЦИИ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ 

КЛАССОВ СЛОЕНИЙ 

И. М. Г е л ь ф а н д , Б. Л. Ф е й г и н , Д. Б. Ф у к с 

Введение 

0,1. Настоящая работа относится к теории характеристических 
классов слоений (см. [9], [1], [7]). 

Имеются две конструкции таких классов. Первая относит обобщенно­
му слоению (слоению в смысле Хефлигера, см. [10]) коразмерности п 
с тривиализованным нормальным расслоением на топологическом про­
странстве X гомоморфизм 

я * (Ж,; К ) - ^ Я * ( Х ; К ) , 
где VV^^ — (топологическая) алгебра Ли формальных векторных полей 
в К^. Этот гомоморфизм является естественным по отношению к непре­
рывным отображениям и, благодаря этому, относит каждому элементу 
кольца Я* (И^п; Щ характеристический класс (обобщенных) слоений ко­
размерности п с тривиализованным нормальным расслоением. Вторая 
конструкция исходит из произвольного ориентированного обобщенного 
слоения коразмерности тг на X и доставляет гомоморфизм 

я* {^Vп, к; К) -^ я* (Х; к), 
где Од — алгебра Ли группы ортогональных матриц порядка п, естест­
венно вложенная в Ш-п_, Этот гомоморфизм позволяет интерпретировать 
элементы кольца Н^^ (И̂ тг? ^п', Щ '^^'^ характеристические классы ориен­
тированных слоений коразмерности п. 

Обе конструкции С°°-не11рерывны, т. е. характеристические классы 
С°^-близких слоений на X близки в Я* (X; К); более того, гладкая дефор­
мация слоения вызывает гладкую же деформацию его характеристиче­
ских классов. Естественно возникает вопрос, насколько варьируемы 
характеристические классы слоений. По этому поводу известны два ре­
зультата. Первый принадлежит Тэрстону [13], построившему гладкое 
однопараметрическое семейство ориентированных (даже неособых) слое­
ний коразмерности 1 на трехмерной сфере с непостоянным классом Год-
бийона — Вея (класс Годбийона — Вея есть характеристический класс, 
отвечающий ненулевому элементу группы Н^ (И^̂ ; К) = Н^ (М^̂ , о̂ ; К ) ^ 
^ К); как сообщается в [8], Тэрстон подобным образом проварьировал 
и одну из образующих группы Н^ {Ш^; К). С другой стороны, Хейтш [11] 
доказал для (небольшой) части характеристических классов слоений 
жесткость, т. е. неизменяемость при гладких вариациях слоений. 

0.2. В настоящей работе мы предлагаем алгебраический подход 
к вариациям характеристических классов слоений. Наряду с характери­
стическими классами слоений мы рассматриваем характеристические 



14 И. М. Гельфанд, Б. Л. Фейгин, Д. Б. Фукс 
— ^ 'У— 

классы вариаций слоений, понимая под вариацией слоения 1-струю по 
параметру гладкого одпопараметрического семейства слоений (на одном 
пространстве). Определяются два сорта таких классов: характеристиче­
ские классы вариаций слоений с тривиализованным нормальным рас­
слоением и характеристические классы вариаций ориентированных слое­
ний (конечно, можно определить характеристические классы для любой 
разновидности «Г-слоений», см. [10]). Простейшими примерами характе­
ристических классов вариаций слоений служат характеристические клас­
сы слоений: значение такого характеристического класса на вариации 
слоения определяется просто как его значение на варьируемом слоении. 
Более важный набор примеров доставляют производные характеристи­
ческих классов слоений по параметру; последние и существенны, конечно, 
при рассмотрении вопроса о варьируемости характеристических классов 
слоений. 

Например, с вариациями ориентированных слоений коразмерности 1 
связаны по крайней мере два характеристических класса: класс Годбий-
она — Вея и его производная по параметру. Теорема Тэрстона показыва­
ет, что второй нетривиален (нетривиальность первого установлена в [9]). 

0.3. Обозначим через И̂ г̂ тензорное произведение алгебры Ли И̂ ^ 
на ассоциативную коммутативную алгебру К [̂ ]Д^К []̂ ]. Это — алгебра 
Ли; ее элементы можно записывать в виде | -Ь Щ^ (|, ц ^ Ж^); операция 
коммутирования задается формулой 

Формулы | 1 - > | = ^ + ^ 0 , Е + Ц " - ^ ! определяют вложение ^Vп -> И̂ п 
и проекцию И̂тг -^ Т̂ п с тождественной композицией Ш^ —̂  ̂ п ~^ ^п» 
В дальнейшем мы считаем РГд подалгеброй алгебры И̂ г̂. 

Алгебра \У-^ играет для характеристических классов вариаций слое­
ний ту же роль, что алгебра 'Шт^ играет для характеристических классов 
слоений: элементы кольца Я* {^V•п\ К) доставляют характеристические 
классы вариаций слоений с тривиализованным нормальным расслоением, 
а элементы кольца Я* (И п̂̂  ^п\ К) — характеристические классы вариа­
ций ориентированных слоений. Естественные вложения 

я* (1^„; К) -^ Н* (1Г„; К), Я* (И^„, о„; К) -^ Я ' {Ш^, о„; К) 

отвечают описанным выше интерпретациям характеристических классов 
слоений как характеристических классов вариаций слоений. Кроме того, 
имеются естественные гомоморфизмы (аддитивные) 

таг: Я* (И^„; К) -> Н* (Й^„; В), уаг: Я* (ТУ„, о„; К) -^ Я* (И^„, о„; К), 

обладаюш,ие тем свойством, что характеристический класс вариаций сло­
ений, определяемый элементом уаг (а), есть производная по параметру 
характеристического класса слоений, определяемого элементом а. Этот 
гомоморфизм важен при изучении варьируемости характеристических 
классов слоений; например, если уаг (а) = О, то характеристический 
класс слоений, отвечаюш,ий а, является жестким. 

0.4. Для когомологий алгебры Ли РГ^ мы построим прямые разложения 

т {ш1- К) = © я^ (р „̂; л'-ж;,), 
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где Шп — пространство, сопряженное с И̂ ^ (с естественной структу­
рой И^у -̂модуля), а Л^ обозначает г-ю внешнюю степень. При этом 1̂ ано-
нические изоморфизмы 

Н* (РГ„; К) ^ Н* {Шп, КШ'п), Н* (ТУ„, о„; К) ^ Н* {Ш^, о.; Л*ж;) 

являются кольцевыми. 
Вложения слагаемых Н%Шп\ Л«И^п)= Я«{РГ ;̂ К), №{Шп,Оп] Л^И^п)-

= Я^(И^п,о^,К) в суммыеЯ^(^„ Л^ТУ;)=Я^ (Т^^; К), фЯ^ (Т^,, о,; А']^п) = 
= Н^ (^п,Оп', К) совпадают, как оказывается, с естественными вложениями 
Н^ (Р̂ V, К) ^ Я^ (Й^,; К), т (Ж,, о,; К) ̂ ^т ( С о,; К) (см. п.0.3). Далее, 
образы гомоморфизмов уаг: Я^ (Т^^; К)-> Я^ (РГ^ ; К) и уаг:Я^ (И^ ,̂ о,/, К )-> 
^ Я ^ ( # ^ , 0 , , ; К ) лежат в Я ^ ' ^ ^ п ; ^ ^ ) и в Я^-^ (ТР'п, Оп; И^п), благодаря 
чему гомоморфизмы уаг могут рассматриваться как гомоморфизмы 
Я«(Т^^;К)^Я^~1(И^^; Т^;) и Я^(1^^,0п; К)^Я^-1(ТУ,„ о,; И^;); в этом 
качестве они имеют и прямое описание. 

0.5. Главные технические результаты этой работы относятся к кого-
мологиям Я* (И т̂г; ^п) И Я* (IVп, Оп; ^п) . Мы придаем этим когомоло-
гиям самостоятельное значение и исследуем их более подробно, чем нужно 
для характеристических классов слоений. 

Заметим, что Я* (Т̂ ^̂ ; ̂ 'п) есть Я* (И̂ г̂; К)-модуль, а Я* (Ж^, о^, ^ п ) 
есть Я* (РГ^, 0^; К)-модуль. 

Мы доказываем следующие теоремы. 
Т е о р е м а I. Я^ (ТУ ;̂ РГ;) ^ Я^^^^ (И^ ;̂ К) ® Я^-^^ (^1 (/г); К); 

структура Я* (И^̂ г; К)-ж.ос?г/./̂ л в Я* (М п̂̂  ^п) тривиальна {т. е, если 
у^Н^ (И^^; К), ^ е Я^'(И^^; Т^̂ ) г/ /? > О, д > О, то х^ = 0). 

Т е о р е м а П. 

Я^ (Т^,, Оп; С ) ^ Я2^^1 (И^,; К) ® т-'^ Ш (п), 0^; К); 

структура Я* (РГ̂ г. 0^; В)-модуля в Я* (М̂ ^̂ ; о̂ ;̂ РГ )̂ тривиальна, 
Поле К в обеих теоремах может быть заменено произвольным полем 

характеристики 0. 
Далее описываются гомоморфизмы уаг, в частности, находятся их 

ядра. 
0.6. Согласно сказанному в п. 0.3, ядра гомоморфизмов уаг состоят 

из жестких характеристических классов слоений. Однако оказалось, что 
наше вычисление ядер дает в точности теорему Хейтша. (Без претензий 
на точность можно сказать, что это означает, что «в области формул» нель­
зя доказать более сильную теорему жесткости, чем теорема Хейтша.) Зато 
любопытное следствие о вариациях характеристических классов слоений 
имеют утверждения о тривиальности модульных структур. Из них выте­
кает, что каковы бы ни были слоение и его вариация^ произведение любого 
характеристического класса на производную по параметру любого другого 
{возможно, того же самого) характеристического класса равняешься нулю. 
Проиллюстрируем это утверждение примером. Пусть х ,̂ Х2 — естественный 
базис пространства Н^ {8^ X -5 ;̂ К) и пусть Р — ориентированное слоение 
коразмерности 1 на 5^ X 8^, класс Годбийона -— Вея которого пропор­
ционален х^ (такое слоение можно получить умножением любого из слое­
ний семейства Тэрстона на *9̂ ). Тогда при вариации слоения Р класс Год­
бийона — Вея может изменяться (это видно из примера Тэрстона), но обя­
зательно останется пропорциональным ^1. 
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0.7. Структура статьи такова. Первый параграф посвящен вычисле­
нию когомологий Я* {Шп', ^п) и Я* (И п̂? 0̂ 1; Я^п)- Во втором параграфе 
вычисляются гомоморфизмы уаг, третий параграф посвящен когомоло-
гиям алгебры Й̂ ^ и, наконец, четвертый — характеристическим классам 
слоений и их вариаций. 

§ 1. Ж* (>Г^; ТГ;) и Д^* (Ш^, о^; 1г1) 

1.1. Начнем с напоминания основных определений. 
Пусть 3—топологическая алгебра Ли над полем к характеристики О, 

и пусть М — произвольный ^-модуль. Под д-мерной коцепью алгебры 
9 с коэффициентами в М понимается непрерывная кососимметрическая 
д-линейная функция на з со значениями в М, т. е. непрерывный гомомор­
физм А^д—>М. Пространство этих коцепей обозначается через С^ (з; М). 
Дифференциалом д-мерной коцепи Ь называется (д + 1)-мерная ко­
цепь (1Ь, определяемая формулой 

аЬ (?х,. . . , 1,^г) = 2 {- 1)'"''"'^ ([^3, Ы, ^ 1 , . . . I . . . 1 ^ . . •, 1а^1) + 
1<8<^<а+1 

+ Е (-1Г1.ьа1,...1...,1в+1). 

Ясно, что сопоставление Ь ^-^ йЬ определяет линейное отображение 
д.: С^ (з; М) -» С̂ +1 (д; М) и что композиция йой\ С^ (з; М) -> 
->С^^^{д; М) тривиальна. Таким образом, пространства С^ (з; М) и гомомор­
физмы й составляют комплекс; ^-я группа гомологии этого комплекса на­
зывается ^-й группой когомологий алгебры 0 с коэффициентами в М ж обо­
значается через Я^ (з; М). 

Пусть ^ — подалгебра алгебры д. Подпространство пространства 
С^(з; М), выделяемое условиями Ь (Х^, ... 5̂ ) = О и ЛЬ (1^, ...,5а+1) = О 
при ^̂  ^ >̂ обозначается через С^ (д, ^; М). Очевидно, что пространства 
С^ (З, ]̂ ; М) составляют подкомплекс комплекса {С^ (з; Ж), с?}; д-я 
группа гомологии этого подкомплекса называется ^-й группой когомологий 
алгебры з по модулю ^ с коэффициентами в М ж обозначается через 

Пусть Ь ^С^ (й; М) ж К ^ С^ (з; к) (когда не оговорено против­
ное, к рассматривается как тривиальный з-модуль). Формула 

К1 {1„ ..., ^,,,) = 2 . ( - 1Г--V[^<''«>'« К {I,,,..., Ь^) X 
1<г1< . . .<гр<р+а 

X -Ь (9X7 • • • Ьг1 • • • Ьг„ ' • • » &Р+а / Р 

определяет коцепь КЬ е С̂ "̂ *̂  (з; М) и умножение С^ (з; к) (х) 
(3)С^(3; ^ ) -> С^-"^ (З; ЛГ). Ясно, чтоЛ {КЬ)=={аК) Ь + {— 1)^ Ж:(йЬ), бла­
годаря чему определено также умножение Я^ (з; к) ® Я^ (з; М) -> 
--> Я^+^ (з; М). Это умножение при М = к определяет в Я* (з; к) = 
= ф Я^ (з; к) структуру градуированного кольца и при произвольном Ж 

0. 

определяет в Я* (з; М) = ф Н^ (з; М) структуру градуированного 
«г 

Я* (з; к)-модуля. Подобным же образом. Я* (з, ^; к) есть градуиро­
ванное кольцо, а Я* (з, |>; М) есть градуированный Я* (з, ^; к)-
модуль. 

Ниже через И̂ ^ обозначается топологическая алгебра Ли формальных 
векторных полей в /г-мерном пространстве над к, через Шп — простран-
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ство непрерывных функционалов на Ш^ (̂  естественной структурой 
•рРу -̂модуля), через ^1 (п) — подалгебра алгебры И^ ,̂ составленная из 
полей вида 3^г^^г д/дx^ (очевидным образом изоморфная обычной алгебре 
матриц), и через о^ — подалгебра алгебры ^1 (тг), выделяемая условием 

Настоящий параграф посвящен вычислению Я* (И^^; к)-модуля 
Я* {Шп; И^п)и вычислению Я* (И^^. 0^; к)-модуля Я* (И^^, Оп', М п̂). Эти 
вычисления мало отличаются одно от другого, и мы проведем подробно 
только первое, ограничившись для второго формулировкой окончатель­
ного результата и перечислением отличий от первого вычисления. 

1̂ .2. Пространство С^ (М^̂ ; И̂ п) есть (Л^ ШпУ (^ 1V'п = А^ (Шп) 0 
0 Шп- в свою очередь ]Vп естественно отождествляется с 5* Г 0 Т\ 
где Т = к^ ш 8"^ обозначает симметрическую алгебру (ср. [4], п. 1.2). 
Таким образом, 

с^ (Р^п; ̂ п) = л^ {8*т (X) го о (5Т ® т% 
что позволяет записывать элементы пространства С^ (ТУп? ^г) как функ­
ции аргументов ах, ..., а^+^ е У; Рг, ..., §д+1 е Т, зависящие полино­
миально от координат ковекторов а̂ ,̂ ..., а̂ +х, полилинейные по р^, . . » 
..., Рд+1 и меняющие знак при одновременной перестановке а̂  с а̂  и р̂  с 
Р̂ , если 1<^д + 1, 7 < [ д + 1 - Дифференциал й задается при такой за­
писи формулой 

ёР (аь . . . , а,^^; Рь . . . , [За+2) = 2 ( - '^Г '" '^ («з + ос,, % , . . . 
1<8<г<а+1 

. . . а , . . . а^. . . , а̂ +2; Р (̂ ^ О» Рь • •. Рз •. • ^?. • •, Р̂ +х) + 
+ 3 (— 1)'"̂ ^ ^ К ' . . . а , . . . , а^+1, а ,+ а̂ +з', Рь.. • • Р̂  • • •, Р^+1, Р (5, д + 2)), 

где р (5, ^) = (а^, Рз) Р̂  — (ад, Р̂ ) рз- Подобным же образом, коцепи из 
^^ (̂ 7x5 к) отождествляются с функциями от а^, ..., а^ е 7"; Рх, ... , Рд е 
е Г, полиномиальными по а, полилинейными по р и меняющими знак 
при одновременной перестановке а̂  с щ и р̂  с Р; (ср. [4], п. 1.3). Умноже­
ние С^ {]Vп; к) ® С^ (И^п; Т̂ п) -> С^+^ {Шп; VVп) действует по формуле 

Р^ ( « 1 , . . . , а , , , ,1 ; Рх, . . . , Рр,,,х) = Е ( - 1)̂ -̂̂ --̂ ^^^ -̂̂ )/̂ 1 X 
Кг1<...<гр<р+д 

X Р (а,„ . . . , а^^; р^^,. . . , р ^ (? (%, . . . а^, . . . а.-̂  . . . , ар+^+1; 

Р 1 . . . Р и . . . р г р . . . , Р р + , + 1 ) 
(ср. [4], п. 1.4). 

1.3. Мы используем спектральную последовательность Серра — Хох-
шильда (см. [12]), отвечающую подалгебре д! (п) алгебры ^У^. Эта спект­
ральная последовательность сходится к Я* (И п̂? Т̂ п)» а ее первый член 
определяется формулой 

ЕТ = Я^ (̂ 1 (/г); С^ (И^,, д! (я); И^;)). 

Пространство С^ (И^ ,̂ ^1 (п); ]Vп) есть подпространство пространства 
С"̂  (1^^; И^п), составленное из многочленов Р (ах, ... , а̂ +х; Р1, ... , Рд+х), 
удовлетворяющих условию: суммарная степень каждого входящего в Р 
одночлена по координатам ковекторов ах, ... , а^ отлична от 1. Хотя 
91(^)-модуль С̂  {Шп, зЦтг); 'Шп) бесконечномерен, он распадается в сумму 
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конечномерных модулей (суммарная степень по ах, ... , а^+1 является 
й1(/г)-инвариантом), и потому 

где [ ]9̂ ('̂ > обозначает пространство з{(д)-инвариантных элементов 
(см. [6], глава 5, теорема 1). 

Дифференциал й '̂': Е^' -> Е1^-^'^ индуцирован дифференциалом 
6:СЦШп. й̂  {п); И п̂) -> С^^^ (Т^п, й1 (^); ^п), благодаря чему Е^ есть 
тензорное произведение д-го пространства гомологии комплекса 

{[С" (Т^„, 91 (п); Т^;)]9«Ч й} (1) 
на Ш {$1 (п); к). Таким образом, наша очередная задача состоит в том, 
чтобы вычислить гомологии комплекса (1). Это и делается ниже: предложе­
ния 1 и 2 дают более явное описание пространств, составляющих комплекс 
(1), предложение 3 описывает его дифференциал, и, наконец, предложение' 
4 описывает его гомологии. 

1.4. Из основной теоремы теории инвариантов (см. [3], теорема Г16А) 
следует, что всякая 91(^)-инвариантная коцепь имеет вид 

^ а 
Е . . • Е К-^л^ к , Рх)... (^1,,!, Ра+О, (2) 

где ^1^... Чд̂ ^ е к (ср. [4], предложение 4.4). Прежде всего выясним, ка­
кие выражения вида (2) удовлетворяют условию косой симметрии и усло­
вию, что степень по ах, ... , а^ отлична от 1. 

Определим коцепи 

Ае е̂ -̂ - (Т ,̂, й1 (̂ ); Ко, ^. е С̂^ (И ,̂; к), 
где 5, ]̂ , и, у > О и 8̂ , 82, 8 = О или 1, равенствами 

Ре^ (<^1? . . • ? ^28+2^+51+52+25 Г19 • • • ? 1^28+2^+51+52+2) = 

« 2 31§11 (^Ь . • . , ^28+2^+51+52+1) («12, Ри) (С^1з, РгО • • • («^з ' Р^з-х) ^ 
(11,..., г28+2г+е1+52+1) 

^ (^^5+г+1' ^ 0 (^^8+2' ^^8+1) • • . («гз+г+х, Р^1+г) (^^8+1' ^Ч\1^л) ^ 

X (а^„ Р^8+;+2) («22, Р^в+^+з) • • • (^^8+г' Р '̂28+2г+1) ^ 
(«21, Р28+2т), е с л и 81 = 82 = о , 

( ^ ^ 8 + т ' Р ^ 2 . + 2 ^ + 2 Ж ' Р2в+2/+з)' ^ ^ ™ ^1 - о , 82 - 1 . 

(«28+2/+3 , Рг28+2г+2) (^^1' Р28+2г+з), ©СЛИ &! = ^ 1 , 82 == О, 

[ ( « г з + ^ + 1 , Р г 2 8 + 2 т ) ( ^ 2 8 + 2 Ш , Р . - 2 з + 2 г + з ) К ' Р 2 т т ) , ©СЛИ 81 = 82 = ! ; 

Сад («1 , . . . , «2и+5+1; Р1, . . . 7 р2и+е+1) = 2л ^Х^П (^1, . . . , ^2^+5) X 
(г1,.... г2п+е) 

X ( % , Рг.) («гз, Ю . . . (%Р^и-1) (^гх, Р.^+х) (^^- ^^^+2) ' • ' К М >< 
( («2ге+1, Р О («н, ^2^+1), вСЛИ 8 = 0 , 

X \ 

\ {^2и+2, \ ) («2и+2, Рг2,,+1) («21, р2и+2), бСЛИ 8 = 1 ; 

% («И . . ., «2г;; Р ь • • • , М = 2 ^ 1 ^ ^ (^Ь • • • ' ^2г,) («г1, Ргх) («гз,'^^) • • • 
. • . («2^, Р2,_1) («г1, Р2-^ («2л Р2^+1) («22, Р2,+2) ' ' « ( % ' Р^зг;)' 

X < 
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П р е д л о ж е н и е 1. Пространство [С * (И^̂ ^ й̂  (̂ )5 Т̂ п)]̂ '̂ ^̂ ^ 
аддитивно порождается коцепями вида'^щ ••-'^у 9^^' и'фу^ ... 'ф^ а^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Всякая коцепь из [С^ (И п̂? Й̂  (̂ )5 И̂ п)]̂ '̂ ^̂ ^ 
есть сумма многочленов, каждый из которых получен косой симметриза­
цией из некоторого монома, и мы можем ограничиться рассмотрением та­
ких многочленов. Пусть 

(а/е,, рг) ... (а^^^^, Р^+х) 

— моном, косой симметризацией которого получена предложенная ко­
цепь Р. Из налагаемых на многочлены условий следует, что: 

(1) каждое из чисел 1, ... , ^ либо вовсе не встречается среди к^, ... 
... , к^+-^, либо встречается по крайней мере дважды; 

(и) если 1 ^ [ 1 < ^ V ^ д и числа [х, V не встречаются среди к^, .., , й:̂ !̂, 
то к^ ^ к^ (иначе одновременная перестановка а^ с аV и р^.с РV не меняла 
бы монома и его косая симметризация равнялась бы нулю). 

Случай 1: д = 2г. В этом случае ровно г из чисел 1, ... , дне содержат­
ся среди Л|̂ , ... , к^^^, В самом деле, если, скажем, среди /с̂ , ... , /Сд+̂  не со­
держатся г, ... , д, то среди к^, ... , А̂^ не более г различных чисел, т. е. по 
крайней мере два из этих чисел совпадают, что противоречит (1). С другой 
стороны, если среди к^, ... , к^^^-^ содержатся, скажем, числа 1, ... , г + 1, то 
в силу (11) каждое из последних чисел встречается среди к^^ ... , к^^^по 
крайней мере дважды, откуда д + 1 > 2 (г -]- 1). 

Мы считаем, что среди чисел к-^^ ... , /Сд+-̂  встречаются 1, . . . , г (и, может 
быть, д + 1) и не встречаются г + 1, ... , д. При этом в силу (11) числа 
^7+1, ... , ^д попарно различны. 

Подслучай 11: д + 1 не содержится среди й̂ +̂х, ..., к^^. Тогда можно счи­
тать, что г̂+г = 1, ..., /̂ ^ = г. Среди чисел к^^ ..., к^^ к^^^ должны встре­
тится хотя бы по разу 1, ..., г. Составим последовательность: 

/о = д + 1, /г = ^и, к = ^и^ ... 
Пусть 1^ — первый элемент этой последовательности, равный одному 
из предыдущих элементов. Тогда среди и индексов А̂  ̂ д, ..., к1^ имеется ровно 
и — 1 из чисел г -\- \, ...^ ^ (именно, 1^, ..., /и-г). Значит, индексы й:• с г ^ 
е / = {1, ... 1х ... 1и~\ ...? я) попарно различны, и функция I ь^ /с̂  опре­
деляет перестановку I —> I. Последняя разлагается в произведение цик­
лов; пусть VI, ..., Vт — ДЛИНЫ ЭТИХ ЦИКЛОВ. 

Моном полностью описан; если /и ~ ^ + 1? то Р = ЧЬ'Фу! ••• 'Ф̂ ш̂ и» 
а если 1и = 1в с О < 5 < и, то Р = ±:'^Vг •••'Ф^^^рз^ь^-з. 

Подслучай 12: д + 1 содержится среди К^,^, ..., к^. Тогда можно счи­
тать, что й:̂ +1 = 1, ..., /̂ д-1 = г — 1, й:̂  = д + 1. Среди чисел к^^ ..., к^,^ 
й̂д+1 должно встретиться дважды г и по одному разу 1, ..., г — 1. Снова 
составляем последовательность/о = ^ + 1^1 = ^/о' ••• • Если/^ — первый 
элемент этой последовательности, равный одному из предыдущих элементов 
4, то О <^ 8 <^ и ж 1^=^1^ = г. Сопоставление 1 (-> \ опять определяет пере­
становку множества {1, ..., 1^ ... /̂ 1-1 •..9^}5 последняя разлагается в про­
изведение циклов, и если V^, ..., Ут — длины этих циклов, то Р = 

Случай 2: д = 2г — 1. В этом случае из чисел 1, ..., д или г или г — 1 
не содержатся среди й̂ ,̂ ..., к^^^. В самом деле, если, скажем, среди /с̂ ,̂ ... 
..,, /̂ 4̂-1 не содержатся г — 1, ..., д, то среди к^._^, ..., к^ не более г — 2 
различных чисел, т. е. по крайней мере два из этих чисел совпадают, что 
противоречит условию (И). С другой стороны, если среди чисел А:̂ , ..., кд^^^ 
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г.одер'й^^^т^я, скажем, числа 1, . . . , г + 1 , тов силу (г) каждое из этих чисел 
встречается среди к^, ..., к^+^ но крайней мере дважды, откуда д + 1 > 
> 2 ( г + 1). 

Подслучай 21: среди к-^, ..., /Сд+1 встречается г из чисел 1, ..., д, 
Подслучай 22: среди к^^ ..., А̂ +̂х встречается г — \ из чисел 1, ..., а. 
Мы опускаем детальное рассмотрение этих подслучаев, аналогичное 

предыдущему. В подслучае 21 коцепь Р совпадает, с точностью до знака, 
с коцепью вида 1])̂ ^ ...'^.ъ о]1 или я!̂ ;̂! ...'^1) Рзг̂ , а в подслучае 22 — с ко­
цепью вида ^щ ...'Ф^„,р8?. 

1.5. Наша следующая задача — перечислить соотношения между най­
денными образующими. Заметим, что указанная нами система образующих 
по виду не зависит от п, так что зависимость от п пространства 
[С^ (VV^^, д! [п); 1^̂ )]9'̂ (̂ ) должна проявляться только на соотношениях. Для 
удобства дальнейших формулировок выделим в [С* {VV-п,, ^И^О^ И г̂)]̂ '̂ ^̂ ^ 
пять последовательностей подпространств: А-г, Ву, Сг, Ог, Рт-

Прост­
ранство ' 

Лг 

Вг 

1 т 

Вг 

Рт 

Образующие ' 

С г?1 + . . . + г̂ то + м = Г — 1 

Ч'«, • • • '^V^^Л 

* т 

г̂̂ х • • • ^ г ^и С г̂ 1 + . . • + ^ т + гг - г 

Размер­
ность ((I) 

2 г ~ - 1 

1 

2г — 1 

2г — 1 

2г 

2г 

Степени по 
«1, . . . , а^ ! 

0 . . . 0 2 . . . 2 
г — 1 г 

0 . . . 0 2 . . . 2 3 

0 . . . 0 2 . . . 2 
г г — 1 

0 . . . 0 2 . . . 2 3 
г г—1 

0 . . . 0 2 . . . 2 
г г 

Степень 
по ад^| 

0 

1 

2 

0 

1 ' 

Системы коцепей, порождающих эти пространства, указаны во второй 
колонке таблицы. Каждое из этих подпространств состоит из коцепей од­
ной размерности, указанной в третьей колонке таблицы. В двух последних 
колонках приведены степени элементов соответствующих пространств по а 
(подробнее: произвольная коцепь рассматриваемого пространства записы­
вается в виде многочлена от а, Р, и у любого монома, входящего в этот 
многочлен, вычисляются степени по а^, ... ,а^^,-^\ легко усмотреть, что 
степени по а 1 , . . . , а^ с точностью до порядка не зависят от произвола в вы­
боре коцепи и монома, а степень по а^^^-^ вовсе не зависит от этого произво­
ла). Предложение 1 означает, что 
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Поскольку все наборы степеней в таблице попарно различны, наши 
пространства попарно не пересекаются, и задача об отыскании соотноше­
ний распадается на задачи отыскания соотношений в каждом из про­
странств Аг, Вг, Сг, Вг^ Рр-

П р е д л о ж е н и е 2.(1) Пространства А^ с г ^ п -\г 2, Ву с г ^ 
^ п + 1, СгСГ^п + 1,ВгСГ^п + 1иРгСг'^п + 1 тривиальны. 

(II) В пространствах Аг с г ^ п, Вг с г ^ п, Сг с г ^ п, Вг с г ^ п и 
/'т- с г ̂  /г — 1 указанные в таблице образующие линейно независимы, 

(III) Определяющую систему соотношений в пространстве Р^ь составля­
ют равенства 

т 

»̂.• • • "^^^Л = 2 ^г....^.^Р1^ + Е (-^^'V,%,...%.... 1|),„Р1%.-Х. 
8+<=-и-1 г = 1 

(3) 
(1У) Определяющую систему соотношений в пространстве А^^^^ состав-

ляют равенства 

^..•••КРГ«= 3 ^^.•••^рзг,* + 
,00 
и+1, V^-V 

т 

Утверждения (1) и (И) очевидным образом вытекают из следуюш;их ут­
верждений (1') и (1Г). 

(!') Если моном (а̂ ^̂ , Р̂ ) ... (ос?со+1» Рз+1) ^^ зависит более^ чем от. п из 
ковекторов а^, ..., а^, то его косая симметризация (по а-^, ..., а^; Р ,̂ ..., Р )̂ 
равняется нулю, 

(1Г) Мономы вида (а̂ ^̂ , Р̂ ) ... (ос̂ ^ , Рд+1), имеющие положительную 
степень не более, чем по п из ковекторов а^, ..., а^+^, линейно независимы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о у т в е р ж д е н и я (Г). Выделим из рас­
сматриваемой косой симметризации сумму мономов, не зависящих от 
^ю •••' ^;'п+1'^'^^ 1^/1<^---<С/п-и^ -̂ Эта сумма полилинейна и кососим-
метрична по р̂ ,̂ ..., ^^^^^^ и потому равняется нулю. 

Д о к а з а т е л ь с т в о у т в е р ж д е н и я (И'). Пусть е^, ..,,еп— 
— базис в Т и ^1, ..., п̂ — сопряженный базис в Г*, и пусть 
{^ки Р1)"- {^к +17 Рд+х) — моном, имеюш,ий положитсльную степень по 
Щг^"--) Щ (^^^7 1 ^/1<С---<С7г'^^+ 1) и нулевую степень по остальным /V. 
Положим щ^ — е^, ..., щ = ег\ щ = О при / Ф ]\, ..., /г и определим р̂  
условием: а^. = Р|. Подстановка этих а и р в наш моном дает единицу, 
подстановка этих же а и р в любой другой моном, имеюп];ий положитель­
ную степень не более, чем по п из а, дает 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о у т в е р ж д е н и я (111). Прежде всего 
заметим, что для доказательства нетривиальности коцепи Р ^ Р^ доста­
точно доказать, что равны нулю не все числа (элементы поля к) 

1Ч'-Ы+1 {Р) =: Р (О,.. . , О, ^;, . . . , < ,̂ е^, ^ 1 , . . . , еп, г̂„ . . . , ̂ щ,̂ ) 

с 1 < г*! < Аг, .... 1 < '̂̂ +1 < п. 
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Действительно, так как 
(р1, ..., Р2П+1) ^ Р (О, ..., О, 4 .,., бп, е^\ Рг, ..., р2п+1) 

есть полилинейная функция, кососимметрическая по р^, ..., |3^, то из ра­
венства нулю чисел у следует, что 

Р (О, ..., О, е'х, ..., бп, е^\ Рх, ..., рап+г) = О 

при любых р1, ... ,р2п+1- Пользуясь инвариантностью Р относительно пере­
становок координат и условием косой симметричности, мы получаем от­
сюда, что 

Р (О, ..., О, ̂ 1, ..., вп, 4 ; р1, ..., р2п+1) = О 

при любых р^, ..., Р2П+1 И любом I. Так как, далее, 

^ 2 7 1 + 1 ""^ ^ ( ^ 7 • • • ? ^1 ^11 • • • ? ^ п ' 0С2П+1? Р х ' • • • ? Й27г+1) 

есть линейная функция, то последнее означает, что 

при любых рт̂ , ..., ^2п+1, (Х2П+1- ^ 3 ЭТОГО следуст, опять-таки ввиду инва­
риантности Р , что 

Р (О, ..., О, О671+1, •••» 0̂271+1? Р1? •••? Р27г+1) =̂  О 

при любых ап+1, ... ,сб2п+г; Рх? •..? Рг 71+1? удовлетворяющих дополнитель­
ному условию линейной независимости а^+г, ..., ос2п, а это дополнительное 
условие может быть отброшено благодаря непрерывности Р. Ясно, нако­
нец, что из последнего равенства вытекает, что Р = О, поскольку 

1<г1< . . .<гп<2п '^ ' '^ 

а слагаемые этой суммы получаются одно из другого перестановками 
(а„ Р,) ̂  (а,-, р,-) ( 1 < ^ < 7 < 2 я ) . 

Далее, так как степень многочлена Р е Рп по ап^^^ равна 1, а по ос­
тальным а равна О или 2, то уг^.^Лп^у^ {Р) может быть отлично от нуля лишь 
при условии, что среди 1^, ... ,^-^+^. дважды встречается 1 и по одному разу 
2, ,.. , п. Пусть 11, ... , /̂ 1+1 — такой набор. Рассмотрим два случая. 

Первый случай: ^̂ ^̂  = 1. Тогда {г^, ... ,1п) — перестановка чисел 
1, ... , тг. Она разбивается в произведение циклов; пусть и — длина цикла, 
содержаш;его 1, и VI, ... , иш —длины остальных циклов. Легко видеть, что 
Ук—^^п+г (^) равняется нулю для всех мономов Р нашей системы образую-
пщх, кроме трех: 

для которых Уг1..Лп+1 ОТЛИЧНО ОТ нуля (и легко вычисляется). 
Второй случай: 1^+1 Ч^ 1. Составим последовательность /о — ^п+и 

1̂ ~ /̂о̂  2̂ "== /̂1? ••• • Пусть 1у^ — первый элемент этой последовательности, 
равный одному из предыдуш;их элементов, 1^. Ясно, что 0<^8<^ии1^ = 
= 1^= 1 и что на множестве {1, ... , п} \{1о, ... ,/г4->1} сопоставление к ^^ ^^^ 
определяет перестановку. Эта перестановка разлагается в произведение 
циклов. Пусть V-^, ... ,Гтп — длины этих циклов. Тогда Угг..Лп^^ {Р) равня­
ется нулю для всех мономов Р нашей системы образуюп],их, кроме трех: 

гЬ . . . яЬ р1о гЬ . . . яЬ а^, яЬ . . . яЬ яЬ б®, 

для которых У11...г̂ ,̂ ОТЛИЧНО ОТ нуля (и опять-таки легко вычисляется). 
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Из сказанного следует, что коцепи г|;̂ ,̂  ... '^,^^^р^^^ линейно независимы в 
Еп, а коцепи'фу^ ... 'ф^^о'и линейно через них выражаются (так как каждое 
7 отлично от нуля в точности для одной коцепи г!)̂ ^ ... 'ф^̂ р̂ ? и на каждой 
коцепи 1])̂^ •••'Ф^шР̂ ? отлично от нуля некоторое у). Чтобы доказать фор­
мулу (3), остается вычислить значения у на указанных выше коцепях и 
убедиться в том, что результаты не противоречат этой формуле. Это авто­
матическое, но довольно громоздкое вычисление мы опускаем. 

Доказательство утверждения (1У) аналогично предыдуш,ему. Мы огра­
ничиваемся указанием, что для тривиальности коцепи достаточно обраще-
щение в нуль чисел 

Р (О, ... ,0, ^1, ... , Сп, е^ + ^2, 0; е̂ , ... , е^, е^^, ... , ̂ г̂ +а)-

1.6. Следующее автоматически доказываемое предложение описывает 
действие в [С * (И п̂? ^̂  (̂ )? И̂ п)1̂ ^̂ ^̂  дифференциала й. 

П р е д л о ж е н и е З , йроо _ _ р011_,_ ( _ 1)«+̂ +1 р01; фо1 _ _ роо̂ ^ ^ + 

Л.0 ^ (-^ 1)-1роо + ( ^ 1 ) ^ ; йа1 = ( - 1ГРо^1 - р - . 
1.7. Предложения 1—3 позволяют без каких-либо затруднений вы­

числить гомологии комплекса {[С^ (Т̂ тг̂  9̂  (^); 1'̂ п̂)]̂ '̂ '̂̂ \ ^}- Получается 
'Следуюш;ий результат. 

П р е д л о ж е н и е 4. Б̂с./ггг г =^ 2 /г, /тгс? г-̂  гомологическое прост­
ранство Н г комплекса {[С^ (И^^, д! (^); "й̂ п)]̂ ^̂ ^̂ } тривиально; простран-
-ство Н^п имеет размерность, на единицу меньшую количества представле­
ний числа п -\- 1 в виде суммы натуральных слагаемых {представления, раз­
личающиеся только порядком слагаемых, считаются одинаковыми). 

Подробнее: обозначим через х^^^т^^, где О <^ г;̂  ^ ... ^ г;̂  г̂  1̂ + ... + 
-\- V^п = п -{- 1, гомологический класс цикла 

т 

г=1 ^ 

пространство Н^^п порождается своими элементами Хщ_-с^^ связанными 
единственным соотношением 

т 
•^21 (^|-1)(^г-2) 

V,...Vт П (к^\) Пг;. 

где к^ — число, показывающее, сколько раз / встречается средиVI, ... , Гт» 
1.8. Теперь мы можем доказать части теорем I, II из введения, от-

относяш;иеся к 71* (ТУ ;̂ РГп). Для этого вернемся к спектральной последо­
вательности Серра — Хохшильда (см. п. 1.3). Предложение 4 показывает, 
что у этой спектральной последовательности 

О, если д =1= 2п, 
ЕТ' ' (X) Я ' (дГ (тг); к), если д - 2п, 
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а (11т ^Г'^ на единицу меньше количества представлений числа тг + 1 в 
виде суммы натуральных слагаемых. Все дальнейшие дифференциалы 
спектральной последовательности тривиальны по размерностным сообра­
жениям, и мы получаем канонический изоморфизм 

Н" {И „̂; Ш'п) = ЕТ' " ® Я'-^" (зГ {п); к). 

Сопоставляя полученную выше информацию о (11т -Е^'^ с теоремой 5.5 
статьи [4], мы получаем (пока не канонический) изоморфизм 

Н" (Т^„; ^'п) ^ Я^"-'̂  (И п̂; к) ® Я«-^" (зГ (п); к). 

Остается доказать, что каковы бы ни были у ^ Я^(И^^; к), х е 
^Н^ (М т̂г̂ ^п) С р ^ О, д^О, произведение ху равняется нулю. Доказатель­
ство: фильтрация Серра — Хохшильда класса у по подалгебре д! (тг) 
не меньше тг (см. [4], предложение 5.3), а фильтрация класса х равна 2тг; 
ввиду мультипликативности этой фильтрации, произведение ху имеет филь­
трацию, не меньшую Зтг, следовательно, ху = 0. 

1.9. Утверждения теорем 1,11, относяш;иеся к Я* {^Vп, Оп5 ^п) До­
казываются точно так же. К Н* (Т п̂» ^П1 ^п) сходится спектральная по­
следовательность Серра — Хохшильда с 

^?''" = Я'-(9Г(п), V, С''{^Vп, &Цп); Ш'п)) = 
= Н\91{п), 0„;к)®[С«(И^„,9И?г); Шп)]''^'^\ 

И, повторяя с соответствующими изменениями сказанное в п. 1.8, мы вы­
водим из предложения 4, что 

Н' {Ш^, Оп; V^^п) ^ Н'^^' (И/,; к) (X) Я^-^" (зГ (тг), о,; к). 

Тривиальность Я* {^п^ <^п'1 ^п) как Я* {Ш^, о^; к)-модуля снова до­
казывается на основании мультипликативности фильтрации Серра — Хох­
шильда, хотя относительно фильтрации элементов положительной размер­
ности пространства Я* (И п̂? ^п'-> к) можно утверждать лишь, что она не 
меньше 2. 

§ 2. Гомоморфизмы таг 

2.1. Пространство С^-^^ (И п̂5 к) = Л^+^1^^ естественно вкладывается 
в С^ (^П1 ^п) = (А^Шп) (8) ^п, и это вложение, очевидно, перестановочно 
с дифференциалом. Возникаюш^ий гомоморфизм Я^+^ {^п'-> к)—>Я^ {^п'ч^п) 
обозначается через уаг. Это — гомоморфизм, который был обеш;ан во 
введении. Его связь с характеристическими классами слоений мы обсудим 
в § 4, а в этом параграфе он изучается как самостоятельный объект. 

2.2. Как известно, коциклы г})̂  е С̂ ^ С^т 9̂  (̂ )» к) когомологичны 
нулю в С* (И п̂5 к): естественно определяются коцепи ф̂  ^ (̂ 2г5_1 (И^ ;̂ к) с 
йфг? ='Ф» (см. [4], [5]). Оказывается, что коцепи Фщ ... фи̂ 'Фу! ••• "Фт) 
с 1 < 1̂1 < . . . <1гг < тг, 1 < г;1 < ... < г;̂  < тг, % < 1̂1, у̂  + ... + Гщ < 
^ тг, и̂  + х̂ + ••• + ^т ^ ^ являются коциклами, и когомологические 
классы Сщ,^^и.;V^...V^ ЭТИХ КОЦИКЛОВ составляют (аддитивный) базис 
пространства Я * {Ш^; к). 

Через Д, ...,/71 ниже обозначаются естественные мультипликативные 
образующие алгебры Я * (д! (г̂ ); к) [(11т Д = 21 — 1]. 
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Т е о р е м а III. 

О при ^̂ 1 + 171 + . . . + г̂ш > ^ + 1. 
%.-.̂ Р ^1... ^т [ XщVг...V^ ® и,. . . кц гьри 1̂1 + ^1 + • • • + г̂ т =- ^ + 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку класс Хгь 
представляется коциклом Ф̂г ••• фи, г̂г̂ ^̂ .̂.. г; , ДОСтаточно показать, что 

о при 170 + 1̂1 + . . . + ^̂ ж > ^ + 1, 
^аг с.,; ,,..^^ - I ̂ ^̂ ^̂  _̂  ^^ при 170 + г;1 + . . . + ^^ = /г + 1. 

Рассмотрим коцепь ф̂ '̂ф-у̂ ... 1];̂  в С*(И^]у;к), гдеЛ^^тг. Эта коцепь 
уя^е не является коциклом: ее дифференциал равен 'фт;̂ '̂ !̂ ... "Фг? • Легко 
усмотреть, что коцепной гомоморфизм С* (РГ^; к) —> С* (И '̂]у; И ]̂у) ^фе-
ВОДИТ -ф^^-фг,, • • •^г^^ в 

т 

^Щ^,,...^,^...^,^Р2 -01 ) (4) 

и, следовательно, переводит Ф̂ о'̂ г?» .••'Фг? в некоторую д! (7г)-инвариант-
ную коцепь, дифференциал которой равен (4). Инвариантной коцепью с 
дифференциалом (4) является 

т 

2 ( - 1 ) % Л , . . . ^ . . . . . я | ) . ^ б 0 . . 1 . (5) 
г=0 * 

Следовательно, гомоморфизм С* {Ш^; к) —> С* {Шм', И̂ ]у) переводит ко­
цепь ф̂ д 1|)я;1... 'фк в сумму коцепи (5) и некоторого инвариантного коцикла. 
Поскольку N велико, последний есть дифференциал некоторой инвариант­
ной коцепи, О) е С * (И ]̂у; И л̂г)- Коцепь со единственным образом (М вели­
ко!) записывается через скалярные произведения (а^, РУ) (СМ. п. 1.4). 
Пусть 0)̂  — коцепь из С * {Ш^', ^п), записываемая через эти скалярные 
произведения так же, как со; тогда образ (рУо'^ы •••'^•V^у^ е С * (Шп', к) 
при гомоморфизме С * (И т̂г; к) -> С * (И^п; 1̂ п) есть 

Т. е. 1щ ... ^^ + йсоп при Vо + ... + ^т = п + 1 и (̂ со̂ г при Го + ... 
... + г̂лг ̂  ^ + 1. Теорема доказана. 

С л е д с т в и е . Последовательность 
Н * (И^„+1; к) -> Я* {]V^г; к) - ^ Я* (И^„; Ш'п), 

в котюрой первый гомоморфизм индуцирован включением Ш-^, -> ^п+т, точна. 
2.4. Гомоморфизм уаг: Я^+1(Т^^, Оп', к)-^Я^(1^„, о ;̂ И̂ п) опреде-

ляется дословно так же, как его абсолютный аналог из п. 2.1. Имеется 
коммутативная диаграмма 

Н'^^^{^V^., о„; к) Л - Н" (Ш^, о„; Ш'п) 
I I 

Я«^1(И^„;к)^Я«(И^„;И^;), 
вертикальные стрелки которой индуцированы включениями комплексов. 
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Из теоремы I, II следует, что правый вертикальный гомоморфизм является 
мономорфизмом, благодаря чему диаграмма дает полное описание верх­
него гомоморфизма уаг через нижний. Мы ограничимся формулировкой 
относительного варианта следствия из теоремы III. 

Последовательность 
Н * (И^„,1, 0„,д; к) -^ Я * (И^„, о„; к) - ^ Я* (Ж„, о„; ^V'п), 

•в которой первый гомоморфизм индуцирован включением^ точна. 

§ 3. Когомологии алгебры Ли IV^ 

3.1. Положим "^п = ^п® (к Ш I 1^ к Щ. Как и в случае к = К 
(см. п. 0.3), И^̂  есть алгебра Ли; как и в случае к = К, ее элементы запи­
сываются в виде I + т̂] с I, Т1 ̂  РГ^. Алгебра И^̂  естественно вкладыва­
ется в Т^̂  (I ь^ Е + ^0), и формула I + т̂] |-> I определяет ретракцию 

Определим у̂  : С'^-' (И^„; Л̂ ТУ'„) -^ С« (И^„; к) формулой 

= к ч Д ,<. (-1)''""''^"'"''V (1х, ..Ли..\.... Ш ($н Л • • • Л Ь)-
Гомоморфизмы 5̂» очевидно, перестановочны с дифференциалом и опреде­
ляют некоторые гомоморфизмы §^ : Я^~^ (Т^^; Л Р̂Гп) -> Н^ {'VV^^\ к). Сум­
ма гомоморфизмов 5̂ дает гомоморфизм 

§=.@ я^-^^п; л^рг;)~>я^(ж,; к). 
8 

П р е д л о ж е н и е 5. Гомоморфизм § является изоморфизмом. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обратной к ^ является сумма гомоморфиз­

мов Я^ (Шп; к) -> Я^~^ (И т̂г; ^^^п), индуцированных гомоморфизмами 
Рз • С^- (Шп; к) --> С^"^ (И^^; А^Шп), определяемыми формулой 

1ф,Ь) (^1, ..., |^_з)] (г]г Л ••• Л 413) = ^ (̂ 1^ •••' ^д-з: 1̂1г̂  •••' П̂з)-
Так как Л*И^^ — кольцо (с обычным внешним умножением), то и 

-^ * (Т^п; Л*Жп) — кольцо. Очевидным дополнением к предложению 5 
служит следующее 

П р е д л о ж е н и е 6. Изоморфизм Я* (Й^^; Л *И^п) -^ ^ * ^^^п; к), 
определяемый изоморфизмами из предложения 5, является кольцевым. 

Предложение 5 интерпретирует вычисления § 1 как частичное вычис­
ление кольца Я* (И^^; к). Полным вычислением этого кольца мы пока не 
располагаем. Ограничимся замечанием, что, как показывает несложный 
подсчет, Я^ (#1; к) = Я^ {Шг, к) 0 Я^~' {Шг, Ш[). 

3.2. Определим евз̂ е гомоморфизм б : С^ (И^п; к) -> С̂  (И^п; к) фор­
мулой 

а 

г = 1 

Этот гомоморфизм также перестановочен с дифференциалом и определяет 
некоторый гомоморфизм 

уаг : т {Ц^п\ к) -> т {'^п'Л)-
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Это обозначение мотивируется тем, что, как легко проверить, диаграмма 

коммутативна. 
3.3. Вместе с IV^ подалгеброй алгебры Ц^^ является и Оп- Дословное 

повторение сказанного в предыдущей части параграфа дает изоморфизмы 

8 

составляющие кольцевой изоморфизм Н'^ (И̂ п̂  ^т Л.* И '̂п) -^ Н^ (^п5 к), 
и гомоморфизм уаг : Н^{Шп, о^; к)--> ^^{11"^, Оп; к) с коммутативной 
диаграммой 

Я'С^^™, о„;к) 

^ Я ^ ( ] ^ „ о,; к). 

§ 4. Характеристические классы вариаций слоений 

4.1. Интерпретация элементов колец Я* {Ш^; К) и Я* (И̂ г̂̂  0^; К) 
как характеристических классов вариаций слоений почти дословно по­
вторяет известную интерпретацию элементов колец Я* (И̂ тг? К) и 
Я* (И п̂5 От̂ ; К) как характеристических классов слоений (см., например, 
12]). Поэтому мы излагаем эту интерпретацию бегло. 

Мы ограничиваемся неособыми слоениями на гладких многообразиях, 
поскольку с гомотопической точки зрения это — общий случай. 

Пусть Р — ориентированное слоение класса С°° коразмерности п на 
гладком многообразии X, Под деформацией этого слоения понимается 0°^-
слоение коразмерности тг + 1 на X X К, слои которого лежат в множест­
вах вида X X ^ и пересечение которого с X X О совпадает с Р (при естест­
венном отождествлении X = X X 0). Две деформации называются каса­
ющимися одна другой, если в каждой точке множества X X О сг X X К 
1-струи этих деформаций совпадают. Класс касающихся деформаций слое­
ния Р называется вариацией слоения Р. 

Пусть Ф — вариация слоения Р. Фиксируем деформацию ф, представ­
ляющую вариацию Ф, и обозначим через 5 (ф) многообразие оо-струй суб-
мерсий X X К -> К̂ "̂ ^ с истоком, лежащим в множестве X X О, и устьем 
О е К̂ '̂ -̂ , постоянных на слоях слоения ф, согласованных с ориентацией 
этого слоения и таких, что диаграмма 

Х х К->К^^^ 
проекция \ ^ ^/ (хи ..., х^^^) I-*x^+^ 

К 

коммутативна. Далее, назовем элементы ^, ц ^ 8 (ф) касающимися, если 
совпадают: (1) сужения | |ххо? Ч I ххо; (̂ О определяемые I, ц 
2-струи субмерсий X X К—>К "̂̂ .̂ Отождествляя касающиеся элементы 
многообразия 5 (ф), мы получаем новое многообразие; последнее в очевид­
ном смысле определяется вариацией Ф, и мы обозначаем его через /5 (Ф). 
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Для 5 (Ф) имеют смысл обычные дифференциальные понятия, в част­
ности, касательные пространства и комплекс де Рама; гомологии комплекса 
де Рама совпадают с когомологиями многообразия б' (Ф). Заметим, что 
естественная проекция многообразия 5̂' (Ф) на многообразие касательных 
]^-реперов к X X О, нормальных к слоению и согласованных с ориентацией 
последнего, является гомотопической эквивалентностью. Кроме того, на 
8 (Ф) свободно действует группа 80 {п) (как группа движений пространст­
ва К "̂̂ ,̂ неподвижных на оси Xп^,^), и фактор-пространство /5 (Ф) / 80 (п) 
естественно гомотопически эквивалентно X, 

Обычная в теории характеристических классов слоений конструкция 
определяет канонический эпиморфизм касательного пространства Т^ 8 (Ф) 
в произвольной точке 1 ^ 5 (Ф) на Т̂ г̂ = ^п 0 (К Ш/^^ К Ы). Именно,, 
фиксируем гладкую кривую на 5 (Ф) с началом | , касающуюся предложен­
ного вектора из Т^8 (Ф). Эта кривая представляется как однопараметри-
ческое семейство субмерсий ф; некоторого открытого множества II С1 X X 
X I в К^+ .̂ Далее, эти субмерсий получаются из одной (фо) компонирова-

нием с диффеоморфизмами р̂  : К̂ "̂ ^ -^ К^+ ,̂ не меняющими последнюю 
координату и гладко зависящими от ^. Семейство р̂  определяет гладкое 
векторное поле в 11̂ +1 с нулевой {п + 1)-й составляющей, а произвол кон­
струкции делает его определенным лишь с точностью до прибавления плос­
кого векторного поля и векторного поля, делящегося на квадрат последней 
координаты, т. е. как элемент алгебры Ш^. 

Построенный гомоморфизм 1^8 (Ф) —> ТV^^ определяет гомоморфизм 
Л^ {Ш'п) ^> Л^ {Т^8 (Ф))'и, поскольку последний определен при любом 5, 
—гомоморфизм 

с''{Рп; К) ^> о * (5 (Ф)), (6) 

где Й* обозначает комплекс де Рама. Гомоморфизм (6) перестановочен с 
действием группы 80 (п) и с дифференциалом, и потому он определяет го­
моморфизмы 

с* (1Г„, о„; К) -^ Й* (5 {Ф)/80 (п)), 
Н*{Шп;Щ->Н^{8(Ф);Я), (7) 

Н * (Й^„, к; К) -> я * (5 {Ф)/30 (п); К) = я * (X; К), (8) 
а если нормальное расслоение к слоению Р тривиализовано, то имеется 
сечение X -^ 8 (Ф), определяющее гомоморфизм Я * (5 (Ф); К) -^ 
-->Н *(Х; К), композиция которого с (7) дает гомоморфизм 

Я * ( # ^ ; К ) ^ Я * (X; К). (9) 

Гомоморфизмы (8) и (9) и позволяют интерпретировать элементы коль­
ца Я * (Й̂ тг» ^п1 ^) ^^^ характеристические классы вариаций слоений, а 
элементы кольца Я * (М п̂! 1̂ ) — ^^к характеристические классы вариаций 
слоений с тривиализованным нормальным расслоением. 

4.2. Пусть Р — гладкое слоение коразмерности тг на X и ф — его де­
формация. Обозначим через Р^ {I ^ К) слоение на X, определяемое слое­
нием ф при отождествлении X = X X ^^ ж через Ф определяемую ф вариа­
цию слоения Р. Слоение Р1 определяет некоторый гомоморфизм 

аг.Н* (И^„, о„; К) - . Я * (X; К), 
а вариация Ф в силу конструкции 4.1 определяет некоторый гомоморфизм 

Р : я * ( С , Оп; К) -^ я * (X; К), 
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ш ясно, что диаграммы 

Я*(РГ„, о„;К)а, Я*(Ж„, о„;К) 9а\ 
1 N I \ о* |̂  

Я*(Х;К), 
включение 1 /^ 

\ дЬ |г=о 
Я* (X; К) 

Я*(#^ , о^К) Н (ИГ ,̂ 0 ;̂ К) 

коммутативны. Если нормальное расслоение слоения Р тривиализовано, то 
то же верно для когомологий Я* (1^п5 К)и1Г* (И^^; К) (мы сохраняем в 
.этом случае обозначения а̂  и р). 

П р е д л о ж е н и е 7. Если класс х ^ Н ^ {^т Оп', К) лежит в об­
разе гомоморфизма включения Н * (И̂ п+х̂  п̂+х? К) —> Я * (И п̂̂  ^п\ Щ'> 
то щ (х) не зависит от I. Если нормальное расслоение к слоению Р тривиа­
лизовано и класс х ^ Н "^ (Т^п; К) лежит в образе гомоморфизма включения 
Я * (1^п+1; К) -> Я * (М п̂; 1̂ )̂  то щ (х) не зависит от I. 

Это предложение совпадает с теоремой Хейтша [И]; оно вытекает из 
следствия теоремы III (п. 2.3) и предложения п. 2.4. Заметим, что совсем 
простое доказательство теоремы Хейтша имеется в статье Бернштейна — 
Розенфельда [2]. 

П р е д л о ж е н и е 8. Для любых х, у ^ Н ^ (И п̂? т̂г; 1̂ ) класс 
Г^ /̂(у)' 

•Щ {х)[^ д1 равен нулю. Если нормальное расслоение к слоению тривиа­
лизовано, то то же верно для любых х, у ^ Н ^ (И̂ п'? К). 

Это следует из теорем I, II и мультипликативности гомоморфизмов 
(8), (9). 
Московский государственный Поступила в редакцию 

университет 10 декабря 1973 г. 
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