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ВВЕДЕНИЕ 

Изучение унитарных представлений некомпактных групп Ли было 
начато в работах И. М. Гельфанда и М. А. Наймарка в 1946—1947 гг. В част­
ности, в этих работах было дано описание всех неприводимых унитарных 
представлений простейшей полупростой группы Ли (группы Лоренца) 
и простейшей разрешимой группы Ли (группы линейных неоднородных 
преобразований прямой). После этого теория унитарных представлений 
полупростых групп Ли развивалась очень быстро и в настоящее время близка 
к завершению (по крайней мере в той части, которая посвящена комплекс­
ным полупростым группам). Представления же нильпотентных и разреши­
мых групп Ли до последнего времени были мало изучены. Первые общие 
результаты об унитарных представлениях нильпотентных групп Ли были 
получены французским математиком Диксмье в 1957 г. [4]. Диксмье построил 
для . каждой нильпотентной группы @ набор неприводимых уни­
тарных представлений, которые он назвал «неисключительными». Все эти 
представления однозначно определяются своим инфинитезимальным харак­
тером, зависят от q вещественных параметров и естественно реализуются 
в пространстве функций р переменных. Числа р и q связаны с размерностью 
группы соотношением 2pJ

rq=dim(3. Если ф — быстро убывающая беско­
нечно дифференцируемая функция на группе ®, а Т — неисключительное 
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представление @, то оператор Г ф = \ ф (g)Tg dg вполне непрерывен и имеет 
конечный след. В случае, когда группа © односвязна, неисключительных 
представлений оказывается достаточно, чтобы написать формулу Планше-
реля, т. е. восстановить функцию ф на ©, зная операторы Гф . Пере­
численные результаты были затем усилены и дополнены в ряде статей Дик-
смье [5], [18], [28], [31], [32], Такеноути [33], [34] и автора [1], [2], [3]. 
В последней работе указан новый способ описания неприводимых унитар­
ных представлений с помощью орбит в некотором конечномерном линейном 
пространстве. Такой подход позволяет решить до конца основные вопросы 
теории унитарных представлений нильпотентных групп Ли, а также дать 
более простые и наглядные доказательства ранее известных фактов. Подроб­
ное изложение этого подхода и составляет предмет настоящей статьи. Инте­
ресно, что часть излагаемых в статье результатов в той же самой формули­
ровке оказывается справедливой не только для нильпотентных, но и для 
широкого класса разрешимых и даже для некоторых полупростых групп Ли. 

В отличие от теории представлений полупростых групп, где главным 
орудием является разложение представлений на неприводимые компоненты 
относительно максимальной компактной подгруппы, в теории представле­
ний нильпотентных групп основную роль играет индуктивный метод, сво­
дящий изучение представлений данной группы к рассмотрению групп мень­
шей размерности. Очень удобным для этого метода аппаратом является 
теория индуцированных представлений, развитая Макки1) [6]. Необходи­
мые сведения об индуцированных представлениях мы приводим в § 1. 

Индуктивный метод, применяемый в статье, основан на следующих 
соображениях. Если представление Т группы © переводит все элементы 
некоторого нормального делителя ©0 (размерности > 1) в единичный опе­
ратор, то представление Т можно рассматривать как представление Т фак­
тор-группы © = ©/®0 и изучение Т сводится к рассмотрению группы мень­
шей размерности. Если же ядро представления Г дискретно, то легко пока­
зать, что группа © имеет одномерный центр. Такие группы изучаются в § 4. 
Оказывается, что всякое представление с дискретным ядром индуцировано 
(в смысле Макки) некоторым представлением подгруппы ©0, причем dim © 0 = 
= dim© — 1. Таким образом, и в этом случае изучение Т сводится к рас­
смотрению группы меньшей размерности. 

Центральный результат статьи (теоремы 5.1 и 5.2) можно коротко сфор­
мулировать следующим образом. Пусть © — односвязная нильпотентная 
группа Ли, G — ее алгебра Ли, Q — присоединенное представление © 
в пространстве G. Обозначим через G' пространство, сопряженное к G, и через 
Q' — представление © в G', двойственное к Q. Оказывается, что неприводи­
мые унитарные представления © взаимно однозначно соответствуют орбитам 
в G' относительно Q' (©). 

г) В теорию представлений конечных групп понятие индуцированного представления 
ввел Фробениус. Для изучения некомпактных групп Ли метод индуцированных представ­
лений до Макки применяли Вигнер [7], Гельфанд и Наймарк [8]. В последней работе со­
держатся по существу все основные идеи этого метода. 
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Более подробно связь между орбитами и представлениями обсуждается 
в § 6. Здесь дается простой ответ в терминах орбит на обычные вопросы 
теории представлений: разложение неприводимого представления группы 
на неприводимые представления подгруппы, разложение на неприводимые 
компоненты пространства функций на однородном многообразии, разложе­
ние кронекеровского произведения неприводимых представлений. 

Параграф 7 посвящен представлениям инфинитезимального группового 
кольца и теории характеров. Основной результат этого параграфа — явное 
выражение инфинитезимального характера (т. е. гомоморфизма центра инфи­
нитезимального группового кольца в поле комплексных чисел) и характера 
как обобщенной функции на группе через соответствующую орбиту (теоремы 
7.2 и 7.4). Это позволяет доказать, что «представления общего положения» 
определяются инфинитезимальным характером, и дать простой вывод ана­
лога формулы Планшереля для нильпотентных групп Ли1) . 

В восьмом параграфе результаты статьи обобщаются на неодносвязные 
нильпотентные и некоторые разрешимые группы. Там же обсуждается топо­
логическая структура множества неприводимых представлений и формули­
руются некоторые нерешенные вопросы, возникающие в связи с настоящей 
статьей. В девятом параграфе разобрано несколько примеров. 

Автор выражает искреннюю благодарность И. М. Гельфанду за постоян­
ное внимание и ценные советы. 

§ 1. Индуцированные представления2) 

1. Один из самых распространенных способов строить представления 
групп состоит в следующем. Рассмотрим однородное пространство X с груп­
пой движений (3. Каждому элементу g£№ поставим в соответствие линей­
ный оператор Tg, действующий в пространстве функций на X по формуле 

Tef(x) = a(x,g)f(xjj). (1.1) 

Здесь символ xg означает точку, в которую переходит точка х£Х под дей­
ствием gG@, a а(х, g) —некоторая функция на I X ® . 

Посмотрим, когда соответствие g—> Tg будет представлением ©, т. е. 
когда выполняются соотношения 

T*i8* = T8iT82i Te = E (единичный оператор). (1.2) 
Легко проверить, что для этого необходимо и достаточно, чтобы функция 
а(х-> S) удовлетворяла функциональному уравнению 

а (х, gx) a (xgT, g2) = а (я, g±g2) (1.3) 
и условию 

а(х, е) = 1 для всех х$Х. 

г) Оба последних результата получены ранее Диксмье [4]. 
2) Мы даем здесь краткие доказательства тех свойств индуцированных представле­

ний, которые понадобятся нам в дальнейшем. Более полное изложение см. в работах 
Макки [6] и Брюа [9]. 
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Этот способ строить представления группы @ допускает некоторое 
обобщение. Именно, можно вместо обычных функций на X рассматривать 
вектор-функции со значениями в некотором линейном пространстве L. 
Функцию а (х, g) нужно тогда заменить операторной функцией, значения 
которой — линейные операторы в пространстве L. Для того чтобы соответ­
ствие g-^Tg было представлением, необходимо и достаточно, чтобы выпол­
нялось функциональное уравнение (1.3) и условие 

а(х , е) = Е для всех х£Х. (1.4) 

Найдем общее решение уравнения (1.3), удовлетворяющее условию 
(1.4)1). Пусть х0 — некоторая фиксированная точка X, $ 0 — подгруппа &г 

оставляющая х0 на месте. Выберем для каждой точки х £ X элемент gx £ ©,. 
переводящий х0вх2). Тогда каждый элемент g £ © однозначно представляется 
в виде g = g0g" , где g0 £ ©0, аа; = x0g. Подставляя в (1.3) х0 вместо х, gx вместо. 
gx и g вместо g2, получим а(х0, gx) а (ж, g ) = a ( s 0 , gxg), или 

а (ж, g) = aT1(x0, gx)a(x0, gxg). (1.5) 

Обозначим для краткости а(х0> g) через a(g). Соотношение (1.5) показываем 
что для определения а(х, g) достаточно знать a (g ) . Но функция a(g) также 
не произвольна. Она удовлетворяет функциональному уравнению 

a(gog) = aigo)a(g) Для всех g0G®0 (1.6) 
и условию а(е) —Е,к&к видно из (1.3) и (1.4),если положить х = х0, gi = g0? 
g2=g. Так как элемент g однозначно представляется в виде g — gogx-> из (1.6) 
следует, что a(g) = a(g0) a (gx). 

Введем обозначения a(g0) = Ug0, a(gx) = $(x). Первоначальная функция 
a (x, g) выражается через Ug0 и Р (х) по формуле 

a(x,g) = ri(x)Ug(P(y), (1.7) 

где go6©o и У£Х определяются из соотношения gxg = g0gy. Отображение 
g0—>Ug0, как видно из (1.6), является представлением ($0 в пространстве 
L, т. е. 

Ugoe^UgUg,KUe = E. 

Легко проверить, что и обратно, если заданы операторная функция 
р(я) (значения которой — обратимые операторы в L) и представление go—>Ugo 

подгруппы ®0 в пространстве L, то функция а (х, g), определенная формулой 
(1.7), удовлетворяет (1.3) и (1.4). Поэтому общий вид функций а(х, g) дается 
формулой (1.7). 

Покажем теперь, что без ограничения общности можно считать $(х) = Е. 
Точнее говоря, представление Tg всегда можно заменить эквивалентным 
представлением, для которого $(х) = Е. В самом деле, рассмотрим вместо 
Tg эквивалентное представление Tg=CTgC~1^ где С — оператор, действую-

г) Мы частично повторяем здесь рассуждения, приведенные в [10], § 1. 
2) В интересующих нас случаях это можно сделать так, чтобы выбранные элементы 

gx заполняли гладкое подмногообразие в ($. 
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щий по формуле 
Cf(x) = c(x)f(x). 

Здесь с(х) — некоторая функция на X, значения которой — обратимые 
операторы в L. Если оператор Tg задается формулой Tgf(x)~a{x, g)f{xg), 
то оператор Tg задается формулой Tgf(x) — с{х) а (х, g) с'1 (xg) f (xg). Это зна­
чит, что функциям а (х, g) и 

а (я, g) = c(x)a(x, g)c~1(xg) (1.8) 
соответствуют эквивалентные представления. Пусть gxg=g0gy Тогда по фор­
муле (1.7) а (х, g) = р_1(а;) Ug{fi (у), а (х, g) - р"1 (х) Ug$(y). Подставляя эти 
выражения в (1.8), получим: Ug =Ug, Р (х) = Р (х)с~г (х). В частности, если 
с(х) = $(х), то р > ) ==Е. 

Итак, представление Tg с точностью до эквивалентности определяется 
представлением Ug подгруппы ©0. Легко проверить, что если представле­
ние Ug заменить эквивалентным ему представлением, то представление Tg 

также заменится на эквивалентное. Поэтому мы можем и Tg и Ug рассмат­
ривать с точностью до эквивалентности. 

О п р е д е л е н и е . Мы будем говорить, что представление Tg группы 
$ , заданное формулой (1.1), индуцировано представлением Ug =a(a:o, g0) 
подгруппы ©0, оставляющей на месте точку х0£Х. 

Если а(х, g) — обычная числовая функция, то представление Ug одно­
мерно, а представление Tg называется в этом случае мономиалъным. 

2. До сих пор на пространство L и вектор-функции на X мы не налагали 
никаких ограничений. Теперь мы будем предполагать, что L — гильбер­
тово пространство, а значения функции <х(х, g) — унитарные операторы 
в L. Кроме того, мы будем рассматривать не все вектор-функции на X со зна­
чениями в L, а только измеримые вектор-функции, для которых сходится 
интеграл 

\\\f{x)\\ldx, 
к 

где dx означает меру на X, инвариантную относительно (S1). Множество 
таких вектор-функций образует гильбертово пространство относительно 
скалярного произведения 

( / i . / a ) = ! J ( / i ( * ) . Ui*))Ldx. (1.9) 
X 

(Разумеется, нужно отождествить функции, совпадающие почти всюду 
на X.) Это гильбертово пространство мы обозначим через Н. Операторы Tg1 

определенные формулой (1.1), будут унитарными операторами в Я , так как 
сдвиг с помощью элемента g(:<& и умножение на унитарную операторную 
функцию а(х, g), очевидно, не меняют скалярного произведения (1.9). 

х) В дальнейшем мы будем рассматривать однородные многообразия X, на которых 
действует нильпотентная группа Ли ($. В этом случае на X всегда существует мера, инва­
риантная относительно ®. Определение унитарного индуцированного представления мож­
но дать и в том случае, когда на X нет инвариантной меры (см., например, [6] или [9]). 
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Повторяя приведенные выше рассуждения, легко показать, что пред­
ставление Т g с точностью до унитарной эквивалентности определяется 
унитарным представлением Ug подгруппы ©0. В дальнейшем мы будем 
рассматривать только унитарные индуцированные представления. 

3. Установим теперь свойства индуцированных представлений, кото­
рые понадобятся нам в дальнейшем. 

Заметим прежде всего, что в наших рассуждениях участвовала фикси­
рованная точка х0£Х. Вместо этой точки можно было, конечно, взять 
любую другую, например точку x0 = x0g. Подгруппой, оставляющей х0 

на месте, является ($0 = g,"1®0?- Соответствующее представление U имеет 
вид Uf = а(х0, g0) = a {x0g, g0) = а"1 (s0, g) a {x0, gg0). Так как gg0g^ лежит в 
,®0, мы можем написать gg0=gQg^ где g06®0- Тогда U~=a~1(x0, g)a(x0,gQg)=^ 

^а'г(х01 g) Uga(x0l g). Следовательно, U~ эквивалентно fj ~ _v Так 
как представление Tg не зависит от того, какая точка в X принята за началь­
ную, мы получаем следующее утверждение: 

Л е м м а 1.1. Пусть ©0 и (&0=g'~1&0g—подгруппы &, U и U — 
представления ©0 и (л£0 такие, что U^ эквивалентно U — _г Тогда пред-

ставления®, индуцированные U и U, эквивалентны. 
Мы приведем теперь другую реализацию индуцированных представле­

ний, которая во многих случаях более удобна. Вместо вектор-функций на 
однородном пространстве X мы будем рассматривать вектор-функции на 
самой группе ® со значениями в L, удовлетворяющие условиям 

F(gog) = U8oF(g)wag0G<$0 (1.10) 
и 

$11 \F{g)\\hdx <оэ. (1.11) 
х 

Последнее условие требует пояснения. Из соотношения (1.10) и унитарности 
Ug0 следует, что функция ||F(g)j|l постоянна на правых классах смеж­
ности по ®0. Поэтому ее можно рассматривать как функцию на Х = ®/®0: 
\\F(g) ||^=ф(ж0 g). Условие (1.11) означает, что 

\ ф(я) dx < оо. 
х 

Множество вектор-функций, удовлетворяющих условиям (1.10) и (1.11), 
образует гильбертово пространство Н относительно скалярного произве­
дения 

(F 1 , JF 2)= | j (F 1(g) , F2(g))Ldx. 
X 

В пространстве Н мы зададим унитарное представление Tg группы ©, дей­
ствующее по формуле 

TgF(g')==F(g'g). (1.12) 
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Оказывается, что это представление унитарно эквивалентно представ­
лению Tg, индуцированному Ug0. Для доказательства достаточно проверить, 
что отображение у: f (х) — >F (g) = a (х0, g) f (x0 g) является унитарным ото­
бражением Н в Н, при котором оператору Tg соответствует оператор 

Л е м м а 1.2. Пусть (3 — группа Ли, &0 и @00GZ©0 ~~ ее замкнутые 
подгруппы, V — представление 0300, U — представление QbQ, индуцирован­
ное представлением V. Тогда представления группы ($, индуцированные U 
и V, эквивалентны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через L пространство представле­
ния V. Тогда представление U действует в гильбертовом пространстве Н 
функций на @0 со значениями в L, удовлетворяющих условию 

Ф (googo) = Vgooq> (g0) для g00 g &00. (1 - i 3) 

Операторы представления U действуют в Н по формуле 

Ueov(g'Q) = V(g'ogo)- (1-14) 

Обозначим через Т и Г представления 6>, индуцированные представле­
ниями U и V соответственно. Пространство $&и, в котором действует Ти» 
состоит из функций на @ со значениями в Н, удовлетворяющих условию 

f(gog) = UgQf(g) для g06®o- (1.15) 

Заметим, что значение функции / (g) £ £) при каждом g является элемен­
том Н, т. е. функцией на @0. Поэтому элементы $QU МОЖНО представлять 
себе как функции F(g, go) на @ X ©0 со значениями в L. Условия (1.13) 
и (1.15) в терминах функций F принимают вид 

p(g, googo) =VgoF(g,go), (1.13') 

F{g*g, g'0) = UgoF(g, g'0) = F(g, g'ogo). (1.15') 
Положив в последнем равенстве g'0=e, мы получим 

f(g>go) = F(gog>*) = <b(gog)- , (1.16) 
Проверим теперь, что отображение F ~>Ф является изоморфизмом 

пространств ig и SQ , при котором операторам Tg1 соответствуют опера­
торы Tg. В самом деле, из равенства (1.13') вытекает, что функции Ф(# 
удовлетворяют условию 

®(goog) = VgoO(g), (1.13") 

определяющему пространство $Q . Очевидно и обратное: каждой функции 
Ф 6 £)у соответствует в силу (1.16) функция F (g, go), удовлетворяющая (1.13') 
и (1.15'). 

Далее, если Fx=Tg F2, то Fx(g', g0)=F2(g'g, g0) и, следовательно, <&№) = 
= ^2 {g'g) = TgQ>2 (g')> Для доказательства леммы остается показать, что 
соответствие -F—i>Ф унитарно. Обозначим через X (соответственно Хг, Х2) 
однородное пространство @/й)00 (®/®0, ©0/@0о)- Выберем на X (Xv X2) 
начальную точку и зафиксируем для каждой точки х£ X (хх€ Хг, х2£ Х2) 
элемент g.x£ ©(g^g®, £х26®0)> переводящий начальную точку в х 
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„ (хг, х2)1). Заметим, что после того, как выбраны gXl и gX2, в качестве gx можно 
взять совокупность всех элементов вида gX2gxv В дальнейшем мы считаем 
что gx выбраны именно таким образом. 

Норма функции Ф в § задается равенством 

1 | Ф | | | У = $ | | Ф ( & Ж ^ ( ; Г ) , (1.17) 
X 

где d\i(x) — инвариантная мера на X. Аналогично 

11^11^=5 \\F(gXvgo)\\hd\i1(^ (LIS) 
х\ 

\\№=[\\4(g**)\\UM*2)- (1-19) 
х\ 

Подставляя в (1.18) выражение (1.19) для нормы в Н, получим 

Xi X% 

= 5 I I I ф (8*£*г) 111 dh (*8) d\ir (x,) = \ || Ф (gx) ||1 <% (x), (1.20) 
X1XX2 X 

где d\x (x) = d\ix (xx) d\i2 (z2). 
Для того чтобы установить равенство интегралов (1.20) и (1.17), остается 

проверить, что d\i = d\i. Покажем, что d\i — инвариантная мера на X. В самом 
деле, если gx = gX2gxv то для любого g^& имеем 

# g*gr-F= gx2gx1g = gx2gQ (XV g) gx~ = g 0 0 (X2 , X„ g) g x 9 i - ^ ) g x ^ . 

Поэтому d\x(xg) = йщО^оС^и g)) d^i(xxg) = d\i2(x2) d\ix(xx) = d\i(x). Так как 
инвариантные меры d\i, d\xx и d\i2 определены, однозначно с точностью до 
постоянного множителя, мы можем нормировать их так, чтобы d\i = d\ild\i2. 
Лемма доказана. 

Л е м м а 1.3. Пусть © — группа Ли, &0 — ее замкнутая подгруппа, 
U — представление ©0, разлагающееся в прямую сумму (дискретную или 

непрерывную)2) представлений Us: U — \ U^d\x(s). Тогда представление Т 

группы ®, индуцированное £/, разлагается в прямую сумму Т— \ T^d\i(s) 

представлений T^s\ индуцированных £/(8). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть представление U действует в простран­

стве L. Тогда Т действует в пространстве Н вектор-функций на % со значениями 

в L. Справедливость леммы вытекает из того, что разложению L — \ L^ d\x(s) 

соответствует разложение Н=\ H^d\i(s), где # ( s ) —пространство вектор-

функций на @ со значениями в L ( s \ 

х) В нашем случае это можно сделать так, чтобы элементы gx заполняли гладкое 
подмногообразие в ®. Для дальнейшего достаточно, впрочем, чтобы совокупность элемен­
тов gy была борелевским множеством в &. 

2) Определение непрерывной суммы пространств и представлений см., например, 
в [11]. 
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С л е д с т в и е . Если индуцированное представление Т неприводимо, то 
представление С/, индуцирующее Т, также неприводимо. 

В самом деле, в противном случае U разлагалось бы в прямую сумму 
двух представлений: U=U1-\-U<2t. Тогда и представление Т имело бы вид 
Т1-}-Т2, что противоречит его неприводимости. 

Л е м м а 1.4. Пусть Т — представление ©, при котором все элементы 
некоторого нормального делителя ($х переходят в единичный оператор. 
Представление Т можно в этом случае рассматривать как представление 
Т фактор-группы i^ = &/&1. Обозначим через ср естественный гомоморфизм 
(3 на №. Если представление Т индуцировано представлением U подгруппы 
(&0С1<3, то представление Т индуцировано представлением U подгруппы 
&0 - Т"1 ($о)> заданным формулой Ugo=U4)(goy 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Представление Т можно реализовать в виде 

^7(^) = a(^,g)7(?g), 
где / (х) — вектор-функция на Х = (У/©0. Представление Т действует в том 
же пространстве и имеет вид 

ТеТ(х) = аСх,Ч>(8))7(хШ)- (1-21) 
Обозначим через г|) естественный гомеоморфизм многообразия X = @/©0 

на X, переводящий начальную точку х0£Х в начальную точку х0£Х. 
Тогда (1.21) можно переписать в виде 

Tgf(x) = a{x,g)f(xg), (1.22) 

где f(x) =f(ty(x)), a (x, g) = а(я|э (х), ф (g)). Из (1.22) следует, что представление 
Tg индуцировано представлением Ug0 = а (ж0, g0) = а (яр (х0), ф (go)) = &ФЫ 
подгруппы ®0, оставляющей на месте точку хо. Так как г|э (х0) = х0, подгруппа 
(30 совпадает с ф_1(@о)-

4. С каждым индуцированным представлением связано коммутативное 
семейство проекционных операторов в пространстве этого представления. 
Пусть представление Т группы (3 индуцировано представлением Ug0 под­
группы ($0. Пространство Н, в котором действует Г, мы реализуем в виде 
пространства вектор-функций на Х = @/©0. Тогда каждому измеримому 
множеству MdX можно сопоставить оператор Рм, действие которого 
состоит в умножении на характеристическую функцию множества М. Оче­
видно, Рм — самосопряженный проекционный оператор в Н. Непосредст­
венно проверяется, что семейство {Рм} обладает свойствами: 

1. РмхРмъ — РмчРмх — Рм^Мг 
2. Если Л/4 П Af; = ° при i=£j, то 2PMi = PUMi. 
3. Рх="Е (единичный оператор). 
4. TgipMTg = PM-. 
Замечательно, что существование системы проекционных операторов, 

обладающей свойствами 1—4, является характеристическим свойством 
индуцированных представлений. А именно справедлива 
5 Успехи матем. наук, т. XVII , вып. 4 
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Т е о р е м а М а к к и (см. [12]). Пусть заданы однородное многооб­
разие X = ®/®0 и представление Т группы @ в пространстве Н. Если каждому 
измеримому множеству М CZ X можно сопоставить самосопряженный проек­
ционный оператор Рм в Н так, чтобы выполнялись условия 1—4, то пред­
ставление Т индуцировано некоторым представлением подгруппы ©0. 

Мы не будем доказывать теорему Макки, так как в дальнейшем она 
не используется. Отметим только, что теорема Стона — фон Неймана, исполь­
зуемая в §§ 3—4, а также лемма 4.3 могут быть легко получены из теоремы 
Макки. 

§ 2. Представления алгебры Ли и инфинитезимального 
группового кольца 

Мы напомним в этом параграфе некоторые известные факты теории 
представлений групп Ли, связанные с понятием инфинитезимального 
группового кольца. Определение алгебр Ли и их свойства предполагаются 
известными (см. [13], гл. X). 

1. Пусть ($ — группа Ли, G — ее алгебра Ли 1 ) , Т — унитарное пред­
ставление (У в пространстве Н. Назовем вектор Н, из Н дифференцируемым, 
если Tgl — дифференцируемая вектор-функция на ®. Множество S (Н) 
бесконечно дифференцируемых векторов образует всюду плотное (незамкну­
тое) подпространство в Н. В самом деле, для любой бесконечно дифферен­
цируемой финитной функции ф на @ и любого вектора £ £ Н вектор \г = 

= \ ф (g) Tgl dg бесконечно дифференцируем. Функцию ф всегда можно 

подобрать так, чтобы норма разности ||£ — ^ || была как угодно мала. 
Для этого достаточно, например, чтобы ф была сосредоточена в малой окрест­
ности единицы и выполнялось условие \ ф (g) d g = 1. 

В пространстве S (Н) можно определить представление алгебры Ли G, 
соответствующее представлению Т группы @. Пусть x£G. Возьмем кривую 
в группе & такую, что g(0)=e и касательный вектор к g(t) в точке £=0 сов­
падает с х. Если | — дифференцируемый вектор из Я , то Tgyfe — диф­
ференцируемая функция t. Положим 

Г,Е = ^ - ( « ) | ( = о . ' ( 2 Л ) 

Очевидно, Тх — линейный оператор в пространстве S (Я). Несложная про­
верка показывает, что соответствие х—>Тх является представлением алгебры 
G в пространстве S (Я), т. е. выполняются соотношения 

Тах+ъу^аТх+.ЬТ,., (2.2) 

х) Всюду в дальнейшем группы Ли будут обозначаться готической буквой ®, снаб­
женной в случае надобности различными индексами. Алгебра Ли будет обозначаться 
латинской буквой G с теми же индексами, а пространство, сопряженное к G, — сим­
волом С. 
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здесь х, y£G, а, Ъ — вещественные числа и 
Т[х,у-\ = ТхТу-—ТуТх, (2.3) 

где [х, у] — коммутатор элементов х и у. 
Можно показать, что операторы Тх, которые мы определили в простран­

стве S (Н), расширяются до кососамосопряженных операторов (вообще говоря, 
неограниченных) в Н. Представления группы и алгебры связаны соотноше­
нием 

ГехРх = е Ч (2.4) 
где ехр означает каноническое отображение алгебры на группу. 

В пространстве S(Н) можно ввести счетную систему норм следующим 
образом. Пусть х±, . . ., хп — базис в алгебре G. Положим для %£S (Н) 

Ш Р = max Н ^ . - . ^ Ц н . (2.5) 

г 

Заметим, что для всякой бесконечно дифференцируемой быстро убы­
вающей функции ф на © оператор Гф = \ ф (g) Tg dg является непрерывным 
оператором из Н в S(H) относительно норм (2.5). В дальнейшем мы увидим, 
что, когда © — нильпотентная группа Ли, а Т — неприводимое представ­
ление, пространство S (Н) с системой норм (2.5) будет счетно-нормированным 
ядерным пространством. Поэтому операторы Гф будут в этом случае ядер­
ными операторами (см. теорему 7.3). 

2. Пусть G — алгебра Ли группы ©, хг, . . ., хп — ее базис. Обозначим 
через R кольцо всех многочленов с комплексными коэффициентами от неком-
мутирующих переменных хх, . . . , хп. Пусть R0 — двусторонний идеал в RT 
порожденный многочленами вида 

/у» /vi /у» /у» I /у» /у* I 

Фактор-кольцо A~R/R0 называется инфинитезималъным групповым коль­
цом группы Qb1). Оно естественно изоморфно кольцу левоинвариантных 
дифференциальных операторов на группе ©. 

Элементы кольца А можно записывать, как и элементы R, в виде много­
членов от хх, . . ., хп, хотя эта запись, разумеется, неоднозначна. Однако есди 
потребовать, чтобы в выражении 

и = : / , dj j Xj . . . Xjt 

коэффициенты ajv...,jk были симметричны по всем индексам, то запись 
элементов А в виде многочленов р (х) становится однозначной. 

Во многих вопросах теории групп Ли важно знать, как устроен центр 
кольца Л, который мы обозначим через Z(A). 

Пусть G' — пространство, сопряженное к G. Обозначим через о/ пред­
ставление © в G', двойственное к присоединенному представлению Q В G. 

г) Это кольцо называют также обертывающей алгеброй и ассоциативной оболочкой 
алгебры G. 

» 5* 
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Элементы А можно отождествить с полиномиальными функциями на G\ 
поставив в соответствие многочлену р (х) = 2 аз ,. •., у xi • • • xj (c симмет­
ричными коэффициентами а / , . . . , ; ) функцию1) 

P(f)^yiika!v...,ihU,xJi)...(f,xJh). 

И. М. Гельфанд доказал следующее 
П р е д л о ж е н и е 1 (см. [14]). Элемент р£А тогда и только тогда 

принадлежит центру А, когда соответствующая полиномиальная функция 
Р (/) инвариантна относительно Q' (®). 

Известно, что для полупростой алгебры Ли кольцо Z(A) изоморфно коль­
цу многочленов от г переменных, где г — ранг алгебры. Для нильпотентных 
групп это не так, но можно показать (см. [4]), что поле отношений Z (А) 
изоморфно полю рациональных функций от п — 2р переменных, где п — 
размерность алгебры, а р — некоторое целое число, называемое дефектом 
коммутативности. 

Мы будем использовать 'следующий факт, доказанный Шевалле: 
П р е д л о ж е н и е 2. Пусть V — вещественное n-мерное линейное 

пространство, в котором действует линейная нилъпотентная группа Ли ®. 
Существуют такие полиномиальные функции Р0, JP19 ..., Pk на V, инвариант­
ные относительно @, что множество 

У0={и:Р0(и)фО} 
расслаивается относительно @ на (п—к)-мерные орбиты, задаваемые урав­
нениями 

^ (и) = const (*= 1, 2, . . ., к). 

Очевидно, множество V0 открыто и всюду плотно в V. Поэтому орбиты, 
лежащие в F0 , естественно назвать орбитами общего положения. Из пред­
ложений 1 и 2 вытекает, в частности, что дефект коммутативности, введен­
ный Диксмье, равен половине размерности орбит общего положения в G' 
относительно Q' (©). 

3. Представление Т алгебры Ли в пространстве S(H), построенное в п. 1, 
можно в силу соотношения (2.3) продолжить до представления инфинитези-
мального группового кольца А. Элементы Z (А) переходят при этом в опера­
торы, перестановочные со всеми операторами представления. В частности, 
при неприводимом представлении Т каждый элемент p£Z(A) переходит 
в скалярный оператор Тр=%(р)Е2). Таким образом, каждое неприводимое 
унитарное представление Т группы & определяет гомоморфизм р—>%{р) 
центра инфинитезимального группового кольца в поле комплексных чисел. 
Этот гомоморфизм называют инфинитезимальным характером представле­
ния Т. Ниже мы увидим, что представления нильпотентных групп Ли, 
как правило, определяются своим инфинитезимальным характером с точ­
ностью до эквивалентности (см. § 7). 

!) Отметим, что соответствие между элементами А и полиномиальными функциями 
на G' не является изоморфизмом колец. 

2) Операторы Тр , р £ Z (А), будут явно вычислены в § 7. Поэтому мы не даем здесь 
доказательства их скалярности (ср. Диксмье, [4]). 
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§ 3. Специальная нильпотентная группа 91 

Простейшая некоммутативная нильпотентная группа Ли — это группа 
треугольных вещественных матриц вида 

|1 
0 

|о 

а 
1 
0 

с 
ь\ 
\\ 

Мы обозначим эту группу через 91, а соответствующую алгебру Ли — через 
N. Алгебра N состоит из вещественных матрицТвида 

О а у 
J O 0 р . 

II0 0 01| 
Матрицы 

|0 1 0 
0 0 0 
0 0 0 

> 2/ = 
|0 0 0 
0 0 1 
0 0 0 

и z= 1 
|0 0 1| 
о о о 

|о о о| 
образуют базис в N. Соотношения коммутирования для базисных векторов 
имеют вид 

[x,y] = z, [*,*] = 0, [г/, *] = 0. (ЗЛ) 
Посмотрим, как устроены унитарные представления группы 91. Пусть 

Т — неприводимое унитарное представление 91 в пространстве Я . Элементы 
центра группы переходят в унитарные операторы, перестановочные со всеми 
операторами представления. Поэтому при неприводимом представлении Т 
элементы центра переходят в операторы, кратные единичному. Следова­
тельно, элементы центра алгебры также переходят в операторы, кратные 
единичному. В частности, Tz=^irkE. Чтобы полностью определить представ­
ление алгебры, нужно еще знать операторы Тх и Ту. Эти операторы должны 
быть кососамосопряженными и удовлетворять условию 

TxTy-TyTx = Tz = iXE. (3.2) 
Рассмотрим отдельно два случая. 

I. Х=0. В этом случае из (3.2) следует, что TxTy = TyTz> т. е. опера­
торы представления, соответствующие базисным векторам, перестановочны. 
Тогда все операторы представления алгебры, а следовательно, и группы 
(ср. (2.4)) перестановочны между собой. Следовательно, все они кратны 
единичному оператору, и представление Т неприводимо лишь в том случае, 
когда оно одномерно. 

Итак, случай Х~0 соответствует одномерным представлениям алгебры, 
которые имеют вид 

Тх = 1р, Tv = iv, Tz = 0. (3.3) 
Соответствующие одномерные представления группы задаются формулой 

?1exp(ax+b!,+cZ) = e i ( f W + V b > . . (3 .4) 

П. кфО. Положим iTx^P, —Ty = Q. Тогда Р и Q — самосопряжен­
ные операторы, и из (3.2) следует 

PQ-QP = iE. (3.5) 
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Это — фундаментальное соотношение, связывающее операторы координаты 
и импульса в квантовой механике1). Примером такой пары операторов 
являются P = i — , Q=t в пространстве с£2( —оо, оо). В этом случае 

тх = 4г> ТУ = Ш> тх=я. (3.6) 

Соответствующие представления группы имеют вид 

TexP(aX+by+cZ)f(t) = ea(bt+C+^f(x + a). (3.7) 

Очевидно, чтобы найти все представления 91,- нужно найти все пары 
самосопряженных операторов, удовлетворяющие соотношению (3.5). Этой 
задаче и различным ее обобщениям было посвящено много работ. Нам 
понадобится следующая 

Т е о р е м а С т о н а — ф о н Н е й м а н а ([15], [16]). Если Р 
и Q — самосопряженные операторы в гильбертовом пространстве Н, удовле­
творяющие условию (3.5), то пространство Н можно представить в виде 
дискретной прямой суммы инвариантных и неприводимых относительно 
Р и Q подпространств Hk, в каждом из которых пара Р, Q унитарно экви­
валентна паре P0=i-— , Q0 = t в <%2( — оо, оо). 

Мы наметим доказательство этой теоремы. Оператор Р — самосопря­
женный, поэтому Ux— eixP— унитарный оператор в Н. Из (3.5) легко 
выводится, что U^QUx^Q + xE. Это значит, что операторы Q и Q + xE уни­
тарно эквивалентны. Отсюда можно получить, что оператор Q имеет лебе-
говский спектр 2), т. е. пространство Н можно реализовать в виде простран­
ства вектор-функций f(t) на прямой со значениями в гильбертовом простран­
стве L так, что скалярное произведение в Н задается равенством 

(/,. /8)н= \ (МО. h(t))bdt, 

а оператор Q действует по формуле Qf(t) — tf(t). 
Рассмотрим в пространстве Н оператор Р: f(t)—>if'(t). Очевидно, 

Р — самосопряженный оператор, удовлетворяющий соотношению PQ— 
— QP = iE. Поэтому оператор Rx — eixPe~ixP будет унитарным оператором, 
перестановочным с Q. Как показано в [11], такой оператор Rx должен иметь 
вид Rxf(t)=R (t, x)f(t), где R (t, t) -операторная функция, значения кото­
рой—унитарные операторы в L. Итак, eixP = R(t, х) eixP. Так как {eixP} — 
группа, функция R (t, x) удовлетворяет функциональному уравнению (ср. 
§ 1, п. 1), из которого вытекает, что R (t, x) = S~1 (t) S(t+x), где S (t)=R(0, t). 
Оператор S: f(t)-~>S (t) f (t) унитарен в Н. Поэтому пара Р, Q эквивалентна 
паре Рх — SPS~l, Q±=z SQS'1. Непосредственный подсчет показывает, что 

х) При постоянной Планка /г, равной 1. 
2) Используя, например, унитарную классификацию самосопряженных операторов, 

данную в [17], гл. 4. 
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Рг ~i-T- , Qi~t. Представим теперь пространство L в виде прямой дискрет­
ной суммы одномерных подпространств Lk. Тогда Н будет прямой дискрет­
ной суммой подпространств Нк, состоящих из вектор-функций со значениями 
в Lk. Очевидно, подпространства Нк инвариантны относительно Рг и Qly 

в каждом из них пара Pv Qx эквивалентна паре i-jj, t ъ пространстве 
j ^ ( - C X ) , СХ>). 

Из теоремы Стона — фон Неймана следует, что все унитарные представ­
ления группы 91 исчерпываются найденными нами представлениями (3.4) 
и (3.7). Кроме того, из нее легко получить, что приводимые представления 91, 
при которых базисный вектор z £N переходит в ^Е(ХфО), также имеют 
вид (3.7), только f(t) нужно считать вектор-функцией на прямой со значениями 
в некотором гильбертовом пространстве L. Пространство представления 
состоит в этом случае из всех измеримых вектор-функций, для которых 

| | / (0 \\ldt < оо, а скалярное произведение задается формулой (Д, /2) = 

\ (/1(0/2 (0)i<d£. Полученные результаты можно сформулировать следую­
щим образом: 

Л е м м а 3.1. Всякое унитарное представление Т группы 91, при кото­
ром элемент z£N переходит в i%E, ХфО, индуцировано некоторым пред-
ставлением U подгруппы 9t0 = {exip(by-\-cz)}, имеющим вид 

Ue*j>iby+cz) = *№+**)£, 

где константу \х можно выбрать произвольно. 
В самом деле, рассматривая вещественную прямую как многообра­

зие 9t/9i0, мы видим, что формула (3.7) является частным случаем фор­
мулы (1.1), определяющей индуцированное представление. Подгруппа 910 — 
нормальный делитель в 91. Она является стационарной подгруппой всех точек 
прямой. Взяв за начальную точку t0=^~, мы получим, что представление Т 
индуцировано представлением £/, имеющим вид 

' Uexvibv+cz)^e^bt0+c)E = ei^b+Kc)Ei 

где Е — единичный оператор в L. В частности, если представление Т непри-
водимо, то оно индуцировано одномерным представлением 

L/ exp(by-j- cz) — c ^ ' ' • 

§ 4. Нпльпотентные группы Ли с одномерным центром 

1. Мы напомним определение нилыютентных групп и некоторые их 
свойства. Группа Ли © называется нилъпотентной, если существует такая 
последовательность © = ©nZD©n_iZD • • • ZD©0= {е} нормальных делителей ©, 
что © ,+i/@/i лежит в центре @/©ь. Это эквивалентно существованию в алгебре 
Ли G такой последовательности идеалов G = GnZDGn_1 ZJ . . . ZDG0 = {0}, 
что[6?, Gk+1] лежит в Gh. Без ограничения общности можно считать, что раз­
мерности Gk возрастают на 1 с возрастанием &, так что dimGk = k. Если 
0 —нильпотентная группа, то все ее подгруппы и фактор-группы также 

file:////ldt
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нильпотентны. Для односвязных нильпотентных групп каноническое отоб­
ражение ехр алгебры на группу взаимно однозначно. 

В §§ 4—7 мы будем рассматривать только односвязные группы. 
Рассмотрим подробнее строение нильпотентных групп с одномерным 

центром. 
Л е м м а 4 .1 . Если G— нилъпотентная алгебра Ли с одномерным цент­

ром Z, то существует разложение {в дальнейшем называемое каноническим 
разложением) G = XJ

rY'tZ-rW, в котором пространства X, Y и Z одномер­
ны, а базисные векторы х, у, z выбраны так, что выполняются соотношения: 

[x,y]=z, [г/, ш ] = 0 для w£W. (4.1) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть z — базисный вектор в Z. Так как G 
нильпотентна, существует такой двумерный идеал G2, что [G, G^ClZ1). 
Дополним вектор z до базиса в G2 вектором у. Так как у не принадлежит 
центру G, коммутатор [х, у] не может равняться нулю для всех x£G. 
Поэтому существует элемент х £ G, для которого [х, y] = z. Обозначим через G0 

подпространство G, состоящее из элементов, перестановочных с у. Оче­
видно, у и z принадлежат G0. Поэтому Go можно представить в виде 
Y-\-Z-\-W, где F—одномерное подпространство, порожденное вектором у. 
Обозначим через X одномерное подпространство, порожденное х, и покажем, 
что G — GQ-\-X. В самом деле, пусть t—любой элемент G. Коммутатор [t, у] 
лежит в Z и, следовательно, имеет вид az. Тогда t — ax коммутирует с у 
и, значит, лежит в GQ. Поэтому t однозначно представляется в виде t = ax-\-to, 
t0 £ G0. 

С л е д с т в и е . В каждой некоммутативной нилъпотентной алгебре 
Ли с одномерным центром есть подалгебра, изоморфная N (см. § 3). 

В самом деле, подалгебра, натянутая на векторы х, у, z, очевидно, 
изоморфна N. 

Л е м м а 4.2. Пусть @ — односвязная нилъпотентная группа Ли, 
G—ee алгебра Ли, G=XJrY-\-Z-\-W—каноническое разложение G, построенное 
в лемме 4 .1 . Подпространство GQ^Y-^-Z-^W является идеалом в G. Группа © 
разлагается в полупрямое произведение2) нормального делителя &0 — ехр Go 
и однопараметрической подгруппы ехр X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Подпространство G0 состоит из всех элемен­
тов t0£G, коммутирующих с у. Пусть t £ G, t0£Go. Тогда, используя тож­
дество Якоби, можно написать [[t, t0],y]= — \\t^,y\, t] — [[у, t], t0] = 0, 
так как [t0, у] = 0 и [у, t]£Z. Поэтому [t, to]£GQ. Первая часть леммы 
доказана. 

Якобиан отображения (t0, ах) —»ехр t0exipax в точке t0 = 0, а = 0 совпа­
дает с якобианом канонического отображения (t0, ах) —>ехр (to-\-ax) и поэто­
му отличен от нуля. Следовательно, существует окрестность V единицы груп-

х) Мы предполагаем, что d i m G > l . 
2) Говорят, что группа (5$ разлагается в полупрямое произведение подгрупп %i 

и ф2 , если каждый элемент g £ ® однозначно представляется в виде 
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пы &, в которой каждый элемент представляется в виде 
g = ехр V e x P ах. (4.2) 

Пусть теперь g = e x p t0-expax, gr ==exp ^-ехр а'х. Покажем, что произведе­
ние ggf также представимо в виде (4.2). Запишем gg' следующим образом: 
gg' =exp tQ • ехр ах • ехр t'0 • exjya'x = ехр t0 (ехр ах • ехр t'Q • ехр ( — ах)) ехр ах • ехр а'^. 
Заметим, теперь, что ®0 = expG0 —нормальный делитель &. Поэтому 
ехр ах- ехр ^-ехр ( — ax)=-etp ^б®о- Тогда gg' =ехр ^0-ехр %- ехрах - exj) а' х = 
= ехр ^"-ехр (a-fa') ж. Каждый элемент $ может быть представлен как про­
изведение конечного числа элементов из V1). Следовательно, все элементы &• 
представимы в виде (4.2). Покажем, что это представление однозначно. 
Пусть 

ехр t0 - ехр ах — ехр t'0 - ехр а'х. 

Тогда ехр (a— -ar)x = ex^ ( — £0)-exp t'0Z ®0. Так как отображение ехр взаимно* 
однозначно, отсюда следует, что (a — a')x£GQ. Но это возможно лишь 
при а — а', что и доказывает однозначность разложения. 

Отметим, что в доказательстве второй части леммы мы нигде не исполь­
зовали специальный вид нормального делителя ©0. Поэтому мы доказали 
фактически следующее утверждение: если GQ— идеал в G и G=G0+X, где 
X — некоторое одномерное подпространство, то группа ©== ехр G разла­
гается в полупрямое произведение подгрупп @0 = expG0 и ехрХ. Это утвер­
ждение мы используем в дальнейшем. 

2. Посмотрим теперь, как устроены представления нильпотентной 
группы @ с одномерным центром. Пусть Т — неприводимое унитарное 
представление &. Элементы центра G переходят при представлении Т 
в операторы, кратные единичному. Поэтому Tz=iXE. Мы будем называть 
представление Т локально точным, если К Ф О2). 

Л е м м а 4.3 3). Каждое локально точное представление Т группы & 
индуцировано некоторым представлением U подгруппы &0 (см. лемму 4.2), 
таким, что 

иеШьу+сг) = е^+^Е. (4.3) 

Представление U можно выбрать так, чтобы константа \i равнялась любому 
наперед заданному вещественному числу. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Т — локально точное представле­
ние @ в пространстве Н. Мы воспользуемся тем, что в алгебре G есть под­
алгебра, изоморфная N (см. следствие леммы 4.1). Из леммы 3.1 следует, 
что Н можно реализовать как пространство вектор-функций на прямой 
со значениями в гильбертовом пространстве L, так что операторы представ-

г) Легко показать, что множество элементов #£($ , которые представляются в виде-
произведения конечного числа элементов из V, открыто и замкнуто в ($. Так как ($ связ­
на, это множество совпадает с ($. 

2) Нетрудно проверить, что это определение эквивалентно обычному: представление 
локально точно, если ядро его дискретно. 

3) Результаты, близкие к леммам 4.3 и 4.4, получены Диксмье [5]; ср. также тео­
рему 14.1 в [6]. 
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ления подалгебры N в этой реализации имеют вид 
Г* = Тг Tv = ilt' тг=^- (4.4) 

Элементы подалгебры G0 коммутируют с у. Поэтому операторы Тб0, 
g"o 6 ©о» коммутируют с Ту = Ш. Как показано в [11], всякий унитарный 
оператор в Н, перестановочный с умножением на t, имеет вид A:f(t)—> 
—>A(t)f(t), где A (t) — операторная функция, значения которой — уни­
тарные операторы в L. Поэтому для g0£®0 операторы представления 
имеют вид 

TgJ(t) = A(t,g0)f(t). (4.5) 
Пусть теперь g — произвольный элемент @. По лемме 4.2 g однозначно 

представляется в виде g=g0-exp ая. Из (4.4) и (4.5) следует 
Tgf(t)=A(t,g0)f(t + a). (4.6) 

Заметим теперь, что лемма 4.2 позволяет отождествить вещественную 
прямую с однородным пространством ®/®0, сопоставив каждому вещест­
венному числу t класс смежности ©0ехр tx. Поэтому формулу (4.6) можно 
рассматривать как частный случай (1.1). Принимая за начальную точку £0, 
мы получаем, что представление Г, заданное формулой (4.6), индуциро­
вано представлением U подгруппы ©0, имеющим вид 

В частности, Uexp(by+cz) = е1кУоь+сШ. Выбирая t0 = ̂ -, м ы получаем (4.3). 
Лемма доказана. 

Назовем представление U подгруппы ©0 допустимым, если оно непри-
водимо и 

'^ехр(Ьг/+сг) — е &1 

где % Ф 0. 
Из леммы 4.3 следует, что каждое локально точное представление © 

индуцировано некоторым допустимым представлением &0. (Нужно лишь 
положить константу \х в (4.3) равной нулю.) Оказывается, что на самом 
деле существует взаимно однозначное соответствие между допустимыми 
представлениями ©0 и локально точными представлениями ©. 

Л е м м а 4.4. Если U — допустимое представление @0, то представле­
ние Т группы @, индуцированное С/, неприводимо и локально точно. Пред­
ставления Т и Т', индуцированные допустимыми представлениями U и U\ 
эквивалентны тогда и только тогда, когда U и U' эквивалентны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть U и V —допустимые представления ©0, 
действующие в пространствах L я L', и иех^Ъу+сх) = ег}"сЕ, C/"exp(bi/-fcz) = eiVc£'. 
Представление Т (Т') действует в пространстве Н (#') вектор-функций 
на прямой со значениями в L(L'). Посмотрим, когда существует такой 
унитарный оператор К из Н в Я ' , что 

KTg = T'gK для всех g€®. (4.7) 
Из (4.7) следует, в частности, что KTZ=^T'ZK и KTy=TvK. Первое из этих 
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соотношении дает 
iXK=iX'K. 

Отсюда следует, что искомый оператор К может существовать, только если 
А/=А/. В этом случае второе соотношение дает 

m-Kf(t) = K(iXtf)(t)f 

т. е. оператор К перестановочен с умножением на t. Тогда его можно пред­
ставить в виде К f (t) = K (t)f (t), где /£(£) —операторная функция, значения 
которой — унитарные операторы из L в L'г). Наконец, из условия KT^vax^ 
= TeXVaxK мы получаем, что К (t) = K (t-\-a) при любом а для почти всех t. 
Это значит, что оператор К имеет вид 

Kf(t) = K0f(t), 
где К0 — некоторый унитарный оператор из L в Z/. Очевидно, что опера­
тор К обладает свойством (4.7) тогда и только тогда, когда 

K0Ugo=U'gK0. (4.8) 

Отсюда утверждения леммы получаются без труда. В самом деле, эквива­
лентность Т и Т' означает существование унитарного оператора К, удовле­
творяющего (4.7). Мы показали, что это равносильно существованию опе­
ратора Ко, удовлетворяющего (4.8), что в свою очередь равносильно 
эквивалентности U и U'. Таким образом, вторая половина леммы доказана-

Для доказательства первой половины заметим, что приводимость Т 
равносильна существованию в пространстве Н не скалярного унитарного 
оператора К такого, что KTg=TgK. Так же, как и выше, можно показать, 
что это равносильно существованию в пространстве L не скалярного уни­
тарного оператора К0 такого, что K0Ug —Ug K0, что в свою очередь равно­
сильно приводимости Ug. Лемма полностью доказана. 

§ 5. Описание представлений нильпотентных групп Ли 

1. Основной метод, используемый нами в дальнейшем, состоит в том, 
что изучение представлений данной группы мы сводим к изучению представ­
лений некоторых групп меньшей размерности. Это делается следующим 
образом. Пусть Т — неприводимое представление группы ©. Рассмотрим 
соответствующую алгебру Ли G я ее центр Z. Возможны два случая. 

I. dim Z > 1 . Пусть zv . . . , zh — базис B Z . Так как представление Гнепри-
водимо, операторы представления, соответствующие элементам центра, 
кратны единичному: 

г2х = ад..., rZk^akE. 
Рассмотрим в Z подпространство Z0, состоящее из векторов z=c1z1

J
r.. .-\-ckzk, 

для которых 2cfeA,ft = 0. Очевидно, d i m Z 0 > d i m Z — 1 > 0 и для всех z0£Z0 

оператор Tz равен нулю. Следовательно, при представлении Т все элементы 
нормального делителя Зо = е х Р ^ о переходят в единичный оператор. Поэтому 

г) Доказательство этого утверждения несущественно отличается от доказательства 
теоремы III § 2 в [И]. 
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представление Т можно рассматривать как представление Т группы (Й — @/8о^ 
имеющей меньшую размерность. 

II. dimZ —1. Пусть G = XJrYJ
rZ-}-W — каноническое разложение G 

(см. лемму 4.1), z — базисный вектор в Z. Здесь опять возможны два случая. 
1) Г2. = 0. Тогда элементы центра группы 3 = expZ переходят при пред­

ставлении Т в единичный оператор, и Г можно рассматривать как представ­
ление Т группы (3 — &/Q меньшей размерности. 

2) Tz = i'kE, ХфО. Тогда по лемме 4.3 представление Т индуцировано 
некоторым представлением U подгруппы ©0 — exp (Y-{-Z-\-W). Таким обра­
зом, изучение Т и в'этом случае сводится к изучению представлений группы 
меньшей размерности. 

Применением описанного метода без труда доказывается 
Т е о р е м а 5.11). Каждое неприводимое унитарное представление Т 

нилъпотентной группы Ли (У мономиалъно, т. е. индуцировано одномерным 
представлением некоторой подгруппы. 

Доказательство мы проведем индукцией по размерности группы. Пусть 
теорема доказана для групп размерности < п. Рассмотрим неприводимое 
представление Т группы ©, которая имеет размерность п-{-1. Пусть G— 
соответствующая алгебра Ли, Z — ее центр. Если d i m Z > l , то, как мы ви­
дели выше, существует нормальный делитель QQ размерности > 1 , элементы 
которого переходят в единичный оператор при представлении Т. Обозначим 
через ф естественный гомоморфизм ©на(У = @/30. Представление Т можно, 
очевидно, записать в виде Tg=^T^g), где Т — представление группы ф. 
Так как dim (У </г, представление Т по предположению индукции индуци­
ровано одномерным представлением U некоторой подгруппы © 0 С Ф . Тогда 
по лемме 1.4 представление Т индуцировано представлением U под­
группы ©0 = ф"1 ($0), имеющим вид Ug = Uy(gy Представление U действует 
в том же пространстве, что и U, и, следовательно, одномерно. 

Аналогичные рассуждения справедливы и в том случае, когда dimZ=l 
и Тг = 0.. 

Остается разобрать случай d imZ=l и Т}
г = ъкЕ, где X Ф 0. Тогда по 

лемме 4.3 представление Т индуцировано некоторым представлением 
U подгруппы ©0 размерности п. По предположению индукции представле­
ние U индуцировано одномерным представлением V некоторой подгруппы 
$оо С ©о- Применяя лемму 1.2, получаем, что представление Т индуциро­
вано одномерным представлением V. 

Для доказательства теоремы остается рассмотреть случай dim@ = l . 
Но группа & в этом случае изоморфна группе сдвигов вещественной пря­
мой. Каждое неприводимое представление Т одномерно и, как легко видеть, 
индуцировано самим собой. Теорема полностью доказана. 

2. Нас интересуют теперь следующие вопросы: 
1) Когда мономиальное представление Т неприводимо? 

г) Этот результат независимо получен Диксмье [18] и автором [1]. 
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2) Когда два неприводимых мономиальных представления Т и 7" экви­
валентны? 

Для решения этих вопросов нам понадобятся некоторые приготовления. 
Рассмотрим несколько подробнее структуру одномерных представлений. 

Пусть @ — нильпотентная группа Ли, G — ее алгебра Ли, U — унитар­
ное одномерное представление @. Соответствующее представление алгеб­
ры G, очевидно, имеет вид 

x->i{f,x), ( 5 Л ) 
где / — некоторый вещественный линейный функционал на G. Однако 
не для каждого функционала / формула (5.1) задает представление G. В самом 
деле, операторы \UX удовлетворяют соотношению U[Xt y-j = UxUy—UyUx, 
которое в случае одномерных представлений превращается в условие 

U\Xi у] = 0. 
Поэтому, чтобы формула (5.1) задавала представление G, необходимо, чтобы 
выполнялось условие 

(/, [х,у]) = 0 (5.2) 
для всех х, y£G. Легко проверить, что это условие является также и доста­
точным. 

Пусть теперь G' — множество вещественных линейных функционалов 
на G. Назовем подалгебру G1dG подчиненной функционалу f£G', если 
соотношение (5.2) выполняется для любых х, у из 6?г В этом случае формула 

tfexp* = **<>•*> (5.3) 
задает одномерное унитарное представление подгруппы &1 = ex-pG1. 

Наконец, обозначим через Q' представление (S в пространстве G', двой­
ственное к присоединенному представлению Q В пространстве G. 

Теперь мы можем сформулировать ответ на поставленные выше вопросы. 
Т е о р е м а 5.2. Пусть ($ — односвязная нильпотентная группа Ли, 

G — ее алгебра Ли. Для каждого функционала f на G и подалгебры Gx, под­
чиненной / , обозначим через Т г представление ©, индуцированное одно­
мерным представлением Uexpx = el^> *) подгруппы ©1 = expG1. Тогда 

1) Представление Т г) неприводимо тогда и только тогда, когда G1 — 
подалгебра максимальной размерности, подчиненная / . 

2) Неприводимые представления j ( / l ' G l )
 u Г( /2 ' °2) эквивалентны тогда 

и только тогда, когда функционалы /х и /2 конгруэнтны относительно Q' (@). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для групп размерности 1 теорема очевидна. 

Предположим, что она доказана для групп размерности < п, и рассмотрим 
группу @ размерности п + l. Пусть G— алгебра Ли группы (3, Z — центр 
G, / — вещественный функционал на G, Gx — подалгебра, подчиненная / . 
Обозначим через Z0 подпространство Z, определенное условием z 0 £Z 0 , 
если (/, z 0 v=0 . Очевидно, d i m Z 0 > d i m Z — 1. 

I. d i m Z 0 > l . Рассмотрим сначала случай, когда Z0CZGv Пусть Зо = 
= expZ 0 и ф — естественный гомоморфизм & на (Й = ©/Зо- Соответствую­

щий гомоморфизм G на G = G/Z0 мы также обозначим буквой ф. Функцио­
налу / на G соответствует функционал / на G, определенный равенством 
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(/, ф(я)) = (/, х). Легко проверить, что подалгебра G1ClG подчинена / тогда 
и только тогда, когда подалгебра ф ^ С ^ подчинена / . Кроме того, 
функционалы /х и /2 могут определять эквивалентные представления Г ( / ь Gl) 

и Г( /2 ' G2), лишь когда они совпадают на Z 1 ) . А если Д и /2 совпадают на Z, 
то они конгруэнтны относительно Q/ (®) тогда и только тогда, когда /х и / 2 

конгруэнтны относительно р/ (($). Так как d i m $ < r a , справедливость тео­
ремы для рассматриваемого случая следует из предположения индукции 
и леммы 1.4. 

Пусть теперь Z0 qtl Gv Тогда Gx не будет подалгеброй максимальной 
размерности, подчиненной /, так как подалгебра Gx, порожденная G1 и Z0, 
имеет большую размерность, чем Gx, и, как легко видеть, подчинена / . Пока­
жем, что в этом случае представление Г( ' х) приводимо. В силу леммы 1.3 
для этого достаточно показать, что представление Т подгруппы (й1 = ехр&1, 
индуцированное одномерным представлением группы '-&v приводимо. Так 
как Z0 принадлежит центру G, группа ($х является прямым произведением 
группы ©х и некоторой коммутативной группы R ( = ехр (Z0 — ZQ[\G^)). 
Непосредственная проверка показывает, что представление Т является пря­
мым произведением одномерного представления @х и регулярного представ­
ления i? 2 ) . Поэтому Т всегда приводимо, если d i m i ? > 0 . 

И. dimZ0 = 0. Это возможно, лишь когда dimZ = l и (/, г) = 'кфО 
для базисного вектора z£Z. Пусть G = X + Y + Z-{- W— каноническое раз­
ложение G (см. лемму 4.1). Обозначим, как и в § 4, через GQ подалгебру 
Y-\-Z-\-W, состоящую из элементов G, коммутирующих с у. 

Если подалгебра G1? подчиненная /, не содержит Z, то, как и в случае I, 
легко показать, что Gx не является подалгеброй максимальной размерности,, 
подчиненной /, и что представление Г ( ; ' Gl) приводимо. 

Мы можем, следовательно, в дальнейших рассуждениях ограничиться 
подалгебрами, которые содержат Z. 

Л е м м а 5.1. Для каждого функционала fx и подчиненной ему подалгеб­
ры G1? содержащей Z, существует такой функционал /2 и такая подал­
гебра G2, подчиненная /2, что 

1) /i и /2 конгруэнтны относительно о/ (®); 
2) представления T^1,Gl) и Г ( / 2 , ° 2 ) эквивалентны] 
3) d i m G ^ dimG2; 
4) G2 содержится в Go; 
5) (U, у) = 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В качестве функционала /2 мы возьмем 

функционал о/ (ехраж)/1? где х— базисный вектор в X, а константа а 

х) В самом деле, непосредственное вычисление показывает, что Т^0^ = ег^' г>Е. 
Поэтому, если T(/l< Gl) и Г(/2 ' °2) эквивалентны, то (Д, z) = (/2, z). 

2) Регулярным представлением группы ® называется представление в пространстве-
J?2(®), заданное формулой Tgf(g') = f(g'g). 

file://-/-Z-/-W
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подобрана так, чтобы (/2, у) == 0. Для этого достаточно положить 
а = у ( Ь У)- Тогда (/2, г/) = (Q' (ехр as) /15 г/) - (Д, Q 1 (ехр ах) у) == (Д, у — az) = 
— (/и у) — ка = 0. Подгруппа 6^ = Q-1 (ехрая) 6^, очевидно, подчинена / а 

и имеет ту же размерность, что и G1. По лемме 1.1 представления Т ъ г 

и Г(/2, Ga/) эквивалентны. Если бы G2 содержалась в 6?0, лемма была бы дока­
зана. Предположим поэтому, что G2c£G0, и положим G2—G2f)G0

J
rY. 

Множество G2 является подалгеброй. В самом деле, G'2[~)G0 — подалгебра 
(как пересечение подалгебр), a Y коммутирует с G'2f)G0. 

Заметим теперь, что можно так выбрать подпространства X и W в кано­
ническом разложении G=XJ

rY-{-Z-{-Wtt подпространство W0 CZ W, чтобы 
выполнялись соотношения: 

G 0 > X + Z + H-\ G2 = Y + Z + W0 (5.4) 
и 

(/2, ж) = (/2, w0) = 0 Д л я в с е х я£Х, ^ о б ^ 0 . (5.5) 

В самом деле, в качестве базисного вектора х мы выбирали (см. лемму 4.1) 
любой элемент, удовлетворяющий соотношению [х, y\—z. Так как подал­
гебра G2 не содержится в G0, в ней есть элементы, не коммутирующие с у. 
Поэтому можно считать, что X CZG2. Кроме того, G[? по условию содержит Z. 
Следовательно, G2 можно представить в виде X + Z-\-WQ, где W0 — под­
пространство G[v дополнительное K I + Z . Так как (/2, z) ф 0, подпростран­
ства X и W0 МОЖНО выбрать так, чтобы выполнялись соотношения (5.5). 

Докажем теперь, что размерности G'2 и G2 совпадают. В силу соотноше­
ний (5.4) достаточно показать, что Y Cp_G2. Но если бы YciG2, то подал­
гебра G2 содержала бы одновременно векторы х и у, что невозможно, 
так как (/2, {х, у}) — (/2, z) Ф 0, а подалгебра G2 подчинена /2. 

Для доказательства леммы остается проверить, что представления 
у(/2,с£) и т(/2, ад э к в и в а л е н т н ы > пусть G = X + Y + Z+W0- подалгебра, 
пороячденная 6^ и G2. Мы покажем, что представления V и F группы 
@ = ехр G, индуцированные одномерными представлениями Uexp t = е^> О 
подгрупп ©g — expGg и @2 = expG2, эквивалентны. Отсюда будет следовать 
эквивалентность представлений Т 2' °2) и 7"(/2' (которые в силу леммы 1.2 
индуцированы V и F). 

Рассмотрим подробнее представления F ' и F . Докажем сначала, 
что W0 — идеал в G. 

В самом деле, так как подалгебры G2 и G2 подчинены функционалу /2 

и (/2, z) Ф 0, мы имеем 
[G'v Gf

2]ciX + W0\ [G2, G a ] C = y + W 0 . 

Отсюда следует, что X + W0 и F 4-W^ —подалгебры. Следовательно, их 
пересечение И^—также подалгебра. Известно, что в нильпотентной алгебре 
всякад подалгебра коразмерности 1 является идеалом х). Поэтому W0 будет 
идеалом в X + W0 ж в Y + W0, а следовательно, и в G. 

х) См., например, Ш е в а л л е, Теория'групп Ли, т. 3, глава 4, § 1. 
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Функционал /2 равен нулю на W0. Отсюда легко выводится, что пред­
ставления V и V тривиальны на ехр W0. Значит, их можно рассматривать 
как представления V и V факторгруппы @/ехр Wo. Но эта последняя груп­
па, очевидно, изоморфна группе У1 (см. § 3), и эквивалентность V и V легко 
проверяется. Лемма доказана. 

Вернемся теперь к доказательству теоремы 5.2. В силу леммы 5.1 мы 
можем рассматривать только такие функционалы / и подалгебры Gv для 
которых справедливы соотношения: 

[/,2/1 = 0, G l ( = G 0 . 

Пусть /0 означает сужение функционала / на G0. Обозначим через U °' х 

представление группы ©0 = ехр6?0, индуцированное одномерным представ­
лением С/еХр t = ei(/°- f) подгруппы <3Х = ехр Gx. Очевидно (см. лемму 1.2), пред­
ставление Т^,С1) индуцировано f/(/o'Gl). Из леммы 5.1 легко выводится, 
что подалгебра GJCZGQ тогда и только тогда будет подалгеброй макси­
мальной размерности в G, подчиненной /, когда она является подалгеброй 
максимальной размерности в G0, подчиненной /0. 

Заметим теперь, что по предположению индукции теорема 5.2 справед­
лива для группы ©0. Поэтому, если Gx имеет не максимальную возможную 
размерность, то представление £/(/о* Gl) приводимо. Следовательно, и г ' L 

приводимо. Пусть теперь G1 — подалгебра максимальной размерности, 
подчиненная /. 

Тогда представление £/(/о' Gl) подгруппы ©0 неприводимо и зависит только 
от той орбиты в G'0 относительно Q' (®0), которой принадлежит /0 . Покажем, 
что С/ ( /о 'Gl) —допустимое представление (см. § 4). В самом деле, это пред­
ставление реализуется в пространстве функций на ©0, удовлетворяющих 
условию 

F (ехр t.g0) = ё^о- оF(g0) для t б Сх, 
а операторы представления действуют по формуле 

U(tGl)F{g0) = F{g'ag0). 
Имеем * [ 

Ui%$lcz) F (g0) = F (g0 ехр (by + cz)) = F (exp (by + cz) g0) = 
^^htby+cz)F^go)==ei^F^gQ)j г д е % = (fQ,z). 

Итак, J7e/xp(?y+cr> = 6 i ^ , т. е. представление UUo,Gl) допустимо. Из леммы 4.4 
теперь следует, что представление Т ( / ' G l \ индуцированное (в силу леммы 1.2) 
представлением C/( / 'Gl), неприводимо и зависит только от орбиты в G'Q, 
содержащей /0. 

Остается показать, что функционалы /х и f[ конгруэнтны относительно 
Qr (®) тогда и только тогда, когда их сужения на G0 /0 и fQ конгруэнтны 
относительно Q' (©О)1)- В самом'деле, если f' = Q'(g)f, то g(E@0, так как 
в противном случае мы имели бы: 

g = g0 exp ax 

*) Разумеется, это верно лишь при сделанном выше предположении (/, y)=(f, у)=0. 
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И 

( Л У) = (Q' (SO ехр ая) / , у) = (/, Q"1 (g0 ехр ах) у) = (/, у - az) # 0. 

Поэтому, если/ и / ' конгруэнтны относительно Q' (О), то они (а следовательно, 
и их сужения на G0) конгруэнтны относительно Q' (&0). Обратно, пусть 
/о = Q' (g0)f0. Покажем, что тогда / ' = Q' (gQ exp by) f при некотором 6. 
Так как Q' (exp by) не меняет значения функционала на G0 (у лежит 
в центре 6?0), достаточно подобрать b так, чтобы (/', х) = (Qf(g0exip by)f, х). 
Элементарные выкладки показывают, что выражение в правой части равно 
(Q' (expg0)/o, x)—b(f, z), поэтому искомая константа Ъ всегда существует. 
Теорема 5.2 полностью доказана. 

3. Для практического применения теоремы 5.2 полезно уметь вычис­
лять максимальную размерность подалгебр, подчиненных функционалу / . 
Для этой цели служит 

Л е м м а 5.2. Если G1—подалгебра максимальной размерности в G, 
подчиненная функционалу / , а Я — орбита в G', содержащая /, то 

dim Gx = dim G — у dim Q. (5-6) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим билинейную форму Bf в G, опре­
деленную равенством Bf(x, y) = (f, [x, у]). Покажем сначала, что ранг этой 
формы равен размерности орбиты Я. В самом деле, Q можно представить в виде 
©/(й^где © / ~подгруппа , состоящая из элементов g, для которых Q' (g)/ = / 
(стационарная подгруппа точки / £ Q). Легко проверить, что алгебра Ли Gf 

группы &f состоит из элементов х, для которых (/, [х, г /])=0 при всех 
y£G. Следовательно, Gf совпадает с подпространством, ортогональным 
к G в смысле формы Bf. Отсюда dimGf = dimG — rangB f и dimQ = 
= dim@ —dim®, = dimG — dimGf = rangB f . Заметим, что форма Bf косо-

симметрична, поэтому ее ранг— четное число. Мы доказали, таким образом, 
что все орбиты в G' четномерны. Вернемся к доказательству леммы. 
Для одномерной алгебры лемма тривиальна. Предположим, что она верна 
для алгебр размерности < п, и рассмотрим алгебру G размерности п-\-1. 
Как и в доказательстве теоремы 5.2, рассмотрим два случая. 

I. Существует центральный идеал ZQ размерности > 1 , на котором 
функционал / обращается в нуль. Обозначим через ф естественное отобра­
жение G на G = G/Z0 и через / — функционал на G, соответствующий 
функционалу / . Если С^ — подалгебра максимальной размерности в G, 
подчиненная /, то она содержит Z0 и Gx = ф (Gx) — подалгебра максимальной 
размерности в G, подчиненная / . Справедливость леммы следует теперь 
из предположения индукции и очевидных равенств: 

r a n g i ? ^ rangi?^, dimG = dimG — dimZ0 , dimG1 = dimG1— dimZ0 . 
I I . dimZ = l , (/, z) Ф 0. В силу леммы 5.1 можно считать, что подал­

гебра Gx лежит в G0. Тогда по предположению индукции dimG1 = d i m G 0 ~ 
— 1 / 2 r a n g 5 / 0 , где /0—сужение функционала / на G0. Утверждение леммы 

следует теперь из легко проверяемого равенства rang В/0 = rang Z^ — 2. 
6 Успехи матем. наук, т. XVII, вып 4 
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§ 6. Орбиты и представления 

В этом параграфе мы рассмотрим более подробно строение орбит в Gr 

и их связь с представлениями группы. 
1. Пусть & — односвязная нильпотентная группа Ли, G—ee алгебра 

Ли, G0 — подалгебра коразмерности 1 в G1). Нас интересует связь между 
орбитами в G' относительно Q' (@) и орбитами в G'0 относительно Q' (®0). 
Обозначим через р естественную проекцию G' в G'0, которая каждому функции 
оналу / на G сопоставляет его сужение на G0. Условимся называть верти­
кальными прямыми в G' прямые, заданные уравнением 

р (/) = const. 

Посмотрим, как устроено пересечение орбиты QgG' с вертикальной 
прямой /. Мы предположим, что прямая / имеет с орбитой Q хотя бы одну 
общую точку / . Все точки орбиты Q получаются из / преобразованиями 
группы е '(©). Обозначим через (̂  подмножество ©, состоящее из таких 
элементов g, для которых 

Q' ( В / б / - (6.1) 

Очевидно, пересечение Q и / состоит из всех точек вида Qf(g)f, где g G $ . 
Покажем, что (У является связной подгруппой ©. Пусть /0 = р (/) — проек­
ция прямой I на G'Q. Из (6.1) видно, что множество @ состоит из всех элемен­
тов g £ ® , для которых преобразование Q' (g) (рассматриваемое как преоб­
разование G'0) оставляет на месте точку /0. Поэтому ф — подгруппа © 
Заметим теперь, что условие (6.1) эквивалентно системе равенств 

(Q'(i) A **) = (/.**) (А = 1, . . . , п ) , (6.2) 

где хх, ..., хп — базис в G0. 
Пусть g = exipTx, где x£G, а т — вещественный параметр. Тогда выра­

жения Pk = (gr (g) /, xk) будут многочленами от т. Уравнения системы (6.2) 
либо выполняются тождественно, либо имеют лишь конечное число решений. 
С другой стороны, решения системы (6.2) — это значения параметра т, при 
которых ехр хх б ©. Так как ® — группа, то вместе с значением т0 решениями 
(6.2) должны быть числа 0, ± т, ± 2т, ± Зт и т. д. Отсюда следует, что 
пересечение группы © с каждой однопараметрическои подгруппой ехрт^ 
либо состоит из единичного элемента, либо содержит всю однопараметри-
ческую подгруппу. Мы доказали, таким образом, связность группы (Й. 

Рассмотрим теперь двумерную плоскость й в G', проходящую через 
начало координат (нулевой функционал) и прямую / 2 ) . Преобразования 

х) Напомним, что в нильпотентной алгебре всякая подалгебра коразмерности 1 
является идеалом (см. сноску на стр. 79). 

2) Мы предполагаем, что I не проходит через начало координат. Нетрудно проверить, 
что, когда I содержит нулевой функционал, все точки I неподвижны относительно о/ (($). 
Следовательно, лемма 6.1 (см. ниже) справедлива и в этом случае. 
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Q' (?)» §€^ образуют связную нильпотентную группу линейных преоб­
разований G', сохраняющих прямую /. Поэтому пространство R инвариантно 
относительно этой группы. Выберем в R базис из вектора, соединяющего 
начало координат с точкой / £ /, и вектора, выходящего из начала коорди­
нат параллельно /. Тогда преобразованиям Q' (g) в R будут соответствовать 
матрицы второго порядка, переводящие каждый вектор вида ( s ) 
(т. е. точку прямой /) снова в вектор того же вида. Кроме того, из ниль­
потентности Q' (©) следует, что оба собственных значения этих матриц 

л гл / Г\ II * ° II 
равны 1. Отсюда легко выводится, что матрицы Q (g) имеют вид Л. 
Наконец, из связности © вытекает, что т либо тождественно равно нулю, 
либо пробегает всю вещественную прямую. 

Мы доказали следующее утверждение: 
Л е м м а 6.1. Если орбита Q£G' имеет общую точку f с вертикаль­

ной прямой /, то пересечение Q с I либо состоит из одной точки / , либо со­
держит всю прямую I. 

Нетрудно видеть, что для всех вертикальных прямых, пересекающихся 
с данной орбитой Q, имеет место одна и та же возможность из двух, указан­
ных в лемме 6.1. Это непосредственно следует из того, что преобразования 
Qr (@) транзитивно действуют на Q и переводят вертикальные прямые снова 
в вертикальные. 

Мы будем называть орбиту Q орбитой первого (соответственно второго) 
рода, если ее пересечение с каждой вертикальной прямой, имеющей с ней 
общую точку, состоит из одной точки (соответственно содержит всю прямую)* 

2. Рассмотрим более подробно орбиты первого рода. 
Л е м м а 6.2. Пусть Q-— орбита первого рода в Gr. Тогда 
1) проекция Q0 = p(Q) является орбитой в G'0 относительно Qf (Щ*у)} 
2) сужение представления Т" на ©0 неприводимо и эквивалентно TQ{>1); 
3) полный прообраз р"1 (QQ) расслаивается на одномерное семейство Q^ 

орбит первого рода в G' \ 
4) представление группы ©, индуцированное представлением Г°° под­

группы ©0, разлагается в прямой интеграл неприводимых представле­
ний 71 , соответствующих орбитам Q . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, множество Q0 = p (Q) однородно 
относительно Q' (©). Покажем, что оно однородно уже относительно Q' (@0). 
В самом деле, группа ©0 имеет коразмерность 1 в ©. Поэтому орбита 
каждой точки в Q0 относительно (/(©о) имеет в Q0 коразмерность не больше 1. 
Но мы знаем, что размерность этой орбиты, так же как и dim Q0 = dim й, — 
четное число (см. лемму 5.2). Следовательно, некоторая окрестность любой 
точки Q0 однородна относительно Q' (©0). Множество точек, которые можно 
получить из данной точки преобразованиями из Q' (©0), будет, как легко 
видеть, открыто и замкнуто в Q0. Так как Q0 связно (на нем транзитивное 

-1) Символ Т означает неприводимое представление, соответствующее орбите SL 
6* 
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действует связная группа о/ (®)), это множество совпадает с Q0. Мы дока­
зали первое утверждение леммы. 
( Пусть теперь / £ Q и Gx— подалгебра максимальной размерности, 

подчиненная /. Как показано в § 5 (лемма 5.2), dim (?х := dim С?—— dim Q. 

Рассмотрим подалгебру G1=:G1[]G0. Очевидно, G^—подалгебра С?0, под­
чиненная функционалу f0 = p(f). Так как d i m S 1 > d i m G— 1 = dimG0 — 
---^-dim Q0, то Gx — подалгебра максимальной размерности, подчиненная /0, 

и dim Gx = dim G — 1. Пусть G1 = G1-\- X. Тогда G0 -f- X имеет размерность 
d i m G 0 + 1 = dim Си, следовательно, совпадает с G. Представим & в виде полу­
прямого произведения нормального делителя @0 и однопараметрической 
подгруппы ехрХ (ср. замечание к лемме 4.2). Подгруппа @1 = expG1 будет 
тогда полупрямым произведением (3± и ехр X. Отсюда следует, что одно­
родное пространство М = ($/@i естественно отождествляется с однород­
ным пространством М = &0/^v А именно группа ©0 транзитивно действует 
на М и стационарная подгруппа некоторой точки совпадает с ©j. 

Представление Т , соответствующее орбите й , может быть реализо­
вано в пространстве J&2(M), так что операторы представления имеют вид 

TJ(m) = a(m, g)f(mg) (6.3) 

и функция a(m, g) удовлетворяет условию 

<z(m0, ёхр*) = е*</''> для t(:G1. (6.4) 

Из формул (6.3) и (6.4) непосредственно вытекает, что сужение TQ на @0 

индуцировано одномерным представлением ехр t—^e1 tf• *> = е1 (/°* 0 под­
группы ©j. Но выше мы показали, что Gi — подалгебра максимальной раз­
мерности^ подчиненная функционалу /0 £ Й0. Отсюда следует второе утверж­
дение леммы. 

Рассмотрим теперь полный прообраз р'1 (Q0) орбиты Qo. Очевидно, 
множество р'1 (Я0) инвариантно относительно о/ (Щ. Покажем, что оно рас­
слаивается на одномерное семейство орбит первого рода. Прежде всего 
заметим, что все орбиты, лежащие в p-1(Q0),— первого рода. В самом деле, 
если бы в р1 (Q0) была орбита второго рода, то она содержала бы целую вер­
тикальную прямую и, следовательно, пересекалась бы с орбитой Q, что 
невозможно. Пусть теперь I — вертикальная прямая, пересекающая Q. Так 
как / целиком лежит в р'1 (Q), через каждую точку I проходит некоторая 
орбита первого рода. Обратно, всякая орбита первого рода, лежащая 
в p"1(Q), взаимно однозначно проектируется на й 0 и, значит, пересекается 
с / в некоторой точке. Мы получили требуемое расслоение р~1(Я0). 

Выясним, наконец, как устроено представление Т группы ©, индуци­
рованное представлением Т °. Пространство Н, в котором действует это 
представление, реализуется в виде пространства функций на ©, удовлет­
воряющих соотношению 

<tGig) = &Z-V(g)> (6-5) 
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где [/—одномерное представление @1? заданное формулой 

Нас интересует теперь, каким образом представление U можно продолжить 
до представления группы &г. Мы знаем, что алгебра Gi подчинена функцио­
налу /, поэтому формула 

ехр*—>е*<''*> 
задает одномерное представление группы ©1? продолжающее U. Легко про­
верить, что алгебра G± подчинена всем функционалам, лежащим на одной 
вертикальной прямой с функционалом /. Это следует из того, что коммутант 
Gx лежит в GQ, а значения функционала / на G0 целиком определяются его 
проекцией p(f). Обозначим через /(s) функционал, определенный условиями 

p(/(S)) = /o- (f°\ x) = s. 
Тогда формула 

exp t -ч> ё (/(8). о 
задает одномерное представление U(s) группы ®1? продолжающее представле­
ние U. Из доказанного нами утверждения 3) леммы 6.2 следует, что каждый 
функционал /(s) принадлежит некоторой орбите первого рода Q(s), размерность 
которой равна dimQ. Отсюда мы заключаем, что Gx — подалгебра макси­
мальной размерности, подчиненная fs\ Значит, представления Tis) группы®, 
индуцированные одномерными представлениями C/(s), неприводимы. 

Пусть H(s) — пространство представления Г(8), реализованное в виде 
пространства функций на ©, удовлетворяющих условию 

<P(glg) = U%V(g), gxC®!- , (6.6). 
Покажем, что отображение 

оо 

Ф (ff)-» Ф* (g) = \ e~isy(exp(ax)-g)da (6.7) 
— оо 

задает разложение Н в прямой интеграл пространств H{s). В самом деле, 
если ф (g) удовлетворяет соотношению (6.5), то для t£Gx 

оо 

(* 
<ps(exp£-g) = \ e~lsa(p(exip(ax)-exipt-g)da = 

— оо 

оо 
= ^ e~isaUexp {ах) • ехр V. ехр (-ах) ф ( в Х р (ах) • g) da . 

— оо 

Но 
77 — 77(s) ТТ& т№ — 77 ̂ 
и ехр (ах) • ехр t- ехр (-ах) — и ехр (ах)и ехр/^ ехр (-ах) — V ехр t-

Поэтому ф8 (g) удовлетворяет (6.5). Кроме того, из (6.7) непосредственно 
вытекает, что 

9s(exp(ax)-g) = e
isacps(g)- (6.8) 

Соотношения (6.5) и (6.8) в совокупности эквивалентны соотношению (6.6), 
определяющему пространство Нш. 
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Можно проверить, что при подходящей нормировке скалярных произ­
ведений в Н и H(s) выполняется равенство 

оо 

1|ф|1н = J 1Ы1я<«)Ж-
— оо 

Эта проверка осуществляется так же, как в доказательстве леммы 1.2, 
и может быть опущена. 

Наконец, если <р (g') - Tgip (g') = ф (g'g), то Фз (g') = ф8 (g'g) = Г8)я|>в (g'). 
Таким образом, представление Г разлагается в прямой интеграл представ­
лений J ( s ) , и последнее утверждение леммы доказано. 

3. Рассмотрим теперь орбиты второго рода в С В этом случае ситуация 
описывается следующей леммой: 

Л е м м а 6.3. Пусть fi — орбита второго рода в G'.. Тогда 
1) проекция р (fi) расслаивается на однопараметрическое семейство 

орбит fis в G'0 относительно о/ (@0) так, что Q/ (exp ax) fis — fis+a; 
2) сужение представления Т на &0 разлагается в прямой интеграл 

представлений T(s), соответствующих орбитам fis; 
3) представления группы ©, индуцированные представлениями T(s\ 

эквивалентны TQ. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Проекция р (fi) имеет размерность dim fi — 1 

и, очевидно, однородна относительно о/ (®). Отсюда и из того, что все ор­
биты четномерны, вытекает, что р (fi) расслаивается под действием Q/(@0) 

на орбиты размерности dim fi — 2 = dimp (fi) — 1. Пусть fi0 —одна из этих 
орбит. Легко проверить, что множества fis = Q/ (exp sx) fi0 также являются 
орбитами относительно Q/ (®0). Так как р (fi) однородно относительно о/ (@), 
совокупность всех fis покрывает p(Q). Покажем, что при s± Ф s2 множе­
ства fis и fiSo различны. В противном случае преобразование Q/ (exipsx), 
где s~s2 — s1, переводило бы fis в себя. Тогда, если / 0 £ fis , то Q/ (exp sx)/0 

также лежит в fis и, следовательно, имеет вид Q/ (g0) /0, где g06©Q- Это 
значит, что преобразование Q/ (g~*exp sx) оставляет на месте точку /0 . Отсюда 
можно заключить (см. доказательство леммы 6.1), что вся однопараметри-
ческая подгруппа, содержащая g^expsrc, оставляет /0 на месте. Так как при 
s Ф О эта подгруппа и ©0 порождают всю группу ©, мы получаем, что мно­
жество fis инвариантно относительно о/ (@), что невозможно. Полученное 
цротиворечие доказывает, что fis и fiSo различны. Мы доказали первое 
утверждение леммы. 

Пусть теперь f0 = P (/) б ^о и ^ i — подалгебра максимальной размер­
ности в (?0, подчиненная функционалу /0. Очевидно, что Gv как подалгебра 
G, подчинена функционалу / . Равенства 

1 1 
dim Gx = dim G0 — у dim fi0 =. dim G — - dim fi 

показывают, что Gx — подалгебра максимальной размерности в G, подчи­
ненная / . Поэтому представление TQ можно реализовать в пространстве Н 
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функций на ©, удовлетворяющих соотношению 

где Ug —одномерное представление группы ©1 = expG1, заданное формулой 

Разобьем труппу & на классы смежности по ©0: © = U3^s' гДе 5Шв = 
= ехтр sx'(30. Очевидно, множества $Щ6 инвариантны относительно правых 

сдвигов элементами g0£®o- Отображение ф—>Ф8, сопоставляющее каждой 
функции ф £ Я ее сужение на 9J?S, задает разложение Я в прямой интеграл 
пространств H(s). Каждое пространство Я (8) может быть отождествлено 
с пространством функций на @0, удовлетворяющих соотношению 

Ф« ( g i g ) = ^exp (sx).&1.exp (-8*)ф (g ) 

для всех g!G@(s) = ехр ( — sx) -б^-ехр (sx). Подалгебра 6?<s\ соответствующая 

группе ©iS), будет/ как легко видеть, подалгеброй максимальной размер­
ности в G0, подчиненной функционалу fs = Qf (exp (sz))/0. Поэтому формула 

Tf0%(g) = %(ggo) 
задает в Я (8) представление группы ©0, соответствующее орбите Qs. Нако­
нец, легко проверить, что при соответствующей нормировке инвариантных 
мер на &/®i и ©о/®! выполняется равенство 

оо 

— оо 

Мы доказали второе утверждение леммы. 
Доказательство третьего утверждения непосредственно следует из 

леммы 1.2. 
З а м е ч а н и е . Из лемм 6.2 и 6.3 вытекает, в частности, что каждая 

орбита в G' относительно Q' (©) гомеоморфна четномерному евклидову про­
странству. 

4. С помощью лемм, доказанных в этом параграфе, можно дать простой 
ответ в терминах орбит на основные вопросы теории представлений ниль-
потентных групп, касающиеся разложения представлений на неприводимые 
компоненты. Результат может быть сформулирован следующим образом: 

Т е о р е м а 6.1. Пусть © — односвязная нилъпотентная группа Ли, 
®о — ее замкнутая подгруппа, р — естественная проекция G' на G'0. 

1. Если Т — неприводимое представление группы @, соответствующее 
орбите Q d Gr, то сужение Т на @0 разлагается в прямой интеграл непри­
водимых представлений @0, соответствующих тем орбитам в G'0, которые 
содержатся в р (Q). 

2. Если Т — неприводимое представление подгруппы ©0, соответ­
ствующее орбите Q CZ G'0, то представление группы ©, индуцированное 
представлением Т, разлагается в прямой интеграл неприводимых представ­
лений @, соответствующих тем орбитам в G\ которые пересекаются с про­
образом р'1 (Q). 
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3. Если Тх и Т2 — неприводимые представления ©, соответствующие 
орбитам Q± и Q2, то их кронекеровское произведение Т1 ® Т2 *) разлагается 
в прямой интеграл неприводимых представлений ©, соответствующих тем 
орбитам в G', которые содержатся в арифметической сумме 2) орбит Qx и Q2. 

Доказательство первых двух утверждений теоремы непосредственно 
получается последовательным применением лемм 6.2 и 6.3. Заметим, что 
в конкретных примерах леммы 6.2. и 6.3 не только позволяют указать, какие 
представления входят в разложение, но и определить «кратность» вхождения. 

Следует отметить также, что утверждение 2 решает задачу о разложении 
на неприводимые компоненты представления, возникающего в пространстве 
функций на однородном многообразии Х = &/(30. В самом деле, это представ­
ление, очевидно, индуцировано единичным представлением подгруппы @0. 

Утверждения 1 и 2 теоремы 6.1 можно рассматривать как аналог сле­
дующей теоремы двойственности, доказанной для конечных групп Фробе-
ниусом и для компактных групп А. Вейлем ([20], § 23): 

Представление Т группы @, индуцированное неприводимым представ-
лением U подгруппы @0, столько раз содержит неприводимую компоненту V\ 
сколько раз сужение V на @0 содержит U. 

Докажем теперь утверждение 3. Пусть представления Тх и Т2 действуют 
в пространствах Нг и Н2. Тогда в тензорном произведении Нг ® Н2 возни­
кает представление группы @Х®, которое мы обозначим через ТгхТ2. 
Легко проверить, что если Т1 (Т2) индуцировано представлением U1 (U2) 
подгруппы ®!(©2), то представление ТХХТ2 индуцировано представлением 
ULXU2 подгруппы &!Х&2, 

Кронкеровское произведение Тх ® Т2 представлений Тг и Т2 можно 
рассматривать как сужение представления 7\ X Т2 на «диагональную» под­
группу @Х®, состоящую из элементов вида (g, g). Представлению ТгХТ% 

соответствует в G'xG' орбита QXX fi2. Проекция этой орбиты в G' совпа­
дает, очевидно, с арифметической суммой Q x + fi2. Утверждение 3 вытекает 
поэтому из утверждения 1. 

§ 7. Представления группового кольца 

1. Рассмотрим образ инфинитезимального группового кольца А группы 
© при неприводимом представлении Т. 

Т е о р е м а 7.1. Всякое неприводимое унитарное представление нилъ-
потентной группы Ли может быть реализовано в пространстве функцийjn 
переменных так, что образом инфинитезимального группового кольца А 
будет алгебра Dm всех дифференциальных операторов с полиномиальными 
коэффициентами 3). Число т для каждого представления определено одно­
значно и равно половине размерности соответствующей орбиты в G'. 

г) Определение кронекеровского, или тензорного, произведения представлений 
см., например, в [19], гл. 4. 

2) Арифметической суммой множеств Qx и Q2, лежащих в линейном пространствеТ 
называется множество Q1-\-Q2 элементов, представимых в виде о)1^-со2, где % £ Q1? CD2'6 Q2-

3) Для представлений, соответствующим орбитам общего положения, этот факт 
доказан в [4]. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Для одномерной группы теорема очевидна. 
Предположим, что она верна для групп размерности < /г, и рассмотрим 
группу © размерности п + 1. Пусть G — алгебра Ли группы © и Z — ее 
центр. 

В случае, когда некоторый идеал Z0 CZ Z переходит в нуль при пред­
ставлении Г, справедливость теоремы очевидным образом вытекает из пред-
пол оя^ения индукции. 

Рассмотрим поэтому более сложный случай: dimZ = l и Tz~ikE, где 
X Ф 0. Пусть G — X + Y + Z + W — каноническое разложение G. Как мы 
видели в § 4, в этом случае представление Т индуцировано некоторым пред­
ставлением U подгруппы ®0 = ехр (Y+Z+W), для которого Uexv (by+CZ)=^eiXcE. 
Пусть представление U действует в пространстве L. Тогда Т реали­
зуется в пространстве вектор-функций на прямой со значениями в L. Опе­
раторы представления Т имеют вид 

TgQ exp (ax)f ( 0 = f^exp (tx) • gQ • exp (~tx)f (t + a). 

Отсюда мы легко получаем, что операторы представления алгебры G имеют вид 

^Х==1Г' Ty = iltt Tz = iX, Tw — UQ(exiP(tx))w, w£W. 

По предположению индукции пространство L можно реализовать в виде 
пространства функций с суммируемым квадратом на Rm так, что операторы 
Uy, Uz, Uw, w £ W, порождают алгебру Dm всех дифференциальных опе­
раторов с полиномиальными коэффициентами на Rm. Пусть t±, . . . , ^—коор­
динаты в Rm. Представление Т действует, очевидно, в пространстве функ­
ций (m+l) переменных t±, . . . , tm, t, а образ D инфинитезимального груп­
пового кольца порождается операторами 

— , ikt, iX, UQ(eXp(tx))wk (й = 1, 2, . . . , п— 3), 

где wv . . . , wn_3 — базис в W. 
Обозначим через A (t) матрицу преобразования Q (exp tx) относительно» 

базиса г/, z, wx, . . . , wn_3 в G0. Известно х), что A(t)~etA, где А —матрица 
преобразования и—> [х, и]. Так, как алгебра G нильпотентна, матрица А 

в некоторой степени равна нулю. Поэтому в выражении A (t)=etA — 2J ~ГГ" 

будет лишь конечное число членов, отличных от нуля. Следовательно, эле­
менты матрицы A (t) —многочлены от t. To же самое справедливо и относи­
тельно матрицы A'1 (t) = A(—t). Значит, существуют такие многочлены 
%•(*)» МО» <ч(*), что 

Щ = 2 <*ц (0 Q (exp (tx)) wj + hi (t) Q (exp (tx)) у + c{ (t) Q (exp (tx)) z. 
j 

Так как кольцо D содержит все многочлены от t, то оно вместе с UQ(eXp(tx))w~ 
содержит и 

2 J dij (t) UQ (exp (tx)) w. + bt (t) UQ (exp (tx)) у ~T ci (t) UQ ( e x p (tx)) z = Uw . 
3 J l 

J) CM. [13], гл. X. 
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Но операторы Uw., Uy и Uz по предположению индукции порождают Dm. 

Значит, D содержит Dm и, кроме того, операторы t и тг- . Следовательно, 

DzjDm+l. Обратное включение очевидно. По предположению индукции 
1 1 1 

m = y d i m Qu- Поэтому /тг + 1 = -у (dim QLT + 2) ^ - j d i m QT (см. лемму 6.3). 
Мы доказали существование требуемой реализации. Единственность числа т 
следует из того, что при разных т алгебры Dm неизоморфны. 

С л е д с т в и е . Пространство S (Н) (см. § 2) совпадает в этом случае 
с ядерным пространством S (см. Гельфанд и Шилов, «Обобщенные функции», 
вып. 4). 

В самом деле, система норм (2.5) эквивалентна в этом случае системе 

которая, как известно (см., например, Смирнов, Курс высшей математики, 
т. 5), эквивалентна системе 

| | / 1 P = max sup Ufi , . .t*™ f(tl9 . . . , tm)\ , 

h., i . ^0 г' i^ 

определяющей пространство S. 
Особый интерес представляет образ центра инфинитезимального груп­

пового кольца при неприводимом представлении Т. Оказывается, можно 
дать явное выражение для операторов Г р , p£Z(A), в терминах орбит. 

Т е о р е м а 7.2. Пусть Т — неприводимое унитарное представление 
группы @, А — инфинитезималъное групповое кольцо группы ($, Z(A) — e2o 
центр. Будем задавать элементы Z (А) в виде многочленов на (•?', инвари­
антных относительно Q' (©) (см. § 2). Пусть р ( Q) —значение р на орбите й , 
соответствующей представлению Т. Тогда 

Tp = p{Q)EK (7.1) 

где Е — единичный оператор в пространстве представления Т. 
Доказательство проведем опять с помощью индукции по размерности 

группы. Пусть сначала в алгебре G есть центральный идеал Z0 , переходящий 
в нуль при представлении Т. Тогда Т можно рассматривать как представ­
ление Т группы ($=:@/expZ0 . Обозначим через я естественную проекцию G 
на G = G/Z0 и через л;' соответствующее вложение G' в С . Множество G' 
естественно отождествить с подпространством в G', состоящим из всех функ­
ционалов, равных нулю на Z0 . Тогда вложение я ' будет тождественным 
отображением и представлениям Т и Т будет соответствовать одна и та же 
орбита Q г). 

Проекция я : G —»G может быть продолжена до отображения всего 
инфинитезимального группового кольца А группы © в аналогичное кольцо А 

г) Рассматриваемая в одном случае как орбита в G' относительно р/ (ф), а в дру­
гом— как орбита в G' относительно р/ ($) . 
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группы @. Будем задавать элементы А и А в виде многочленов на G' и G' 
соответственно (см. § 2). Нетрудно видеть, что тогда отображение я будет 
просто сужением на С многочленов, заданных на G'. Каждый элемент Z (А) 
переходит при этом отображении в элемент Z (А). По предположению индук­
ции теорема справедлива для группы ($. Поэтому, если p£Z(A), то Тр = 
= Тп (р) = л; (р) ( Q) Е = р ( Q) Е. Следовательно, теорема справедлива и для 
группы ®. 

Рассмотрим второй возможный случай: алгебра G имеет одномерный 
центр Z, и представление Т не равно нулю на Z. Пусть G = X+Y-\-Z-{-W — 
каноническое разложение G. Покажем прежде всего, что элемент p£Z(A) 
не содержите. В самом деле, из соотношений [x,y]=z1 [u, у]=0 для и£ Y-\-
-\-Z-\-W легко выводится, что для любого р£А имеет место равенство 

дР 
РУ-УР = *^-

Поэтому если p£Z(A), то -тр = 0, т. е. р не содержит х. Следовательно, 

в нашем случае Z (А) содержится BZ(A0), где А0 — инфинитезимальное 
групповое кольцо группы @0 = expG0 = exp (Y + Z + W). 

Заметим теперь, что по лемме 6.3 представление Т группы © распадается 
в прямой интеграл неприводимых представлений r ( s ) подгруппы @о. Образ 
элемента р £ Z (A) CZZ (A0) при каждом из представлений Т^ равен по пред­
положению индукции p(Qs)E. Но так как р — многочлен, инвариантный 
относительно ( /(©), значение р ( Qs)=p (Q' (exp (sx)) Q0) не зависит от s. 
Поэтому образ элемента^ при представлении Т равен р ( Q) Е. Теорема дока­
зана, так как для одномерной группы равенство (7.1), очевидно, справед­
ливо. 

С помощью теоремы 7.2 легко показать, что неприводимые унитарные 
представления нильпотентных групп Ли определяются, как правило, своим 
инфинитезимальным характером. В самом деле, если мы знаем инфините-
зимальный характер представления Г, то для каждого многочлена р на G', 
инвариантного относительно^' (@), нам известно значение р на орбите £2, 
соответствующей представлению Т. В силу предложения 2 § 2 существуют 
такие многочлены рг, ...,рь на G', инвариантные относительно Q' (@), что 
орбита Q общего положения однозначно определяется значениями рх(й), ... 
- . . . Р * ( Й ) . 

Мы получаем, таким образом, следующее предложение, впервые дока­
занное Диксмье [4]: 

П р е д л о ж е н и е 3. Представления группы Si, соответствующие орби­
там общего положения в G', определяются с точностью до эквивалентности 
своим инфинитезимальным характером. 

2. Наряду с инфинитезимальным групповым кольцом мы будем рас­
сматривать обычное групповое кольцо группы ©, т. е. совокупность X1 (©) 
суммируемых функций на © с операцией свертки в качестве умножения. 

Каждому унитарному представлению Т группы @ соответствует пред­
ставление группового кольца, при котором функция ф £ X1 (®) переходит 

file://-/-Z-/-W
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в оператор 

Непосредственно проверяется, что при этом || Тф | | < || ф И^/^ч .и выпол­

няются соотношения 

1 афх+Ьф2 = а+ фх + ЬТф2; 7 ф1Н:ф2 = i Ф 1^Ф 2» 

где Фх * ф2 означает свертку функций фх и ф2. 
Мы будем рассматривать также подкольцо L0 группового кольца, состоя­

щее из бесконечно дифференцируемых быстро убывающих функций на &. 
Большую роль в теории представлений играет понятие характера. 

Для конечномерного представления характер % определяется как след 
матрицы представления Tg: 

5C(g) = sp7V (7-2) 
Известно, что характер представления определяет само представление с точ­
ностью до эквивалентности. 

Когда представление Т бесконечномерно, выражение (7.2) теряет смысл, 
так как оператор Tg, вообще говоря, не имеет конечного следа. Однако 
во многих случаях операторы Гф, соответствующие «достаточно хорошим» 
функциям ф из группового кольца, оказываются вполне непрерывными опе­
раторами с конечным следом. Мы будем называть такие функции ф основ­
ными. Соответствие ф—>8рГф является, очевидно, линейным функционалом 
на пространстве основных функций. Такой функционал принято называть 
обобщенной функцией и записывать в виде 

sp7\p= ^V(g)x(g)dg. 

Эту обобщенную функцию %(g) мы назовем, следуя И. М. Гельфанду, харак­
тером представления Т. Заметим, что в случае конечномерного представ­
ления это определение совпадает с обычным. 

Мы покажем теперь, что в качестве пространства основных функций 
можно взять подкольцо L0 группового кольца. 

Т е о р е м а 7.3. Для любого неприводимого унитарного представле­
ния Т и любой функции ф £ Lo оператор Гф вполне непрерывен и имеет 
конечный след1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся теоремой 7.1. Пусть т—поло­
вина размерности орбиты, соответствующей представлению Т. Возьмем 
в пространстве функций т переменных какой-нибудь дифференциальный 
оператор М с полиномиальными коэффициентами, обратный к которому, 
является вполне непрерывным оператором с конечным следом. По теореме 7.1 
существует элемент р инфинитезимального группового кольца, образ 
которого при представлении Т совпадает с М. Пусть D — дифференциаль­
ный оператор на ©, соответствующий элементу р. Тогда ГФ = М_ 1МГФ = 
= М _ 1 Г р Г ф = М"гТв(р- Если ф принадлежит!^, то /)ф также принадлежит L a 

и оператор Твц — ограниченный оператор в пространстве представления Г. 

) Этот результат независимо получен Диксмье [4] и автором [2]. 
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Таким образом, Гф есть произведение М'1 и некоторого ограниченного 
оператора. Поэтому оператор Гф , так же как и М - 1 , будет вполне непрерыв­
ным оператором с конечным следом. 

С л е д с т в и е . Для любого неприводимого унитарного представления 
Т и любой функции ф£с5?1(®) оператор Гф вполне непрерывен. 

В самом деле, каждую функцию фбс5?1(@) можно аппроксимировать 
(по норме Xх (&)) функциями фп из L0. Отсюда вытекает, что оператор Гф 

является равномерным пределом вполне непрерывных операторов Ту и, 
следовательно, сам вполне непрерывен. 

3. Для явного вычисления характеров нам будет удобно вместо функ­
ций на группе © рассматривать соответствующие им функции на алгебре G. 
Соответствие, о котором идет речь, устанавливается с помощью канони­
ческого отображения ехр : G—>(&. Напомним, что для односвязных ниль-
потентных групп Ли каноническое отображение задает аналитический гомео­
морфизм G на &, при котором инвариантной мере на (3 соответствует евкли­
дова мера на G. 

В пространстве функций на G естественно определяется преобразование 
Фурье, которое переводит каждую функцию ty на G в функцию 

$ ( / ) = \ е1и>х)чр(х)<1х 
G 

на пространстве G', сопряженном к G. 
В дальнейшем мы будем говорить о преобразовании Фурье функций 

на @, понимая под этим преобразование Фурье соответствующих функций 
на G. Таким образом, если ф — функция на ®, то ф означает функцию на G', 
заданную формулой 

ф (/) = ^ ф (ехр х) е1 ( / ' х> dx. 
G 

Как обычно, преобразованию Фурье основных функций соответствует 
преобразование Фурье обобщенных функций. Оказывается, что преобра­
зования Фурье характеров неприводимых представлений совпадают с б-функ-
циями на соответствующих орбитах. Точный смысл этого утверждения 
состоит в следующем: 

Т е о р е м а 7.4. Пусть Т — неприводимое унитарное представление 
группы ©, Q — соответствующая этому представлению орбита в G'. Для 
любой функции ф £ L0 выполняется равенство 

s P r „ = $$(/)<*«>(/), (7.3) 

где da) (/) — некоторая мера на й , инвариантная относительно Q' (б))1). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G — алгебра Ли группы @, Z — ее 

центр. Рассмотрим первый случай: некоторое подпространство Z0ClZ раз­
мерности > 1 переходит в нуль при представлении Г. Обозначим через я 

*) Этим требованием мера dca{f) определяется однозначно с точностью до числен­
ного множителя, выбор которого зависит от нормировки инвариантной меры на %. 
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естественную проекцию G на Gx = G/Z0 и через я ' сопряженное отображение G* 
в G'. Кроме того, отождествим для удобства пространство & с каким-
нибудь подпространством в G, дополнительным к 2 0 . Тогда G = G1-\-Z0> 
отображение я является проекцией G на Gx параллельно Z0, а я ' означает 
продолжение функционала на Gx до функционала на G, нулевого на Z0 . 
Представление Т имеет вид 

т _ т ' 
•* ехг я — ^ ехр я (ас) > 

где Т' — представление группы &г = exp Gx. Отсюда 

Т<? = J Ф (ехР ж) гехР я (х) dz = jj ^ ф (ехр (хг + z0)) Г;хр X! dxx dzQ = Гц,, 
G G±ZQ 

где г|} — функция на ©х, определенная равенством 

ф (ехр ^ ) = ^ ф (ехр (^ + z0)) cfc0. 
z° 

Очевидно, если ф£1,0(©), то ^ g L o ^ ) . Поэтому можно воспользоваться 
предположением индукции и написать 

spr*=5* ( / l ) d ( D l ( / l ) ' ' (7*4> 

где ty — преобразование Фурье функции г|), a dml — инвариантная относи­
тельно Qr (®i) мера на орбите Qi, соответствующей представлению Г'. 

Выразим теперь функцию г|) через ф: 

ф (Д) = ^ я|э (ехр ^ ) е1 <>i» *i> йжх = \ \ ф (ехР (#i + 2о))е* ( / ь *l} ^ i dzo = 
Gi GiZo 

= ^ ф(ехрх)е{(я'(/1)'х)^х = ф(я'(/1)). 
G 

Подставляя в (7.4) полученное выражение для г|э и принимая во внимание-
равенства Т'ф=71^, й = я'(£21), мы получаем 

Sp2\p=\$(/)dcD(/)-

Мера dco получается перенесением меры doc*! с помощью я ' . Так как отобра­
жение я ' перестановочно с преобразованиями из Q'(©), TO инвариантность d o 
следует из инвариантности d(&v 

Рассмотрим второй случай: d i m Z = l , Tz = i'kE, ХфО. (Мы используем 
результат и обозначения леммы 4.3.) Представление Т реализуется в простран­
стве Я вектор-функций на прямой со значениями в гильбертовом простран­
стве L, и операторы представления имеют вид 

TgQ exp axi\}) = ^ e x p (tx)-gQ-exp (~tx) J \t + a)> 

Где и __ некоторое неприводимое представление подгруппы $0 . Оператор Гф 

имеет вид 
со 

T<ff{t1)=2k(t1,ti)f(tt)dti, (7.5> 
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где К (t-L, £2) — операторная функция, которая выражается через ф по фор­
муле 

K(tvt2)=^ 9 ( e x p ( - ^ ) . g r 0 . e x p ( ^ ) ) ^ 0 d g 0 . (7.6) 

Л е м м а 7.1. Пусть Н — гильбертово пространство вектор-функций 
на прямой со значениями в гильбертовом пространстве L. Предположим, 
что оператор Т в Н имеет след и задан в виде (7.5), где операторная функция 
K(t11 t2) такова, что k(tly t2) = sp K(t±, t2) — бесконечно дифференцируемая 
функция tx и t2. Тогда след оператора Т может быть найден по формуле 

со 

sp7 = С k(t, t)dt. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть/j (t), . . . , / д (t),... — базис в JS2 (—оо, оо),. 
a ev ..., е /м . . . —базис в L. 

Тогда векторы £iy —/•(£)• еу образуют базис в П. Так как оператор Т 
имеет след, ряд 2 {T\\j, Чи)н абсолютно сходится и сумма его равна 

i f J 

sp Т. С другой стороны, сумма этого ряда равна 

2(2( ? ь,Ын) = 2\[ [м**)Ш>2(*&• **)evФ]<м*.= 
г У ' г у 

= 2 $ $ *('*• УЛ(^)7Ж)^1^2 = 8р^, 
г 

где Z — интегральный оператор в с5?2 ( — оо, оо), заданный ядром ft (J1? £2). 
Как известно (см., например, Смирнов, Курс высшей математики, т. 4), 
след К может быть вычислен по формуле 

s p # = [ k(t, t) dt, 

что и доказывает лемму. 
Применим теперь доказанную лемму*к вычислению следа оператора Гф. 
Для этого перепишем соотношение (7.6) при t1—t2 = t в виде 

K(t,t)=\<p(g0)U«>dg09 (7.7) 

где U означает представление ©0, заданное формулой 

Ug)== #exp (**)-g0.exp(-**)• 

Кроме того, введем обозначение ф0 для сужения функции ф на @0. Тогда 
для следа Гф мы можем написать выражение 

оо 

8 р Г ф = ^ sp t f^d* . (7.8) 
— оо 

По предположению индукции на каждой орбите Qt, соответствующей 
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представлению U^\ существует такая мера dco ,̂ что 

з р ^ о = ^ Ф о ( / о ) ^ ( / 0 ) . (7.9) 
Qt 

Нам нужно теперь выразить ф0 через ф. Мы покажем, что значение ф0 (/0) 
весьма просто выражается через значения ф на вертикальной прямой I 
(см. §6), заданной уравнением р(/) = /0. В самом деле, будем задавать функ­
ционал /£&' двумя «координатами»: проекцией f0 = p(f) и параметром т 
вдоль прямой /. В качестве параметра т удобно взять значение функционала / 
на элементе x£G, не лежащем в G0. Тогда интеграл функции ф по прямой 
/ можно записать так: 

оо оо 

\ ф(/о> тИ т = \ \ \ ф(ехр(х0 + «^))^[ ( /0'^+атЫт^0сга. 
— оо — оо Go —оо 

оо 

Так как \ eiaxdx — 2я6(а), мы получаем 
— оо 

со 

\ ф(/о> r)dx=2n С ф(ехрж0)е^о^о)бгЖо = 2яф0(/0). (7.10) 
— со Go 

Соединяя вместе (7.8), (7.9) и (7.10), получаем окончательно 
со со 

sVTv = i \ \ S Ф(/о.-0<*тАМ/0)Л. (7.11) 
— со Q. —со 

Множество, по которому берется интеграл в (7.11), совпадает, очевидно, 
с орбитой QaGf, соответствующей представлению Т (ср. лемму 6.3). 
Мы доказали, таким образом, существование на орбите Q такой меры dco, 
что для любой функции ф££0 выполняется равенство 

8р7ф=\ф( / )Ло( / ) . (7.12) 

В координатах /0, т эта мера имеет вид 

d(x>(f) = -±-dtdat(f0)dx. (7.13) 

Нам нужно теперь доказать инвариантность меры dco относительно 
Q' (&). Это можно сделать, непосредственно вычислив, как преобразуется 
выражение (7.13) под действием (У (®), но мы покажем, что инвариантность 
dec следует из соотношения (7.12). 

Пусть ф££0- Положим я|) (g) = ф (g^ggl1). Очевидно, 
sp 7\> = sp (Ti\T^gl) = sp Тщ. (7.14) 

С другой стороны, 

sp 2 4 = $ ф (/)<*«>!(/), ( 7 Л 5 ) 
h 

где do)1 означает меру, в которую переходит d(o под действием {/(g^). 
Сопоставляя равенства (7.14) и (7.15), мы заключаем, что для любой 
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функции ф 6 L{) 

^ ф ( / ) Й О ) ( / ) = ^ ф ( / ) ^ 1 ( / ) , 

откуда d(d — d(Dv и инвариантность (ico доказана. 
Для доказательства теоремы достаточно теперь проверить ее для одно­

мерной группы @. В этом случае каждая орбита в G' состоит из одной точ­
ки со, а соответствующее представление © имеет вид 

ехр х—>е™°х. 
Формула (7.4) принимает вид очевидного равенства 

со 

\ Ф (ехр х) eicox dx = ф (со). 
— со 

4. Явное выражение для характеров неприводимых представлений, 
полученное выше, позволяет дать простой вывод аналога формулы Планше-
реля для нильпотентных групп Ли. Речь идет о том, чтобы восстановить 
функцию ф на группе (3, если известны операторы Ту для всех неприводимых 
унитарных представлений Т группы %. 

В случае, когда (У — аддитивная группа вещественных чисел, преоб­
разование ф—> Гф совпадает с преобразованием Фурье. Формула Планше-
реля утверждает, что 

со оо 

$ |<р(a;)|*ds = - 4 ^ |ф(А) | 2 еа. (7.16) 
— ОС' — ОО 

Из этой формулы легко выводится формула обращения 
со 

Ф<а;) = -2Й" \ е - ^ ф ( Я ) ^ . (7.17) 
— ОО 

Известно, что аналоги этих формул справедливы для широкого класса 
групп и имеют вид 

^\^(g)\2dg=[sp{(T^n]dii(X), (7.16') 

<pte)= 58 р [ ( ГР*Тф]^(л) ' (7-17') 

где d[i — некоторая мера на множестве & всех унитарных неприводимых 
представлений & 1). 

Для частного случая g = e формула (7.17) превращается в 

ф ( е ) = ^ 8 Р Г М и , ( Г ) . (7.18) 

!) Так называемая «абстрактная формула Планшереля» выведена Сигал ом Г211 
для всех сепарабельных локально компактных групп с П Р О Т О П И ™ „ ™ « ^ и г а л , о м KJJ 
Напротив, «конкретная формула П л а н ш е р е л я * ^ 
S™^:™]? [ и ) ™ 6 М6РЫ Ф' ИЗВеСТНа ЛИШЬ Д ™ ^ ~ о ^ 
7 Успехи матем. наук, т. XVII, вып. 4 
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Формулы (7.16') и (7.17') в свою очередь легко выводятся из (7.18). Для 

этого достаточно применить формулу (7.18) к функциям tyx (gt) = \ cp(g) (p(g"gj) dg 

Итак, для вывода формулы обращения и аналога формулы Планшереля 
достаточно доказать равенство (7.18). Мы покажем, что для случая, когда 
© — односвязная нильпотентная группа Ли, это равенство имеет простой 
и наглядный смысл. Перейдем к преобразованиям Фурье и воспользуемся 
теоремой 7.4. Тогда равенство (7.18) примет вид 

\ v(f)df=\ ([ Ф ( / ) й с о х ( / ) ) ^ ( Х ) . (7.19) 

Это означает не что иное, как разложение евклидовой меры df на G' по кано­
ническим мерам на орбитах. Существование такого разложения следует 
из общей теории меры (см., например, Халмош, Теория меры, § 48 и Дуб, 
Вероятностные процессы, гл. 1, §§ 8 — 9). 

Ясно, что внешний интеграл в правой части (7.19) достаточно брать 
не по всему множеству © (которое мы отождествим в силу § 5 с множеством 
орбит в G' относительно Q' ($)), а лишь по множеству Л орбит общего поло­
жения, так как объединение орбит, не входящих в Л, имеет меру нуль в G'. 

В множестве Л можно ввести естественные координаты. Пусть кораз­
мерность орбит общего положения в G' равна к и P i , ..., Pk — независимые 
многочлены на G', инвариантные относительно Q' (©). В качестве координат 
орбиты Q мы возьмем числа lki = Pi(Q) (£ = 1, 2, ..., к). Оказывается, что 
мера d\i записывается в координатах ^ , ... Д к в виде рациональной дифферен­
циальной формы на Л. 

П р е д л о ж е н и е 4 1 ) . Существует такая рациональная функция 
R (A,1? ..., Kk), что для любой функции ф £ L0 справедливо равенство 

]\4>(g)?dg=[sV[(Tl)*Tl]\R(X)\dK (7.20) 
А 

где d'K — d^dX^ ... dXk. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу сказанного выше мы должны пока­

зать, что евклидова мера df на G' разлагается по каноническим мерам на орби­
тах общего положения, причем «плотность», соответствующая орбите 
Qx , . .. д , является рациональной функцией от Х1? ..., Xk. Мы проведем дока­
зательство по индукции, используя результаты §§6—7, а также две леммы 
Диксмье об инвариантных многочленах на G'. 

Пусть © — односвязная нильпотентная группа Ли, @0 — ее замкну­
тая подгруппа коразмерности 1. Покажем, что предложение 4 справедливо 
для группы ©, если оно справедливо для группы ©0. Предположим сначала, 
что размерности орбит общего положения в G' и в G'0 совпадают. Тогда почти 
все орбиты в G' являются орбитами первого рода. Введем, как и в § 6, в мно-

г) Этот результат получен впервые Диксмье ([4], теорема 3, п. VII) в несколько дру­
гой формулировке. 



УНИТАРНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ НИЛЬПОТЕНТНЫХ ГРУПП ЛИ 99 

ячество G' две «координаты»: /0 = р (/) и т = (/, х). Как мы видели в доказатель­
стве теоремы 7.4, каноническая мера на орбите первого рода Q в G' имеет вид 

dco(/) = d(D0(/0), 
где d(D0 — каноническая мера на Q0 = p(Q). По предположению индукции 
существуют такие координаты Ях, ..., Хк на Л0 и такая рациональная функ­
ция Д0(^1» ---Дь)» ЧТ0 

d/o = l/?o(^i» • • •> ^) l r f (°o,^, ...,kk(fo)dKdK • • • d V 
По лемме 2 из [4] существует инвариантный многочлен Р на G' вида Р (/0, т) = 
=^o(/o)T+^?i(/o)' гДе Qo (/о) — инвариантный многочлен на GL Отсюда легко 
выводится, что каждый многочлен Q(f0), инвариантный относительно Q/ (($0), 
будет инвариантным относительно Q' (@) (ср. предложение 3 в [4]). Возь­
мем в качестве координат на Л числа Xi, ...,Xh и Xk+1 = P (fi). Тогда 
|/?o(^i» • • • Д ь ) 1 Л о , х ь ...,ik(fo)dXl . . . dXkdXk+1 = df0dXk+1 = 

= | ^ / o ^ ) ^ I ^ ° dT = ' (Л) (/о) ! rf/° rfT' 
Так как (?0 — инвариантный многочлен, он рационально выражается через 
Xlr...,Xk-. Полагая R (X) = ° \J , мы получаем требуемое разложение 

df=df0dr = \R(Xv . . ., ^)|с/о)Ль ...,ik+i{f)dX1 . . . б/Якк1. 

Пусть теперь почти все орбиты в G' являются орбитами второго 
рода. Из леммы 12 в [4] следует, что в Л0 существуют такие координаты 
Хх, ..., Xk+1, в которых преобразование Q' (ехраз;) (где #—элемент G, не 
лежащий в G0) имеет вид (Х1? ..., Xh, Xk+1)—>(X1? ..., A,fe, ЯЛ+]+ai?x (Я1? ..., ЛЛ)), 
i?x =̂ Е 0. По предположению индукции 

' df0^\R0(X,y ...Лк)\с1щЛъ ,,,^k+i(f0)dX1 ... dXk^. 

Нетрудно видеть, что функция R0 не зависит от Xk+1. В самом деле, преобразо­
вание Q' (ехр ах) не меняет df0 и переводит йсо0,яь ..., А, В ^®O, ЛЬ . . . Д +авг . 
Отсюда |Й0(Я1, ..., Xk, Xk+1) | = \R0(Xi, . . .ДЛ , X^+aRJ | при всех а. Имеем, 
следовательно, 

rf/o = I ^o ( ^ • • > Ч,) I d<i>o, Яь ..., A,ft, A,ft+1 (/о) dXx . . . dXh dXh+1. 
Остается заметить, что выражение 2 , . dx с̂о0> дь ..., к (fo) dXf,,t 

совпадает с канонической мерой (7.13) на орбите Q^b ...,x в G'. Поэтому. 
полагая R (X) =2nR1(X)-R0(X), мы получаем 

df=\R{X^ ...,K)\d(oklt...,h(f)dX1 ... dXk, 
и предложение 4 доказано, так как для одномерных групп оно, очевидно,, 
справедливо (ср. формулу (7.16)). 

§ 8. Некоторые обобщения и нерешенные вопросы 
1. Прежде всего мы покажем, каким образом теоремы, доказанные 

в статье, переносятся на неодносвязные нильпотентные группы. Известно 
(см. [13], гл. IX), что всякая неодносвязная группа Ли (3 может быть пред-

7 * 
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ставлена как фактор-группа некоторой односвязной группы © по дискрет­
ному нормальному делителю D, лежащему в центре ©. Каждому представ­
лению Т неодносвязной группы @ можно сопоставить представление Т 
односвязной группы $ : 

где ф означает естественный гомоморфизм © на ©. 
Легко проверить, что формула (8.1) устанавливает взаимно однознач­

ное соответствие между всеми представлениями © и теми представлениями 
©, при которых элементы D переходят в единичный оператор. Это позволяет 
без труда сводить все вопросы теории представлений неодносвязных групп 
к соответствующим вопросам для односвязных групп. Окончательный ре­
зультат допускает следующую удобную формулировку: 

Т е о р е м а 8.1. Пусть © — неодносвязная нилъпотентная группа 
Ли, G — ее алгебра Ли. Обозначим через R решетку в G, которая является 
прообразом единичного элемента группы при каноническом отображении. 
Все теоремы настоящей статьи сохраняют силу для неодносвязной группы ©, 
если условиться называть алгеброй Ли группы © фактор-группу G — G/R, 
а пространством, сопряженным к алгебре Ли,— подгруппу G' CZ G', двой­
ственную к G в смысле Понтрягина. 

Докажем, например, что неприводимые унитарные представления © 
взаимно однозначно соответствуют орбитам в G'. Как мы видели выше, пред­
ставления © можно рассматривать как представления односвязной группы 
©, тривиальные на дискретном нормальном делителе D=ex^R. В силу § 5 
представления © соответствуют орбитам в G'. Пусть Т — представление @, 
соответствующее орбите Q c G ' . Тогда для всех элементов z из центра G 
и всех функционалов / из Q выполняется соотношение (см. § 7) 

Поэтому представление Г тривиально на Z)=exp R тогда и только тогда, когда 
ei(/,r)__i д Я Я в с е х r£R. Последнее условие означает, что / принадлежит 
подгруппе G'. Мы получили теорему 5.2 для неодносвязных групп. Дока­
зательство других теорем проводится аналогично и может быть опущено. 

2. Заметим теперь, что часть результатов настоящей статьи справед­
лива не только для нильпотентных групп. 

Будем называть группу Ли © вполне разрешимой, если в ней существует 
возрастающая последовательность нормальных делителей {е} = @0 С ©i CZ... 
*..CZ©n = $ , размерности которых возрастают на 1, так что d i m © k = k г). 
Примером вполне разрешимой группы является группа Кп треуголь­
ных матриц тг-го порядка с произвольными положительными числами на глав­
ной диагонали 2). 

г) Это определение эквивалентно следующему: группа ® вполне разрешима, если 
операторы присоединенного представления имеют только вещественные собственные 
значения. Ср. также определение группы типа (£) в [34]. 

2) Можно показать, что всякая вполне разрешимая группа изоморфна некоторой 
подгруппе Кп при достаточно большом п. 
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Оказывается, что для вполне разрешимых групп сохраняют силу резуль­
таты §§ 5 — 6, устанавливающие связь между представлениями © и орби­
тами в G'. Доказательство этого факта проводится по индукции аналогично 
тому, как это сделано в §§ 5—6 для нильпотентных групп. Единственным 
существенным отличием является то, что группы, допускающие локально 
точное представление, уже не обязательно содержат подгруппу, изоморф­
ную 91 (см. §§ 3—4). Легко показать, однако, что эти группы всегда содер­
жат либо подгруппу, изоморфную 91, либо подгруппу, изоморфную группе 
линейных неоднородных преобразований прямой. Последняя группа изоморф­
на группе Ш матриц вида L* . и является простейшей некоммутативной раз­
решимой группой. Заменой теоремы Стона — фон Неймана является в этом 
случае теорема Гельфанда — Наймарка [8], описывающая все унитарные 
представления $Щ-

Вполне вероятно, что теоремы §§ 5—6 в какой-то форме обобщаются 
на произвольные разрешимые группы Ли. 

Напротив, теоремы § 7 (за исключением теоремы 7.2), как правило, 
не переносятся на разрешимые группы. Так, уже для простейшей разре­
шимой группы 501 операторы Гф для ф £ L0 не являются вполне непрерыв­
ными. Поэтому то определение характера, которое мы дали в § 7, и вся даль­
нейшая теория неприменимы к этой группе. 

3. Множество © всех неприводимых представлений группы © называют, 
двойственным объектом к ©. Если © коммутативна, то © совпадает с двой­
ственной группой в смысле Понтрягина. Для некоммутативных групп мно­
жество © уже не является группой. 

Одним из средств изучения © является введение в него естественной 
топологии. Существует несколько способов топологизации © [24] — [26], 
которые, как показано в [26], [27], приводят к одному и тому же резуль­
тату. Мы изложим здесь способ, предложенный И. М. Гельфандом. Пусть 
Т — неприводимое унитарное представление группы © в гильбертовом про­
странстве Н. Окрестность представления Т определяется выбором конеч­
ного числа векторов £х, ..., \k из Н, компактного множества F в © и поло­
жительного числа е. Эта окрестность состоит из всех неприводимых пред­
ставлений S, в пространстве которых существуют такие векторы %, ..., % 
что для всех g g F выполняется неравенство 

| (Т&, у - (Sgr\it л,-) | < е (1 < i, / < к). 
Как правило, топологическое пространство © оказывается не хаусдорфовым. 
Полное описание этого пространства дано пока только для группы SL (п, С) 
комплексных матриц п-то порядка с определителем 1 [27] и для простейших 
нильпотентных групп Ли [28]. 

Результаты настоящей статьи позволяют высказать предположение, что 
для нильпотентных групп Ли пространство ©гомеоморфно множеству X{G')X) 

Y) Топология в X-(G') определяется как наиболее сильная, в которой'естественное 
отображение G' -> X(G') непрерывно (фактор-топология в смысле Бурбаки). 
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орбит в G' относительно Q' (©). Эта гипотеза справедлива для групп, 
рассмотренных в [28]. Кроме того, можно доказать следующее утверждение: 

Т е о р е м а 8.2. Отображение X (G') в &, определенное в § 5, непре­
рывно. 

Мы наметим доказательство этой теоремы. Пусть орбиты Qn сходятся 
к Q. Это значит, что можно выбрать такие функционалы / n g Q n , что 
lim/д — / £ Q. Обозначим через Gn подалгебру максимальной размерности 
в G, подчиненную функционалу fn. Мы можем считать (перейдя, если нужно, 
к подпоследовательности), что все алгебры Gn имеют одну и ту же размер­
ность к и что существуют векторы ж(

1
п) , . . . , ^ } в G, удовлетворяющие условиям: 

1) при каждом п векторы х^\ ..., х™ образуют базис в G, а векторы 
xf\ . . . , 4 n > " базис в б , ; 

2) пространство, порожденное векторами x^\ ..., #|п), к < 7 < т, 
является подалгеброй в G; 

3) при п—> со векторы х™, ..., х™ стремятся к векторам хг, . . . ,а; т , 
образующим базис в G. Пусть Goo означает подалгебру, натянутую на хх, ..., хк. 
Очевидно, Goo подчинена / . Если dimQ r l = d imQ, то Goo — подалгебра 
максимальной размерности, подчиненная / . В этом случае представление Г, 
соответствующее орбите Q, индуцировано одномерным представлением 

ехр£—>е*(/,0 

подгруппы ©co — expGoo- Представление Т^п\ соответствующее орбите Qn , 
индуцировано одномерным представлением 

ехр£ —>е*</п, 0 

подгруппы ©n = exp Gn. 
Воспользуемся тем, что группа & разлагается в полупрямое произве­

дение подгруппы (3,г и (пг — к) однопараметрических подгрупп {ехрт^ п ) } , 
к < i<.m. С помощью этого разложения можно отождествить однородное 
пространство &/&п с (т — к) -мерным евклидовым пространством Rm~h. 
Представление 7W реализуется в пространстве функций на Rm~}\ и опера­
торы представления имеют вид 

nn>/(*) = M*.g)/<(*?)„). 
Представление Т реализуется в том же пространстве и имеет вид 

Tgf(s) = a(s,g)f{sg). 

Легко проверить, что при п—> оо функции an(s, g) и преобразования s—>(sg)n 

стремятся равномерно на каждом компакте к функции a (s, g) и преобразо­
ванию s—^sg. Отсюда без труда выводится, что Т^—>Т. 

Если же dim Qn > dim Q, TOGQO уже не будет подалгеброй максимальной 
размерности, подчиненной /. В этом случае представления Т^ стремятся 
к приводимому представлению Г(оо), индуцированному одномерным пред­
ставлением 

ехр£ —» e i ( / s l) 

подгруппы ©да. Можно показать, что представление Г<°°) разлагается в пря-
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мой интеграл неприводимых представлений & (одно из которых совпадает 
с Т) и все эти представления являются пределами последовательности Т^пК 

Некоторую информацию о топологическом строении © дает изучение 
представлений инфинитезимального группового кольца Л. Если элемент 
р£А принадлежит центру А, то при неприводимом представлении Т он 
переходит в скалярный оператор А,(р, Т)Е. Берна и Диксмье [29] показали, 
что функция Х(р, Т) при всех p£Z(A) непрерывна на Й. Мы приведем это 
доказательство. 

Элементу p£Z(A) соответствует дифференциальный оператор Р н а ® , 
перестановочный со сдвигами. Для любого неприводимого представления Т 
группы,® и любой функции ф 6 ^ 0 имеет место равенство 

Тру = Тр1\ — ^ {р* Т) Гф. 
Пусть теперь Т^—>Т. Выберем функцию ф £ L 0 и вектор £ так, чтобы 

(7\р£, 1)ф0. Из определения топологии в ($ легко выводится, что суще­
ствуют такие векторы £д в пространствах представлений Т^п\ для которых 

< 7 t n « , £ » ) - > № £ ) и ( ^ П Х . 1 „ ) - > ( Г Р Ф 1 , 1 ) - Так как 

% (р, Г<»>) = ( Рф^П' Ъп) 

(•* ф ьп» ъп) 

отсюда следует, что Х(р, Т^)—>'к(р, Т). 
Соединяя этот результат с теоремой 7.2 и предложением 2 § 2, мы полу­

чаем следующее утверждение: 
Т е о р е м а 8.3. Пусть А—множество орбит общего положения 

в G' (см. § 2). Множество Й Л С @ , состоящее из представлений, которые 
соответствуют орбитам общего положения, открыто и плотно в ($. Отобра­
жение Л—>($А является гомеоморфизмом. 

4. В заключение мы сформулируем несколько нерешенных вопросов 
возникающих в связи с настоящей статьей. 

1. Обобщаются ли теоремы §§ 5—6 настоящей статьи на произвольные 
разрешимые группы Ли? В частности, нельзя ли перенести теоремы 5.1 
и 5.2 на разрешимые группы без гладкой двойственности (в смысле Макки 
[30]), рассматривая вместо орбит в G' эргодические множества относительно 
Q' (©)? 

2. Всегда ли @ гомеоморфно X (С)? 
3. Дать в явном виде классификацию орбит в G' для группы треугольных 

матриц с единицами по главной диагонали х). Верно ли, что в этом случае 
множество всех представлений распадается на конечное число классов fyk 

так, что все представления одною класса реализуются в пространстве функ­
ций на одном и том же однородном многообразии @/®fe? 

4. Как устроены неунитарные неприводимые представления нильпо-
тентных групп Ли? В частности, соответствуют ли они орбитам в G'-\-iGr 

(комплексной оболочке G') относительно Q7 ($)? 
г) Классификацию орбит общего положения см. в § 9. 
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5. Интересно отметить, что многие факты теории представлений полу-
дростых групп Ли можно сформулировать точно в такой же форме, в какой 
они доказаны здесь для нильпотентных групп. Приведем два примера. 

Рассмотрим сначала задачу о классификации представлений группы (& 
комплексных матриц п-то порядка с определителем 1. Попробуем приме­
нить формально теорему 5.2 настоящей статьи. Алгебра Ли группы @ состоит 
из всех комплексных матриц со следом нуль. 

Пространство G' естественным образом отождествляется с самой алгеб­
рой Ли (с помощью картановской метрики: (х, y) = J\e sp (xy)). Преобразова­
ние Q' (g) действует в G' по формуле 

x->gxg-x. 

Поэтому орбиты в G' относительно Q'(&) — это классы сопряженных 
элементов в С . 

В качестве представителя из орбиты общего положения можно взять 
диагональную матрицу X с различными собственными значениями. Легко 
проверить, что подалгебра М треугольных матриц с произвольными эле­
ментами на главной диагонали является подалгеброй максимальной размер­
ности в G'', подчиненной X. Пусть Т&> М) означает представление ©, инду­
цированное одномерным представлением 

ТТ Рг Re sp (mX) 
u exp m — e 

треугольной подгруппы Ш = ехрМ. Какпоказанов [10], представления Г^>м> 
образуют основную серию представлений группы ©. 

Рассматривая другие орбиты в Gr (соответствующие матрицам с кратными 
собственными значениями), мы получим вырожденные серии представлений®. 

Дополнительные серии представлений © не укладываются непосред­
ственно в эту схему. Однако их можно получить, рассматривая орбиты 
в комплексной оболочке пространства G' относительно Q'(@). 

Пусть теперь © — группа SU (2) унитарных матриц второго порядка 
с определителем 1. Как известно, характеры этой группы имеют вид 

1М=?Щ±^, ( 8 -0 

если матрица g имеет собственные значения ei(v и е~1^. Оказывается, что 
теорему 7.4 настоящей статьи можно сформулировать так, чтобы она вклю­
чала как частный случай формулы (8.1). Для этого нужно при перенесении 
основных и обобщенных функций с группы на алгебру учитывать, что инва­
риантная мера на © переходит, вообще говоря, не в евклидову меру на G, 
а в меру 

d\i(x) = | j (x) \2 dx, 

где dx — евклидова мера, a j (х) — некоторая функция на G, Поэтому есте­
ственно считать, что основной функции ф (соответственно обобщенной функ­
ции х) на © соответствует функция фх {х) — ц> (exp x)-j (x) (соответственно 
Хх (х) = х (exp x) -j (х)) на G. Для нильпотентных групп / (х) = 1, и изменение 
формулировки не нарушает справедливости теоремы 7.4. В случае группы 
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SU (2) функция /' (х) имеет вид 

если матрица x^G имеет собственные значения щ и —щ. Преобразование 

Фурье функции Xi (х) — X (е хР х)' J (х) — —!— является 6-функцией, 
сосредоточенной на сфере радиуса к-\-1 в пространстве С?', т. е. на орбите 
в G' относительно Q'(($). 

Приведенные примеры позволяют надеяться, что многие результаты 
настоящей статьи в той или иной форме переносятся на более широкие 
классы группы. 

§ 9. Примеры1) 

1. Простейший пример некоммутативной нильпотентной группы — это 
группа 9^, представления которой описаны в § 3. Напомним, что эта группа 
состоит из матриц вида 

11 
0 
0 

а 
1 
0 

с 1 
ь\ 
1 

Алгебра Ли N этой группы состоит из матриц 

110 
о 1° 

а 
0 
0 

Y| 
Р °1 

а пространство N', сопряженное к N, удобно отоя^дествить с пространством 
матриц вида 

11° ° °11 
Г ° ° • 
Р У °11 

Преобразования Qf(g) в координатах х, у, z выглядят следующим 
образом: 

х —> х — bz, 
y-^y + az, 

Отсюда видно, что орбиты в N' бывают двух типов: 
1) плоскости z-=-\ Ф 0, 
2) точки x—\i, y=v, z=Q. 
Орбите первого типа соответствует бесконечномерное представление 

ТК (см. 3.7)). Орбите второго типа — одномерное представление Г^» v ) 

(см. (3.4)). 

г) Мы рассматриваем здесь лишь небольшое число примеров для иллюстрации постро­
енной выше общей теории. По поводу других примеров см., например, работу Диксмье 
[32]. Результаты этой работы без труда выводятся из нашей теории. 
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Г** ® Т^ = • 

На этом примере связь между орбитами и представлениями выглядит 
особенно просто. Посмотрим, например, как устроено кронекеровское про­
изведение двух неприводимых представлений 91. 

Используя теорему 6.1, сразу получаем 
оо. ybi+V, если Кх + %2 Ф 0, 

) оо . {{ Т&> v> d\i dv; если ^ + X2 = 0, 

Y(Ma, Vi) (g) y(M.2, V2) — Т(\Х1-сР>2, Vi4-V2)# 

2. Рассмотрим более сложный пример — группу 9ln треугольных мат­
риц га-го порядка с единицами на главной диагонали1). Аналогично преды­
дущему примеру пространство N'n, сопряженное к алгебре Ли этой группы, 
удобно реализовать в виде пространства нижних треугольных матриц вида 

10 0 . 
* 0 . 

* * . 
* * . 

. 0 

. 0 

. 0 

. * 

0 1 
0 

0 
0 | 

Преобразования g'(g) задаются формулой Qf(g)x=lgxg1]nvLm
2). 

Пусть Дк (х) — определитель левого нижнего углового минора порядка к 

матрицы х. Можно показать (см. [31]), что многочлены Afe (х) { к = 1, 2, . . . 

. . . , у i образуют базис в кольце всех многочленов на Лг„, инвариант­

ных относительно о/(5!д). Орбита общего положения задается уравнениями 

Ак (х) = const Ф 0, Размерность этой орбиты равна dim А^ и-
п (п — 1) Гт] -

Несложный подсчет с помощью леммы 5.2 показывает, что подалгебра 
максимальной размерности в Nn, подчиненная функционалу общего поло-

w-4-l " 
жения, должна иметь размерность ш X Но в алгебре Nn 

есть коммутативный идеал Р как раз такой размерности. Этот идеал 
Ю Р\ состоит из матриц вида о о где р — произвольная матрица порядка 

~ X —у~ • Очевидно, Р является подалгеброй, подчиненной любому 

функционалу изА^. Пусть ^ — подгруппа Л п , соответствующая подалгебре Р. 
Пространство 9ln/s$ естественно отождествляется с подгруппой матриц вида 

Хг 0 
0 Х о L 2 J L 2 . J 

г) Представления группы У1п (неисключительные) рассмотрены также в [31]. 
2) Матрица gxg'1 уже не является, вообще говоря, нижней треугольной. Символ 

[£#£_1]ниж означает нижнюю треугольную матрицу, у которой элементы, стоящие под глав­
ной диагональю, совпадают с соответствующими элементами матрицы gxg"1. 
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В качестве представителя из орбиты общего положения можно взять мат­

рицу 

А = 

0 011 
л о | | ' г д е 

о о ... о кк 

о я 2 . . . о о 
^ б ... о о 

при п = 2к и Л = 

О 0 . . . О О 
О 0 . . . О Xk 

О К2... О О 
Хг 0 . . . О О 

п р и л = 2/с + 1. 

Тогда соответствующее представление 5ЛП можно записать следующим обра-

I-4! 51 зом х). Если g: 
О А2 

, ТО 

^ / (ХЪХ2) = ё ^ (AXlBA?xihf (ХгАг, Х2Л2). 

Характер этого представления можно вычислить с помощью теоремы 7.4. 
\АХ В\ Мы приведем окончательный результат. Пусть сначала п = 2к и g = О А, 

Обозначим через Дг определитель левого нижнего углового минора порядка / 
матрицы В и положим 

Pi = < - ! ) * - ' ^ f < / = l , 2 , . . . , / c - l ) , pft = A, 
Тогда 

ft(ft-D 2 hh 

ГЛ 
i = l 

z=i 
(9.2) 

v f t - I o Z - l 4 Pi 

где б (Л) означает f] 6(a i ;?). 

Пусть теперь rc=2A;-f-l- Запишем матрицу g в виде 

1 Аг 
0. . .0 

0 

« 1 

1 
0 

6 

£ 

« 2 

4 

и пусть р, определены так же, как и выше. Тогда 

/ i(H-l) * 2 я<р< 
Хл0?) = (2я) " 6 ( . 4 1 ) б ( 4 2 ) б ( а ] ) б ( а 2 ) - ^ 

и 
1=1 

z=i 

И I^-'PII 
(9.3) 

2) Формула для представлений общего положения группы У1п и формула Планше-
реля для этой группы были доложены автором на Всесоюзной конференции по функцио­
нальному анализу в 1958 г. Несколько другую формулу для представлений (соответствую­
щую другому выбору подалгебры в Nn) независимо получил С. Худяев. Позже эти резуль­
таты были опубликованы Диксмье [31J. 
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где б (4)= П * Ю . й ( « ) = П в Ю -
i<j i = l 

Формула Планшереля для группы 5У1П имеет вид 

]\v(g)\2dg=^V[(T^)*T^]d]i(A)9 

где 
d|A(A) = (2rt)-fta^;..Afeft""2dA,1 . . . dkk при гс=2/с 

(9.4) 

(9.5) 

d(i(A) = (2«)-fc<fe+1)|X1X;.. Д ^ " " 1 ! ^ . . ^ ^ при п = 2& + 1. (9.6) 

3. Пусть © — нильпотентная группа Ли, Q — орбита в G' относи­
тельно Q ' ($ ) . 

Можно показать, что существуют такие координаты xi, . . ., хп в G\ 
в которых орбита Q задается уравнениями 

^ 2 4 + 1 = * 1 V^h+l» • • • ' ^2fc)» 

^ n ~~ *n-2fe V f̂c + l» • • * ' Ж2к)» 

где Р г , ..., Рп^к — многочлены. Таким образом, каждая 2/с-мерная орбита й 
является произведением /с-мерной гиперплоскости и /с-мерной алгебраиче­
ской поверхности. Можно показать также, что мера dco в этих координатах 
имеет вид 

d(o = dxx dx2 . . . dx2h. 
Поэтому характеры нильпотентных групп как функции канонических коор­
динат выражаются через 6-функции и функции вида 

00 °° хл • 
(9.7) 

Следующий пример показывает, что любая функция вида (9.7) при к=1 
может входить в выражение для характера некоторой нильпотентной группы. 

Пусть © — подгруппа группы линейных неоднородных преобразова­
ний гс-мерного евклидова пространства, порожденная всеми параллель­
ными переносами и однопараметрической подгруппой {etA} однородных 
преобразований. 

В качестве матрицы А мы возьмем жорданову клетку д-го порядка 
с нулевым собственным значением 

0 
0 
0 
0 

1 . 
0 . 
0 . 
0 . 

. 0 

. 0 

. 0 

. 0 

0 
0 
1 
0 

Легко проверить, что (У — нильпотентная группа и что преобразования 
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Q'(g) в G' имеют вид: 
х0 • > х0 -f t1x1 ~\- .. . | tnxn, 

Xn J*- L.I-^ J- Xny 

Xn "~> (n— 1)! Xl + (n — 2)\ x2+ "• +Xn' 
Орбиты общего положения в G' имеют размерность 2 и могут быть заданы 
в параметрической форме: 

х0 = т, 
х1 = Р<-п-Н(о), 
;с2^/>(«-2)(а), 

хп-1 = Р'(о), 
хп = Р(а), 

где т и а — вещественные параметры, а Р — некоторый многочлен степени 
п — 1 (свой для каждой орбиты). Мера dco равна в этом случае dodx, а фор­
мула для характера принимает вид 

п п 

Х(а0, а-j, . . . , а „ ) = \ \ е fe=0 rfarfx = 2яб(а0) \ е fe=1 ofa. 
— оо —со — со 

Если положить Р (а) = __ -у , то интеграл, входящий в эту формулу, 

примет вид 
со / ап-1 \ 

F(ai,...,aJ=l^nl^+-^a+ai)da. (9.8) 
— ОО 

При уг=1., 2,- 3 функция (9.8) выражается через элементарные функции. 
При гг=4 она сводится к так называемой функции Эйри. При п > 4 
функция (9.8) не выражается через специальные функции одной переменной. 

Поступило в редакцию 17 октября 1961 г. 
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