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:УДК 519.46 

ГАМИЛЬТОНОВЫ ОПЕРАТОРЫ В ГРАДУИРОВАННОМ 
ФОРМАЛЬНОМ ВАРИАЦИОННОМ ИСЧИСЛЕНИИ 

Ю. Л. Д а л е ц к и й 

в этой заметке, продолжающей исследования [1—3], рассматривается градуирован-
вый вариант формального вариационного исчисления И. М. Гельфанда — Л . А. Дикого 
[4, 5]. Обобщаются некоторые результаты И. М. Гельфанда и И. Я . Дорфман [6—8] по опи­
санию алгебр Ли скобок Пуассона. Полученное описание оказывается связанным с поли­
номиальными пуассоновскими алгебрами, рассмотренными Е. К. Скляниным [9), с другой 
стороны, из него выводится супераналог теоремы Б . А. Дубровина — С. П. Новикова [10] 
о гидродинамических гамильтонианах. Автор благодарен И. М. Гельфанду за стимули­
рующую поддержку и полезное обсуждение. 

1. Пусть w '̂̂  (а е Л, А: = (A:i, . . . , А;̂ ) е Z^; к. ^0) — градуированный набор симво­
лов, р (и^^) = Ра~' функция четности, значения которой — целочисленные векторы. 
Рассмотрим коммутативную супералгебру А формальных полиномов от и^^ с коэффи­
циентами из коммутативной супералгебры 6̂  ([И]). Совокупность Л'^ наборов z = 
= {z^; а е Л, 2^ е Л} наделяется при похмощи скобки типа Гельфанда—Дикого струк-

турой супералгебры Ли 5(. Пусть - ^ =. 2^и^ ^ -^-^ ; Ло = \ / , ^ а^; а^ е Л | , 
^ а,/f ^^ г ^ 

~ def f* 
Суперпространство М = AJAQ функционалов / = {/ + AQ) ==\fdx,{f^ Л), является 

^(-модулем: zf =. DJ = ) ^ ^ ^а " 4 : ^^' где - ^ = 2 J ( " ^ ) ~ ^ ^ fe) = 
к ^ 

к. 
П д 3 

— — . В комплексе де Рама пары {%, М) ^(-модуль Qi 1-форм отождествляется с 
дх • ̂  

множеством Л^" финитных элементов Л ^ , и при ф = / ^ (— 1) ^ ^^du^ действие ф: 
а 

:,%-^М дается формулой ф (2) = \ \ (— 1)^а '̂̂ ^а) ^^^^^х, 
(X 

Пусть с : Qi X Qi -^Л — кососимметричная билинейная операция: с (я]), ф) + 
+ (— 1) ^̂ "̂  '*"*' с (ф, of)) е Ло (/г — четность структуры). 

Определим в Qi билинейную операцию с:с(ф, ур) (z) = \ (— 1) ^ ^^ ^ {D^c (ф, ф) — 

— с (2>^ф, г|)) — (— ifz^^'P''^^ (ф, D î|))} dx. Соотношение 

г|,(Яф) = (-1Л^^^<^^^^^5.(ф,г1.) .̂ (1) 

определяет кососимметричный оператор Н: Q^ —• ^ со скобкой Схоутена 

[Н, Н] (ф1, <f,, фз) = jj { ( - 1)(Р(Ф.)+«(г'№з)+'') с (ф1, г(ф2, фз)) + (цикл)} dx. (2) 

Т е о р е м а 1. Условие гамилътоновости [Н, Н] = О оператора (1) есть 

( _ 1)(Р(Ф.)+Л)(Р«Р,)+Л)с (q,̂ ^ г(фа, фз)) + (цикл) е л , 

W соответствующая скобка Пуассона определяется формулой 

{/, Ъ==1с (dj, dg) dx. 
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2. Рассмотрим, в частности, дифференциальную операцию 

где 

'рад- = (-if''^''''''\m' РKm)-Ра-^Р, + ̂ -
в этом случае 

(Я<Р)з = i ; ( - I f «^««^«-З '^^^-- .") ( _ ^ ) ' .„3., (U) [4,]' <Р„ (4> 

i:-
a, p,/r, г '̂  

Пусть коэффициенты c^a^j^ удовлетворяют уравнению 
dv 

Y ^ 
Тогда 

Y 

И условие гамильтоновости оператора Я принимает вид 
2 

S S ( - ^ ) ' ' ^ i ( - 1)(Р(Ф0+/1)(Р(Ф.Н/1) ̂ (ф^̂  (̂ф^̂  фз)) + (Цикл)}^ «Y (") ^^ = 0. (7> 
Y 

Равенство нулю стоящего в скобках выражения означает, что операция с вносит 
в Qj структуру супералгебры Ли. Различные решения уравнения (6) приводят к различ­
ным реализациям условия гамильтоновости, например 

Т е о р е м а 2. 'Пусть с^^^^ = 2 ^ "YI ' • ' ""Уг/^т"^^ S == " ^ ^̂ Y' '^^ поэффи-
Y i » - ' Y ^ 

Y • • • Y 
циенты C^oj^'i ^ симметричны по верхним индексам. 

Тогда для гамильтоновости дифференциального оператора (4) необходимо и достаточ­
но, чтобы операция 

a, 3, fr,Z ^2»---Л^ 
вносила в Qj структуру супералгебры Ли. 

З а м е ч а н и е 1. При ттг = 1 теорема 2 приводит к супераналогу теоремы, полу­
ченной И. М. Гельфандом и И. Я . Дорфман (см. [8] и в градуированном варианте [3]), 

З а м е ч а н и е 2. При с (Ф, г|)) = ^ ( - 1)''̂ ''̂ '*'̂ ^( S % • • • ̂  '^ар'"^'^)^^ 
а , & Y i , . . . , Y ^ 

Yi- '-Y 
условие теоремы 2 означает, что с^о ^ — структурные константы т — линейной алгебры 

V YY2-"'Y 
скобок Пуассона [9]. Другими словами, с^о^ (72, . . .,Vm) = ^а6 ^ при фиксированных 
72, . . ч Тт — структурные константы супералгебры Ли и каждая из этих структур 
порождает 2-коцикл относительно каждой другой. 

З а м е ч а н и е 3. Из теоремы 1 следует, что условие совместной гамильто­
новости пары гамильтоновых операторов, отвечающих формам Cj, С2 имеет^ вид 
(_1)(Р(Ф1^/1)(Р(Ф.)+Л)|,^(ф^^ С2(ф2, фз) + С2(ф1, С1(ф2, фз))}+ (ЦИКЛ) = 0. Для ПОСТОЯН­
НОЙ С2 2̂ = О, И ЭТО условие превращается в условие коцикличности формы с^ по отно­
шению к структуре, порождаемой формой с .̂ 

3. Более сложным является случай, когда коэффициенты дифференциального выраже­
ния (3) зависят и от производных и^^\ Пусть 

о (Ф, Ч') = ^ ( - iP"'''^' ( - 1 - 9„g"Pf е - 4 <Pag"^*P - Ц ( - l ) ' ' ' > a " / f * р ) 
а, Р Y 
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с симметричным g^^ = (—1) '^^^ ^^^ g^^ и кососимметричным Су^. Простыми преобра­
зованиями эту форму можно привести к виду 

а, ^ У 

а условие ее кососимметричности записать в виде 

( _ ijhPv ^ ^ bf + ( - 1)(Р«̂ '̂ >»Р '̂'>б&<х. (8) 

При этом скобка Схоутена выражается формулoii 

Е, Н] (фг, Ф„ фз) = 5 2 {<а.а,Ф;а.Ф;а,Фза,^"""="' + 

Р, У, Ух 
где 

Если выполнено соотношение Ь^^ = ^ j r?g^*^, то коэффициент Г может быть истолко-

ван как связность, согласованная в силу (8) с метрическим тензором g, а условия гамиль-
тоновости приводятся к виду 

а р а ЛТ^ 

1~~ ^/ • -̂  YÔ  PsJ ~ 

В четном случае эти условия совпадают с найденными в [10] условиями тривиально­
сти кривизны и кручения рассматриваемой связности. Отметим, что мы не предполагаем 
ни невырожденности тензора g, ни конечности множества индексов Л. 
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