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1970 МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК Т. 81(123), № 2 

УДК 519.46 

Инвариантные алгебры на компактных группах 

А. Л. Розенберг (Москва) 

1. Пусть G —компактная группа, С (G) — алгебра всех комплексных не­
прерывных функций на G, А—замкнутая подалгебра алгебры C(G). Обоз­
начим через А1- ^вещественный аннулятор алгебры А, т. е. линейное про­
странство вещественных борелевских мер, ортогональных к алгебре Л. 
Будем считать, что пространство А1- наделено топологией, индуцированной 
сильной топологией в пространстве всех борелевских мер на G. 

Алгебра А называется однородной , если для всякой пары (g\ £")€ 
€ G X G и для всякой функции / (х) б А функция fx (х) ~f(g'x g") также при­
надлежит А. Нетрудно видеть, что условие однородности равносильно инва­
риантности А относительно свертки с функциями из алгебры С (G) справа и 

л. 

слева. Обозначим через G множество всех характеров неприводимых пред­
ставлений группы G. 

Пользуясь соотношениями ортогональности для матричных элементов не­
приводимых унитарных представлений, легко показать (см. п. 2), что алгебра 
А — минимальное однородное замкнутое подпространство C(G)f натянутое на 
семейство характеров A f] G. Таким образом, все результаты об однородных 
алгебрах можно формулировать как теоремы о семействах неприводимых 
мредставлений группы G, подчиненных некоторым условиям (см. лемму 2 в 
п. 2). В работе [1] Ряцер показал, что если на группе G существует одно 
родная антисимметрическая алгебра такая, что А1 = {0}, то [группа G ком­
мутативна и связна. 

Главный результат настоящей заметки — описание однородных антисим­
метрических алгебр на компактной группе Ли (теорема 1 из п. 2). В п. 3 
утверждения п. 2 переносятся на произвольные компактные группы. 

П. 4 посвящен исследованию аннулятора А1- однородной антисимметри­
ческой алгебры Л. Доказано, в частности, следующее обобщение теоремы 
Ридера: если ] пространство А1- сепарабельно, то связная компонента едини­
цы группы G коммутативна. Усилить этот результат нельзя. 

В п. 5 наследуются произвольные (т. е. не обязательно антисимметрич­
ные) однородные алгебры. 

2. Т е о р е м а 1 (основная) . Пусть G — компактная группа Ли, G0 — 
связная компонента единицы е группы G, Gk — связная компонента 
единицы центра группы G0. 

Однородная алгебра А на G антисимметрична тогда и только тогда, 
когда выполнены следующие условия: 
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а) для всякой функции / £ Л и всякого элемента g^G 

\f{gx)dx=\f{x)dx, (1) 
Go G0 

где dx— мера Хаара на G; 
б) если X6 A\G П G0 и Хф1, то X\G фХ(е)\ 
в) алгебра A \G антисимметрична. 
Для доказательства этой теоремы потребуется несколько лемм. 
Л е м м а 1. Пусть X£G, Хф\, и существует такое целое я > 1 , что 

$Хя(*)48Г^О. (2) 
G 

Тогда, если однородная алгебра А антисимметрична, то %$А. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Соотношение (2) означает, что коэффициент функ­

ции Xn~1(g) при 1(g) в разложении по характерам (см. [2]) не равен 0. Из 
однородности алгебры А следует, что если Х£А, то и Х^А, что противо­
речит антисимметричности алгебры А. 

Лемма 2. Замкнутое подпространство LczC(G), инвариантное отно­
сительно сдвигов справа и слева, —однородная алгебра тогда и только 
тогда, когда для любых двух характеров X, X' 6 L П G имеем X • X' б L. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нужно показать, что можно перемножить произ­
вольные два матричных элемента из L. Пусть tik(x), tji(x)—некоторые мат­
ричные элементы соответственно представлений Т и Г . Тогда tik • t)i — ма­
тричный элемент тензорного произведения Г 0 Г . Заметим, что если X (х) = 
- Sp Т (х) и X' (х) = Sp Г (х), то (X • X') (х) = Sp (Т ® Г ) (*), т. е. L вместе 
с X и X' содержит (см. п. 1) все матричные элементы представления Г(х)7". 
Лемма доказана. 

Пусть Я — замкнутая инвариантная подгруппа произвольной компактной 
группы G, р: G —• G/H — канонической гомоморфизм. Обозначим через Рн 
эпиморфизм прэстранства C(G) на пространство C(G/H), задаваемый форму­
лой 

PH{f){p{x))^\f{xh)dh, (3) 
я 

где dh — мера Хаара на Я такая, что ^ dh = 1. 
я 

Лемма 3. 1) Если А —однородная алгебра на G, то РН(А) = 
= {Рн (/) | / 6 А} — однородная алгебра на G/H\ 

2) Если исходная алгебра А антисимметрична, то Рн(А) также анти­
симметрична. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что в силу однородности алгебры А 
Рн(А) можно рассматривать как подпространство А, отождествив f£PH(A) 
с fop^A. Очевидно, что подпрэстранство Рн (А) инвариантно относительно 
сдвигов справа и слева и замкнуто. Отсюда следует, что Рн (А) натянуто 
2 Математический сборник, т. 81(123), № 2 
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на тё и только те X е A f| G, для которых X (h) = X (е) для всех h 6 Я. Ясно* 
что Р я (Л) удовлетворяет условиям леммы 2. 

Второе утверждение леммы получается само собой. 
Л е м м а 4. Пусть G— компактная полупростая связная группа Ли; 

X 6 G. Тогда найдется такое целое п^>\, что 
^n(g)dg=hO. (2) 
а 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Т — представление, соответствующее харак­
теру X. Как уже было замечено, ln (g) = Sp T{n) (g), где Т{п) — я-я тензор­
ная степень представления Т. Неравенство (2) в точности означает, что в 
разложении Т{п) на неприводимые компоненты содержится единичное пред­
ставление. Если V — пространство представления Т, то я-ю тензорную сте­
пень V можно понимать как пространство всех я-линейных форм со на V, в, 
котором представление Т(л) действует по правилу: 

(Tw(g)o>)K, . . . , % ) = (o(T(g)vu ...., T(g)vn). (4) 

Наличие единичного представления в разложении Т(я) на неприводимые 
представления означает, что существует п-линейная форма со0^0 такая* 
что Т{п) (g) со0 = со0 для всех g g G. Далее, х (g) = det (T (g)) — одномерный 
характер группы G. Так как группа G связна и полупроста, она совпадает 
с замыканием своего коммутанта, и, следовательно, на G нет нетривиаль­
ных одномерных характеров. Итак, det(T(g)) ЕЕ 1, т. е. Т(/г) оставляет на 
месте любую кососимметричную я-линейную форму при п = dim Т. 

Известно, что всякая компактная связная группа Ли локально изоморфна 
прямому произведению своей связной полупростой подгруппы Gs и связной 
компоненты единицы центра Ĝ , т. е. G = Gk • Gs я Gk(~) G5 —конечная под­
группа. 

Л е м м а 5. Если G — связная компактная группа Ли, X £ G, то 
1 А А 

к = X L ё Gfe, X L f Gs и X(/А) = х (/) X(А) дляб?ся/со# яарь/(f, h)^GkXGs. 
% (е) luk lLrs 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть далее dg, dt, dh — меры Хаара соответст­
венно на G, Gk9 Gs такие, что § dg = ^ dt = ^ dh = 1. Заметим, что для 

G C^ Gs 

любой непрерывной функции / 
lf(g)dg= ^ \f(th)dhdt (5) 
G Gfe G s 

A 

Воспользуемся теперь функциональным уравнением для характеров из G: 

\ X (gg^g*) dg = -^-% Ы X (&). (6) 
G 

Если gx принадлежит центру группы G, из (6) получаем 
5Cter1̂ 2) = -7T5Cfe1)X(fira). 

Х(*) 
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Далее, ввиду (5) для всякой пары (hv h2)£GsxGs 

{ X {hhxh"%) dh = С? X ((th) hx {th)'1 ft2) dh dt = 
Gs Gk G s 

= U (gfhg-%)dg = -±-X (ftj)X (/i2). 
.) X (e) 

G 

Л е м м а 6. Пусть G— компактная связная группа Ли, X£G и XL = 
/г 

= Х(е). Тогда найдется такое целое п^>\, что 

G 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как X(t) = X (e) для всех t £ Gk, из формулы 
(5) получаем 

\xn(g)dg=\xn(h)dh. 
G Gs 

Остается только применить лемму 4. 
А 

Л е м м а 7. Пусть G — произвольная компактная группа, X6G, п > 0 и 
ш > 0 — такие целые числа, что j Xn(gm) dg =f= 0. Тогда j Xn+m(g)dg=f=0. 

G G 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что Xn(gm) — сумма некоторых матрич­
ных элементов представления т{п+т\ где Т — представление, соответству­
ющее характеру X. Далее, при замене представления на эквивалентное ин­
тегралы матричных элементов по группе не меняют своих значений. Они 
могут быть либо нулями, либо единицами. Таким образом, можно считать, 
что T(/l+m) разложено на неприводимые компоненты. 

Если интеграл от какого-нибудь матричного элемента неприводимого пред­
ставления не равен нулю, то это представление — единичное. Итак, дока­
зано неравенство 

\xn(g^)dg<:\xn+m(g)dg. 
G G 

Л е м м а 8. Пусть Г — конечная группа. Всякая однородная антисим­
метричная алгебра А на Г состоит из одних констант. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть X £ Г иг — порядок группы Г. Тогда X (Y) = 
= Х(е) для любого элемента т£Г, и доказательство следует из леммы 7. 

Докажем теперь необходимость условий а), б) и в) теоремы. 
а) Пусть Г = G/G0. Отображение PG0 переводит алгебру А в антисиммет­

ричную однородную алгебру PGQ {А), на Г (по лемме 8) PGo (А) состоит из 
одних констант. Из определения PGQ следует, что это и есть утверждение а). 

б) Для любых двух функций /х, f2 £ С (G) положим </1? /2>0 = ) h (x)J2(x)dx. 

Л е м м а 9. Пусть Х0£А | fl &о- Тогда найдется X б A fl G такой, что 
<Х0, Х>0=^0. 

2* 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / £ А и \р — такая непрерывная функция на G, 
что \|)(х) = 0, если x$G0. Тогда (Z*^)^ = / 1 ^ *^ | G - Положим 

%0(х) для *eG0, 
0 для x(fcG0. 

Пусть Х£ЛП<3 и (X*t|>)(/) = ^ l{x"H)^(x)dx = 0 для всех /gG0. Это 
Go 

означает, что сужение на G0 представления Г, соответствующего X, не со­
держит представления Т ,̂ соответствующего Х0, т. е. матричные элементы 
Т \G и Г0 ортогональны. Так как X (яГ1/) = 2 М*) uw (0» т о (X * "Ф) (0==0 Для 

всех / 6 G. Пусть /£ Л — такая функция, что f\G = Х0. Имеем (/ * г|>) * X = 
= / * (г|) * X) = 0 . [Если X б G и <Х, Х0>0 = 0, то X * я|) |G = 0. Если (/ * г|))*Х=0 
для всех %£А f) G, то / * я|) = 0, но / * -ф |0 == Х0. Лемма [доказана. 

Пусть теперь %0£A\G f] G0 и %0\G =X(e). Возьмем Хб"л"П Атакой, что 

<%> Х0>0^=0. По лемме 6 найдется такое целое / г > 1 , что j Xj (x) dx =̂= 0. 

Ясно, что тогда J %n(x)dx=f=Q. Так как ХбД то из (1) следует, что 
G 

^ Хп(х) dx - 2 J X* (g,x) dx - r J X" (*) dx. 
G i = l G0 G0 

Здесь г —лэрядэк группы Г = G/G0, ^ , . . . , gr—лрэдставигели различных 
классов смежности G по G0. 

1 А 

в) Алгебра A \G порождается характерами х = X |G , где X 6 Л |G f] G0. 
Пусть Хх, Х2 е Л |0о П G0 и - L . Хх |в = - у - Х21 . Тогда Хх • Х2 — след не-

которого представления группы G0. Ясно, что все характеры из G0, встреча­
ющиеся в разложении Хх • Х2, тривиальны на G&, и, следовательно, (см. п. б) 
теоремы) тривиальны на G0. (Считается очевидным, что A\G содержит все 
характеры из G0, которые входят в разложения функций из A\G.) Легко по­
казать, что тогда Хх = Х2 = 1. Нужно только соответствующие Хх и Х2 пред­
ставления 7\ и Г2 привести в каждой точке к диагональному виду и вспом­
нить, что (Хх • Х2) (х) = Sp (7\ (g) Г2) (х). Из подсчета следа и получается до­
казываемое равенство. 

Пусть теперь X', %"eAf)&, ОС', Х Д ^ О и <Х", Х 2 )^0 . Тогда 
\ X' (х) V (х) dx = г \ %' (х) V (х) dx=f=0 (см. п. а) теоремы). Следовательно, 

G G0 

%' = %", т. е. X' = Г = 1. 
Достаточность. Пусть выполняются условия а), б), в). Предположим, 

что найдется такой нетривиальный характер X в А П G, что X (5 Л. Ввиду а) 
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в разложении X|G все характеры нетривиальны. Итак, существует нетри­
виальный характер Х0 6 A \G f]G0 такой, что Х0бА Тогда, согласно в), 
Х0| = Х(е), но этот случай предусмотрен условием б). 

k 

Доказательство теоремы закончено. 
Т е о р е м а 2. Пусть А — однородная антисимметричная алгебра на 

компактной группе Ли G. Тогда A\G и A \G — однородные антисимметрич­
ные алгебры на G0 и Gk соответственно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Антисимметричность алгебр A\G и A\G следует 
из пунктов б) и в) теоремы 1. Нужно доказать замкнутость этих алгебр. 

Обозначим через А алгебру, полученную из А путем присоединения 
всех функций, постоянных на классах смежности G по G0. G0 — максималь­
ное множество антисимметрии алгебры А. По теореме Шилова — Бишопа 
(см. [3])M|G —замкнутая подалгебра C(G0), но Л |G =A\G. Замкнутость 
A \G доказывается аналогично. 

3. Пусть группа G — проективный предел семейства компактных групп 
{Gi}ieP ф;: G—> Gt — соответствующие эпиморфизмы. 

Л е м м а 10. Всякая однородная алгебра А на G есть индуктивный пре­
дел алгебр Д = {f 6: C(Gt) | / о ф ^ А} на Gt (см. п. 2). Алгебра А антисимме­
трична тогда и только тогда, когда все Д антисимметричны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В качестве мономорфизмов Д в А берутся отоб­
ражения ф/ : / —> / ° ф;. Проверка свойств индуктивного предела не представ­
ляет никакого труда. 

Лемма 10 позволяет применить результаты п. 2 к алгебрам на произ­
вольных компактных группах, [так как всякая компактная группа есть про­
ективный предел семейства компактных групп Ли. 

Т е о р е м а 3. Пусть G — компактная группа. Однородная алгебра А 
на G антисимметрична тогда и только тогда, когда 1) среди нетривиальных 
одномерных характеров, принадлежащих А, нет сопряженных, 2) для вся­
кого %£Af)G, Хф\, и для всех целых п^>0 

G 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточность. Предположим сначала, что G — 
группа Ли. 

Если А не антисимметрична, то найдется нетривиальный характер 
X С А П G такой, что 1L e А. 

Возможны два случая: 
1. | X | \G = const. Тогда все X/ 6 G в разложении | X |2 = Хх + . . . +%k 

могут рассматриваться как характеры группы Г = G/G0, так как X/ |G = X/ (е), 
/ = 1, . . . , k. Следовательно, ^ X/ (х) dx=f=0 для / = 1, . . . , k\ здесь г — 

G 

порядок группы Г. 
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Если все X/ тривиальны, то | X | = X (<?), а отсюда нетрудно вывести, что 
d i m X = l . 

2. | X | \G Ф const. Тогда в разложении | X21 |с = %[ + . . • + X/ найдется 
хотя бы один нетривиальный характер. Пусть это будет %[. Ясно, что 
%'x£A\G. В разложении |Xi|2 = Xi+ • •• +^m найдется хотя бы один не­
тривиальный характер, например Хх. 

г» „ r t 

По лемме 6 найдется такое целое п^>1, что ^ Хх {х)йхфО. Согласно 

лемме 9 найдется характер Ххб A f]G такой, что в разложение Хх |G по не­
приводимым характерам входит х[. Из леммы 7 тогда следует, что если 
г —порядок группы Г = G/G0J ТО \^%п+г (g)dg=f=0. 

д 
Пусть теперь G — произвольная компактная группа, представленная в 

виде проективного предела семейства компактных групп Ли {Gi}ier Нужно 
проверить (см. лемму 10), что все алгебры At антисимметричны. Но если 
условия 1) и 2) выполняются для Л, то они, как легко видеть, выполняются 
для всех At. 

Необходимость. Утверждение 1) теоремы очевидно, утверждение 2) сов­
падает с леммой 1, 

4. Пусть G, GL — компактные группы, cpgHom(G, Gx). 
Обозначим через ср* гомоморфизм С* (G)-> С* (GjJ, определенный [форму­

лой ср% (F) (f) = F(fo(p) для всяких функции f£C (GL) и функционала F б С* (G). 
Л е м м а 11. Пусть G—-компактная группа, А —однородная алгебра 

на G, cp:G—>GX — эпиморфизм. Тогда cpj j_—эпиморфизм А1 на А^, 
где Лф = {/еС(01) | /офбЛ}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что ф̂  ( Л - ^ С ^ - Далее, если F^A^9 то 
F<p 6 А\ где функционал Fq> определен фэрмулой Fф (/ (g)) = F ( j / (gfi) dh J 

Wr«p) ' | / 
для всех f£C(G). 

С л е д с т в и е , Пусть G — проективный предел семейства компактных 
групп {Gi}ieP ф;: G->Gi~ соответствующие эпиморфизмы, А — однородная 
алгебра на G. Тогда А1- есть проективный предел семейства аннуляторов 
ИФ; } i e r 

Т е о р е м а 4. Пусть А — однородная антисимметричная алгебра на ком­
пактной группе Ли G, г — порядок группы Г = G/G0. Тогда dim А1- > г—1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть gly . . . , gr — представители различных клас­
сов смежности G по G0. Для всякого набора с = (cv . . . , сг) вещественных 

г 

чисел таких, что V Ci— 0, и произвольной функции f£C(G) положим 

Fed) = %* ^ fax)dx. 
i=l G0 . 

Множество таких наборов с образует (г—1)-мерное вещественное про­
странство; отображение c->Fc —• мономорфизм этого пространства в А1-
(см. п. а) теоремы 1). 
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Т е о р е м а 5. Пусть G — компактная группа Ли, А — однородная анти­
симметричная алгебра на G. Если G0 некоммутативна, то А1- — несепара-
бельное пространство. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим для всякого g^G через Sg меру, 
действующую по формуле i\fdbg^f(g) для любой функции f£C(G). 

G 

Положим для g б Gs 

Fg(f)= ^ \f(th)dbg(h)dt-^ f(x)dx, 
Gk Gs G0 

где dt и dx — такие меры Хаара на Gk и G0 соответственно, , что 
? d£ = ? dje = l. Далее, Fg^A1 для любого g^Gs. По теореме 2 A\G — 

однородная алгебра на G0, так что можно считать, что G связна. Пусть 
ttj^A — матричный элемент неприводимого представления Т. Тогда ttj (th) — 
= х (t) tii CO» гДе ^ С Ĝ , h 6 Gs, xfGfe (см. лемму 5). Если 7̂ ^ 1, то х ^ 1 
(лемма 6). Итак, если tq Ф 1, то ^ /t-y- (х) dx = 0 и ^ tq it) dt = ^ x(f) d£=0. 

Очевидно, что F g ( l )=0 . Ясно, что множество различных функциона­
лов Fg независимо в топологии А1 и что это множество находится во 
взаимно однозначном соответствии с множеством элементов группы 
Gs/Gs П Gk, т. е. множество различных функционалов Fg — континуум, пос­
кольку Gs П Gk — конечная группа. 

С л е д с т в и е 1. Пусть G — произвольная компактная группа, А — одно­
родная антисимметричная алгебра на G. Тогда 

1) если порядок группы Г = G/G0 не меньше г, то dim Л > г — 1 ; 
2) если G0 — некоммутативная группа, то Л1—несепарабельное прост­

ранство. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Представляя G в виде проективного предела ком­

пактных групп Ли, можно легко показать, что 1) существует эпиморфизм ср 
группы G на компактную группу Ли G' такую, что порядок группы 
Г' = G'/GQ не меньше г, 2) существует эпиморфизм т группы G на ком­
пактную группу Ли G7 такую, что GQ некоммутативна. Осталось только 
применить лемму 11 и теоремы 4,5 к алгебрам Лф и Лх. 

С л е д с т в и е 2. Если [на компактной группе G имеется однородная 
антисимметричная алгебра А такая, что Л 1 = {0}, то группа G комму­
тативна и связна. 

Это — основной результат работы [1]. 
5. Пусть Л — произвольная однородная алгебра на компактной группе G; 

обозначим [через Н максимальное множество антисимметрии алгебры Л, 
содержащее единицу группы G. Очевидно, что Н — инвариантная замкнутая 
подгруппа G и что максимальные множества антисимметрии алгебры Л — 
это множества вида g • Н при всех g^G и только они. 



184 А. Л. Розенберг 

Т е о р е м а 6. Пусть A1, G, и Н—то же, что и выше. Тогда 
1) если А1 = {0}, то Н — связная подгруппа центра группы G0; 
2) если dim A-1 ^> 0 и А1 сепарабелен, то G0 — коммутативная подгруппа 

и число элементов группы G/G0 не более чем счетно. 
Доказательство. 
Л е м м а 12. Пусть X — компакт, А — замкнутая подалгебра С(Х), 

В — единичный шар в С* (X). Тогда носители крайних точек множества 
А1 С] В суть множества антисимметрии. 

Это — факт известный и легко доказываемый. Из него можно сделать 
полезный вывод: 

сНтЛ^- = dim(A\H) x (число элементов группы G/H). (7) 

Л е м м а 13. Пусть G — проективный предел семейства компактных 
групп {G/}. 7, cpi'.G-^Gi — соответствующие эпиморфизмы, А — однородная 
алгебра на G, Ht — максимальные множества антисимметрии алгебр Ас 
такие, 4moe^Ht. Тогда Н — проективный предел семейства {Hi}. f и Ai\Hm = 
= {fec(Ht)\fo<Pt\HeA\H}: 

Доказательство этой леммы не представляет никакого труда. 
1) Если А1 = {0}, то из (7) и из следствия 2 п. 5 видно, что Н — 

связная коммутативная подгруппа. Представим G в виде прсективнсго пре­
дела компактных групп Ли {G/}/e/. Все Ht коммутативны и связны. 

Л е м м а 14. Если G — компактная [связная [группа Ли и Н — инва­
риантная абелева подгруппа G, то Н лежит в центре группы G. 

Действительно, Н f) Gs — инвариантная абелева подгруппа Gs. Значит, 
Н f]Gs дискретна. Нетрудно видеть, что всякая дискретная инвариантная 
подгруппа связной топологической группы лежит в центре этой группы. 

2) Из (7) видно, что dim А1 ^> 0 тогда и только тогда, когда dim (А [^-^О. 
Если Н :£) G0, то найдется такое i 6 /, что Ht 2з (Gi)0 и dim А}- ^> 0. 

Тогда Gi/Ht — многообразие положительной размерности. Отсюда и из (7) 
следует, что А1 несепарабелен (см. лемму 11). 

Итак, G0aH. Если G0 некоммутативна, то, последствию 1 п. 5, А1 несе­
парабелен. 

Если число элементов группы G/G0 несчетно, то из очевидного уточнения 
следствия 1 п. 4 и (7) получаем, что А1 несепарабелен. 

Автор благодарит В. Я. Лина и Е. А. Горина за внимание к этой 
работе и ценные советы. 

(Поступила в редакцию 26/VIII 1968 г.) 
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