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ВВЕДЕНИЕ 

Цель данной статьи — описать прогресс, достигнутый в тео­
рии Ходжа за последние 15 лет. Конечно, первое, что необхо­
димо,— это ответить на вопрос, что понимается под «теорией 
Ходжа»! Это представляется, безусловно, не очень простым во­
просом и ответ на него, по сути, и составляет содержание всей 
статьи. Конечно, с течением времени предмет претерпевал из­
менения. 

Классической задачей, предшествующей теории Ходжа, бы­
ла задача о периодах интегралов первого рода по алгебраиче­
ским плоским кривым над С. В более современной терминоло­
гии, изучались когомологии голоморфных 1-форм с коэффици­
ентами в С и их изменения в зависимости от параметров» 
иными словами, вариация структуры Ходжа веса 1. Пионерским 
достижением в этой области, принадлежащим Пуанкаре и Леф-
шецу (см. [122]), является обращение так называемых нормаль­
ных функций (теорема Абеля с параметром и при наличии вы­
рождения) для характеризации когомологических классов 
неособой алгебраической поверхности, представимой алгебра­
ическим 1-циклом. Таким было состояние предмета, скажем, 
60 лет назад. 
плГ-1аб0Та с а м о г о х ° Д ж а по теории гармонических интегралов 
[106] привела к широко известной теореме декомпозиции Ход­
жа (см. предложение 3.7): для компактного кэлерова многооб­
разия J когомологические группы допускают естественную де­
композицию 

1 Авторизованный перевод с английского С. В. Вахрамеева 
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tfm(X,C)— Ф НР'"{Х) (0.1) 

с fiPt (K) = Hq$p{X). Эта работа привела к знаменитой 
гипотезе Ходжа для проективного алгебраического многообра­
зия X: любой рациональный класс в НР>Р(Х) представим ал­
гебраическим циклом коразмерности р с коэффициентами в Q. 
Это —обманчиво простое утверждение —весьма мало, что из­
вестно, за исключением случая р = 1 . Если теперь заменить тео­
рию интегральных уравнений, использовавшуюся Ходжем, на 
/,2-методы (см. [84]), то мы получим состояние теории Ходжа 
тридцатипятилстпей давности. 

Можно сказать, что современная теория Ходжа берет свое 
начало с конца 60-тых годов в работах Гриффитса |[89J—[92]. 
Она представляет собой неоклассический подход, возвращение 
к работам Пуанкаре и Лефшеца с точки зрения современной 
комплексной геометрии, обобщающий результаты на случай 
многообразий высокой размерности и циклы высокой коразмер­
ности. Это достигается с помощью понятий вариации структуры 
Ходжа и классифицирующих пространств структур Ходжа, про­
межуточных якобианов (в модификации Вейля) и отображений 
Л Пел и Якоби" (см. также [123]). Хотя алгебро-геометрические 
подходы никогда не были вполне успешными, они оказывали 
постоянное влияние па современную теорию Ходжа и саму ал­
гебраическую геометрию. 

Вскоре после появления работы Гриффитса, в работе Дели-
ия \[Щ о смешанной теории Ходжа был очерчен круг новых 
идей и технических средств исследования. Им было введено по­
нятие смешанной структуры Ходжа, которая, грубо говоря, пред­
ставляет собой итерированное расширение структур Ходжа 
возрастающих весов. Группы когомологий произвольного ком­
плексного алгебраического многообразия (не обязательно ком­
пактного или гладкого) допускают смешанные структуры Ход­
жа. Они функториалыш для морфизмов многообразий и в ком­
пактном гладком случае приводят к обычным структурам Ход­
жа (0.1). Работа была написана под несомненным влиянием 
теории мотивов Гротеидика, в частности, использовалась идея 
последнего о существовании смешанных мотивов, связанных с 
группами когомологий общих алгебраических многообразий. 
Такие1 смешанные мотивы являются обобщением обычных, или 
«чистых* мотивов. Ключевым было предположение Делиня о 
существовании естественной возрастающей весовой фильтра­
ции IF. смешанного мотива и, следовательно, ее существова­
ние на любой когомологической группе алгебраического мно­
гообразии. 

Делиня прикол к идее возрастающей фильтрации факт о 
существовании нетривиальных расширений алгебраических мно­
гообразий от тора к острию (в категории алгебраических 
групп), обобщенных якобианов Розснлихта — и ничто другое. 
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В случае характеристики р>0 эта весовая фильтрация мо­
жет быть получена с помощью собственных значений автомор­
физма Фробениуса /-адических когомологий (на основе гипо­
тезы Вейля, доказанной позже [58]). В случае нулевой харак­
теристики, весовая фильтрация W на любой группе Hm(X,Q) 
была построена в [56]. Делишь доказал, что любая градуиро­
ванная часть Grv

wHm{X, Q) является чистой веса р. Совпаде­
ние весовой фильтрации для случаев нулевой и положительной 
характеристик было доказано с помощью сравнения теорий ко­
гомологий (см. [15, § 6] и [56]). 

Вклад Делиня в программу, намеченную Гриффитсом, ясна 
изложен в~[92]. Первым большим достижением в этой связи 
явилась работа Шмида о вырождении структур Ходжа. Она 
изложена в обзорной статье [93], в которой также даны след­
ствия, касающиеся новой теории де Рама для вырождающихся 
геометрических структур Ходжа, которая к тому времени появи­
лась в [51] и [179]. 

Появление этой статьи вполне отражает состояние предмета 
пятнадцатилетней давности — программу Гриффитса. Между 
прочим, мы вполне отдаем отчет в том, что [93] проложила до­
рогу к широкому применению идей Гротендика в алгебраичес­
кой геометрии в формирующейся трансцендентной алгебраиче­
ской геометрии. 

Настоящая статья может быть рассмотрена как доклад о 
прогрессе в теории Ходжа начиная с 1975 г. Мы рассмат­
риваем теорию Ходжа как вполне самостоятельную и зре­
лую ветвь современной математики, которая имеет многочис­
ленные связи с другими ее разделами, из которых она черпа­
ет, как технические средства, так и вдохновение, и в которые 
она вносит свой вклад. Теория Ходжа не может больше рас­
сматриваться как подобласть алгебраической геометрии или 
комплексного анализа. Она стала весьма обширной и запутан­
ной областью, во многих отношениях очень трудной. Прогрессг 
достигнутый в ней за последние пятнадцать лет, конечно, впе­
чатляет, но ее цветение продолжается и сейчас. 

Прежде чем мы опишем содержание этого доклада, упомя­
нем, что ввиду ограниченности времени, места и сил, мы были 
вынуждены осуществить некоторый отбор материала. Мы отда­
ли предпочтение тем актуальным темам, присущим теории Ход­
жа, которые основаны на комплексном анализе (поскольку 
статья помещена в том, посвященный Реммерту). Мы сожалеем, 
что мы были вынуждены опустить, или не вполне адекватно 
упомянуть следующие темы: геометрические приложения теории 
Ходжа (гипотеза Ходжа, проблемы Торелли, ходжевы структу­
ры и модули, см. [188, гл. VIII]; инфинитизимальную вариацию 
структуры Ходжа (см. [188, гл. VII), теоремы об исчезании; 
теорию Делиня об абсолютных циклах Ходжа [63], теоретико-
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числовые аспекты (специальные значения L-функций [11], [57], 
группа Таниямы и ее обобщения [6], р-адическая теория Ходжа 
Ld0]); автоморфные формы и их представления, многообразия 
Симура (см. обзорную статью [130]). 

В первом параграфе мы напоминаем конструкцию Делиня 
смешанных структур Ходжа на когомологиях алгебраичес­
ких многообразий и симплициальных многообразий над С, по­
скольку она задает тон большей части статьи. В упрощенном 
виде этот материал содержится в [93], по крайней мере, для 
гладких многообразий и для многообразий с нормальными пере­
сечениями; однако, мы выделяем использование смешанных 
комплексов Ходжа, когомологий смешанных комплексов Ходжа, 
введенных в [56], и показавших свою важность во многих после­
дующих работах. 

Большая часть § 2 посвящена напоминаниям, а именно, тео­
ремам Шмида [167] о вырождении структур Ходжа в абстракт­
ном смысле, то есть в отсутствии каких-либо предположений, 
что вариация структуры Ходжа возникает из семейства гладких 
проективных многообразий. Здесь приводится теорема о нильпо-
тентной орбите и теорема о SL (2)-орбите; до настоящего време­
ни она была доказана лишь для случая одного параметра. 

Одним из последних достижений было ее обобщение на слу­
чай нескольких переменных [41] (см. теорему 2.16), основанное 
на работе Каттани и Каплана [39] о специальных свойствах ком­
мутирующих нильпотентных логарифмов монодромии. Одним из 
следствий (одномерной) теоремы о SL(2)-орбите является су­
ществование «предельных смешанных структур Ходжа». В § 2 
мы также даем краткое их описание в геометрическом случае с 
помощью методов теории де Рама, принадлежащих Стинбрин-
ку [179] и Клеменсу [51] (это также обсуждалось в [188, 
гл. VII]). Это описание дает также естественный повод для вве­
дения пучков «исчезающих циклов» и «почти циклов» (п. 2.21), 
которые играют фундаментальную роль в работе М. Саито, ко­
торая обсуждается в § 4. Затем мы даем обобщение, полученное 
Наварро Азнаром (теорема 2.25). Параграф завершается об­
суждением связи с асимптотикой интегралов в изолированной 
особенности, работы А. Н. Варчеико и др., которая, между про­
чим, близка и к классической области и к исходной точке зре­
ния Гриффитса. 

§ 3 посвящен 12-когомологиям. Составляя сердцевину дока­
зательства теоремы Ходжа (с помощью методов гильбертова 
пространства), они представляют собой интегральную часть 
предмета. Важность этой темы выяснилась в течении последних 
пятнадцати лет после работ Чигера [43] и Цукера [192], [194]. 
Существует общая связь между £2-когомологиями и гармони­
ческими формами (см. формулу (3.5) и предложение 3.5), кото­
рая и мотивирует их введение, она дает наиболее известный 
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путь доказательства обычной декомпозиции Ходжа. Следующие 
два вопроса представляются очень интересными: 

(i) Для заданного риманова многообразия М существует ли 
-его компактификация М, для которой 12-когомологии — извест­
ные топологические инварианты? 

(ii) Для заданного проективного многообразия X существует 
ли кэлерова метрика на его регулярной части X°f для которой 
12-когомологии — извращенные когомологии пересечения [88]? 

Согласно гипотезе Чигера, Горецки к Макферсона (см, 
п. 3.20), для (ii) годится сужение метрики Фубини—-Штуди для 
проективного пространства, однако проверка этого очень труд­
на по многим причинам. С другой стороны, гипотеза Дукера, 
сформулированная приблизительна три года назад [125], [164J 
относится к вопросу (i). 

Легко обобщить определение 12-когомологий на случай ко­
эффициентов в любой метризуемой локальной системе V на 
многообразии М. Когда локальная система содержит вариацию 
структуры Ходжа над гладким многообразием X, метризован­
ным метрикой Ходжа, получается, с одной стороны, естествен­
ная биградуировка декомпозиции Ходжа (см. п, 3,7), данная 
Делинем, а с другой,— как следствие теоремы об SL (2)-орби­
те, — асимптотика метрики Ходжа (см. теорему 2.18). Если 
теперь на X задана^ метрика Пуанкаре относительно хорошей 
компактификации X, то ^-когомологии X с коэффициентами в 
¥ удовлетворяют нужным локальным условиям для когомоло­
гии пересечения на X с теми же коэффициентами (теоремы 3.12 
и 3.15); этот результат относится к вопросу типа (i). 

Достойно иронии, что ходжевы структуры для групп гомоло­
гии пересечения сингулярных проективных многообразий окон­
чательно были получены не с помощью 12-когомологий. Вместо 
этого они были получены в работах по алгебраическому анали­
зу (D-модулям), предмету, который также получил развитие в 
течении последних пятнадцати лет; его мы опишем в § 4. Ис­
ходной точкой является так называемое соответствие Римана— 
Гильберта [115], [128], утверждающее, что комплекс де Рама да­
ет эквивалентность категорий голономных модулей с регуляр­
ными особенностями и извращенных пучков (и, аналогично, их 
приведенных категорий). Идея состоит в наделении таких D-мо­
дулей фильтрацией Ходжа и весовой фильтрацией, так, что они 
индуцируют (смешанные) структуры Ходжа на гипергомоло-
гиях. 

В развитой им теории поляризованных модулей Ходжа [159] 
и смешанных модулей Ходжа [155] Морихико Саито индуктивно 
определил категории фильтрованных D-модулей, обладающих 
этим свойством, используя условия исчезания и почти циклич­
ности пучков, ассоциированных с локально голоморфными 
функциями, и совместимость с так называемой F-фильтрацией 
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Касивары—Мальгранжа. Поскольку зачастую эти объекты 
очень трудно описать явным образом, основная часть теории 
состояла в доказательстве существования нетривиальных объ­
ектов в этих категориях! К счастью, М. Саито удалось доказать, 
что фильтрованные D-модули, ассоциированные с вариациями 
поляризованной структуры Ходжа и, более общо, допустимые 
вариации смешанной структуры Ходжа (см. п. 7.2) принадле­
жат этим категориям, так что, как и ожидалось, была получена 
теория Ходжа для когомологий пересечений и смешанные струк­
туры Ходжа на когомологиях с коэффициентами в допустимой 
вариации смешанной структуры Ходжа. Смешанные модули 
Ходжа возникают весьма неожиданным образом и дают теорию 
«пучков Ходжа», которую надеялся получить Гротендик. 

§ 5 посвящен когомологиям Делиня и их обобщением, принад­
лежащим А. А. Бейлинсону, на некомпактные многообразия. Эта 
теория, была развита Делинем приблизительно в 1970 г., она 
имеет дело с Целочисленными когомологиями и усеченными кого-
мологиями де Рама, объединяя ходжевы когомологические груп­
пы с промежуточными якобианами Гриффитса (см. [19] или 
[77]). В 1976—1977 гг. Блохом было найдено интересное прило­
жение когомологий Делиня к классам Чженя унитарных ло­
кальных систем на алгебраических многообразиях. В частности, 
им было найдено регуляторное отображение (регулятор) из 
Къ{Х) в Н1(Х, С*) в случае, когда X— кривая. Это регулятор­
ное отображение, как показали Блох, А. А. Бейлинсон и Де-
линь, допускает замечательную интерпретацию в терминах про­
изведений когомологий Делиня (см. теорему 5.9). А. А. Бейлин­
сон [11], '[12] обобщил когомологий Делиня на случай неком­
пактных многообразий и построил регуляторные отображения 
из Кт{Х) в когомологий Делиня (см. п. 5.19). Им были сфор­
мулированы несколько гипотез, некоторые из которых — гео­
метрические, которые мы обсудим в пп. 5.21 и 5.22, другие — 
теоретико-числового характера (специальные значения (L-
функций), которые здесь обсуждаться не будут. А. А. Бейлин­
сон [12] дал замечательную интерпретацию когомологий Дели­
ня в терминах расширений приведенной категории смешанных 
структур Ходжа. Она связана с работами Карлсона и Хейна 
[37]. Эти вопросы обсуждаются в пп. 5.22—5.25. Соответству­
ющие идеи связаны с недавним развитием теории мотивов Гро-
тендика [17], [100]; мы прокомментируем его вкратце в кон­
це § 5. 

В § 6 обсуждаются несколько подходов, использовавшихся 
для определения смешанных структур Ходжа на гомотопичес­
ких группах алгебраических многообразий. Метод Моргана [1311 
основан на теории Сулливана минимальных моделей для диф­
ференциальных градуированных алгебр [185]. Он состоит в оп­
ределении фильтрации на минимальной модели. В односвязном 
случае Моргтан получил смешанные структуры Ходжа на гомо-
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топических группах (теорема 6.13). В проективном случае До-
линь, Гриффите, Морган и Сулливан доказали, что минималь­
ная модель является «формальной», т. е. рациональные гомото­
пические группы есть формальное следствие когомологических 
колец [62] (теорема 6.14). В неодносвязном случае Морганом 
были также получены интересные результаты, но построенная 
им фильтрация Ходжа корректно определена лишь с точностью 
до внутреннего сопряжения. 

Метод Хейна [98] основан на методе итерированных интегра­
лов Чена, задающем отображение комплексов из барьерного 
комплекса в алгебру дифференциальных форм на пространстве 
свободных петель или пространстве кривых. Это — очень часто 
используемое средство изучения расслоения кривых. Хейн пока­
зал, что барьерная конструкция сохраняет смешанный ком­
плекс Ходжа. Следовательно, поскольку на пространстве петель 
в точке рациональные гомотопии являются примитивной частью 
рациональных гомологии, Хейн получил смешанные структуры 
Ходжа на дополнении групповой алгебры фундаментальной 
группы относительно ее аугментирующего идеала (теорема 
6.23). Геометрические приложения обсуждаются в п. 6.25. Аль­
тернативный подход Делиня и Наварро Азнара [135] к смешан­
ной теории Ходжа на гомотопических группах только кратко 
упоминается. 

Понятие вариации смешанной структуры Ходжа является 
естественным обобщением соответствующего понятия вариации 
структуры Ходжа. Идея, естественно, состоит в том, что вариа­
ция смешанной структуры Ходжа на X должна, по крайней ме­
ре, давать фильтрованную локальную систему (V, W) на X, и 
что градуированные локальные системы Grfc

wV должны быть 
чистыми поляризованными вариациями структуры Ходжа. Тон­
кая задача состоит в таком определении, которое давало бы 
объект, обозримый на расширениях в некомпактном случае. 
В § 7 приводится такое понятие — понятие допустимых вариа­
ций смешанной структуры Ходжа. Это определение принадле­
жит Стинбринку и Цукеру [184] для случая кривых и Касиваре 
[114] —в общем случае (с проверкой для случая кривых), мы 
приводим его в п. 7.2. В случае, когда базовое многообразие-
диск, мы сталкиваемся с двумя ограничениями: во-первых, 
фильтрация Ходжа должна допускать корректно определенный 
предел, во-вторых, должна существовать относительная весовая 
фильтрация Делиня у монодромии. 

Существуют два довода в пользу этого понятия. Во-первых, 
произвольная геометрическая вариация допустима (теоре­
ма 7.3). Доказательство этого утверждения является естествен­
ным обобщением техники Стинбринка [179] обсуждавшейся в 
§ 2. Во-вторых, если базовое многообразие квазипроективно, 
группы когомологий с коэффициентами в вариации смешанной 
структуры Ходжа приобретают функториальную смешанную 
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структуру Ходжа (теорема 7Л2). В конце § 7 мы приводим ре­
зультаты Хейна и Цукера [101], [102] об унипотентных ва­
риациях смешанных структур Ходжа (см. определение 7.16), 
которые являются естественным приложением гомотопической 
•смешанной теории Ходжа, развитой Хейном. 

§ 8 посвящен вопросу об определении тех локальных систем 
на данном квазипроективном многообразии, которые содержат 
вариацию структуры Ходжа. В основном, обсуждается недавняя 
работа Симпсона, которая, с нашей точки зрения, окажет боль­
шое влияние на теорию Ходжа. Им были использованы методы 
нелинейных уравнений с частными производными из дифферен­
циальной геометрии для получения соответствия между непри­
водимыми векторными расслоениями над компактным кэлеро-
вым многообразием и стабильными расслоениями Хиггса с ис­
чезающими полными классами Чженя (см. теорему 8.9). Рас­
слоение Хиггса — это векторное расслоение &, заданное вместе 
с оператор-значиой 1-формой 8 на &, квадрат которой равен 
нулю. С* действует на расслоении Хиггса очевидным образом, 
с помощью дилатации 8. 

Замечательным является тот факт, что неподвижные точки 
Содействия в точности соответствуют комплексным вариациям 
структуры Ходжа (предложение 8.12). Некоторые впечатля­
ющие приложения приводятся в пп. 8.15 и 8.16. В настоящее 
время Симпсон занимается некомпактным случаем; его послед­
ние результаты (известные ко времени написания этой статьи) 
кратко обсуждаются в конце § 8. 

Вероятно, ясно, что все восемь параграфов статьи не явля­
ются независимыми друг от друга. Это — в точности случай, 
когда p<£q, § р не использует результатов из § q, однако в нем 
может быть ссылка на факты, объяснённые позднее. В большин­
стве параграфов, в интересах экономии места, даются избран­
ные доказательства или даже только их наброски. Часть па­
раграфов содержит больше технических деталей, чем другие, 
мы надеемся, что в каждом случае читатель без особых страда­
ний воспримет основные идеи. 

Нам приятно поблагодарить многочисленных коллег, помо­
гавших при подготовке этого доклада. Мы выражаем призна­
тельность Пьеру Делиню за множество существенных замечаний. 
Мы благодарим Пьера Делиня, Филиппа Гриффитса, Николу 
Каца за обсуждения, касающиеся истории предмета. Мы хотим 
выразить благодарность Карлосу Симпсону, терпеливо объяс­
нившему нам свою радЗспгу. Мы благодарим многих людей, 
приславших нам свои статьи и препринты. Мы очень благодар­
ны Пьеру Делиню, Фуаду Эл Зейну, Ричарду Хейну, Морихико 
Саито, Вилфриду Шмиду и Джозефу Стинбринку за прочтение 
большей части первоначальной версии этого доклада, за указа­

н и е ошибок и за предложения, улучшившие его содержание. 
Мы хотим также выразить глубокое уважение Рагхавану На-
расимхану за его поддержку. 
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*• § 1. Обзор теории Ходжа—Делиня 
Мы приведем основные результаты теории Ходжа в версии 

Делиня не только потому, что им получены теоремы напри­
мер, существование функториальной смешанной структуры Ход­
жа на когомологиях произвольного комплексного алгебраиче­
ского многообразия), но и потому, что понятия и методы вве­
дённые им, существенны для последующего развития теорий 
Ходжа» 

Начнём с понятий структур Ходжа и смешанных структур 
Ходжа. Пусть V— конечномерное векторное пространство 
над R. Структурой Ходжа веса m на V называется убывающая 
фильтрация 

...cFP(Vc)czFr4Vc)c... 
комплексифицированцого векторного пространства VQ = V®KC 
такая, что для комплексно-сопряженной фильтрации F' и для 
Vp,g:==Fpf]Fg имеет место разложение Ходжа 

Кс= е Vp>q. 
Р+-7==/" 

В терминологии [56, § .2], фильтрации F' и F* называются 
тп-пр о тивопо ложными. 

Знаменитая теорема Ходжа [106] утверждает, что если 
#—компактное кэлеро во многообразие, то группа Нт (X, R) 
допускает структуру Ходжа веса т. Комплексное векторное 
пространство V'9 может быть отождествлено с пространством 
гармонических дифференциальных форм типа (р, q). фильтрация 
Ходжа допускает следующее комплексно-аналитическое описа­
ние. Комплексные когомологии X равны гиде proмологиям ком­
плекса де Рама Q*x. Пусть FPQ>X—усечение («tronque bete» 
в терминологии Делиня) 

F*QLX:0+.... + Q&XQP1+...-+£&. ( U 

Оно задает убывающую фильтрацию на &х. Соответствующая 
спектральная последовательность в гипергомологиях вырождает­
ся в члене Ег и индуцированная фильтрация на Нт(Х,С) есть 
фильтрация Ходжа. 

Допуская взятие дрямых сумм для структур Ходжа различ­
ных весов, получаем алгебраическую грудпу 5 цад R, опреде­
ленную как S =-/?c/nQm—ограничение поля скаляров в духе 
ьейля с С до R для мультипликативной группы GOT, или, иными 
словами, £?=С* рассматривается как алгебраическая груша над 
К. Делинь определил структуру Ходжа как вещественное 
представление p:S+OL(V). Поскольку S(C) = C * x C \ то 
комплексное представление S на комплексном векг о р нем про 
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странстве Vc приводит к биградуировке Vc — ®VPlQ
9 где 

V*'9--{vSVcliZx, 2z)v --z$z![v}. Так как комплексное сопряже­
ние действует на С*хС* как (zu z2)^(z2, zx), когда, Vc имеет 
вещественную структуру, представление S, как и 
выше,определено над R, н том и только том случае, если 

Алгебраический тор G», есть подгруппа S. Вещественное 
представление К группы S допускает декомпозицию Vr--2mVm» 
где Ут™ подпространство У, на котором aOGM действует как 
ат. Биградуировка на (Vm)c определяет на этом пространстве 
чистую структуру Ходжа веса т. Следовательно, ходжевы струк* 
туры веса т соответствуют тем представлениям S, дли которых 
а^(*т действует как аш. Яамк Х-иредетавлеиий используется в 
разных контекстах в частности, с точки зрения группы Мамфор-
да—Тэйта J63, I, 3|. Автоморфизм пространства Vc , индуциро­
ванный feS(R) -С* обозначается через С. 

Дли нодкольца Л в R А-структура Ходжа веса т есть 
Л-модуль V.\ конечного типа, заданный вместе с ходжевой 
структурой веса т на VR: V,\^AR. Ходжева структура 
Тэйта Z(l) есть единственная Z-структура Ходжа веса -2 
с Z(l): 2ni,Z(\C и действием Л": (г,, г-») действует на С(1) С 
умножением на z^z,^. Дли w«Z ходжева структура Z(n) 
определяется как тензорная степень Z (//•)• Z ( l ) \ 

Поляризацией структуры Х(н)жа V веса m называется го­
моморфизм ( , ) : V0V-*Z( ш) структур Ходжа, такой, что 
ОН (- 1 )'""ПШМ<кТрНЧСЧ1 И 

(х,у)- (2nl)m(x,Cy) 
— положительно определённая симметричная билинейная фор­
ма на V, 

Для гладкого проективного алгебраического многообразия X 
над С размерности п пусть /,(«//•'(#» Z(l)) —класс гииерплоско* 
го сечения. Для 0t^/<,«, примитивная часть PS(X) группы 
Н*(Х) есть ядро гомоморфизма Ln ИЛ: // j(x, Z)-> 
~*#an*a 'J(X Z(««~ / + ! ) ) , Морфнзм структур Ходжа 

//'<#, Z)»/ /><*^)^Z(.-Д <at рм«~§-Д«Ч M ) 
для ориентирующего класса |Х|еЯ2,|(Х, Z(/i)) есть поляризация 
структуры Ходжа /л(1) веса /. 

Определение 1Л. Пусть Л—иодколыщ R. А«смешанная 
структура Ходжа определяется заданием следующих объектов: 

(1) Л-модуля VA копейного типа; 
(2» возрастающей фильтрацией .. . <: Wflc:Wfhnс... Л®Q-



(3) убывающей фильтрацией F? на Vc' ~V'A®AC "' / 
При этом, должно; быть выполнено условие: лпя любого J>0 

фильтраиии, индуцированные FuFna Or/ (l^c)/-противоположны 
(следовательно, Определена А-структура Ходжа на QxJ(V'A) веса У). 

Морфизм f\VА-> И^ смешанных структур Ходжа есть А-ж 
нейное отображение / : VA-*V'A совместимое с фильтрациями 
W и F. 

Теорема 1.2 (Делинь [56, теорема 2.3.5]). (1) Категория 
Л-смешанных структур Ходжа абелева; ядра и коядра морфиз-
мов смешанных структур Ходжа снабжены индуцированными 
фильтрациями; 

(2) Пусть A<g>Q — поле. Тогда любой морфизм Л-смешан-
ных структур Ходжа строго совместим с фильтрациями W. и F\ 

(3) Функтор V^GTJ(V) есть точный функтор из категории 
Л-шешанных структур Ходжа в категорию Л-структур Ходжа 
веса / ; 

(4) Функтор l/WGr£(l/) точен. 
Пусть К—смешанная структура Ходжа, Vp,q=-. (Grjf^ (V))p,(r. 

Числами Ходжа hp,q пространства V называются целые 

Напомним некоторые конструкции, которые существенны 
для смешанных ходжевых структур Делиня на когомологичес­
ких группах комплексных алгебраических многообразий. Рас­
смотрим сначала случай гладкого многообразия А". Из теоремы 
Хиронаки о разрешении особенностей [104] следует, что 
можно указать компактификацию Х^Х такую, что дополнение 
D = X — X есть дивизор с нормальными пересечениями. Такую 
компактификацию назовем хорошей. Можно выбрать такую хо­
рошую компактификацию, что /)==-UA, где Dt гладкие; за-

i 

фиксируем далее порядок компонент D. 
Делинь в (54] и [56] ввел понятие логарифмического комп­

лекса де Рама Qj(logD) (это стало теперь стандартным обо­
значением; в [54] этот комплекс обозначался через Q~ < D > ). 
Q~(logD) есть комплекс пучков надX. Во-первых, Q~r(iog£)) 
есть ^--подмодуль ;**(&*), порожденный dzi/zif где хг— ло­
кальное задание компоненты в £>,, Затем, й | (IogD) = 
—=- Л^—% (log/)). Пучки Q|(logZ)) локально свободны над (7-.. 

Пусть Wn (Q|(logD)) —подмодуль, порожденный произве­
дением v>/\dZiJZix/\.. :/\dziJZim для т<пя голоморфной ее. 
58 



Это дает подкомплекс пучков и 
Wn (<4 (log D)) AWm (Qt (log D)) с Г л+т (Of* (log £>)). 

Пусть £)я (соответственно, -0я)— объединение (соответствен­
но, дизъюнктное объеденение) лежащих в А" пересечений 
DivC) .. . C[Din из п компонент D. Пусть in:Dn-+ А"—канони­
ческое отображение. Напомним, что для комплекса К* и для 
ĵ gZ комплекс Кт[п] определяется как К[п\р***Кп+р (сдвиг 1С 
влево на я). 

П р е д л о ж е н и е 1.3. Отображение а Л——Л... 

•••/^"dF5""*"alD^n-*,n/>' д а е т И30М0РФИЗМ комплексов пучков 
над А": 

Res:ОгГ (Qj (logD)g*in&'3n [ - / i j . 
Пусть теперь через т<л(ДГ") для любого комплекса i<"* обо­

значается каноническая фильтрация Делиня 
dn~i 

т.-я (/С ) : . . . -»Kn-*-+K"-1 ~> kerd„-*0-*0-* . . . 
такая, что индуцированное отображение когомологий 
/ / . п(К') >Ир{К") есть изоморфизм при /?-</& и нулевое — 

при р>п. Она обладает свойством: ОтЦЦК') квази-
нзоморфно I/n(JC)(—//J. 

Напомним, что фильтрованный морфием <р:(Л\ W#)~>-
->(/i\ UP.) фильтрованных комплексов называется фильтрован­
ным квамшиморфтмоли если для любого у индуцированный 
морфигш комплексов GrfiGrf (/.)^Grf(B) является квазиизо-
морфи:*мом. Эквивалентно, ср индуцирует изоморфизм £>членов 
сиектралыглх последовательностей этих фильтрованных комплек­
сов; следовательно, если фильтрация исчерпывающая и раз­
деляющая, то ф квазиизоморфизм. Справедлива 

Те о рома 1.4 (Делииь [56,11, предложение 3.1.8]). Мор-
фн:ш»1 фильтрованных комплексов 

[11 j (logD), W)<~(llz{logD), t ) -* [j\iixt t)sg(/?/,C, x) 
являются фильтрованными изоморфизмами. Следовательно-
спектральные когомологий Лере для j в комплексных когомо-
логиях можно отождествить со спектральной последователь­
ностью гинеркогомологи,й фильтрованного комплекса пучков 
(iix(log/->), Wj над X. 
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Фильтрация Ходжа F' log-комплекса есть фильтрация 
FPQj(logD)iO^..^Q^{\ogD)^QPi4logD)^ (1.2) 

Фильтрации W.fiF: на комплексе пучков Q^(logD) над X 
индуцлруют фильтрации W. и F* на гиперкогомологиях 
HPpC,ti^(logD)) = HP{X9Cl. 

Следующая теорема установлена Делинем [56, II, § 3.2] для 
спектральной последовательности фильтрованного комплекса; 
она отличается от классической теоремы в [86]. В дальнейшем 
более удобно иметь дело с убывающей фильтрацией W\ а не 
возрастающей W.. Переход от одной фильтрации к другой. 
осуществляется по правилу Wn = W~n. 

Для описания теоремы Делиня, предположим, что W' — 
возрастающая фильтрация на комплексе К' в абелевой кате­
гории, и положим 

£*«= ker (d:W (K^)->Kp+q+llWP+r (КР^1)) 
и 

Тогда Егчлея спектральной последовательности для (К\ W) 
есть Epr'g:=~Zp

r'q{Bp/'qf)Zp/Q). Дифференциал dr отображает 
Ер,д в ЕР+г'д~~г~~ и индуцирован дифференциалом А", как обычно; 
когомологии комплекса (E*r\dr) отождествляются с Е'г+\. 

Стоит отметить элегантную переформулировку этих опре­
делений, принадлежащую Эл Зейну [76, § 2.8]. Он показал, 
что Ег'д равен 

Это дает явное автодуальное описание соглашений Делиня. 
Напомним теперь конструкцию Делиня сдвинутой фильтра,. 

циа Dec$?) («filtration decalee») Положим Dec (W)p/Kn: = 
:=Zp+n'~p. Тогда, по построению, комплекс (EQ (Dec (W)), d^ 
квазиизоморфен комплексу {Ex{W)dx). Следовательно, 
Er(htc(W))^Er+l{W) для / > 1 [56, II, предложение 1.3.4]. 

Т е о р е м а 1.5 (Делинь [56, II, теорема 3.2.5.]) (1) Фильтра­
ция W на НР(Х,С) возникает из фильтрации W на H*>(X,Q). 
Эта фильтрация, так же как и фильтрация F на НР(Х, С) не 
зависит от выбора компактификации X пространства X 

(2) Фильтрации Щр] и F определяют на № (X, Z) смешан­
ную структуру Ходжа; эта смешанная структура Ходжа функ-
ториальна для алгебраических отображений. 

(3) Спектральная последовательность для фильтрации W 
имеет член Ег равный *£?'*=#-*+*(№, Q). Эта спектральная 
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последовательность вырождается в члене £2- Спектральная по­
следовательность Лере для j:X^Tl вырождается в члене Е& 

(4) Спектральная последовательность для фщштравдш / \ 
РЕР>« = НЦХ, Q^(logD)HнЯ^(A ,, С) 

вырождается в члене Ег. 
(5) Спектральная последовательность для пучка Q%(logD)> 

снабженного фильтрацией W% вырождаемся в члене Е2. Ее 
.£>член есть Ern>k+n = Hk(Dn

9 Qp^n). 
(6) Числа Ходжа hp>q смешанной структуры Ходжа на 

Вп(Х, Z) ненулевые лишь при р^п, q^n и p+q^n. 
Заметим, что в (3) спектральная последовательность филь* 

трованного комплекса (J?/*С, т) получается «копированием» 
(«decalage») спектральной последовательности Лере. 

Доказательство этой теоремы использует ряд средств, од­
ним из которых является классическая теория Ходжа для глад­
ких проективных многообразий Dn, другим —теорема о комп­
лексах, снабженных двумя фильтрациями. Эта теорема очень 
техническая, но и очень важная. Если Кя — комплекс в некото­
рой абелевой категории, снабженный двумя фильтрациями W и 
i7, члены ЕГ(К, й?") спектральной последовательности для W* 
фильтрации получают тройную фильтрацию. Для их описания» 
.предположим, что UP*-—возрастающая фильтрация., 

т 

(1) Поскольку Et>r'*=Zp
r'«ftBMHZ?'*), то существует есте­

ственная фильтрация на Ep/q как фактора субобъекта Кр*д /Bpt® 
в Крп фильтрованного с помощью F. Это есть первая прямая 
фильтрация, обозначаемая через Fd. 

(2) Поскольку, двойственным образом, Ep/« — ker (KP*Q/Bv>q^ 
^Kp+q/(Zp>q + Bp'q), Ep>q получает фильтрацию как субобъект 
фактора Kp*q/Bp>Q в Kp*qt фильтрованного F. Это — вторая 
прямая фильтрация, обозначаемая через F&. 

(3) Рекурсивная фильтрация (filtration recurrente) Fr опре­
деляется на Ep/q индукцией no r>0 . Rm r^O,Fr***Fd***Fd* m 
E^q-=-Hp+q (Gr^fK)). На Ер^грекурсивная фильтрация индуци­
руется фильтрацией Ер^г как подфактора Ер>д* 

Получается, при этом, что FdcFrczFd* на £>•*. Следую­
щий результат -дает условия совпадения этих фильтраций. 
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Т е о р е м а 1.6 (Делииь, [56, II, теорема 1.3.16] и [56, III; 
предложение 7.2.8]). (1) Пусть комплекс К снабжен двумя 
фильтрациями W и F, причем F разделяющая и исчерпывающая. 
Пусть г0—целое,—такое, что дляО<г<г 0 дифференциалы комп­
лекса ЕГ(К, IT) строго совместимы с рекурсивной фильтрацией 
Fr. Тогда для г < г 0 + 1 три фильтрации Fd, Fd* и Fr совпа­
дают на Ep

r
,q. 

(2) Если для любого г > 0 дифференциалы dT строго совме­
стимы с рекурсивными фильтрациями на Ep;q

 уто фильтрации Fdr 
Fa* и Fr совпадают на Еоо и совпадают с фильтрацией, инду­
цированной F на подфакторах QrJH'(K') в Я'(/С). 

(3) В предположениях (2) спектральная последовательность 
Е(К, F) вырождается в члене Е\ и имеем изоморфизм спект­
ральных последовательностей: 

Gr£ (Er (К> W))^ET (Grj К, W). 

Эта теорема, примененная к бифильтр о ванному комплексу 
глобальцых селений бйфитьтрозанлого ациклического комплекса 
пучков над А', дает резольвенту комплекса Q~(logD) из тео­
ремы 1.5. Для члена wE?q спектральной последовательности 
для W в гицергомологиях нетрудно видеть,, что все три 
фильтрации совпадают [56, II, теорема 3.2.5]. 

Теорема 1.5 аксиоматизирована Делинем в понятии когомо­
логических смешанных комплексов Ходжа, к определению 
Которых мы и приступаем. Определение использует понятие 
приведенных категорий, принадлежащее Вердье [27J, [88], 
J190J. Читатель, не знакомый с этим понятием, может пред­
ставлять себе объект прлведенной категории комплексов как 
комплекс, определенный с точностью до квазиизоморфизма. 
Например, если 1С комплекс пучков над А% комплекс 
JRT(X,K) определяется как Г (А*, / ' ) для ациклической резоль­
венты Г комплекса К\ 

О п р е д е л е н и е 1.7. (1) Пусть А — подкольцо R такое, что 
я<8>0 — поле. А-комплекс Ходжа веса т состоит из следующих 
объектов: 

a) комплекса Кл в приведенной категории комплексов Л-мо­
дулей, ограниченного снизу, такого, что любой Ш(КА) —/1-мо­
дуль конечного типа; 

b) ограниченного снизу фильтрованного комплекса (ДГс, F) 
С-векторных пространств и изоморфизма а:Кс~ АГдОС; 

При этом, должны быть выполнены условвд: 
(СН1) Дифференциал d комплекса Кс строго со вместим 

с Р» эквивалентно, спектральная последовательность фильтро­
ванного комплекса (Кс, F) вырождается в члене Ех; 
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(СН2) Для любого / ? > 0 фильтрация F на Нр[Кс)=* 
==№(АГл)®С определяет А-структуру Ходжа веса m + pi 

(2) Пусть X — топологическое пространство. А-когодологи­
ческий комплекс Ходжа веса т на X состоит из следующих 
объектов: 

a) Комплекса КА В приведенной категории комплексов пуч­
ков Л-модулей над X, ограниченных снизу; 

b) Объекта (Кс, W) в приведенной категории фильтрован­
ных комплексов пучков С-векторных пространств над Х% 
ограниченных снизу; 

c) Изоморфизма OCIKC^KA^C в приведенной категории 
комплексов пучков над X, ограниченных снизу. 

При этом, должна быть выполнена аксиома: 
(СНС) Тройка (ЦГ(Л\КА), (RT(X, KC), F), RT(X,a) есть 

комплекс Ходжа веса т. 
Например, когомологический комплекс Ходжа связан с лю­

бым компактным кэлеровым многообразием X. Именно, поло­
жим A==Z, Kz = 1 (постоянный пучок) и пусть Кс~— голоморф­
ный комплекс де Рама Их с фильтрацией («filtration bete») F. 
Вместе с включением aiC-^Kc^&x тройка (Kz, (Kc, F), а) 
есть когомологический комплекс Ходжа веса 0. 

О п р е д е л е н и е L8. 1) А-смешанный комплекс Ходжа со-
тоит из следующих объектов: 

a) Комплекса КА Л-модулей (в приведенной категории), 
ограниченного снизу, такого, что НР(КА)—Л-модуль конечного 
типа при всех р. 

b) Фильтрованного комплекса (/CA®Q- W) A®Q-векторных 
пространств, ограниченного снизу, и изоморфизма Кл^а^ 
^KA^Q В приведенной категории; 

c) Бифильтрованного комплекса (Кс, W, F) С-векторных 
пространств и фильтрованного изоморфизма a^KcrW)^ 
^(KA^Q, W)®C в фильтрованной приведенной категории. 

При этом, должна быть выполнена аксиома: 
(СНМ) Для любого п тройка (QT*(KA®Q), QX*(KC)> <***(*)) 

есть .A^Q-комплекс Ходжа веса п. 
(2) А-когомо логический смешанный комплекс Ходжа на про-

странстве X определяется заданием 
a) Комплекса КА пучков Л-модулей над Х9 ограниченного 

снизу, и такого, что когомологические группы НР(Х, КА) есть 
Л-модули конечного типа и отображение 

—изоморфизм; 
b) Фильтрованного комплекса (KA®Q, W) пучков А®<3~моду-

лей, ограниченного снизу (где ^—возрастающая фильтрация)* 
и изоморфизма KA^Q^KA®Q В приведенной категории; 
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с) Бифильтрованного комплекса (Кс> И^ F) пучков C-peKtop-
ных пространств над X (с убывающей F и возрастающей W)9 
ограниченного снизу, и изоморфизма а:(Кс> W)^(KA^Q9 W)®C 
в фильтрованной приведенной категории. 

При этом, должна быть выполнена аксиома: 
(СНМС) для всех п тройка (QT*(KAQQ), Gi f (Kch &*%(<*)) 

есть А®<3-когомологический комплекс Ходжа веса п. 
Легко видеть, что если (KA9(KAXQ, W)% (КС, W, F)) — 

когомологический смешанный крмплекс Ходжа над А", то тройш 
(RT(X, К A), #Г(А\ (KA®Q, Г)), RT(X, (КС, W, F)) 

есть Л-смешанный комплекс Ходжа. 
Основная теорема в £56, II] (теорема 1.5) теперь может 

быть переформулирована следующим образом: 
Теорема 1.9 ([56, 8Л8|). Пусть Х~~~гладкое проективное 

-многообразие над С u^D с ^—дивизор с нормальными пересече­
ниями. Пусть Х=Х—Z). Обозначим через / — включение 
Х^-Х. Пусть IF—каноническая фильтрация WnRj*Q = t<nRJ*® 
на /?/*Q. Пусть log комплекс Q^(logD) снабжен фильтрациями 
W и F. Изоморфизм а в приведенной категории fl^(log D)z*R]* 
&x^Rj*C=z(Rf*Q)(8>C есть фильтрованный изоморфизм в при­
веденной категории.. 

Тогда тройка {Rj\l, (i?/*Q, Г ) , (Q~(Iog£>, W9 F) есть 
2-когомологический комплекс Ходжа на А". 

Следующая теорема показывает, что условия, определяющие 
смешанный комплекс Ходжа, имеют сильные следствия. 

Т е о р е м а 1.10 (Делинь, [56, III; 8.1.9], Пусть /( — смешан­
ный комплекс Ходжа. 

(1) На члене wE**q спектральной последоватедьности для 
(Кс* Щ две прямые и рекурсивная фильтрации, определяемые Ff совпадают; 

(2) Фильтрация W[п] на НП(КА®Ъ)^НП{КА)®0. и фильтра­
ция F на НП(КС)=НП(КА)®С определяют А-смешаннук> струк­
туру Ходжа на НП(КА); 

(3) Дифференциалы wdx дд* wE\>q сохраняют биградуировку 
Ходжа; 

(4) Спектральная последовательность для (Кс, F) вырожда­
ется в члене Ей 

(5) Спектральная последовательность ддя (AA®Q, W) вырож­
дается в члене £2» 

(6) Спектральная последовательность для (Gr£(#c}» W) вы­
рождается в члене Е2. 
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Обишя конструкция Делиня смешанных структур Ходжа на 
№{л\ I) для отделимой сжты X над С основана на сущест­
вовании гладкой атиччщшлышй схема А". ^(А"д)я над С вместе 
с аугментацией а:Х. •А' и хорошей компактификацией X ^Х. 
Симадициальноо пространство А", должно блть «собственным 
гип<?ршшр4Тиом» X, то есть должно удовлетворять следующе­
му услоиню; для литого п - - 1 естественное отображение 
Xml *-ros<j^(syrtA^ соостиенио и суръективно, где щп Хч — п-
остон л^/«-усеченное ауше!Ггированное симплициальное про-
страиетно, и eosq* *коогтоииий функтора из /г-усеченных 
а>тментирсжа1Ш!4х етшлшшнльиых пространств в яугментирован-
ное симн.1.|циилы1м«е пространства (этот функтор сопряжен спра­
ва функтору оггоиа щп sq* дли аугмеитироваиных симцлици-
альимх пространств, см. JI71J). Значение этого условия состоит 
в том» что оно предполагает- что а есть ^ ш т ер сально е. кого-
мшогичеекое ппупшиие - и частности / /*(А\ Z)*>*/'/* (/V., Z). 
ГЬгиому нам нужно подходящее определение Л-смешанных 
коми/И'Ксои Холжа для коснмилшшальных комплексов пли для 
ДГ (лиффереицн.чльных градуированных) комплексов, ДГ ком-
плеве еен> комплекс комплексов, пли» -жшшалентпо, двойной 
комплекс, мерная степень которого —комплекс, вторая —- -ДГ 

Праподем пример такой пшшшщшдьиой схемы Хп. Для ал-
и*Г»р;|н«?егм»Г| кривой А над С пусть д,: Х^+Х — м нормализа­
ция» пуегь д;*лее, /; : А'' кТ кринам- гомеоморфная X, полу-
*IM*MM ешптмжем каждого конечного подмножества я'"1 (s) 
и А',, II «HMKV (регулярными функциям» на X' являются регуляр­
ные фуимжн на "A, принимающие одно и то же аиачеинс на 
слое л" 1 ( \ ) . I Ь>ложнм Aj Л'о ' г AV А*:» -ATu X xXu X л" Л'о и т. д. 

Фаеаиг-ie отображении ян,№отея еетеггиенн..ш.и проекциями» 
итойражония нырожления получаются из диагонального 
мслючеиии д*/*А| Хи*--' $Хи. Далее, каждое А"я гладко, по-
СКПЛМУ оно ни» 'дизъюнктное объедеиенне Хи и конечного 
мкожепнн точек» Л\» еледонателыю» определяет собственное 
гииорнакрчгне л*, l iven. Л*и -А"-, -естествеииаи гладкая компа-
ктнфчкпцин (чаметим» чти каждая компонента Хп имеет размер-
ноги» О II.W !). Тогда %t4 получаем гладкую собственную сими-
лмцчальну*" схему А*,. 

О л р е д е л с и не 1Л 1. /1-Д/* смешанный комплекс Ходжа 
cocfoifi' in 

(I) Комплекса К* н иринеленной категории комплексов, 
ограниченного ciiifiv, ограниченны?; снизу ДГ Л-модулсй (то 
епь А'4 - двойной комплекс» ограниченный сииду в вертикаль­
ном и юрнюнталыюм направлениях); 



(2) Фильтрованного комплекса (KA®Q, W) ДГ (Л®Р)-векторж 
ных пространств и изоморфизма KA^Q^KA^Q', 

(3) Бифильтрованного комплекса (Кс, W, F) ДГ С-вектордых 
пространств с фильтрованным квазиизоморфизмом 

При этом, должно быть выполнено условие: 
Для любого п тройка [KAAKA^W), [KC,W9F)) есть 

Л-смешанный комплекс Ходжа. 
П р е д л о ж е н и е 1.12 (Делинь [56, II, 8. 1.19). Пусть 

X,*~Х, —-хорошая компактификация гладкого симплициального 
многообразия А',, такая, что Д , = Хп — АГЛ~-дивизор с нор­
мальными пересечениями. Положим Kz:=RT(Xn, Rj*Z) с обыч­
ным дифференциалом, индуцированным симплициальной структу­
рой. Uyzih_Kb==RT(Xn% JRJ*Q) с фильтрацией Wk^t<k. Пусть 
Kb=RT{XM Q'xn (log(/)„)) с обычными ф-ильтрациями W я F. 
Тогда (ATi, (X"Q, W), (АГС, W, F)) есть Z-ДГ смешанный комплекс 
Ходжа. 

Для Л-ДГ смешанного комплекса Ход>йа К' пусть sK*-~ 
ассоциированный простой комплекс. Фильтрация L получается 
фильтрацией по ДГ степеням. Диагональная фильтрация б (Wf L) 
на sK' определяется как 

Пусть Dec-I?7"— фильтрация индуцированная «копированием) 
(«decalage») фильтрации W на K'A®Q. Следующая теорема по­
казывает, что ассоциированный простой комплекс ДГ смешанного 
комплекса Ходжа есть Л-смешанный комплекс Ходжа. 

П р е д л о ж е н и е 1.13 ([56, III, теорема 8.1.15]). Пусть А" 
Л-ДГ смешанный комплекс Ходжа. 

(1) Ассоциированный простой комдлекс с фильтрациями 
6(W, L) и F есть Л-смешанный комплекс Ходжа; 

(2) 2?гчлен Ei'b спектральной последовательности для 
(sK®Q, 6 (W, L)) изоморфен 2 Я в(Ог^'7) .^-диффе-

a-—Y-~j3,a=-a+p 
ренциал есть сумма связывающего гомоморфизм Ha(GrjK''y)~^ 
->// (Gr^-i, К'' ) и симплициального дифференциала 
Ha(QTfK'ty)^Ha(OxjK-'y+1); 

(3) На ^-членах спектральной последовательности, опре­
деляемой (sK\L) две прямые и рекурсивная фильтрации, опре­
деляемые Deci(№), совпадают; это же верно и для трех филь­
траций, определяемых F. Эти фильтрации обозначаются через 
W и F; 
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(4) Для любого г>1, (z£r, W, F) есть Л-смешанная структу­
ра Ходжа. Дифференциалы dr являются морфизмами смешан­
ных структур Ходжа. 

Применяя это теорему к геометрической ситуации предложе­
ния 1.12, Дел инь доказал, что справедлива 

Т е о р е м а 1.14. В условиях предложения 1.12. имеем: 
(Г) Существует естественная смешанная структура Ходжа 

на //*(-.<, Z), функтооиальная для пары (Хт, Д ) . 
(2) В рациональных когомологиях спектральная последова­

тельность для (sK'®Q, 6(W, L) имеет член Еи равный 
Е*а'ь= ^ Р НР Со/Л). 

р+2г=г>,<7 —г=а . 4 1 / 
Спектральная последовательность вырождается в члене £V 

(3) Для чисел Ходжа hp,q имеем: А м ^ ( Ь 0 < / ? , q<n. 
(4) Если D . - - 0 , то APlV0=^0</?, q<n и p + q<n. 
Следовательно, поскольку для когомологических целей лю­

бая отделимая схема над С может быть заменена на гладкую 
симшшциальную, Делишь доказал, что справедлива 

Т е о р е м а 1.15 ([56, III, § 8.2]). (1) Существует функтори-
альная смешанная структура Ходжа на Нп(Х, С) для отделимой 
схемы X над С. Изоморфизм Кюннета и чашечное умножение 
есть морфизмы смешанной структуры Ходжа; 

(2) Если числа Ходжа hp>q для Нп(Х, Z) не нулевые, то 
0-^р, q^Ji. Если N = &imX и rC^N, то имеют место более точные 
неравенства п—N^,p, q^N. Если X собственная, то p-\~q^n„ 
С другой стороны, если X гладкая, то p+q^n. 

С другой стороны, Эл Зейном в [73] был найден другой метод 
построения смешанной структуры Ходжа на ЯЯ(У, Z) типа Де-
линя, не использующий симплициальных методов, а основан­
ный на его технике «смешанного конуса». Пусть У — замкнутое 
подмногообразие гладкого алгебраического многообразия X. 
Пусть р : Х'-**Х, где X' гладкое,— собственный бирациональный 
морфизм, такой, что р — изоморфизм вне Y и Y'=p'l(Y)—ди­
визор с нормальными пересечениями. Тогда имеет место точная 
последовательность в категории смешанных структур Ходжа 
[73, I]: 

0->Я"(А'', Q)->HnlV, Q)®Hn(X, а ) ->Я л (Г, Q)->0. 
Она означает, что #n(Y, Q) с ее смешанной структурой Ходжа 
выражается через когомологии многообразий лишь с нормаль­
ными пересечениями особенностей. Эл Зейн построил когомоло­
гический комплекс Ходжа, основываясь на этой геометрической 
конструкции. 

Делинь [56] доказал следующий результат на основе анали­
за весов. 
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Т е о р е м а 1.16 ([56, HI, § 8.2]. (1) Пусть f: Y-+X — собст­
венный суръективный алгебраический морфизм, X собственна 
и Y гладка. Тогда верхний весовой фактор Grn

w Hn(X, Q) у 
Нп{Х, Q) можно отождествить с образом ЯП(Х, Q)) в Hn(Y, Q). 
Эквивалентно, ядро f* : Нп{Х, Q)->#n(7, Q) равно I ^ t f ^ A , 
Q). Последовательность 

* „* 

# Л (А\ €!)->//л |Г , О)—-+Нп(УХхУ*0) 
— точная. 

(2) В диаграмме схем 
~ п f 
X^X^Y 

пусть Y гладка, X собственна, X гладка и собственна, и 
я суръективно. Тогда ядро / * и ядро (/я)* совпадают вне 
/ / * ( F , Q j / 

В работе Делиня [56, III, § 10] было проведено детальное 
изучение Я1 для алгебраической кривой. Он описал ее в терми­
нах «1 -мотива», это понятие показало свою важность в теории 
компактификации пространств модулей кривых, абелевых 
многообразий и КЗ поверхностей, а также в теории чисел [187]. 

Более общо, Делинь определил смешанную структуру Ходжа 
на когомологиях произвольной отделимой симплициальной 
схемы. 

Т е о р е м а 1.17- ([56, III, § 8.3]). Когомологии отделимой 
симплициальной схемы X. допускают естественную смешанную 
структуру Ходжа. Спектральная последовательность Е^^ = 
=Hq(XP} Z)=^HF+q(Xn> Z) есть спектральная последовательность 
в категории смешанных структур Ходжа. 

В частности, для классифицирующего пространства В0 ли­
нейной алгебраической группы G (гладкой симплициальной 
схемы), нечетномерные рациональные когомологии равны нулю 
и H2n(BG, Q) имеет чистый тип (/г, п) [56, III, теорема 9.1,1]. 

Делинь установил также, что (см. [56, III, предложение 
9.3.1]) для квазипроективного многообразия X над С сущест­
вует «комплекс дифференциальных операторов порядка Ь 
К\ на X (то есть каждый Кп есть когерентный <7*-модуль 
и d:Kn^KnJtA — дифференциальный оператор дорядка I), 
являющийся резольвентой достоянного пучка Сд-. Делинь вы­
вел из существования такого комплекса, что естественное 
отображение Н\Х, С)-»-//* (A*, Qi) инъективно и расщепляется 
естественным образом. Это утверждение было впервые дока­
зано Блумом и Херерой [25]. 

Комплекс К определим как sRe^Qx. для собственного 
гипернакрытия в:А".-*-А*. Существует естественное отображе­
ние Q'x-+K\ Комплекс К' обладает свойством: для собствен-
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ной А*" спектральнай последовательность для фильтрации F 
вырождается в члене Е\. 

Дю^Буа [64] обобщил конструкцию К' на случай отделимых 
схем А над С. Он ввел приведенную категорию DmAX) 
комплексов дифференциальных операторов на А' и показал, 
что в ДшГ(л") комплекс /<*' не зависит от выбора собственно­
го гипернакрытия. Он обозначал этот комплекс через 
Q.x. Для морфизма отделимых схем f:X-+S существует 
естественное отображение Qi-*/?/*£&. Существует также 
версия ils (log S-S) для Q'$ с логарифмическими особеннос­
тями, которая есть комплекс пучков над компактификацией 5 
схемы S. 

^ Для ряда интересных примеров Дю Буа нашел комплекс 
!T-Y. Например, если А" имеет особенности с нормальными пере­

до е« 
сечениями, пусть Л'(,-> А"— нормализация X и Хг =- Х0 X хХ0~* X, 
тогда ilp

x kcr (r^iixe-^F^QJcJ. 
Если А - кривая, то пусть п;Х0~^Х ее нормализация и 

g:X'->Х- кривая, гомеоморфная А» получаемая стягиванием 
каждого конечного подмножества тс1($) в АГ0 в точку. Тогда 
il'x изоморфен комплексу O^gt0x'^n0Qlx9->Q. 

Следует отметить, что комплексы типа Qj(logD) и комплек­
сы Дел пня—Дю Буа (с логарифмическими особенностями) мо­
гут быть определены в топологии Зарисского и в соответствие 
с теоремой GAGA Ceppa [169], гиперкогомологии комплекса За-
рпсского совпадают с комплексно-аналитическими гиперкого-
МиЛиГПЯМИ. 

С другой стороны, конструкция Делиня работает равным об­
разом дли кэлеровых многообразий, если рассматривать только 
кзд-еровы многообразия, допускающие кэлерову компактифика-
цшо; так что, например, получаем смешанную структуру Ходжа 
на когомологиях гладких симплициальных кэлеровых многооб­
разий. 

Теории Делпия ffiO], так же как и трактовка Эл Зейна [73], 
дает также смешанную структуру Ходжа на когомологиях с 
компактными носителями и на когомологиях Бореля—Мура. 
Совсем недавно теория Ходжа—Делиня была переформулиро­
вала и обобщена Наварро Азиаром [135] на гомотопические 
группы алгебраических многообразий. Делинем были также 
получены аналогичные результаты. Одним из основных средств 
[135] является конструкция функтора прямого образа для при­
веденной категории пучков ДГ-О-алгебр. См. теорему 2.25 от­
ражающую результаты Наварро Азнара о смешанных структу­
рах Ходжа для" исчезающих циклов. 
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§ 2. Вырождение структур Ходжа 

Начнем с понятия поляризованной вариацт А-структуры 
Ходжа, для подкольца А в R. Это понятие введено Гриф-
фитсом [91] и Делинем [55J. Напомним, что для локальной 
«Системы Vc комплексных векторных пространств над комплекс­
ным многообразием X соответствующее голоморфное вектор­
ное расслоение ~T:=Ox®Vc допускает интегрируемую связ­
ность V С пространством Vc горизонтальных сечений. 

О п р е д е л е н и е ? . ! ([55], [91]). Пусть А — подкольцо R и 
X — комплесное многообразие. Поляризованная вариация А-
структуры Ходжа веса m над X определена заданием локальной 
системы VA над X Л-модулей конечного типа вместе со следу­
ющими объектами: 

(1) Убывающей фильтрацией .. ..ffrp+lczff'pcz . . . голоморф­
ных векторных расслоений как голоморфных подрасслоений 

(2) Плоской билинейной формой S : VAXVA-»-A (—га), удов­
летворяющей условиям: 

(a) V(^)cQJjr-S>(7 ^р~{ {условие трансверсальности Гриф-
х 

фитса); 
(b) для любого х&Х Л-модуль VAfX с фильтрацией Fx

p ин­
дуцированной &?* и билинейной формой Sx есть поляризованная 
•структура Ходжа веса т. 

Типичная геометрическая, ситуация, в которой возникают 
такие объекты, происходит из гладкого проективного морфизма 
f:Y-*X алгебраических квазипроективных многообразий над С. 
Обозначим через Yx слой f~l(x). Для любого т>0 пусть 
^z с R m f * l состоит из примитивных когомологических классов 
слоев / . Пусть &х= Ф PJ,m"~J {Yx) определяет подрасслое иие 
ffp; оно голоморфно, поскольку может быть описано с помощью 
JRmf*FpQ'r/x,rji£ подкомплекс/^Орд. комплекса Qj-;—описан в (1.1), 
Существует естественная билинейная форма £, определенная 
в § 1 и мы получаем Z-поляризованную вариацию структуры 
Ходжа. 

Если выбрать базовую точку х в X, то вариация структуры 
Ходжа V приводит к голоморфному отображению Ф:л-+М/Г, 
где А£—- подходящее классифицирующее пространство поляри­
зованных структур Ходжа на слое V* и Г-—группа монодромии, 
действующая на М как подгруппа группы Ли G автоморфизмов 
(VR, 5). Ф называется отображением периодов по Гриффитсу. 
Более точно, пусть р:щ (X, x)-*-GL(VRtX)~~-гомоморфизм моно­
дромии. Доложим r = imp. Тогда для универсальной закры­
вающей X пространства А\ ф допускает поднятие Ф:Х~*~М 
такое, что Ф(чг)=р(ч)Ф;(г) [89, III]. 
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Нам необходимо сказать большее о классифицирующем про 
ртранстве М поляризованных вещественных структур Ходжа 
веса т с числами Ходжа hp,q. Зафиксируем вещественное 
векторное пространство V и (— 1 ̂ -симметричную билинейную 
форму S на V. М является открытым подмножеством флагового 
многообразия М (для ортогональной группы относительно S), 
состоящего из убывающих фильтраций . . . c F - ^ c z / ^ c . . . про­
странства Кс, таких, что 

(1) dimGr£Kc = &p 'm- ' ; 

(2) пространство, ортогональное Fp (относительно S) 
есть Fm*l~~p. 

Комплексная полупростая группа Ли Gc автоморфизмов 
(Vc, S) действует транзитивио на М, группой изотропии кото­
рой является параболическая подгруппа В. Само М есть орбита 
вещественной группы G=GR С компактной группой изотропии 
K^GnB. Пусть g, 8R, b~алгебры Ли групп Ос, C R H B соот­
ветственно. Любая F в М определяет фильтрацию, обозна­
чаемую снова через F , для End(10== К*®1/ и g с F°(g) = b. 
Горизонтальное под расслоение Tkivl касательного расслоения 
ТМ имеет слой в F равный ^1(д)/Ьс9/Ь===Г^(-М). Это под-
расслоение, очевидно, Дс-эквивариантно. Условиэ трансверсаль­
ности Гриффитса означает, что Ф:Х-+М горизонтально, т. е. 
йф принимает значения в ТНМ. 

При FGM, определенная выше фильтрация на fl вместе с 
формой Киллинга на 8R определяет поляризованную струк­
туру Ходжа. Эрмитова форма, индуцированная на Ь^ТУИ по­
ляризацией дает эрмитому метрику на Му которая кэлерова. 

Следующий важный результат был впервые доказан Ланд-
маном [119] и Клеменсом [50] для геометрических вариаций 
структуры Ходжа и Борелем— в общем случае. 

П р е д л о ж е н и е 2.3 (Борель [55], [167]). Пусть Vz— 
Z-поляризованиая вариация ходжевой структуры над комплекс­
ным многообразием X. Предположим, что существует открытое 
вложение Х*~Х, где D: = X—Х~ дивизор с нормальными 
пересечениями. Тогда монодромия Vz для каждой локальной 
компоненты D квазиуиипотентна, то есть ее собственные зна­
чения суть корни из единицы. 

В основном, в этом параграфе будет рассматриваться теория 
вырождений структур Ходжа в локальном смысле. В геометри­
ческой ситуации гладкий проективный морфизм f:Y-*X вы­
рождается над D — границей некоторой (частной) компактифи-
кации ХС*Х, Это означает, что невозможно продолжить / до 
гладкого семейства над X. Имея дело с этой ситуацией, нужно 
продолжать f некоторым образом до проективного морфизма 
f : у-^Х и использовать разрешение особенностей для просле-
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живания особенностей слоев над D. В случае, когда X имеет 
размерность 1, эти методы весьма успешны. В случае, когда 
размерность X больше единицы, проследить особенности стано­
вится весьма проблематичном. 

В обоих случаях представляет большой интерес изучение 
вырождения семейства таким образом, что оно не зависит от 
выбора конкретного расширения / на X. Теория вырождений 
структур Ходжа не зависит от геометрических предположений 
и дает информацию об асимптотическом поведении структур 
Ходжа на когомологиях слоев, и, следовательно, дает конкрет­
ную информацию о поведении отображения периодов. 

Теорема о нильпотентной орбите, принадлежащая Шмидуу 
применима в общей ситуации вещественной поляризованной ва­
риации структуры Ходжа с квазиунипотентной монодромиеи 
(согласно теореме Бореля, зтот_ случай содержит и Z-вариации). 
Эта теорема локальна для D=X-—X, так что можно считать, что 
X — произведение дисков Д и пунктированных дисков А*, ска­
жем, Х= (A*)nXAftc: X = An+h. Пусть уь • • •> уя —преобразова­
ния монодромии, действующие на V. Поскольку каждое -у* к в а ' 
зиунипотентно, существуют нильпотентные преобразования N{—• 
логарифмы монодромии, и положительные целые /ь •••- -*п> та­
кие, что 

^/=exp(Afy). 
Универсальное накрывающее пространство для (А*)ЯХА^ 

есть HnXAk, где Н -= {zQC | \mzyO} — верхняя полуплоскость. 
Пусть (z, w)—координаты на накрывающем пространстве 
z=(zu . . . , £л) и w-=(^,, . . . , wk). Положим si^=e*1 

s-=(5„ ...,sn). Тогда (s,w) — координаты на (А*)"ХАЙ. Тогда. 
отображение Ф удовлетворяет условию Ф (z -f / / 7 , w) =-
= Т/Ф(2, w) для 8у — /-того элемента стандартного базиса 
пространства Сл. 

Определим сначала понятие нильпотентной орбиты. 
О п р е д е л е н и е 2.3. Нильпотентной орбитой назы­

вается голоморфное отображение Q:Cn^M вида 
г д е 6(z) = exP l^iVy) .F, 

(2) {NjYl£l —множество коммутирующих нильпотентных эле­
ментов ^Rf]F-jq (следовательно, 9 —горизонтальное отобра­
жение); г 

(3) Существует aeR такое, что Q(z)GM при lmZj>а. 
v Л Ра

л
с.сматРиваемой ситуации, исходя из поднятия Ф:Я"Х 

ХА ->М отображения периодов, можно построить отобра­
жение 
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-ф (%* w):==exp(—2^ /) .$(l .z, w) 
ДЛЯ 1 = ( / ъ . . . , / я ) . 

Это однозначное отображение пропускается через голо­
морфное отображение <ф:(Д*)дХ Д*->М. 

Т е о р е м а 2.4 (Теорема Шмида о нильпотентной ор­
бите [1674 теорема 4.12]). Пусть -ф:(Д*)лХ Aft->-M определено 
выше. Тогда 

(1) 1[з продолжается голоморфно на А*4"*; 
(2) Пусть F(w) = $(0, w) и ew(z)-=exp(S^yVy)F(w). Тогда 

для любого wgA ,̂ Zi->0w(z) —нильпотентная орбита. Более 
того, для любого (/-инвариантного расстояния d на М су­
ществуют неотрицательные постоянные а, р и /С такие» что» 
при I m z ^ a 9w(z)6M и 

<*(©(z, w)f ew(z))<A"2(-mj2/)^"-an// Imz/. 
j - _ i 

Постоянные а, (i, К" зависят только от пространства модулей М 
через числа Ходжа и вес и индексы унипотентности 1и •••> L* 

З а м е ч а н и е 2.5. Оценка расстояния, приведенная здесь, 
принадлежит Делиню и более точная, чем оценка, данная в 
[167]; она доказана в [41, § 1]. 

В размерности единица теорема о нильпотентной орбите для 
отображений периодов геометрической природы эквивалентна 
регулярности связности Гаусса—Манина [93]. В произвольной 
размерности теорема о нильпотентной орбите дает регулярность 
этой связности. 

Поскольку теорема о нильпотентной орбите утверждает, что 
вблизи точек D поляризованная вариация структуры Ходжа 
может быть как угодно точно аппроксимирована нильпотентной 
орбитой, изучение нильпотентных орбит имеет первостепенную 
важность для изучения вырождения смешанных структур Ход­
жа. Это достигается с помощью теоремы об SL(2)-орбите, при­
надлежащей Шмиду [167] в одномерном случае, и Каттани— 
Каплану—Шмиду — в многомерном [42]. 

Прежде чем обсудить теорему об SL (2)-орбите, рассмотрим 
расщепление смешанной структуры Ходжа. Пусть (V, Wy F) — 
смешанная структура Ходжа над R (так что У —вещественное 
векторное пространство). Расщеплением смешанной структуры 
Ходжа (У, W, F) называется биградуировка 

7£ 



такая, что Wt= 2 vPiQ и Fp=^Vr,s. Делинем было по-
Р+-7</ г>р 

строено расщепление каноническое произвольной смешанной 
структуры Ходжа. 

О п р е д е л е н и е и .пред лож ен и е 2.6 (Делинь, см. [131] 
и [41]). Для смешанной структуры Ходжа (У, W, F) над R по­
ложим 

I*-'~FPnW^n{(F*nWw) + Ul'£-& 
•где U4

a=2 Fe_/rW6_,. 
(1) (I"'q)p,q — есть функториальное расщепление (V, W, F), 

удовлетворяющее условию 
/p '* = 79,p(mod е Г'*). (2.1) 

r<p,s<q 
Более того, это —единственное расщепление, для которого 
справедливо (2.1). 

(ii) Это естественное расщепление устанавливает эквива­
лентность категории смешанных структур Ходжа над R и кате­
гории R-векторных пространств V с биградуировкой Vc= 
= ^_//7''7, удовлетворяющей (2.1). 

Говорят, что смешанная структура Ходжа расщепляется над 
R, если она допускает расщепление (Jp'q)PtQ, такое, что /р-?= 
*=Jq'p. Из предложения 2.6 следует, что такое расщепление, ес­
ли оно существует, единственно и задается как Jp'q = Fpf)Fq[\ 
f]Wp+q. Существует канонический метод деформации произволь­
ной вещественной смешанной структуры Ходжа в смешанную 
структуру Ходжа, расщепляющуюся над R. Со смешанной 
структурой Ходжа (V, W, F) ассоциируется нильпотецтная ал­
гебра Ли 

r i _ i _ n d ^ F , , 0 

r<p,s<q > 

Ясно, что 1" '~~1 = 1~~г'\ следовательно, I"3'""1 допускает ве" 
щественную форму l^1,^1==EndlVR)Ql'~h^\ 

П р е д л о ж е н и е 2.7. Для заданной смешанной структуры 
Ходжа (V,W, F) над R существует единственное бб^1 ' -1 , та­
кое, что (V,W,e-^F) есть расщепляющаяся над R смешанная 
структура Ходжа. Функтор (V, W, F)^((V, W9 eibF), б) устанав­
ливает эквивалентность категории смешанных структур Ходжа 
над R и категория, объектами которой являются пары, состоя­
щие из смешанной структуры Ходжа (I/, W,F), расщепляющей­
ся над R, и элемента 66IR1J_1 (JJ7, F), морфизмы которой — 
морфизмы смешанных структур Ходжа, подправленные эндо­
морфизмом б. 
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Геометрия этой ситуации может быть описана следующим 
«образом. Для вещественного векторного пространства (V^fffl.) 
с заданной фильтрацией, пусть Fw — множество фильтраций F 
для Vc таких, что (V, F,W)~- смеша иная структура Ходжа. 
Пусть FR --подмногообразие Fw

9 такое, что смешанная струк­
тура Ходжа (К, F9 W) расщепляется над R. Тогда многообра­
зия Fw и F% — гладкие. Пусть С/ —комплексная нильпотентная 
группа Ли с алгеброй Ли ъ=={Те№_гЕпй(Ус)\ Г = Г modi""1'"1}. 
Тогда U действует на Pw и это действие сохраняет ходжеву 
структуру на QTJ(V).- Имеем: FW^U-F^ И для F£F%со ста­
билизатором F°(U) касательное пространство к F^ в точке F 
есть 

' W^End(Vfd + F0(U)/FHU). 
Теперь U/F°(U) изоморфно exp(I£"I,3f), так как 1с 1 , ^—до­

полнительное подпространство к F°(U) вне и. Факторизуя 
U/F°(U) no exp(lF_! ЕпсЦКк)), получаем двойное факторпрост-
ранство, изоморфное ехр(1^ь~"1)/ехр(1^1'""1), и, следовательно, 
изоморфное exp^lR1 '"1). Это объясняет роль exp ( ^ R 1 ' " ) 
'в предложении 2.7. 

Рассмотрим теперь поляризованную смешанную структуру 
Ходжа. Для целого k k-балинейной формой на вещественной 
смешанной структуре Ходжа (Vn>W9F) называется невырож­
денная билинейная форма S на VR со значениями в R( — к), 
которая ( — 1 ̂ -симметрична и удовлетворяет условию 
S(FP,F^P^) = 0. 

О п р е д е л е н и е 2.8 (Поляризованная смешанная струк­
тура Ходжа). Пусть (VR, W, F)— смешанна л структура Ходжа 
•и 5—-^-билинейная форма на (1/R, W, F). Говорят, что 
{VR,W,k, S) поляризована нильяожентным вещественным 
эндоморфизмом N пространства V, если N удовлетворяет 
условиям: 

(1) N сохраняет S; 
(2) W = W(N)[k], где весовая фильтрация W(N) [171] есть 

единственная фильтрация V такая, что N-Wt(N)cWiJz и для 
любого / > 0 , Nj индуцирует изоморфизм NJ:GTJ(N)^GTZJ(N); 

(3) NFPCZFP-1; 
(4) структура Ходжа веса k+l на примитивной части 

P^+/: = ker [NM:QTT+I-^QXZ^I-2) поляризована билинейной фор­
мой (2Ki)~lS(.,Nl). 

Расщепление смешанной поляризованной структуры ХодЗка 
iV,W, F9 S; N) — это расщепление смешанной структуры Ходжа 

Wt= ^ , FP-%Jr", 



совместимое с N (то есть NJp*g(Z Ф JTiS), и такое* что 
расщепление 

Hi- 2 JPaq 

автодуально относительно S, то есть S(Hh / / m )=0 при 1+тФ 
*Ф—1. Полупростой эндоморфизм Y пространства V определен­
ный как Y(u) = (p+q—k)u для иЫр>* совместим с 5, W и Fr 
в частности, расщепление Делиня 1Р'9 совместимо с любой по­
ляризацией смешанной структуры Ходжа. 

Связь с нильпотентными орбитами заключается в следую­
щем. Пусть z^exp(zN)F — однопараметрическая нильпотент-
ная орбита (см. определение 2.3). Рассмотрим вещественную 
фильтрацию W как некоторый сдвиг весовой фильтрации моно-
дромии W(N); именно, W=*W(N)[—m], где т — вес вариации 
структуры Ходжа. 

Т е о р е м а 2.9 (Шмид, [167]). Для однопараметрической 
нильпотентной орбиты (V, Wt F, S; N) есть поляризованная 
смешанная структура Ходжа. 

Эта теорема была получена Шмидом как следствие его тео­
ремы об SL (2)-орбите, которую мы обсудим ниже. Для вариа­
ций структур Ходжа геометрического происхождения она до­
пускает геометрическое доказательство [179], которое будет об­
суждаться в конце этого параграфа. Обратное утверждение к 
теореме дано в [38, следствие 3.13]. Эта теорема может быть 
переформулирована в терминах канонического расширения Т 
для Т, голоморфного векторного расслоения над Дп, порожден­
ного сечениями 

^ ( s ) = e x p ( - 4 - 2 (logsJNjjv, (2-2) 

где г» —многозначное сечение V. Заметим, что связность V 
имеет логарифмические полюса относительно Т, то есть ее про­
должение дает С^я-линеиное отображение 

Ап 

С л е д с т в и е 2.10. (1) Фильтрация SF* для Т, продолжается 
до фильтрации Т> подрасслое ниями. 

(2) Пусть п=\. Векторное пространство VQ: = TQ, снабжен­
ное вещественной структурой, индуцированной изоморфизмом 
v^v в (2Л) и пара (W, F), где IF—весовая фильтрация моно-
дромии с центром в m (см. определение 2.8) и F — индуциро­
вана {Г, есть смешанная структура Ходжа, поляризованная N. 
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Пусть (1Л W, Ft S; Af)—поляризованная смешанная структу 
pa Ходжа, (V, W% ^ — ассоциированное R-расщепление смешан­
ной структуры Ходжа. Положим F = ei6F для веЧТ1'""1- По­
скольку N коммутирует с 5, то 7V-— также эндоморфизм смешан­
ной структуры Ходжа (V\ W, F) типа (-—-I, — 1). Пусть (Ir's)rs— 
R-расщепление (V,W9F), где Ip'q комплексно сопряжено Т,р. 
Пусть Г —соответствующее полупростое преобразование: 

Y(v)~=(p + q + k)<v для vGlp9(!. 
Пара (F, N) может быть дополнена единственным образом до 
*1(2)-тройки (N*,Y,N). Имеем коммутационные соотношения: 

[ДГ+, N] = V, [f, N+] = 2ЛК [F, N]=-2N. 
Ясно, что JV+ — нильпотентный эндоморфизм (1Л W, F) типа 

(1, 1). Получаем гомоморфизм алгебр Ли р:̂ 1 (2; R)->g, отобра­
жающий стандартные образующие Л (2; R) в (ЛГ14, Г, N)* Он 
поднимается до гомоморфизма групп Ли p:SL(2; C)->Gc; p оп­
ределено над R. Поскольку Y и N* сохраняют фильтрацию 
F9 отображение g^p(g)F индуцирует эквивариантное вложе­
ние 

CP*^SL(2; C)jBr*~M, 

где B~ = | u a-iJJ —борелевска.я подгруппа. Следовательно, 
нильпотентная орбита z*-*exp(zN)F SL (2)-эквивариантиа. Тео­
рема об SL(2)-op6HTe дает точное соответствие между этой 
орбитой и исходной нильпотентной орбитой (с F вместо F). 
Для ее формулировки удобно орределить связность на В-глав-
ном расслоении GR->GR/5^M, где В— стабилизатор eiNF в G* 
Поскольку Ъ сохраняет положительно определенные эрмитов 
формы на пространствах Ходжа в Ог.Г(1/, eiNF)y В компактна. 
Поэтому имеем ортогональное разложение 9К=--ЬФЬХ относи­
тельно формы Киллинга. Это В-инвариантное разложение опре­
деляет Оя-инвариантную связность на главном расслоении. 

Т е о р е м а 2.11 (Теорема Шмида об SL (2)-орбате [167]). 
Пусть (V,W,F, S;N) как в теореме 2.9. Предположим, что а 
таково, что exp(zM)F и exp(zN)F принадлежат М при 
\mzya. Тогда существует вещественно-аналитическая GR-
значная функция g(y), определенная при У>а такая, что 

(1) exp(iyN)F^g(y)exp{iyN)F при у>max(0, а) (то есть 
•g(y) преобразует нильпотентную орбиту в нильпотентную); 
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(2) Для h(y)*='g(y)&j?( — jlogyyj9 C/R-значная кривая 
у*+Ъ(у) горизонтальна относительно СЕЯЗНОСТИ на главном рас­
слоении GR-+GR/B^M; эквивалентно, h{y) удовлетворяет диф­
ференциальному уравнению h{y)~lhf'(y)&L\ 

(3) g(y) допускает сходящееся разложение Тейлора в окре­
стности оо: 

g(y)^g(™)(1 +g\y~l+g$~2Jr . . . ) ; 
(4) ^(oo^exp^'^nkerCad/V)). 
Эти свойства определяют g(y) единственным образом. 

Пусть 

— ряд Тейлора для £(#Г1. Тогда, имеем, дополнительно: 
(5) (adiV)^^==0H (*AN)**lfk=>0. 
(6) gk и fk принадлежат линейной оболочке End(l/)^ при 

P+q<k — 1. 
Заметим, что значение h{y) состоит в том, что оно сопря­

гает eiNF в exp(iF/V)F: exp{iyN)F^h(y)eiNF. 
Важным следствием теоремы об SL (2)-орбите является оцен­

ка нормы Ходжа; 
С л е д с т в и е 2.12. (Шмид, [167]). Пусть (V, дг, S) — поля­

ризованная вариация R-структуры Ходжа веса т над пункти­
рованным диском А* с координатой s. Допустим, что V имеет 
унипотентную монодромию. Пусть W= W(N) [m] — сдвинутая 
весовая фильтрация монодромии. Плоское сечение v для V ле­
жит в Wt—Wi^x в том и только том случае, если в малом сек­
торе с центром в нуле 

<v, v}~ (log И) 1 . 
Фильтрация Ходжа F0: =g(oo)F представляет особый инте­

рес, Как и г она связана с F (невещественным) элементом? 
нильпотентной группы exp^ -^ -^keг (ad/Vj). Поскольку £(оо)б 
бФь (V, W-, FQ) есть R-расщепление смешанной структуры 
Ходжа, поляризованной N. Замечательный факт заключается в 
том, что F0 зависит тодько от (V, W, F), а не от N. Можно 
переформулировать Теорему об SL (2)-орбите в терминах F0. 
Положим ^+:=А_(£(сю))лГ+, Г = Ad(gr(oo))? и получим 
SL (2)-тройк"у (Л/44, Г, N). Вместе с новыми б -̂значными кривыми 
g(y) = g(y)g(oor\ h(y)^hjy)i(<x>)~^^(y)exp^^(l0gy)r) 
получаем: 

exp (yN)F=g(y) exp (iyN)FQ^k(y)e^F0. 
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Коэффициенты & (соответственно,, ft) разложения Тейлора g{y} 
(соответственно, g(y)"1) удовлетворяют условиям (5) и (6) тео­
ремы 2.10. 

П р е д л о ж е н и е 2.13. [41, предложение 3.28 J. Пусть 
б= 2 б-р.-*-

Линейные преобразования gh и fk выражаются как универсаль­
ные полиномы от некоммутирующих переменных 6-р,-д и adAf-v 
Они удовлетворяют оценке 

II ft II. | | / / - | l<G( - + ll-V+|| + | | F | | + | |N | | f (max | |6_ p i _jn* . . 
p,q y t 

Обобщение SL (2) -теоремы на нильпотентные орбиты в слу­
чае нескольких переменных оказывается исключительно слож­
ным. Даже сама формулировка в течение многих лет остава­
лась загадкой. Первый шаг в этом направлении был сделан 
Каттани и Капланом, которые, вдохновленные аналогичным 
результатом Делиня [58], доказали, что весовая фильтрация мо-
нодромии постоянна на открытом конусе. Для формулировки их 
результатов нам понадобятся дальнейшие определения из [58]. 

П р е д л о ж е н и е и о п р е д е л е н и е 2.14 (Делинь [58, И], 
см. также [184]). Пусть (V, W.) —фильтрованное векторное 
пространство и N — нильпотентный эндоморфизм У, сохраняю­
щий W4 Весовая фильтрация для N относительно W есть филь­
трация М для V такая, что 

(1) NMicM^; 
(2) фильтрация, индуцированная М на QxJ(V), есть весовая 

фильтрация для (Qrf (V), W) с центром в k. 
Если М существует, то она единственна. 
Мы отсылаем читателя к [184, §2] по поводу детального 

обсуждения весовой фильтрации М. Заметим, например [184, 
предложение 2.6], что если W имеет длину 2, то М сущест­
вует в том и только том случае, если N1 есть строг ий эндо­
морфизм (V, W) для любого / > 0 . 

П р е д л о ж е н и е 2.15 ([39, §3]). (1) Пусть 8(z) = 

«--ехр/ Х ^ Л М - Л zQCn
9 — нильпотентная орбита (см. определе­

ние 2.3). Положим 

Тогда весовая фильтрация W(N), ассоциированная с №С не 
зависит от N. Обозначим ее через W(C). 
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Для подмножества J в {!,..•, п} пусть 

(2) Пусть ЛГбС/ и ЛЛбС>. Для ЛГеС/^* Г (ЛГ) — весовая 
фильтрация ЛГ относительно W(N'), 

Отметим, что утверждение (2) сформулировано в [39] с не­
которыми неточностями (см. [184, теорема 3.12]). Из теоремы 
2.9 получаем, что для любого ЫвС, (V, W(C), [—т], F, N) — по­
ляризованная смешанная структура Ходжа. Следующие конст­
рукции зависят от фиксированного порядка переменных в С*. 
Для l^r^n положим 

Каждый элемент Сг определяет ту же весовую фильтрацию, 
скажем, W(Cr); положим Wr-=W{СТ)[ — т]. Определим фильт­
рации Ходжа FrG М, 1<г</г, убывающей индукцией по г сле­
дующим образом. 

Пусть F„—фильтрация Ходжа на R-расщепленной смешан­
ной структуре Ходжа канонически ассоциированной с (V, Wn, 
F) по теореме об SL (2)-орбите (эта фильтрация обозначалась 
через F0 при обсуждении теоремы 2.11). Теперь (V9 Wn* Л-) 
поляризована произвольным ЩС = СП1 следовательно, отобра­
жение 

(*„ . . . , z ^ - e x p \Y *РЛ {eM"Fn) 

.-— нильпотентная орбита в случае (л-—1) переменной, прини­
мающая значения в М при 1щ(0у)>О. В частности, (V9 Wn~\ 
еШпу Fn) есть смешанная структура Ходжа, поляризованнар 
любым ЩСп_х. Пусть F^1--фильтрация Ходжа на R-расщеп-
лении смешанной структуры Ходжа, ассоциированной с ней по 
теореме об 5Ь(2)~орбите. Продолжая этот процесс, получаем 
FrQM такую, что для любого г, (К, W\ Fr) есть R-расшеп-
ленная смешанная структура Ходжа, канонически ассоциирован­
ная с (К, Wr, еш*Фг+1)(У, W, Fr) поляризовано любым №СГ. 

Для вещественных чисел tu . ..,tTmmX отображение 

г-|ехргЛГг + 2 Щ] (eiNr+1Fr+i) 
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есть нильпотентная орбита с одной переменной. П у с т 
hr(tu . . . , tr_u уу) — (7ц-значная функция, ассоциированная с ней 
(где (tu . - . , ^r_i)—параметры). 

Т е о р е м а 2.16 {Теорема об $L(2)-op6utne для п пере­
менных, Каттани —Каплан—Шмзд9 [41], [40]). Пусть Q;CS~^ 
->M — нильпотентная орбита, 

Тогда существует единственный гомоморфизм групп Ли 
p:SL(2; Сл).->Ос- обладающий следующими свойствами: 

(1) р*-аЦ2; Сл)->д — морфлзм смешанных структур Ходжа 
для смешанной структуры Ходжа на д, индуцированной 

Обозначим через Qvj\ fy, $7) образ при отображении р 
стандартных образующих j экземпляров $1(2; R). Положим 

Тогда 
(2) Fr*=e~iN~(eiN*Fx)\ 
(3) Гг — полупростой эндоморфизм, ассоциированный с рас­

щеплением смешанной структуры Ходжа (Wr, Fr) и, следова­
тельно, W {N7) =W(CT)\ r e l 

(4) N7—компонента 7Vr в подпространстве П ker(adfj) 
относительно единого спектрального представления коммути­
рующих полу простых эндоморфизмов ad (/j)y~|; 

<5)< 2 у5y~lNs=Ad I П hl (yxyj\ . . . , y ^ ^ 1 ; y , ^ , ) ) #Г-
.,«1 \ y - r - l / 

Более того, существуют О^-значные функции grtyu •••>Уг)* 
определенные при у 7 > 0 , если 1<г<п— 1, и при Уу>а для 
некоторого а, если г = /г такие, что 

(6) Для j<r<n> g](y{, ...,yj) коммутируют с Yr и сохра­
няют F&M. Следовательно, они индуцируют (0,0)-эндомор-
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физмы смешанной структуры Ходжа (Wr, Fr). 

(7) _ 1/Л=Ad П gi (УгУу^, ..., y}yj±x) {sum} ysN7; 

exp U 2 yjNJJF-Ш-iSr ШТ+v • • • • МГ+i))) e x p ( ' 2 yjMTp 

(9) Функции g"r(yi, . . . ,у г)и их Обратные допускают разло­
жения в степенные ряды по неотрицательным степеням 
УгУ^К •*-•>!/r-i У7х с о свободным членом 1, сходящиеся в 
области вида 

Доказательство состоит в проведении тонкой индукции по 
числу переменных. Коммутирующие эндоморфизмы Fj для V 
дают плоскую мультиградуировку V=®V/1I...,/|I. Для каждого 
j подрасслоения V/, © ^ . . . „ ^ градуируют весовую фильтра­
цию WL Имеем: 

V., ^ G r f ; ( . . . ( Q r ^ ( V ) ) . 
Эта мультиградуировка V очень полезна для получения оценок 
роста сечений в секторах в (Д*)л вида log | sj|/log| sj+\ | > е . 
Для случая других секторов необходимо выполнить переста­
новку индексов. Пусть ^(Д*)"-*^ задано как 

^(^^^naogi^j.iogi^n^v 
для г»бУг/11...|/л. Тогда имеет место следующая оценка нормы. 

П р е д л о ж е н и е 2.17 ([41, предложение 5.24], [113]). До­
пустим, что монодромия унипотентна и пусть А —метрика 
Ходжа, индуцированная поляризацией. Пусть vl9 <v2 — много­
значные плоские сечения V и 

S , < s ) - « p ( - _ - ^ - V , ) « . 

—соответствующее голоморфное сечение Т. Положим 
Afai»^)--* (e-<oue-v2)-
h(vu v2):= (e-vu e-v2). 

Тогда в любом локально плоском репере в V матрицы h и hf 
также, как и их обратные, ограничены в любом секторе вида 

lOJ? I Sf I 

щ 1 ^ 1 > е , . . . , - 1 0 ё | 5 л | > е , l<J<n. 
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Это утперждение может Гить переформулировано в терминах 
оценок норм для плоских сечений V, давая обобщение 
следствия 2Л12. 

И ре ддоже ние 2.Щ((41, теорема 5.21]). Плоское сечение v 
принадлежит \\W{ и не принадлежит 

ti том н те/ыш том случае, если для любого сектора вида 

имеем: 

Эти оценки имечот решающее значение для теорем сравне­
ния Лп-когомологий е коэффициентами в V и когомологиями 
пересечения, которые будут обсуждаться в конце §2. 

Вознращамсь к одномерным вариациям структуры Ходжа 
отметим* что они шшщкают геометрически из собственных 
голоморфных отображений /:А"^>Д с / гладкой в пукотиро­
ванном Д4к:ке Л*. Зафиксируем координату $ на Д. Конструкции 
будут зависеть or координат. Можно считать, используя раз­
решение ocofx»нноетей* что />'• ' /^(О^сть дивизоре нормаль­
ными пересечениями. Мы будем следовать далее Стинбринку [179}. 
Вполне аналогичные результаты были получены Клеменсом [51]. 
СтннЛрннк исиольпежал относительную версию Ux/л (log-D) log 
комплекса Дслини. Имеем: 

lA,u (logD)' Ulx (log-D7/XUog0) 
и 

u£-s(log/i)- AflUXiA(logD:. 
П р е д л о ж е н и е 2Л0 J17$>, теорема 2.18]. Для любого ml>0 

нмсшиП прямой nfp?t:t пучка Г"1:- ^т/*("х/д(1оК^)) локально 
снойодс-н ь'пл Л и дли i;Cex s m А каноническое отображение 

есть нломорфи-ш. r r 
И пи tcfex лЧ»Л* шкториое пространсгно lIm(Asf 

Ц Г ; Л » Ь К / ' ) Ч \ # А \ ) изоморфно //"(.л*» С). Следовательно, 
слой Го * -x*»i>iiimril кандидат для описания «предела при $-+0 
итчм(мпттттт rpymi /7w(A',t С)., Конечно, комплекс 
Уд7дС!«Я/>);^а ^ кттттторфйп комплексу почти циклов 
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%(СХ), описанному в п. 2.21 ниже (см. [171, § 2]); если D при­
водимо, то он допускает интересное описание на D [81, (3, 2)]. 

П р е д л о ж е н и е 2.20 ([171, предложение 2.20]). Векторное 
расслоение с мероморфной связностью Тт есть каноническое 
расширение в смысле Делиня (54], то есть оно удовлетворяет 
условиям: 

(1) связность V на Тт имеет полюс порядка ^ 1 в 0; 
(2) любое собственное значение а вычета Reso(V)c 

c:End(Fom) удовлетворяет условиям a£Q, 0 ^ a < l . 
Напомним теперь определения пространств и пучков почти 

циклов и исчезающих циклов, принадлежащие Гротендику и 
Делиню [171]. Хотя для этого достаточно случая постоянного 
пучка на J, мы рассмотрим случай произвольного ограничен­
ного комплекса пучков К над X в интересах дальнейшего изло­
жения (см. § 4). Пусть / : Х-+-А — голоморфное отображение, 
А*--универсальное накрывающее пространство для Л* и 
л : Д*->-Д — естественное отображение. Рассмотрим диаграмму 

О п р е д е л е н и е 2.21 ([171]). Для ограниченного комплек­
са пучков К' над X* комплекс ^f(K') почти циклов для К* 
есть объект $f{K')^i*Rk*k* (К') приведенной категории 
комплексов пучков над D. Для комплекса пучков К9 над X 
комплекс Ф/(ЛГ') исчезающих циклов определяется как конус 
морфизма комплексов i*K'^^f(K'). Обозначим через сап 
канонический морфизм-ф,-* фу. Пусть Г —операция монодро-
мии —автоморфизм %(#') и Ф,(/С). Тогда существует кано­
нический морфизм Уаг:ф/(/Г")->г|)./(АГв) та^ой, что Г —1=-
= canoVar на <pf и Г —l==Varocan на -фу. 

Проиллюстрируем эти определения в случае ЛГ = Сх. 
Комплексу пучков tyf(Cx) и Ф7(СХ) конструктивны. Когомоло-
гии их стеблей в уф таковы: X^f(Cx)y^W(X(st У), С), 
где X(s, у) —«юлой Милнора», 3g/q>f(Cx)y*=Hi(X(s9 У), С) 
(приведенные когомологии слоя Милнора). Группа гиперкогомо­
логии ffl(D,tyf(Cx)) равна НЦХ*% С) и, следовательно, равна 
группе когомологии H^(XS,C) общего слоя А',. 

Вернемся к ситуаиии, когда задано отображение /:А*->Д, 
где / — гладко и собственно над X* = X—D% D — дивизор 
с нормальными пересечениями. Предположим, что автоморфизм 
монодромии Т на #"(А%, Q)==№(A*, Q) унипошентен и 
D-— алгебраическое многообразие. Стинбринк построил кого­
мологический смешанный комплекс Ходжа на D следующим 
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образом. Пусть Az™tyfti(Zx), где индекс 1 обозначает макси* 
малыми подкомплекс комплекса rj^(Z), на котором Т унипотен-
теи* Тогда ///»(у, АХ)^НЦХ\Х) ^ НР (Xs, Z). 

Конструкция {A'u1Wm) более сложная. Пусть у:А'**-Яр — 
включение; для k •() положим 

/ 4 : - •/*/?Л<1**(Л-И)[* И]/(т. kl*RJ*Qx*(k + l))[k + l]. 
Существует естественное отображение 0: Hh-*Hh+x — чашечное 
умножение с образующей 0 в /Л(Д*, Q(l)). Используя пучко­
вую конструкцию Сулдиваиа d. g. а. полиномиальных диффе­
ренциальных форм на триангуляции, можно реализовать Я* как 
комплексы пучков» так, что (М)~«0. Стинбринк доказал, что точ-
и а поел одовател ь н ость 

0 0 ° 1 
0-м(ул (Qx)-> / / Q - > / / Q - * -

Следовательно» если AQ - ассоциированный простой комплекс 
дли двойного комплекса IIQ->HQ^ . . . , то существует квази-
иаоморфюм 0:-AiwzQ *% Ло# фильтрация W. на Ай определяет­
ся следующим образом. Пусть WrI/Q --образ 

T^.|.ani(i*/?y*Qx-(ft-l-i))I* + l] 
и / /Q (CM, § I no поводу свяли весовой и канонической фильт­
раций)» Тогда WrAQ простои комплекс, ассоциированный 
с двойным комплексом 

Дли построения А<: исходим \гл двойного комплекса 

с i4)pmmmmhtpm ;шффере.нциалам, индуцированным внеш­
ним дифференциалом- и вертикальным дифференциалом» инду-
цмршшшмм о -'ds/s. Пусть Ас ассоциированный простой 
комплекс. Отображение 0: «л/дО^СГ^^^-А^-квазиизомор-
фи;ш относительно фильтрации F. Фильтрации W для Лс инду­
цируется 

WrAuti- WVtHMlll'ic* *' 1 (1оКDW<ilV* l ' (logD). 
Фильтрация F задается как F^AC^ Ф^АГ,\ 

Т е о р е м а 2,22 (Стштршш 117!), Теорема 4.19]). Построен­
ные выпи* комплексы, фильтрации и квазпизоморфизмы опре­
деляют когомологический комплекс Ходжа на /). В частности, 
ктчжологптчжж группы //"(X*, Q) допускают смешанную 
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структуру Ходжа и Т — автоморфизм этой смешанной структу­
ры, N — эндоморфизм типа (—1,1). 

Стинбринк установил фильтрованные квазиизоморфизмы 

ОтТЩ&®^о^г(аг+2^1)^в^^(-г-^[-г-2к] (2.3) 
и 

ОгГ (Лс)^Ф.>о,—^г+2,+0*^г+2А+1 i-r-k) [ - г - 2 Л ] . (2.4) 
Факт существования когомологического комплекса Ходжа те­
перь выводился из теории Делиня—Ходжа (§ 1). 

Некоторые функториальные свойства смешанной структуры 
Ходжа на Н*'(Х*9 Q) дает следующая 

Т е о р е м а 2.23 (Стинбринк, [179, § 4. § 5] см. также [76] и 
[162]). Снабдим Н*(Х) смешанной структурой Ходжа, индуци­
рованной изоморфизмом HP(X)^HP(D). 

(1) //'(А"*) и ИЬЩ допускают естественные смешанные 
структуры Ходжа и точная последовательность когомологий 
с -носителями 

...^HP(D)XHP(X*)ZHP+1(X)-+HP+1(D)-> . . . 
точна в категории смешанных структур Ходжа. 

(2) Последовательность Вана 

m.. + HP(X*) + HP(X*)+HP(X*) + HP+1(X*)^m9. 
точна в категории смешанных структур Ходжа. 

(3) Если / — проективный морфизм относительной размер­
ности п то для любого г>0 гиперплоский класс L индуцирует 
изоморфизм смешанной структуры Ходжа 

Lr:Hn~r (Х*)^Нп+г (X*) (г). 
(4) Если f проективен, фильтрация W на Н*(Х*) совпадает 

с весовой фильтрацией монодромии. Эндоморфизм N индуциро­
ван эндоморфизмом v для Л', он дает поляризацию смешанной 
структуры Ходжа на #р(!*).- Последовательность 

точная (то есть справедлива теорема о локально инвариантном 
цикле). 

З а м е ч а н и е 2.24. Теорема о локально инвариантном цикле 
была доказана с помощью трансцендентных методов Гриффит-
сом и Шмидом [93] и Клеменсом и Шмидом [91], с помощью 
1-адическиг методов она была установлена Кацем [171]. Обоб­
щение ее см. в [195]. 

Отметим, что некоторые из методов, пригодны и для случая 
вырождений кэлеровых многообразий (см. [92], [51]). 
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В [180] Стинбринк обобщил эти результаты, с той порравкой, 
что монодромия унипотентна. Поскольку монодромия всегда 
квазиунипотентна, можно осуществить замену базы 

X - U А 

с <s($) = se для подходящего е. Теперь / — унипотентная моно­
дромия и Z имеет лишь особенности фактора! поэтому» обобщая 
построения на этот случай, получаем, что H*(Z*) допускает 
смешанную структуру Ходжа. Однако Я*(А**) изоморфно 
/ / * ( 2 * ) . Мы отсылаем читателя к [180] по поводу деталей 
и многих интересных примеров. «Формальную» версию двойного 
комплекса Стинбринка •-. . --->#g-*#§+ 1->. . . см. в [148[. 
В работе [183] Ван Доорн и Стинбринк показали, что в случае, 
когда f : В->Д (В — малый шар в Сп) имеет изолированную 
особенность в нуле, то, если действие Т на Нп~1(Х8, С) имеет 
жорданову клетку размерности п (с собственным значени­
е м ^ ! ) , то оно имеет жорданову клетку размерности п—1 с 
собственным значением 1. Это — дополнение к теореме моно-
дромии Ландмана [119], Брискорна [30] Лё [121]. При п = 1 это 
утверждение содержит результат Лё (монодромия для непри­
водимой плоской кривой особенности имеет конечный порядок). 

В [181] рассматривался случай исчезающих циклов для про­
извольной изолированной особенности. Недавно Наварро Аз-
нар [135] получил весьма общие результаты с помощью комби­
нирования симплициальной техники, техники Стинбринка и 
комплексов Тома—Уитни. 

Т е о р е м а 2.25 ([135]). Пусть X — комплексно-аналитичес­
кое пространство, f: Х->-Д — непостоянное аналитическое ото­
бражение относительной размерности /г, У —открытое по За-
рисскому подмножества подпространства V в D:=f~l(0), кото­
рые оба компактны и алгебраичны. Тогда когомологические 
группы #P(V, i|)/(Z)) и HP(V, q>/(Z)) допускают смешанные 
структуры Ходжа, так что 

(1) Точная последовательность исчезающих циклов точна 
как последовательность смешанных структур Ходжа. 

(2) Чашечное произведение на H*(y,^f(Z) и на 
Я" (J/, <P/(Z)) [— 1].—морфизмы смешанных структур Ходжа. 

(3) Полупростая часть Ts оператора монодромии Т — авто­
морфизм смешанной структуры Ходжа. Следовательно, унипо-
тентные подпространства HP{V9 %(Z)i) и #P(V, cp/(Z)i) —сме­
шанные структуры Ходжа. 
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(4) Логарифм N унипотентной части Т есть морфизм сме­
шанной структуры Ходжа типа (—1,1) и последовательность 
Вана (см. теорему 1.22),— точная последовательность смешан­
ных структур Ходжа. 

(5) Если X—D гладко и К=={х}, где л;—изолированная 
рациональная особенность, то фильтрация Ходжа такова, что 
GT°P (НР (ф, (Q)),)j -= 0 д пя всех р > 0. 

Весьма интересным направлением исследований, касающих­
ся геометрических и аналитических аспектов фильтрации Ход­
жа смешанной ходжевой структуры Стинбринка, является на­
правление, открытое А. Н. Варченко и развитое далее в работах 
Шерка, Стинбринка, Фама и М. Саито, а также в работах Бар-
ле. А. Н. Варченко [1], [3]'ввел понятие асимптотической филь­
трации Ходжа для Т'.^Т71"1 в случае, когда f: В->Д имеет от­
носительную размерность п—1, В — малый шар в Сп с центром 
в изолированной особой точке 0 в D. Для голоморфной п*фор-
мы (оШп(Х) пусть с[(о] — сечение а[ю]: —©/d/?0 над А*, Пусть 
Л—множество собственных значений монодромии Г, дейст­
вующей на Нп~1(Х8С). Тогда а[со] допускает асимптотическое 
представление вида 

< Ф Н 2 2 2 jTA*,«sa(iog8)k, 
где Л(Л,)=-{абО|а>—1, ехр(—2я/а)-=Я} и каждое Ака — плос­
кое многозначное сечение. Для достаточно малого \$) ряд схо­
дится в любом секторе с центром в 0. 

Для заданной ®Шп(Х) пусть а (о) —минимум тех <%еЦД(А,)* 
для которых Ak>a не нуль. Главная часть ттах [о] определяет­
ся как 

<W [0)J« 2 ТГ Л^«(«)5а(ш) (fogs)*. 

Определение 2.26 (А. Н. Варченко). Асимптотическая 
фильтрация Ходжа для Г есть y*«span {тм«[с«)]|а(шХ 
</i~-s—p}. Это убывающая фильтрация голоморфных подрас-
слоений с ̂ ~п=, 3го «У. 

Предложение 2.27([3]). (1) Для любого «?6А* фильтра­
ции ftf. и F* на Т5 определяют смешанную структуру Ходжа» 

(2) Acимптotичecкaя фильтрация Ходжа и фильтрация Ходжа ~ 
Стинбринка дают одну и ту же фильтрацию на Grf. 

Отметим, что асимптотическая фильтрация Ходжа сущест­
венно отлична от ходжевой фильтрации Стинбринка [165]. 
Асимптотическая фильтрация Ходжа была обобщена на слу­
чай неизолированной особенности Барле [9]. А. Н. Варченко и 
Барле получили замечательные соотношения между нулям» 
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полиномов Бернштейна—Сато для / и смешанными структура­
ми Ходжа на исчезающих когомологиях. 

Шерк и Стинбринк [166] нашли очень интересное описание 
фильтрации Ходжа на Нп-1(Х9), тесно связанное с работой 
А. Н. Варченко. Их работа была уточнена Фамом [138] и 
М. Саито [149], [151]. Пусть 5 — расширение Т до голоморфного 
векторного расслоения над Д такого, что V имеет полюс поряд­
ка не более 1 относительно S и вычет V имеет собственные зна­
чения в полуинтервале (—1,0]. 

Пусть Н"—расширение Брискорна [30], которое есть обра̂ -
Qn(B) при отображении ©^to/df/. Пусть FP(S) = SC\ 
f\(Vj\np-H" и обозначим через FP(S0) индуцированную 
фильтрацию на слое 50. Тогда Шерк и Стинбринк, Фам и 
М. Саито [166], [149], [151] доказали, что она совпадает с ходже-
вой фильтрацией Стинбриика в исчезающих когомологиях. До­
казательство состояло в компактификации и использовании опи­
сания Гриффитса фильтрации Ходжа для гладких проективных 
гиперповерхностей в терминах вычетов мероморфных дифферен­
циальных форм. 

М. Саито развил теорию модулей Ходжа и смешанных моду­
лей Ходжа основываясь на фильтрованных D-модулях, которые 
будут обсуждаться в § 4. В частности, он дал общий метод изу­
чения исчезающих циклов, основанный на D-модульной кон­
струкции исчезающих циклов. Упомянем здесь два результата, 
об исчезающих циклах, полученные этими методами. 

Первый из них, принадлежащий М. Саито, дает доказатель­
ство гипотезы Стинбринка о «спектре» гиперповерхностной осо­
бенности. Пусть Т — автоморфизм конечного порядка смешан­
ной структуры Ходжа на V. Тогда спектр Sp(#, T) есть поли­
ном Лорана 

2 ЯсЛ п* = dim в г ^ с д , 
«go 
^ Г й в , ' —p<OL<p+l. 

Для аналитического пространства Xе- Си и f :Х(]В-+-С Стин­
бринк определил спектр Sp(f, 0) ростка f в нуле как 

Sp(/. o j - J f - i ^ S p ^ ^ / ^ W ^ **,). 
j 

Гипотеза Стинбринка, доказанная М. Саито [157] описывала 
спектр f-+-lm для линейной формы f и т > 0 . в терминах Sp(f) 
и геометрии сингулярного множества для f. 

Второй результат, принадлежащий М. Саито и Цукеру [162] 
давал условия вырождения в члене Е$ спектральной последова­
тельности с £2-членом ЯР(А, 3Sq(^f(Qx)) для собственного мор-
физма f: Х-*А и кэлерова многообразия X. Это давало дока­
зательство гипотезы Илюзье и улучшало методы [195]. 
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§ 3. /^-когомологии 

Пусть М — риманово многообразие, Е — мегризуемая ло­
кальная система на М (то есть Е — пучок горизонтальных се­
чений плоского комплекснош^векторного расслоения с эрмито­
вым скалярным произведением, не обязательно плоским). Если 
Ф — Е-значная дифференциальная форма на М, то ее поточеч­
ная длина |ф| есть функция на М\ интегрируя ее по риманову 
объему, получаем индуцированную £2-полунорму 

п-PIP—"S i 
м 

Введем следующие обозначения: 
-А"(М, Е) — С°°-комплекс де Рама на М с коэффициентами в Е ; 
L'{M, E) — область задания d (определяемого в слабом смысле) 

в терминах L2 форм с измеримыми коэффициентами» 
(ЗЛ) 

А'(2)(УИГ, Е) —область определения d для 12С°°-форт, 
£(2){М, Е) — область определения d для L2 форм с измеримыми 

коэффициентами. 
Отметим, что понятия измеримости, множества меры нуль, 

локальной интегрируемости внутренним образом определяются 
на любом О-многообразии, не зависимо от римановой структу­
ры. Локально интегрируемая i-форма ср определяет поток 
(распределение, определенное на гладких формах с компактны­
ми носителями) Тф коразмерности i по формуле 

м 
обратно, поток определяет форму ф с точностью до почти всюду. 
В случае, когда ф гладка, имеет место теорема Стокса 

Гф(ф)-= J ^ФЛФ«(-1 ) Ж jj ФЛЛ|), 
м м 

так что для любого потока Т коразмерности i определен поток 
dT коразмерности i+'l по формуле 

(йГ)г|)==(— 1)г"+1Т(Л|)). 
Это определяет (в слабом смысле) внешний дифференциал по­
тока. По определению, локально L2 t-форма <р принадлежит 
Ь*(М, Е) в том и только том случае, если поток dTv задается 
локально L2 (t+1) -формой и т. д. 
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•Имеем диаграмму комплексов 

A*(M IE)--L*L-(M.E) 
\ь |к (3.2) 

А'(2)(М,Е)--?— L'C2)(M,E) . 

Здесь ос и р~-квазиизоморфизмы (см. [43, §8]); в случае, когда 
-М компактно, t и k — изоморфизмы. Отметим, что когда М яв­
ляется внутренностью многообразия с углами М, то А*(М, Е) 
также квазиизоморфен его подкомплексу Л'(М, Е), состоящему 
из форм, гладких вплоть до Гранины; то же верно и для А\2). 

О п р е д е л е н и е 3.1. Ь2-когомологаями М с коэффици­
ентами в Е, Н[2)(М, Е), называются когомологии комплекса 

З а м е ч а н и е 3.2/ Из приведенной выше диаграммы следу­
ет, что существует каноническое отображение 

Н'т(М, Е)-+НЯШ,Е), (3-3) 
которое является изоморфизмом, в случае когда М (или М) 
компактно. Важно, что мы различаем 1 2 - к о г о м о л о г и и о т 

их образа при этом отображении. 
Очевидно, что (3.1) определяет также предпучки на М, 

ассоциированные с которыми пучки обозначаются рукописными 
латинскими буквами, например, s/>'(M, Е) и т. д. Заметим, что 
<&12)(М9Е)=*&'(М,Е) и аналогично —для 2?\ Пучки s£(M%E) 
и &\М% Е) — тонкие, так как они являются s&°(M, С)-модулями. 
Их гиперкогомологии есть Н'(М, Е). 

Для представления 1 2 - к о г о м о л о г и й к а к гиперкогомологии 
комплекса пучков, необходимо произвести некоторые компакти-
фикации j : УИ̂ УИ* для получения глобального L2 условия. 
По данному Ж* подпучок &\2)(М*,Е) пучка ]^{М,Е) оп­
ределен предпучком 

U открытое в M*^L\2)(Ur\M, E.) (3.4) 
Это дает комплекс тонких пучков в том случае, когда выполне­
ны некоторые условия на метрику М и границу М в М*: здесь 
должны существовать срезающие функции с ограниченными 
дифференциалами (см. [194, с. 175]). 

П р е д л о ж е н и е 3.3. При выполнении последнего условия 
Н[2)(М, Е)~Н* {М\ £[%№*, Е)). 

Для метризуемых комплексных векторных расслоений мож­
но определить L2 когомологии Дольбо аналогичным образом, 
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заменяя d на d-оператор. Однако нам потребуются только L2 
d-когомологии. 

Основное достоинство L2 когомологий заключается в спра­
ведливости для них теоремы Ходжа, причём в очень общей 
формулировке. Пусть 

Z(*2)=Z*(2)(M,E) 
— (гильбертово) пространство замкнутых L2 /-форм и 

По определению, 
Я ^ ) = Я(

/2)(M9E)=Z(
/
2)/B /

(2). 
Пуйть A(2)-=A(2)0W, E)— ортогональное дополнение 5(2) в Z(2> 
Справедливо соотношение 

Я{2)«А(2)©(^/В(2)), (3.5) 
где черта обозначает замыкание в Z/2). 

Для более привычного описания А(2) напомним, что плотно 
определенный сопряженный дифференциал d* для d есть 
оператор, определенный следующим образом. Для 1 2 2-формы 
Ф и L2(i — 1)-формы г] соотношение d*q>-==r\ означает, что опе­
ратор 

Т ( * ' ) = < Ф . ^ Ф > э ^ ^ ( А ^ Е ) 
ограничен в 12-норме, поэтому он представим L2 (i—1)-формой,, 
а именно, формой TJ. Хорошо известно, что d* есть замыкание 
его ограничения б на гладкие формы с компактными носителя­
ми, для которого, по теореме Стокса, 

бф=(— l)*»-ld; 

где * —оператор Ходжа «звездочка», определенный с помощью 
метрик М и Е: 

<Ф> ф> -=$ФЛИ>) . 

Тогда 
^2 ) = {Фе^ (2)(М, Е) |^ф=0, ЙГ*Ф=0}. 

По общим соображениям получаем 
П р е д л о ж е н и е 3.4. i) А|2)с{/Лрешения уравнения Лап­

ласа для Е-значных *-форм}. 
и) 5J2)/5|2)-—бесконечномерное векторное пространство,. 

если оно не нулевое. 
Отсюда вытекает 
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П р е д л о ж е н и е 3.5 (Теорема Ходжа). Если В\2)замкну­
то в Z*(2), то -^(2)^^(2)* Это выполнено, в частности, если 
//'(2) конечномерно. 

Если М полно, то нетрудно видеть, что утверждение i) в 
рредложении 3.4 дает равенство [7], [83], Это приводит к сле­
дующему утверждению: 

С л е д с т в и е 3.6. Если М полно и В*{2) замкнуто, то Н*{2) 
изоморфно пространству L2 гармонических Е-значных i-форм. 

Наконец, рассмотрим случай, когда М — компактное кэлеро-
во многообразие, и Е=С. Поскольку лапласиан переводит 
(р- q) -формы в (р, q) -формы, то справедливо 

П р е д л о ж е н и е 3.7 (Теорема разложения Ходжа). Пусть 
М — компактное кэлерово многообразие с конечномерными L2-
"когомологиями. Тогда разложение гармонических форм на ком­
поненты чистой бистепени индуцирует структуру Ходжа 

Я{2)(ЛГ, С) j®_H^{M). 

В силу замечания 3.2, это утверждение содержит классиче­
скую теорию Ходжа, то есть случай компактного М (см. § 1). 

Делииь обобщил предложение 3.7 на вариации структур 
Ходжа [192, §§1—2]. Опишем это обобщение. Пусть X — эрми­
тово комплексное многообразие, V —метризованная локальная 
система, содержащая поляризованную вариацию структуры 
Ходжа веса т над X. Пусть Afy«;r*s(Xy V) — пространство L2 
/?, #)-форм со значениями в (г, s) расслоении Ходжа для V. 
Тогда 

А'(Х, V ) - ф А'й«'»{Х, V) 

.(ортогональная прямая сумма). В терминах тотальной голоморф­
ной степени 

АХМХ, V)-=- e А№Г-'(Х, V). 
W р+г-Р К } 

Если метрика на X кэлерова, лапласиан для V-значных форм 
сохраняет бистепень (P,Q). Это дает в условиях предложе­
ния 3.7 ходжеву структуру веса i+m: 

/ / ' ( А . V) « е HtffHX* V). (3.7) 

Если Х компактно, последнее соотношение допускает более 
ясное описание (ср. с (1.1)). Голоморфный комплекс де Рама 
для V, Q <̂g>cV, есть резольвента V и допускает убывающую 
фильтрацию F, в которой Fp—подкомплекс 

FP+Ql
xQPP-* + QPx®pr-2+.... (3.8) 
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так что Org. есть (^-линейный комплекс 
&/P^ + Q\®(Prt/&P)+QPxQ(&p-2/&p-i)-+ . . . (3.9) 

П р е д л о ж е н и е 3.8. Пусть X—компактное кэлерово 
многообразие. 

i) пара KA~=VA, KC = (&X®AVA, F) определяет когомологи­
ческий комплекс Ходжа веса т (определение 1.7); 

и) фильтрация, индуцированная JF на # 1 (XV) есть 
фильтрация Ходжа, ассоциированная с (3.7) 

В связи с предложением 3.8, естественно ожидать большего 
в геометрической ситуации. Пусть f : Z-+-X— гладкий проектив­
ный морфизм. Имеем ассоциированную спектральную последо­
вательность Лере 

EP,q==Hp(X, R«f*Q)^H^(Z, Q). (ЗЛО) 
С точностью до замены индексов она есть спектральная после­
довательность канонической фильтрации т на R/*Qz. Приятным 
следствием классической теории Ходжа является 

Т е о р е м а 3.9 ([53], см. также [89, III, § 3]). Спектральная 
последовательность (3.10) вырождается в члене Е2. 

Это дает 
Gr*#*(Z, Q)~tf*-*(A\ Rmf+Q). (3.11) 

Это соотношение важно ввиду справедливости следующего* 
утверждения. 

П р е д л о ж е н и е 3.10. (Делинь, см. [192, (2.16)]). Пусть X 
компактно. Тогда 

i) Фильтрация т на Hh(Zt Q) есть фильтрация подструкту­
рами Ходжа. 

ii) Если в правой части задана ходжева структура из пред­
ложения 3.8, то изоморфизм (3.11) есть изоморфизм структур 
Ходжа. 

З а м е ч а н и е 3.11. Фильтрация структуры Ходжа ходжевы-
ми подструктурами расщепляется поляризацией. Поэтому 
G-структура Ходжа #*-™(Х RW/*Q) есть прямой фактор 

Во многих ситуациях, когда X допускает лишь хорошую кэ-
лерову компактификацию, следует ожидать (см. конец введе­
ния в [56, III]), что существует естественная смешанная струк­
тура Ходжа на Н'(Х, V), для которой справедлив аналог 
утверждения предыдущего предложения. Случай, когда X — 
кривая также доставляет существенные сложности и оконча­
тельный результат по этому поводу имеется в [192]. В этой ра­
боте ходжева структура индуцируется фильтрациями F и W 
на логарифмическом комплексе де Рама Qj (log D) ®T — под­
комплексом комплекса /*(Qi® c V), квазиизоморфного R/,V. 
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Фильтрация F описывается просто: она есть ограничение 
фильтрации, индуцированной (3.8) с помощью прямого образа: 
F? есть 

Рассмотрение весовой фильтрации W приводит к 12-когомо-
логиям (в современной трактовке это предшествовало смешан­
ной теории Ходжа). Для этого использовалась метрика Пуанка­
ре на X, то есть такая метрика, что на диске А лежащем в В 
имеется следующая асимптотика для Д*: 

r~2log~2r[dr2+(rdQ)2] в полярных координатах (т,8). 
Т е о р е м а 3.12. Пусть I" —кривая с метрикой Пуанкаре и V 

метризовано метрикой Ходжа. Тогда 
О 3*(2) (X, V) есть резольвента j\V. Следовательно, 

^ ( ^ / ^ - — Я ^ л ' . У ) 
дает поляризованную структуру Ходжа веса i + m. 

ii) Голоморфный L2 комплекс 

Q[2)(X, V)= Д. (Q~®CV) Г)2т
т(Х, V) 

есть также и резолвента j\V и фильтрация F (индуцирован­
ная (3.8)) на Н' (X, у#V) есть фильтрация Ходжа, возникаю­
щая из i). _ 

Ш) Q(2)(AT, V) есть подкомплекс комплекса Y-+\/Y, и вклю­
чение есть фильтрованный квазиизоморфизм относительно F. 

З а м е ч а н и е 3.13. Если задана асимптотика ходжевой нор­
мы (2.12)_ то комплекс Q-2(X, V) может быть явно описан в 
терминах весов локальной монодромии. На диске А с центром 
в точке из D он задается как (см. [192, (4.4)[]): 

Wm(Th>(dz/z)Wm^), 
где щ (Г) = {аеГ \ о ( 0 ) 6 W (0)}. 

Кратко, смешанная теория Ходжа получается так (ражен 
только случай 1 = 1). Первый нетривиальный весовой уровень 
HX(X,V) есть Hl(X,j\V). Остальное получается с помощью 
пределов Шмида смешанных структур Ходжа в точках D 
с помощью вычетов Q5 {logD)^T/V^" (см. [192, § 13] или § 7). 
Более того, имеет место 

П р е д л о ж е н и е 3.14 ([192, (15.5)]). Если VQ =Rmf*Q для 
некоторого гладкого проективного морфизма f: Z-+X, то сме­
шанная структура Ходжа на Н*(Х, VQ ) индуцирована смешан­
ной структурой Ходжа на #'+ m(Z, Q). 
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Доказательство теоремы 3.12 основано на асимптотике пор* 
мы Ходжа, которая следует из теоремы об SL (2)-орбите для 
одной переменной (теорема 2.11). Обобщение на многомерное X 
также возможно, ввиду наличия асимптотики нормы в случае 
нескольких переменных (предложение 2.18). Для этого, заме­
тим, что X допускает (необходимо полную) кэлерову метрику 
с особенностями Пуанкаре на D (см. [192, (3.2)]). 

Т е о р е м а 3.15 ([42], [117]). Пусть" X допускает кэлерову 
метрику с особенностями Пуанкаре на Z), V метризована 
метрикой Ходжа. Тогда &\ъ) (X4V) квазиизоморфен комплексу 
/С'(А\ V) извращенных в среднем коцепей. 

С л е д с т в и е 3.16. Wf(X9V)^H(2)(XfV) допускает ход-
•жеву структуру веса i-{-m. 

Комплекс 1С (X, V) из теоремы 3.15 квазиизоморфен 
«пучку Делиня» [88, II,- § 3J, который допускает следующее 
описание. 

Пусть D(k) = {z£D\z принадлежит» по крайней мере» А 
компонентам D), 

U(k) = X-D(k), jk:U(k)^U(k + l). 

Тогда X=U(it+\), где n = uimcX, X=U(l) ц j = jnojn^o^m 
• ..°/V Пучок Делиня есть 

T<n-iR/„* • • • T<IR/2* [^oR/ u V], 

Для доказательства теоремы 3.15 нужно показать, что на 
пунктированном полидиске Пуанкаре 

#(2) ((Д*У\ V ) « / # ' (А\ V). (ЗЛ2) 

В случае унипотентной локальной монодромии, правая часть 
допускает комбинаторное описание в терминах (коммутиру­
ющих) логарифмов монодромии Nj следующим образом. Для 
произвольного подмножества /с={1, ..., п} положим 

Получаем конечномерный комплекс K\V) дифференциалы кото­
рого—-суммы элементов 

для всех /67; где е,,/ равно 1 или —1 если / на нечётном или 
четном месте при упорядочении / в порядке возрастания. 
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Л е м м а 3.17. 

Доказательство (3.12) основано на оценке (2.18) нормы 
Ходжа и следствии того факта, что Nj задают нильпотентную 

п 
орбиту (определение 2.3). Пусть N=Nn^^Nr Определим 

/-* 
фильтрацию Wt на К (V) как 

где W — весовая фильтрация нильпотентного эндоморфизма N. 
Тогда справедливо 

П р е д л о ж е н и е 3.18 ([42], [1171). i) N:K'(V)^K'(NV) 
индуцирует нулевое отображение в когомологиях. 

(И) (^чистота»). Любой когомологический класс в H'(K'(V) 
имеет представителя в Wt0K'(V). 

Изоморфизм (3.12) следует из предложения 3.18 п), по­
скольку, по существу, Wt контролирует асимптотику интегранта 
в соответствующей /^-полунорме. 

Для построения подкомплекса ^ * в Q%(logD)®T можно 
использовать К'(V). 

На Л" корректно определен 

^ = {<p6Q]f (logD)®r:ResSj<t6№V}. (3.13) 

Теперь мы в состоянии предположить (см. [117, предложе­
ние 3.4.3]), что справедлива 

Г и п о т е з а 3.19. Комплекс 5** вместе с фильтрацией F, 
индуцированной (3.8) дополняет 1С' (J, VA) до когомологичес­
кого Л-комплекса Ходжа веса т так, что задаваемая им ходжева 
структура на 1Н*(Х9 V) совпадает с ходжевой структурой из 
следствия 3.16. 

Конструкция смешанной структуры Ходжа на Н'(Х, V) та­
кой, что F задано в (3.8), была установлена в [160] на основе 
техники смешанных модулей Ходжа [153] (см. § 4 и [116]). По­
пытка передоказать справедливость этой конструкции без ис­
пользования D-модулей — весьма правдоподобная — была пред­
принята в [75], Изоморфизм ._2-когомологий и когомологий пере­
сечения в следствии 3.16 привел к множеству аналогичных и 
результатов, и гипотез в других контекстах. Например, основ­
ным является следующий. Пусть X — комплексное проективное 
многообразие и X — множество его регулярных точек. Пусть за-

7—9279 97 



дано проективное вложение 

тогда можно рассмотреть метрику Фубини — Штуди на А", су­
жение которой на X дает кэлерову метрику. Класс этой мет­
рики является внутренним для X, в TOIM смысле, что ее асимп­
тотическое поведение в любой точке X зависит только от 
аналитического ростка X в этой точке. С другой[_ стороны,-
это— не полная метрика (кроме Случая, когда Х=Х), так что 
нельзя иадеятся на то* что для гармонических форм, представ­
ляющих £2--<огомологические классы (см. предложение 3.5), их 
(р, ^-компоненты ведут себя подобным образом. Чигер, Горец-
ки и Макферсон высказали следующую гипотезу. 

Г и п о т е з а 3.20 ([45]). Для проективного многообразия 
X с метрикой Фубини—-Штуди 

1) Н1й)(Х,С)^1Н\Х9С). 
ii) Ходжева структура индуцирована разложением L2 гармо­

нических форм. 
Изоморфизм i) здесь понимается в локальном смысле, как 

в теореме 3.15. Основой гипотезы служит то, что что-то должно 
индуцировать чистую структуру Ходжа на когомологиях пересе­
чения, поскольку аналогичное известно в характеристике р 
(см. [42] и [13, (5.3)]), а указанное выше — наиболее естествен­
ный для этого кандидат. Более того, Чигер установил аналог 
гипотезы 3.20 i) для римановых псевдомногообразий, метрика 
которых имеет конические особенности [43]. Это изучение было 
продолжено в [44], где было доказано утверждение ii) гипотезы 
3.20 для многообразий с (аналитическими) коническими осо­
бенностями. Утверждение для общих комплексных поверхностей 
рассматривалось в работах Хсианга и Пати [107] и Нагазе 
[134], [135]. 

Одним из путей избежания тяжелого вопроса о справедли­
вости (и) для неполной метрики является подход, основанный 
на замене метрики Фубини—Штуди на подходящую полную кэ­
лерову метрику • на X, для_которой справедливо i). Это было 
сделано в случае, когда X имеет изолированные особенности, 
в работах Сапера [163] и Озавы [137]. 

В некоторых специальных случаях X допускает естественную 
полную метрику. .Например, когда X — локально симметричес­
кое многообразие (фактор эрмитово-симметрического простран­
ства G/K по арифметически определенной подгруппе Г группы 
G без кручения), оно допускает метрику Бергмана. Пусть"V — 
локальная система, соответствующая конечномерному представ­
лению G, метризованная с помощью так называемого допусти­
мого внутреннего произведения. Пусть X* компактификация 
Бейли—Бореля —Сатаке пространства X, являющаяся-нормаль-
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Ным проективным многообразием. В [194, § 3] дана гипотеза ти­
па 3.16 для Х = Х*. Она была доказана двумя различными пу­
тями в работе Луенды [125] и Сапера и Стерна [164] см. также 
(199, II1J. Хотя мы и не обсуждаем здесь эти доказательства, 
следует отметить, что Луенда использовал некоторые результа­
ты о вариациях структуры Ходжа, приведенные в нашей работе. 
Локальная система V содержит «локально однородные» вариа­
ции структуры Ходжа [193]. Использование теоремы разложе­
ния (см. теорему 4.13) позволяет свести задачу к теореме о 
локальной чистоте (предложение 3.18 (и)) на хорошей (неко­
торой) резольвенте X*. 

В любом случае уместно спросить, насколько «правильна» 
^Ходжева структура, построенная с помощью £2-когомологий. 
Рассмотрим сначала случай, когда X имеет только изолирован­
ные особенности. Тогда известен изоморфизм 

(Н1(Х), при i </г, 
/Я'(Л)—-\нЧХ],при i>n9 (3.14) 

[im{Hn(X)-+JFin(X)}9 при i = n 

Теория Ходжа—Делиня (§ 1) дает априорную структуру Ходжа 
для правой части, эта структура, действительно, чистая и, оче­
видно, правильная. Метод сравнения Ь2-когомологий с этим 
случаем изложен в [197], где сравнение проведено для некото­
рых из указанных случаев. Для общих многообразий А' конст­
рукция, данная Морихико Саито, также правильная, посколь­
ку она обладает свойством совместимости. Для сравнения 
£2-когомологий с этой конструкцией нужно еще разработать со­
ответствующие методы. 

§ 4. D-модули и теория Ходжа 

Чтобы мотивировать появление D-модулей в теории Ходжа, 
рассмотрим теорию вариаций структур Ходжа с другой точки 
зрения. Напомним (§2), что для вещественно!! локалъшш си­
стемы VR па гладком комплексном многообразии А" варпапия 
структуры Ходжа веса ///, с объемлющей локальной сип омой 
VR есть убывающий фильтрация .«//'(F) голоморфного в- к гор­
ного расслоения У C.W-VR голоморфными векторными рас­
слоениями, обладающий следующими свойствами: 

(1) для любого хЦл' вещественное векторное пристрастно 
VR J X (слои в точке л*) имеете с фильтрацией, иидупирои niiiois 
£Fp(y), есть чистая структура Ходжа веса т\ 

(2) выполнено условие трансверсальности Гриффит* п (см. 
§ 2). 
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Напомним также, что поляризация вариации структур Ход­
жа над X есть (—1)т-симметричная билинейная форма S на 
локальной системе VR} индуцирующая поляризацию весовой 
яг-структуры Ходжа на каждом слое VRa. (см. § 2 по поводу де­
талей). 

Естественно возникает вопрос об обобщении этих условий 
яа случай, когда VR заменяется на вещественный конструктив­
ный пучок KR над X. В данном случае нужно искать что-то 
вроде «комплекса дифференциальных операторов порядка 1» 
(в смысле § 1), квазиизоморфного /CR®C, вместе с фильтраци­
ей. Группы гиперкогомологий Кя вместе с этой фильтрацией 
должны давать структуры Ходжа, по крайней мере, для ком­
пактного X. Более общо, желаемые объекты должны быть 
функториальными относительно взятия прямого образа для про­
ективного морфизма. Причина существования таких объектов 
связана с тем, что понятие чистого комплекса Делиня [68, II, 
§ 6.2] должно допускать аналог в нулевой характеристике, 

Например, предположим, что Z — римаиова поверхност ь 
SczX—конечное подмножество, £/:---А — 5—-его дополнение 
и (VR, ^ ( 3 0 ) —поляризованная вариация структуры Ходжа. 
Тогда голоморфный /Лкомплекс Цукера [192], обсуждавшийся 
в § 3, есть фильтрованный комплекс пучков Й(2)00» являющий­
ся резольвентой конструктивного пучка /^(Vc), где j\U~>X-~ 
включение. Цукер показал, что группы гиперкогомологий для 
£2(2)00 допускают естественные структуры Ходжа (см. § 3). 
Следовательно, /Лкомплекс является примером "разыскиваемых 
нами объектов. 

Причина рассмотрения пучка /*(Vc) как хорошего (в слу­
чае кривых- в обозначениях, введенных выше) заключается в 
том, что он не только конструктивен, но и (с точностью до сдви­
га) является извращенным пучком в смысле [15, § 4.0]. По­
скольку мы ищем аналог чистого комплекса Делипя, и так как 
чистые комплексы, по-существу, являются прямыми суммами 
сдвинутых извращенных пучков, более естественно рассматри­
вать извращенные пучки, а не конструктивные. В случае харак­
теристики р, /*(V) будет чистым, если сама V — чистая (см. 
следствие 1.8.9, ввиду коммутирования операции /. с двойст­
венностью Вердье); наоборот, извращенные пучки Щ*{У) и 
/[(V) не чистые, а только смешанные. 

Необходимость рассмотрения извращенных пучков вместо 
конструктивных была осознана после работы Каттани—Капла-
на—Шмида о вырождении структур Ходжа над базой высокой 
размерности [41], [42] (см. также § 2 и § 3). Эта работа исполь­
зовала L2 когомологии и когомологии пересечения, и комплекс 
пересечения 1СХ работы [88, II, § 3], описанный в § 3 для спе­
циального случая, является примером (конечно, наиболее важ­
ным) извращенного пучка. Однако, другой основной причиной 
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их введения являются D-модули. Даже сама теория вариации 
структуры Ходжа приводит к рассмотрению D-модулей. 

Чтобы пояснить эту точку зрения, обозначим через Dx пучок 
ростков голоморфных дифференциальных операторов на X (по­
нятие дифференциального оператора порядка г можно, напри­
мер, определить индукцией по г как в [15]). Пусть Dx(r) —под­
пучок дифференциальных операторов порядка <г. Следователь­
но, Dx(0)-~ Ох. (Левый) D--модуль Л есть пучок (левых) мо­
дулей над D-. 

Как обычно, имеется понятие когерентности для D^-модуля. 
Если D x сам когерентен, л когерентен в том и только том 
случае, если он допускает локально свободное представление 

Dx-+Dx-+Л^0. 
Для таких когерентных Л существует, по крайней мере, ло* 
кально, хорошая фильтрация 

Л= 1}Лп; 

это означает, что каждый Лп есть когерентный О^-модуль, 
Ъх(1)ЛпаЛп+1 (4.1) 

и 
для /гХ) в (4.1)—равенство. (4.2) 

Такая фильтрация легко строится локально на X. Выберем 
когерентный О^-модмодуль Л0 модуля Л, порождающий Л0 
над Dx и положим Л{ = Вх(1)-Лъ для />0 . Это дает хорошую 
фильтрацию Л. Фильтрованный D-модуль есть D-модуль, снаб­
женный хорошей фильтрацией. 

Хорошо известно, что D^-модуль Л когерентен в том и толь­
ко том случае, если он является пучком ростков сечений голо­
морфного векторного расслоения F , снабженного интегрируе-
ной связностью V : Т-^£1Х

Х®Т\ действие голоморфного вектор­
ного поля \ на Djr-модуль задается с помощью V6. Допустим 
теперь, что ^-ассоциировано с вариацией структур Ходжа и 
обозначим через 0ГР{Т) соответствующую фильтрацию Ходжа. 
Пусть Лп — пучок ростков сечений ЗГ~п(Т). Тогда определена 
хорошая фильтрация Л, поскольку (4.1) эквивалентно условию 
трансверсальности Гриффитса. 

Ввиду того, что фильтрованные D^-модули возникают опи­
санным путем из вариаций структур Ходжа, они дают естест­
венные основания для определения понятия «извращенной вари­
ации структур Ходжа», к которому мы еще вернемся. Для мо­
тивировки, необходимо напомнить понятие «соответствия Рима-
на—Гильберта», дающего эквивалентность категории голоном-
ных Djr-модулей с регулярными особенностями и категории из­
вращенных пучков над X. Напомним сначала, что для когерент-
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ного Dx-модуля Ж, характеристическое многообразие Ch(Jt) — 
корректно определенное коническое комплексно-аналитическое 
подмногообразие кокасательного расслоения Т*Х. В соответст­
вии с теоремой Бернштейна [28], Ch(jf) имеет размерность, по 
крайней мере, n = dimX1 если Ж не нулевой. 

О п р е д е л е н и е 4.1. Когерентный Djf-модуль Ж называет­
ся голономным, если 

dim Ch( i#)<X 
Напомним теперь, как получается конструктивный комплекс 

(приводящий к извращенному пучку) исходя комплекса де Ра­
ма голономного Dx-модуля Ж. Этот комплекс де Рама 
DR(jf) есть комплекс пучков 

ж-+ахх®ж-+&*х®<л...-+&х®ж, 
где 0>х®Ж берется в степени j — ti. Дифференциал d легко 
описывается в локальных координатах (zu...,zn): 

п г) 
d (О)®Й) = 2 (dziЛоз)® TzT и. 

/= i 

для дифференциальной формы о и сечения и модуля Ж. 
Например, если Ж когерентен, то DR(jf)—голоморфный 

комплекс де Рама соответствующей локальной системы, сдвину­
тый на п шагов влево. В общем случае справедливо следующая 

Т е о р е м а 4.2. Для любого голономного Ох-модуля Ж-кои-
плекс DR(jf) есть извращенный пучок над X. 

Это было, в основном, доказано Касиварой, приблизительно 
в 1974 г. [109], хотя понятие «извращенного пучка» было вве­
дено через несколько лет А. А. Бейлинсоном, Бернштейном и 
Делинем [15, § 4.0]. Мы отсылаем читателя к этой фундамен­
тальной статье по поводу теории. 

О п р е д е л е н и е 4.3. Комплекс пучков С-векторных про 
странств К' над X называется извращенным, если 

(1) пучки когомологий Ж}{К) конструктивны и их носители 
имеют размерность не более — у; 

(2) когомологические пучки 2e/(D{K')) двойственного по 
Вердье комплекса 

D(K'):R^Homx(K\Cx[2n]) 
также имеют носители размерности не более —/. 

Обозначим через Perv(Cx) категорию извращенных пучков 
комплексных векторных пространств с точностью до квазиизо­
морфизмов (см. [15, § 4.0] по поводу точного определения в тер­
минах приведенных категорий). 

Любой объект категории Perv (Cx) имеет конечную длину 
(по крайней мере, локально над X). Неприводимыми объектами 



являются комплексы пересечения /С,(У) для неприводимого 
замкнутого аналитического подмногообразия ZczX и неприводи­
мой локальной системы V над открытым по Зарисскому под­
множеством в Z. 

По построению, категория Perv(Cx) допускает антиинво­
люцию К ->D(K).' Соответствующая инволюция в категории 
голоыомных jDx-модулей задается как 

См. [109] и [28] по поводу этой двойственности. Отметим только 
здесь, что тензорное произведение с Qn(X)®-1 переводит правый 
D...V-модуль в левый D^-модуль. 

Как и в одномерном случае, существует много В^-модулей 
с одним и тем же комплексом де Рама. Поэтому для получения 
эквивалентности категорий нужно ограничиться специальным 
классом голоиомных DA--модулей. 

О п р е д е л е н и е 4.4 Пусть Ж — голономный В--модуль. 
Пусть Z—замкнутое аналитическое подмногообразие Х и Л — 
соответствующий пучок идеалов в (Ух. Говорят, что Ж имеет 
регулярные особенности на Z, если естественное отображение 
комплексов пучков 

DR(Rr[z](^))->Rr(DR(^)) 
есть изоморфизм, где 

Щц(Ж):^ПтКНотах (Ох/^Ж) 
— приведенный функтор функтора T[z] алгебраической геомет­
рии [170]. Это комплекс О^-модулей с голономными пучками 
когомологий, по теореме Касивары [110]. ^называется голонож-
яым DA--модулем с регулярными особенностями, если он имеет 
регулярные "особенности на любом замкнутом подмногообразии 
Z в X. 

Это определение принадлежит Рамису [140], Оно, по-сущест-
ву означает, что когомологий комплекса де Рама для Ж с но­
сителями в Z могут быть найдены как комплекс де Рама ком­
плекса алгебраических локальных когомологий Ж на Z. 

Т е о р е м а 4.5 (Соответствие Римана—Гильберта). Функ­
тор Ж^ВЯ(Ж) дает эквивалентность категории голономных 
Dx-модулей с регулярными особенностями и категории 
Perv (Сх) извращенных пучков комплексных векторных прост­
ранств над X. 

Эта теорема принадлежит Мебкхуту [128], [129], Касиваре и 
Каваи [115]. На самом деле эти авторы доказали более сильную 
теорему, дающую эквивалентность приведенных категорий. 

Существует точное соответствие между операциями на Dx-
модулях и операциями на извращенных пучках. Например, ее-
л н у.х-+ Y — собственное комплексно-аналитическое отображе-
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ние комплексно-аналитических многообразий, то для голоном-
ного Djr-модуля Ж Касивара определил [110] комплекс IfJt Dy-
модулей, пучки когомологий которых ^(S/M) голономны. Он 
определяется для d=dimX—dim Y следующим образом: 

где DY+.x —пучок (/~](Dy), Вх)-бимодулей (по нашему согла­
шению, первое кольцо действует слева, второе- справа). 
Ьу^х равен / * (Dy)®^ ©х/у (где шх//:«о)л-®/* (омО^"1 и 
операция тензорного произведения с этим линейным расслое­
нием приводит к преобразованию (Dxf f^1 (Ву))-6имолуля 
в (/-'(Dr), Вабимо дуль). 

Эта конструкция может быть конкретизирована в случае, 
когда / — замкнутая иммерсия (если (г, ..., 2d) —голоморфные 
функции, производные которых порождают конормальное рас­
слоение JFX/Y, то 

\м^Ж\гъ ...,srfJ[dj) 
f J 

и в случае, когда / — гладкое отображение (тогда у Ж ечть 
образ при R/* «относительного комплекса де Рама DR/jff)**)-
Мы отсылаем читателя к [28], [115], [128] по поводу доказа­
тельства того, что комплекс де Рама для \ж изоморфен 
R/*(DR(v#)), следовательно» комплекс де Рама для 

\Ж:=Ж1\\Ж\ изоморфен /-тому извращенному пучку кого» 
f К} I 
мологий ЖЬ (R/# DR (*#)). Заметим, в частности, что в случае, 
когда К—точка, векторное пространство Н]\\м\ есть у-тая 
группа гиперкогомологий HJ(X, DR (,//)-

Существует также операция обратного образа па I).v-моду­
лях, соответствующая операции обратного образа для прира­
щенных пучков, мы отсылаем к [129] по поводу обсуждения 
«шести операций Гротендика» для 0,т-модулеп (см. такжг [2Н|), 
Далее мы опишем О^-модуль, соответствующий функтору \\- ис­
чезающего цикла Гротендика и Делпня [171], который попало 
бится нам для изложения конструкции М. Саито. 

Оператор прямого образа MjSf может быть продолжен до 
операции над голономными D-модулями с хорошей фильтраци­
ей. Это было впервые замечено Брылииски [32] и точно сформу 
лировано Ломоном [120]. 

П р е д л о ж е н и е и определение 4.6. Пусть f:X-*¥—* 
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собственное отображение и Ж — голономный В--модуль с хо­
рошей фильтрацией (Жп). Положим d: = dimX~-dim У и опре­
делим подпучок {1/Ж)п пучка 

\jt:~RWfUr^J[\ 

следующим образом: 
(1) если /—замкнутая иммерсия, то 

\f Jn *+/<л \ DX J 
(2) если / — гладкое отображение, то 

где образ относится к отображению, . индуцированному "на 
R i+rf/*( ) включением пучков, а Ъу«.х{1): = /*фг (1)®<*X/Y); 

(3) В общем случае / представляется как суперпозиция 
гладкого отображения и замкнутой иммерсии и фильтрация 

\]Ж I определяется за два шага. 

Тогда \\ж\ ^сть хорошая фильтрация на Dy-модуле \ж* 
Заметим, что этот процесс дает фильтрацию приведенного 

тензорного произведения Dy+x ® Ж до применения функтора 
прямого образа R/*. В частности, получаем фильтрацию 
комплекса де Рама для Ж подкомплексами 

(DR (Ж))п: « •. .Я]х®ЖпЧ^й{+1®Жп^г... . 
Беря глобальные когомологии, получаем фильтрацию 
№(Х, DR(JT)), описанную в 4.6. См. [32]. 

Идея Брылински состояла в определении для любого ком­
плексно-аналитического многообразия X некоторой категории 
голономных Djr-модулей с регулярными особенностями, снаб­
женных хорошей фильтрацией. Должна быть определена также 
операция прямого образа / / для проективного морфизма f, где 
I / определено в определении 4.6. В случае точки, фильтрован­
ный D-модуль есть фильтрованное векторное пространство и 
условие состоит в том, что фильтрация дает ходжеву структуру. 

Рассмотрим теперь вопрос о том, каким образом устойчи­
вость искомой категории относительно прямого образа приводит 
к ходжевым структурам на группах гиперкогомологий. Пусть 
{Ж, (Ж)п) —объект нашей гипотетической категории фильтро-
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ванных В--модулей. Допустим, что X проективно и пусть 
р : X-^-pt. Тогда Sv

j(<M) —фильтрованное векторное пространст­
во. Поскольку предполагается, что оно принадлежит нашей ка­
тегории относительно точки, оно допускает структуру Ходжа. 

Предположим, например, что Л имеет комплекс де Рама, 
совпадающий с комплексом пересечений 1СЖ подмногообразия 
Z в X. Тогда, в соответствии с гипотезой Чигера, Горецки и 
Макферсона [45] (см. гипотезу 3.20), существует чистая струк­
тура Ходжа на глобальных когомологиях пересечения для Z 
(если Z проективно). Поэтому, конкретно, мы должны найти 
хорошую фильтрацию JK, такую, что индуцированная фильтра­
ция на глобальных когомологиях комплекса DR(.v#) есть филь­
трация Ходжа этой структуры Ходжа. 

Этот поиск устойчивости относительно прямого образа для 
проективных морфизмов может быть использован как способ 
построения правильных фильтраций голономных D-модулей. 
Вернемся, например, к поляризованной вариации структур Ход­
жа ( V R , £ГР{Т)). Как мы видели в начале этого параграфа, 
имеется естественная хорошая фильтрация (Л)п пучка Ж рост­
ков сечений Т. Если X проективно, то Делинь доказал, что это 
дает ходжеву фильтрацию для поляризованной ходжевой струк­
туры на глобальных гомологиях DR(^#)^Fc (предложение 
3.7). Следовательно, можно быть уверенным в существовании 
правильного понятия хорошей фильтрации. 

Все это дает основания для следующей гипотезы Бры-
лински. 

Г и п о т е з а 4.7 [32]. Существует естественно определенная 
фильтрация на комплексах пересечений (с твисторными коэф­
фициентами), которая индуцирует чистые ходжевы структуры 
на глобальных когомологиях. 

В некотором смысле эта гипотеза сформулирована М. Саито. 
Брылински дал точное определение хорошей фильтрации, осно­
ванное на микролокальной теории псевдодифференциальных си­
стем с регулярными особенностями, введенными Касиварой и 
Каваи [115]. Такая фильтрация — правильная для базы X раз­
мерности один, в этом случае фильтрованный комплекс де Рама 
голономного В--модуля с комплексом де Рама /*(V) для поля­
ризованной вариации V структуры Ходжа над открытым мно­
жеством U-+X фильтрованно квазиизоморфен голоморфному 
/Лкомплексу Цукера Q"(2)(V). 

Брылински показал, что эта фильтрация обладает многими 
хорошими свойствами во многих примерах [32], однако с ней 
очень трудно работать и ее вычислять. Более того, М. Саито 
построил контрпример, показывающий, что эта фильтрация не 
является правильной в общей ситуации! [149, § 5]. 

М. Саито пошел по другому пути для определения категории 
МН(Х, п) чистых модулей Ходжа веса п на комплексном мно­
гообразии X. Основа его подхода содержится в объемной статье 
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£1*59]. Сводка результатов приведена в £152]. М. Саито сначала 
ввел категорию MFn(Bx) фильтрованных В--модулей (Ж, F) 
(фильтрация обозначается через Fn{J()nbi), где Ж — голоном-
ный модуль с регулярными особенностями и фильтрация — хо­
рошая. Морфизмами в этой категории являются Dj-линейные 
отображения, сохраняющие фильтрацию. Эта категория — точ­
ная, если определять в ней точные короткие последовательно­
сти, как точные последовательности объемлющих 0--модулей-
в которых морфизмы строго совместимы с фильтрациями. 

Поскольку желательно обобщение вариаций структуры Ход­
жа, то необходима вещественная структура на извращенном 
пучке DR(«#). Более общо, если А — подполе R (например, Q), 
то имеется категория Perv (Ах) Л-извращенных пучков над X, 
которая отображается на Perv(C-) «подъемом скаляров». 

Затем М. Саито определил [152], [159] MFh(Dx, А) как рас­
слоенное произведение категорий MFh(Bx) и Perv (Ах) над 
Perv(Cx); так что объект категории MFh(Dx, А) есть четверка 
(Ж, F, К, а), где (Ж, F) —фильтрованный голономный DX-MO-
дуль с регулярными особенностями, К — А-извращенный пучок 
над Ху а —изоморфизм, а : DR(Jf)-^/C®C. Обычно а опускает­
ся в обозначениях, «/г-тый твистор Тейта» {Ж, i7, К) (п) опре­
делялся как [Л, F{n\ К(п))> где F{n\=FK.n и К{п) = (2ni)riK. 
Можно также определить двойственный к (Ж, F, К)9— 
найти фильтрацию на двойственном модуле Ж* и использовать 
свободную фильтрованную резольвенту Ж как в [32]. 

Кроме этой категории MFh(DXj A) M. Саито определил пол­
ную подкатегорию МН(Х, п) —категорию модулей Ходжа ее-
са п. Она определяется индукцией по размерности X. Решаю­
щий шаг индукции включает в себя рассмотрение «пучка почти 
циклов» i)g(K) и «пучка исчезающих циклов» у8(К) для кон­
структивного комплекса пучков К над X и непостоянной голо­
морфной функции g на X. Они представляют собой конструктив­
ные комплексы пучков над g~l(0), и были введены и изучены в 
[171] (см. также определение 2.21). 

П р е д л о ж е н и е 4.8. (Габбер, см. [33]). Пусть g:X-^-C — 
непостоянная голоморфная функция. Если К' — извращенный 
пучок над X, то %(К)[—1] и <р,(/С)[— 1] — извращенные пучки 
•над g-1 (С -̂

Ладим далее конструкцию функторов ар и ср на уровне голо-
номных D-модулей. Она принадлежит Мальгранжу [126] в слу­
чае бх и Касиваре [112] —для общих голономных Ьх-модулей 
Ж с регулярными особенностями. Вкладывая X в ХХС с по­
мощью отображения х*-»(х9 g{x)), можно заменить g на проек­
цию на второй сомножитель АХС-^С. Поэтому можно считать, 
что g — гладкое. 

Если ^ — гладко, то XQ: = g~~](0) — гладкая гиперповерх­
ность. V-фильтрация Касивары — Малъгранжа определяется 
сначала на пучке ' Dx—это есть возрастающая фильтрация 
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(VV-Dx), индексированная agQ. Пусть I х0 — пучок идеалов АГ0, 
Тогда 

В частности, К а О х ^ Л х - для * = [«]. Локально можно счи­
тать, что Z==-=.X0XC, тогда t/*Dx порождается как Вх0-модуль 
элементами 

fiHf* *-!>-*• 
Пусть теперь Jf — когерентный В--модуль. Тогда существу­

ет не более одной фильтрации {Уа{Ж))^х, пронумерованной 
рациональными числами, такой, что 

(1) (J Va(M) = M и любой l/a(M) — когерентный V0(DX)-
agQ 

модуль; 
(2) (ViDx)(Va(M))czVa+i (М) для всех a6Q и *6Z; более 

того, включение g>Va(M)c:Va-Y(M) есть равенство при а < 0 
(3) для всех а действие g-~; + a на Gr£/W нильпотентно 

Здесь через d/dg обозначено произвольное векторное поле на X 
такое, что [д/dg, g]=l. Легко видеть [112], [159, лемма 3.1.2]* 
что если эта фильтрация V существует, то она единственна. Она 
называется рациональной V-фильтрацией. Касивара доказал,* 
что она существует, если Ж — голономный модуль с регулярны­
ми особенностями и монодромия DR(jf) квазиунипотентна [129].. 

О п р е д е л е н и е 4.9 (М. Саито, [159, § 3.2]). Пусть (Жг 
F) — фильтрованный D^-модуль. Говорят, что (Ж, F) квазиуни-
потентен и регулярен на Х0у если рациональная У-фильтрация 
существует и выполнены следующие условия совместимости 
V и F: 

(а) g(FvV^)=FvV^xM, a < l ; 
и 

(Ь) ^ О Д О ^ ^ a>0. 
Построения М. Саито требовали функтора «почти циклов» 

{Ж, Fy К) ^^8{Ж, F, К) и функтора «исчезающих циклов» 
(Ж, F, К) ^<Ря(Ж, F, К) на уровне фильтрованных D-модулей. 

К о н с т р у к ц и я 4.10. Для (jf, F, К), что и выше, 
%(ж, Ff ку.^^е^р^ж, F), v n - ij), 

<P,.i<-*. F, K): = (Qr?(*9 F[-l], Vg9iK[-l]). 

Отображение сапг-ф-^ф^ индуцировано и отображение 
dg 

Van ф -̂,1->'ф-,1 (—1) индуцировано g. 



Эта конструкция приспосабливает на случай фильтрованных 
Ю-модулей построения Мальгранжа [126] и Касивары [112]. 

М. Саито доказал, что (см. [159, лемма 5.1.4]) следующие 
два условия эквивалентны для квазиунипотентной и регулярной 
вдоль X0 = g~l(Q) тройки {Ж, F, К). 

(I) В категории ~MFh(Dx, Л), <рх(Ж) разлагается в пря­
мую сумму ker(Var) и Im(can); 

(II) В MFh(DX9 А) имеется разложение 

(Ж, F, К') = (ЖЪ Fu К\ЫЖЪ F2 , К-2), 

где Ж% имеет носитель в Я~0, а Жъ Fv K\ не имеют субъек 
тов или фактор объектов с носителями в Х0. 

Наконец, мы можем вернуться к индуктивному определению 
[159, § 5.1] полной подкатегории МН(Х, Л, п) в MFh(Dx, А) чис­
тых модулей Ходжа веса п. Во-первых, пусть MFh(Dx, Л){0) — 
полная подкатегория MFh(Dx, Л), объекты которой удовлетво­
ряют (I) или (II) для произвольной g, Тогда МН(Х7 Л, п) есть 
наибольшая полная подкатегория MFh(Dx, Л)(0), для которой 
выполнены следующие два условия: 

(1) Объект МН(Х, Л, п) с носителем {%} имеет вид (Ж, F, 
К)=и(Нс, F, # А ) ДЛЯ включения i :{х}<^ л, где (#С, F, ЯА) — 
чистая Л-структура Ходжа веса п с возрастающей фильтрацией 

(2) Если (Жу F, К) принадлежит МН(Х, А, /г), то для лю­
бой непостоянной голоморфной функции g для весовой фильтра­
ции W монодромии, сдвинутой на п—1 имеем: 

Q r f ^ ( J T , F, K)GMH(X, Л, i) 

для всех /6Z, и такое же условие выполнено для Grfcp-.i (J » 

Это завершает определение категории МП {л, А, /г). За­
метим, что фильтрация F объекта Ж категории МН(Х, А, п) 
определяется ее сужением на открытое множество £=£0, 
пересекающееся с носителем любого прймого фактора Ж. 
В [159, 3.2.2.1—3.2.2.21 показано, что 

Fp (Ж)- 2 (£ ) ' <У<** П JJmF^t (*)). 
где / : X— Х0^Х—включение. 

Для неприводимого замкнутого аналитического подмногооб­
разия Z в X полная подкатегория MHZ(X, А, п) в MF(X, А, п) 
определяется следующим образом: объект (Ж, F, К) принадле­
жит MHz(X, А, п) в том и только том случае, если он имеет 
носитель Z и не допускает субобъектов или факторобъектов 
со строго меньшими носителями. Говорят, что (Ж, F, К) имеет 
носитель строго равный Z в этом случае. Объект в 
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MHZ(X, A, n) называется «чистым модулем Ходжа веса п» со 
строгим носителем Z [159, 5.1.3]. 

П р е д л о ж е н и е 4.11 [159, предложение 5.1.6]. MHZ{X, А, п) 
и МН{Х,А, п) — абелевы категории. Имеет место разложение 

МН{Х\ А, л): = 0 MHZ(X\ А, п). 

Любой морфизм в этих категориях —строгий относительно 
фильтрации F. Далее, эти подкатегории MFh(®x, А) устойчивы 
относительно операции прямого слагаемого. 

Как побочный результат при доказательстве предложения 
4.11 М. Саито получил достаточно много информации о почти 
циклах ipg(M, F, К). Логарифм N монодромии индуцирует изо­
морфизм в категории MFh(Bx, A): 

и морфизм вариации Vor крё,{(Л, F, K)-^g9\(Jtj F, К) есть 
строгий мономорфизм. 

Для получения результатов об устойчивости этих категорий 
относительно операции прямого образа, необходимо понятие 
«поляризации» модуля Ходжа (jf, F, К). Можно считать, что 
{Ж, F, К) принадлежит MHz(Xt А, п) для некоторого неприво­
димого Z. Поляризация, в соответствии с [159, 5.23], есть спа­
ривание S: К®к-+Ах[2п](—/г), удовлетворяющее условиям: 

PL Если г —каноническая' инволюция К®К, то S*»/-*--
= (—l)nS, т. е. 5—-«(—1)п симметрично»; 

Р2. 5 рассматриваемое как морфизм из К в п-тый твпстор 
Тейта дуального извращенного пучка £)(/() — 
= RHom(/(, Ах[2п}) продолжается до изоморфизма между 
(Jt,FfK)(n)ED(J[,F,K); 

РЗ. Если Z = {x} и (Jf, F, K) = i*(Hc, F, Яд) для !:\х) -X 
и (Не, F, Ял) —Л-структуры Ходжа, то S = i^Sf для поляри­
зации S' этой структуры; 

Р4. Если dirnZ>0 и g-~~росток голоморфной функции в 
точке х с g(x)=0 и g не равен тождественно нулю п:\ Z, то 
для логарифма N монодромии двойственность 

GxLI+itl.v5o(Id® N*): PN Q r J l 1 + i ^ / r f - 1 f 0 

.есть .поляризация P"t№**_x+№gK[—l] для любого /. Здесь Рх 
обозначает примитивную часть относительно N. Здесь iwiuvur 
зуется автодуальность фильтрации W монодромии и то, что \\ 
коммутирует с двойственностью Вердье. По поводу деталей см. 
1.159J. 

После этих определений сформулируем первую основную 
теорему из [159]. 

Т е о р е м а 4.12.(М. Саито [159, теорема 5.3.2J). Пусти 
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/ : X-+Y— проективный морфизм гладких комплексно-аналити­
ческих многообразий и пусть / — первый класс Чженя относи­
тельно обильного линейного расслоения. Пусть (Jt, F, /C)G 
eMHz (Xt A, n) снабжено поляризацией 5. Тогда 

(1) комплекс \ ( j f , F) строгий и жЛ {Ж, F) принадлежит 

MH(Yi Л, n + i); f 

(2) справедлива трудная теорема Лефшеца: то есть Р: 

3$~j[\ {Ж, F, К)~М^{М, F, /<•)(/) есть изоморфизм; 
\f t 

(3) ( - l)(y-i). 2/#5o(id ® Vy.Pttm-iK) <g> РЛЖ-J'K) -+ 
->-Ay[2dim Л.Г](dim Y — n + j) есть поляризация с примитивной 
частью Р£(Ж*К) относительно /, 

Неявно в этом утверждении содержится утверждение о том, 
что операция прямого образа для f в контексте фильтрованных 
D-модулей (см. предложение 4.6) коммутирует с двойствен­
ностью. Заметим, что утверждение (1) теоремы в случае,, 
когда Y — точка, дает, что спектральная последовательность 

ЕР>* = НР+«(Х, QT^QDR(J[))^HP+«(X9 DR(jf)) 

вырождается в члене £.. Это может быть рассмотрено как 
обобщение аналогичного результата о вырождении Делиня, ко­
торый является центральным для его смешанной теории Ходжа 
(см., например, теорему 1.5). Он означает, что дифференциал 
комплекса строго совместим с фильтрацией F. 

Предыдущая теорема может быть полезной, если действи­
тельно построены объекты с поляризацией в категории 
MHZ(X, A, n).B этом направлении справедлива 

Т е о р е м а 4.13 {159, теорема 5.4.4.]. Пусть X — гладкое 
комплексно-аналитическое многообразие размерности d и 
(VA, JF, S) — поляризованная вариация ходжевых структур ве­
са п на X. Тогда соответствующий фильтрованный Рх-модуль 
есть смешанный модуль Ходжа веса п со строгим носителем X. 

Следуя [159], получаем несколько следствий: 
Т е о р е м а 4.14 ([159]). Теорема о разложении А. А. Бей-

линсоиа, Бернштейна, Делиня и Габера [15, теорема 6.2.5] спра­
ведлива для R/*(A'), где / — проективный морфизм, /С —объект 
категории Регу(Лх), содержащей модуль Ходжа на X. 

Т е о р е м а 4.15 ([158] и [159]). Пусть УА — поляризованная 
вариация структуры Ходжа веса п над открытым по Зарисско-
му подмножеством компактного кэлерова многообразия X. 
Тогда группы когомологий пересечения IHh(X, V) допускают 
поляризованные структуры Ходжа. В частности, поляризован­
ная структура Ходжа на IHh(X7 А) есть прямой фактор соот-

~" 1 
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ветствующей структуры Hh(X, А) для разрешения особенно­
стей X для X. 

Существование такой структуры Ходжа было высказано в 
качестве гипотезы Чигером, Горецки и Макферсоном [45] (гипо­
теза 3.20) 

М. Саито обобщил случай Ж^0Х теоремы 4.10 до следу­
ющего утверждения. 

Т е о р е м а 4.16. Пусть X — компактное кэлерово многообра­
зие и f:X-+Y — собственный морфизм. Тогда справедливо за­
ключение теоремы 4.13 для Со­

существует обильный запас модулей Ходжа, в соответствии 
со следующей теоремой. 

Т е о р е м а 4.17 ([155], [160]). Пусть / : U-+X — открытая 
иммерсия d-мерного гладкого алгебраического многообразия 
над С, такая, что D=X—U — дивизор с нормальными пересече­
ниями. Пусть V — поляризованная вариация ходжевой структу­
ры веса п на U такая, что VA имеет квазиунипотентную ло­
кальную монодромию. Для a6R пусть У - > а — расширение Де-
линя для Т до векторного расслоения над X, для которого V 
имеет полюс порядка ^ 1 и её вычеты на любой ветви D имеют 
спектр в (а, а+1] . 

Пусть D r̂-модуль Ж есть под-Вх-модуль j\Y, порожденный 
У%~1. Тогда DR(Jf) есть реализация 1С (A*, Vc). Зададим 
фильтрацию на Т>~1 с помощью FРТ>-17^У>-1 f]j\Fp(T) 
фильтрацию Ж с помощью Fp(J[):=2lFi(Dx)Fp^i(T^m-l)9 
Пусть К: = ЮШ(Х, VA). Тогда (Ж, / \ ДГ)—модуль Ходжа над 
X веса d + n. Более того, спаривание S:K®K-+Qx( — n)(2d 
дает поляризацию (Ж, F, К)* 

С л е д с т в и е 4.18 ([160]). Пусть X — комплексное алгебра­
ическое многообразие, ZczX — замкнутое алгебраическое под­
многообразие. Подкатегория MHZ{X, Д /г), состоящая из по­
ляризованных модулей Ходжа, эквивалентна категории поляри­
зованных вариаций структуры Ходжа над открытым и по За-
рисскому гладкими, плотными подмножествами. 

М. Саито развил также теорию «смешанных модулей Ход­
жа» над комплексным алгебраическим подмногообразием X 
[153], [156], [157], [160]. Последние являются объектами кате­
гории МНМ (X) — полной подкатегории категории, объектами 
которой являются четвёрки (Ж, F, К; W), где (Ж, F)— 
фильтрованный D-модуль, ^ — извращенный пучок над R, 
a : DR {Ж) ^К® С — изоморфизм и W— пара фильтраций на 
Ж и К, совместимых с а. Для Ж из MUM(X) каждый 
Ст^(Ж) есть поляризованный модуль Ходжа веса /. Все 
стандартные функторы /., /*, /•, qg, qg,x ®, Horn определены для 
МНМ (—) и для приведенной категории комплексов смешанных 
модулей Ходжа. В частности, получается смешанная структура 
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Ходжа на гиперкогомологиях. Допустимые вариации смешан­
ной структуры Ходжа в смысле определения 7.2 принадлежат 
этой категории. 

М. Саито дал интересные приложения своей теории 
к исчезающим циклам. Пусть f\X-+ С — голоморфная функция 
на аналитическом пространстве X. Допустим, что ХаСп

9 
Об-Х", и что / продолжается до функции на'шаре в Сп. Пусть 
Ж (/; х) = Ве П Xt ~— слой Милнора для малого шара Ве, 
0<\Ц<ъ- Пусть ix:{x}^X— включение. Так как Н*(Х(/;х), Л) = 
— HJ(iltyf(Ax))9 то эта когомологическая группа снабжается 
естественной структурой Ходжа, ввиду функториальности 
МИМ(Х) относительно «ф я i*x. Аналогично, HJ

c(X(f; х), А) = 
= HJ(ix'$f(Ax)) имеет смешанную структуру Ходжа* кроме 
того, гомологии и когомологии Бореля —Мура слоя Милнора 
допускают смешанные структуры Ходжа. Все они совместимы 
со спариванием двойственности. Форма пересечения 

Ml(X(f; х), Л)®t f f - ' ( * ( / ; х)9 А)-+А(-п) 
является морфизмом смешанных структур Ходжа. 

Т е о р е м а 4.19 ([157, теорема 2.10]). Пусть X и А"0-= 
^ /" ' (О) имеют изолированные особенности в точке х. Обо­
значим через IC'Y (R) комплекс пересечения для X (с вещест­
венными коэффициентами). Тогда ICx(R) есть когомологический 
комплекс Ходжа и имеет место изоморфизм Gr^Hn(X(f; х), R )^ 
^L.®Lf градуированных ходжевых структур с действием 
нильпотентного эндоморфизма N степени — 2 такого, что Nk 

индуцирует изоморфизмы N*:Ln+k^Ln_k( — k) и Nk:Ln+l_k^ 
^L'{|Г Более того, для примитивной части PN относи­
тельно N, 

PNLn+k^Qt*-kir4;iCx(R)(-k), k>0, 
и 

p,vz;+^ ^>°-
Другое интересное приложение теории М. Саито связано с 

высшими вычетными спариваниями К. Саито [149]. Рассмотрим 
диаграмму комплексных многообразий с базовой точкой О: 

( Z , 0 ) - — - ~ (x,0) 

( 5 , 0 ) — - - ( Т , 0 ) 
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где я, q — субмерсии ,dimS-==/#, dimT = m-~ 1, dim A" ==# + /# 
и dimZ=n-\-m+U Пусть 6- (соответственно, б2) — голоморф­
ное векторное поле на 5 (соответственно, на Z) такое, что 
*Tl(0T) = {g£Os\bxg=O) и k^(0x)~={geOz\blg=Oh РЛ=ЬХ. 

Пусть 8—пучок алгебр Ли над 7\ определенный как 
g=={66jt;i5Derts|[61, S]=—0}. Тогда б—(̂ --свободный модуль 
ранга т. 

К. Саито определил гамильтонову сисргему F как голо­
морфную функцию F на Z такую, что F (0)==0 и bxF = \. 
Задаше F эквивалентно заданию сечения t для я с образом 
F~l(0) или заданию голоморфного отображения <р:(А", О)-»-
~>(S,0) такого, что q=noy и cp==/?oi. Пусть СаX— схема 
критических точек для <р. Существует естественный От гомо­
морфизм %->q*Gc сопоставляющий v элемент v-F\c. Если он 
биективен, то F называется универсальным развертыванием 
для f:=F\q„1{Qy Предположим, что / имеет изолированную 
особенность в 0. 

Выберем функцию tx на S такую, что d^t^^l и пусть 
Ft = tt~~F. Определим £7<?-модули ^{fk\ AgN, следующим 
образом. При k = 0 

^P^^Q^/dF.Adi^Q^lr) 
есть решетка Брискорна. Определим, по индукции, 5^^" 1 } : = 
-{oearjr^l Va.coe^"^}. Пусть rm:#$)-+<fmQF: = Q$fs-

естественное отображение. Пополнение 

есть, очевидно, g-модуль и 0т[[ЬГ1]]-ыюдуль. 
Определим первое вычетное отображение JF как невы­

рожденную ^--билинейную форму Jp'.q*&FXq*&F-+OTi 
JF (% (z, t') dzQA... Adzm % (г, P) dzQA... Adzn) = 

dF dF I 
dz0 ' #' ••' dzn J 

где «Res»—вычет Гротендика. (Здесь мы ввели координаты t 
на Г и (г ,* 7)- на Z.) 

Высшее вычетное спаривание К. Саито есть расширение J>. 
Оно определено на (микро)локализации n^2eF:==0T[[6r1]]® 
Ъп&рОтЦбГ1]]. 

:Resz/r 
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Т е о р е м а 4.20 (К. Саито, [149]). Существует ^-билиней­
ное отображение 

KF\JO$P X т£эвР+ От [[6Г1]], 
обладающее следующими свойствами: 

^1 ^^(^^У^)==:КР(Щ, щ)^, где <•*» обозначает формально 
сопряженный к псевдодифференциальному оператору. 

S ^ ( ^ i ^ 2 ) « ^ ( o l f P * ( u 2 ) « P / r ^ ( c o l f ©^ vp e c f r [[6Г1Ц. 
(3) 0 / C F K , ©2)—AV(e<olf <о2)+ *> (©! , 6со2) V669. 

(5)^ Ограничение У<> па я ^ ^ принимает значения 
в 6i n l0r[{ — 6l~l)]] и конгруэнтно JF(rW(—9 _),г<°>(—, —))' 
по модулю бГл""2. 

Существование этого высшего вычетного спаривания тесно 
связано с существованием «примитивной формы» и отображе­
ния периодов, которые также были изучены К. Саито. 

М. Саито связал высшее вычетное спаривание с автодуаль­
ностью на исчезающих циклах. Ограничимся случаем OY-модулей 
и высшим вычетиым спариванием относительно начала координат. 
Пусть Ж — D-модуль Гаусса — Манина для f: = F |—.1(0) с фильтра­
цией (/МО. Тогда Р\п {Ж) — решетка Брискорна. Далее» 
высшее вычетное спаривание индуцирует точное спаривание 

С точностью до знака, это спаривание отождествляется со спа­
риванием естественным и точным на %СхВ!ЯНп (X(f; x), Сд-), по­
строенным М. Саито [157, § 2.7]. Это дает топологическую ин­
терпретацию высшего вычетного спаривания. 

§ 5. Когомологии Делиня—Бейлинсона 

Следуя А. А. Бейлинсону, мотивировать определение кого­
мологических групп Hcp(X,Z(j)) для собственного алгебраи­
ческого многообразия X над С можно следующим образом. 
Напомним сначала, что для неприводимого алгебраического 
подмногообразия ZdX коразмерности j в А* когомологиче­
ский класс cz в H2J(X, С) допускает два уточнения: 

(1) класс cZtH в FJ{H*t(X,C))~H*f(X9FJ)9 где F' = 
^FJ (ilx) —усечение (*troncation beteo) голоморфного комплек­
са де Рама £&; оно отражает тот факт, что cz—-фильтрация 
Ходжа >У; 
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(2) класс cZiB в H2J (лГ, Z (/)) отображающийся в cz включе­
нием Z(J)^C; он отражает целочисленность cz. 

Следовательно, естественно рассмотреть расслоенное произ­
ведение Н*(Х, Р") и Н*{Х, Z(/)) над Н2*(Х, С). Делинь постро­
ил эту конструкцию на уровне комплексов пучков (см. книгу 
[147]). Напомним, что расслоенное произведение —это ядро мор­
физма, и ядро морфизма комплексов совпадает с конусом этого 
морфизма, сдвинутым вправо на 1, в случае, когда он суръекти-
вен. Следовательно, для /£Z и подкольца А в R Делинь опреде­
лил комплекс пучков А (/) %> над X как 

А(Л^сопе(Р1®Ли)^&х)1~-Ц. (5.1) 
Для /-^0 рассматриваемый морфизм суръективен, поэтому 
A(i) & совпадает с ядром, которое изоморфно АЦ). Для / > 0 
комплекс А(])ф квазиизоморфен комплексу пучков 

O+AfJ^Ox^Qx-» • • • -^х"1. (5.2) 
О п р е д е л е н и е 5.1. Группами когомологай Делиня 

НЧф (X, А (у)) называются гиперкогомологии комплекса пучков 
А{])ю, т. е. 

Hb(X,A(j))-H4X\A(j)3). 
Аналогично определяются' когомологические группы Делиня 
с носителями в замкнутом подмножестве У в А\ обозначаемые 
через H$tSD(XfAU)). 

Непосредственно из определения следует, что комплексы 
^И)з> и> следовательно, когомологические группы Делиня, 
функториальны относительно алгебраических отображений. 

Из построения ясно, что комплекс пучков A(j)@> допускает 
разложение в различающий треугольник 

--.A(J)g>-*AU)®FJ-+Qm
x-*A(j)2>m.-~ (5*3) 

Поэтому справедлина длинная точная последовательность 
групп 

...н% (A, A<J))-+H*(л, А(Л)е™*(А; С)^Н«(Х, С)+ 

->H$l(X,A(j))... (5.4) 
и аналогичная точная последовательность для когомологиче­
ских групп с носителями в замкнутом подмножестве. 

Отметим, что А(0)ф квазиизоморфен А и А(\)^ изоморфен 
Ох/А (!)[•— 1], поэтому Z(l)^> квазиизоморфен 0*х[—\\ш 

П р е д л о ж е н и е 5.2 (Делинь, см. [77, § 2}). Для алге­
браического подмногообразия Z в X чистой коразмерности р 
существует канонический когомологический класс c3>(Z) в 
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Н£ю(Х,Х{р)), отображающийся в класс «Беттю для Z в 
Н*£ X, Ъ (р)) и в класс «Ходжа* для Z в Н2£ (X, FP). 

Д о к а з а т е л ь с т в о - В построенной выше точной после­
довательности группа Н\р~х (А', С) — нулевая, по соображениям 
размерности. Следовательно, Н2£ {X, Z (р)̂ >) равна расслоен­
ному произведению Н2£ (X, Z (/?)) и Н%р (X, FP) над Н2£ (А\ С). 
Поэтому, существование класса с^ (Z), удовлетворяющего 
нужным условиям, следует из того обстоятельства, что класс 
Беттиикла^с Ходжа имеют один и тот же образ в Н2£(Х, С). 

З а м е ч а н и е 5.3. Конструкцию класса Ходжа для Z (для 
ходжевых когомологий с носителями в Z) можно найти в [69]. 

Этот ход рассуждений можно обобщить на класс когомоло-
гий алгебраических циклов коразмерности р. Расширяя носи-
тель, получаем канонический класс в HOD (X, Z(p)). В случае* 
если «у гомологичен нулю, он связан с классом для «у в про­
межуточном якобиане Гриффитса 1р — Н2р~1(Х, C)/H2p~l(Xf Z) + 
+FpH2p~l(X, С) следующим образом. Существует треугольник в 
приведенной категории: 

Z(p) [_ Ц^й/FP [- 1J-*Z (р)®-*! (р). (5.5) 

Он индуцирует длинную точную последовательность 

. . .H*-l(X,Z(p))-»H<r*(X, C)/FPH^1 (X, С)-+ 

-+ н% (х, г (р)) -+ н* (х, г (р))... (5.6) 
Поэтому ядро отображения Н9д> {X, Z (р))~*-Нд (X, Z (/?)) изо­
морфно JP. 

П р е д л о ж е н и е 5.4 (Делинь, см. [19], [77], [78]). Если 
цикл ч коразмерности р гомологичен нулю, то когомологический 
класс в Ур, полученный из когомологий Делиня, совпадает с 
классом, построенным Гриффитсом с помощью отображения 
Абеля—Якоби. 

Упомянем об одном примере приложения когомологий Де­
линя к алгебраическим циклам, принадлежащим Эл Зейну и 
Цукеру [77]. Пусть / : Х-^Д — проективный морфизм, где X 
гладко, а / гладко в пунктированном диске А*. Пусть Х* = 
•^/"1(Л*). Пусть Z —алгебраический цикл коразмерности k в X 
такой, что его класс в Н2к(Х*\ Z) равен нулю. Тогда класс 
Гриффитса цикла в каждой точке А* может быть рассмотрен 
как сечение пучка 
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й-того промежуточного якобиана, где для комплекса /С, 
cfc(K) обозначает фактор К' по его А-тому усечению («tron-
' cation bete», см. § 1). Этот пучок допускает естественное рас­
ширение над А, именно 

R2k~lf*Vk (Qi/д (log D)/lm R**~lfJ.. 
'Работая с относительными когомологиями Делиня, Эл Зейн и 
Цукер показали, что сечения этого пучка над А* продолжают­
ся на А. Этот результат означает, что «нормальные функции» 
могут быть продолжены в начало координат. 

Рассмотрим теперь замечательную конструкцию произведе­
ния A(j)g>®A{k)g)'+A(j^rk)g). Построения ниже принадле­
жат А. Бейлинсону [19]. Он определил произведение таким 
образом, что естественные отображения комплексов А(/)ф-> 
->Л(У) и А (/)&->FJ совместима с этим произведением (заме­
тим, что чашечное умножение отображает FJ®Fk в F^k). Это 
произведение есть в точности умножение vaiA(j)g)®A(k)£)-± 
~+A(j + k)@ для вещественного а, определенное следующим 
образом: 

- fj^fk-fjAft Для ffcF*, f&F*; 
afyaaA^ajakeA(J + k) для afiA(j), a£Fk; 

fjVa<ok = (—l)u**fjafjA<okt о ) ^ = ( 1 - а ) о) ;Л/ь 
ay-'a(D4 = (l--— а)йу(йл, Юу а̂аА==«ало)у 

для fjBFJ, fkGFk
9 afiA{j), akeF* и a>y, ©ЛбО". 

Предложение 5.5 ([19, § 1]) (1). Каждое wa есть мор-
физм комплексов; 

(2) Гомотопический класс ^>а не зависит от а и обозначает­
ся через w; 

(3) Умножение w ассоциативно и коммутативно с точностью 
до гомотонии; 

Класс (а, /) = (1, 1)6Л (О)^есть двусторонняя единица для ~\ 
З а м е ч а н и е 5.6. Аналогичная конструкция произведения 

основана на реализации (5.2) для АЦ)т. Она есть оригиналь­
ная конструкция Делиня [11], [19]. 

Блох [20] использовал когомологии Делиня для установле­
ния связи классов Чженя векторных расслоений над комплекс­
ным проективным многообразием, ассоциированными с пред­
ставлением фундаментальной группы, и классами Нигера-Си-
монса. Для формулировки его результата обозначим через 
CHh(X)homsiQ подгруппу группы Чжоу алгебраических циклов 
коразмерности k, состоящую из циклов, гомологичных нулю. 
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Пусть 0»:C#*(X)h(m.-W- отображение циклов Гриффитса, 
Заметим, что /" может быть естественно отождествлено с 
Я-*-.(Л., R)fH»-l(X, Ъ). 
HnP

Tnn°nL™n5'7 ( Б Л°ХР°' Т е ° р е м а ЗЛ-- ПУСТЬ ^-комплекс­
ное проективное многообразие и p:Jll/X){to}U(n) унитарное 
представление. Пусть #-соответствующее алгебраическое век­
торное расслоение над X. Для й>0 пусть скШвС1Р(Х) -клас­
сы Чженя в группе Чжоу коразмерности k. Пусть N-такое це­
лое, что цикл N-ch{&) гомологически тривиален. Тогда 

Ф*(Л^(|Т))--ЛГ.£(р), 

где £(р)6#-*--(*. П)1Н*->(Х, ^-(топологический) класс 
Чженя Нигера— Симонса [46] для локальных систем. 

По поводу обобщений теоремы 5.7, см. [178] и [198] Блохом 
были получены далее замечательные результаты в случае k=2 

Он использовал (многозначную) дилогарифмическую фущ-
ЦИЮ 

L2{x): = \\og{\~t)d~i 

для построения гомоморфизма е : ^(С)-^С®С*, где, для лю­
бого поля F, st(F) —ядро отображения F*+F*-+KU(F). Отоб­
ражение Е определяется как 

e(a):^[log(l—a) ®а]+[2тс i® exp(L2(#))]. 
Оказывается, что оно не зависит от ветви для log и L2. Имеет 
место коммутативная диаграмма 

О 
I 
+ 

.с*гя1*ыш с^с*_^с*'9 с * _ 0 

К 2 (С) 
• 
о 

из которой получается гомоморфизм Ф:^(С)->С*. 
Теорема 5.8 (Блох [20]) (1). Пусть В* —образ Ф. Тогда 

В* = Ф(М!(0.)) и, следовательно, счетно. 
(2) Пусть Ш — алгебраическое векторное расслоение, ассо­

циированное с локальной системой над X и N — положительное 
целое, такое, что алгебраический цикл N-c2(&) гомологически 
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тривиален. Тогда Ф2(М-с2(^)) принадлежит образу компози­
ции 

H*(Xt B*)-+H*(X, C*)~>/2(J). 

Блох впервые нашел регуляторное отображение /С2(̂ 0*->~ 
-+Н1(Х, С*) в случае, когда X — кривая [20], [22]. Им были 
найдены замечательные приложения, в частности, для дзета-
функции эллиптических кривых. Делинем была найдена интер­
претация этого регулятора в терминах линейного расслоения, 
снабженного связностью. Следующая теорема указывает на 
глубокую связь когомологий Делиня и итерированных интегра­
лов в смысле Чена. 

Те о рема 5,9 (А. А. Бейлинсон, Блох, Делинь [И, §1—2J) 
Пусть Х-— гладкое комплексно-аналитическое многообразие. 

(1) Нф(Х, 1(1)) изоморфна (У*Щ; 
(2) Н%(Х, Z(2)) изоморфна НЦК, 0X->QX){\), следова-

тельно, при i=--y — 1 — Нг{Х, 0*x-+Qx)\ 
dlog 

(3) Hl(X, 0^-^Ql
x) изоморфна группе изоморфных классов-

обратимых пучков над X снабженных связностью; 
(4) Спаривание H^(X9 К1))хН1

ю(Х, 1{\))-*Н%(Х, Z(2)>, 
следовательно, может быть рассмотрено как ассоциированное 
обратимым функциям / и g на X линейное расслоение со связ­
ностью (2?, v); 

(5) Кривизна линейного расслоения в (4) равна dlog(f)A 
Adlog(g); 

(6) Монодромия V на контуре "i в X равна 
ехР \2sti 

log (f) d log (g) - log g(p)^d log (f)\ 
У У 

где р — точка на у, а интегрирование производится по конту­
ру Y начиная с р\ 

(7) В случае, когда X— открытое подмножество римановой 
поверхности X и у—малый контур, окружающий точку q в 
Х—Х9 монодромия V на у равна символу Тейта (/, g)q. 

dlog 
З а м е ч а н и е 5.10. (1) Изоморфизм из Н1 ((?*х~+ Ql

x) в груп­
пу классов изоморфизмов линейного расслоения со связностью 
может быть построен явным образом (см. [22]): пусть (£/«)« — 
открытое покрытие X и hat0f*{Ua{\U^ ю-eQ (£/а)--1 -коцикл 

dlog 
этого покрытия с коэффициентами в ^->-й^ , то есть предпо­
ложим, что выполнено rflog(Aa,3)==o)a — щ на Ua\jUfr Тогда 
линейное расслоение 3? определяется следующим образом: его 
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сечениями на открытом множестве V являются семейства голо­
морфных функций /а на Ua таких, что fa = /ia,pfp на £/ari-V 
Связность V определяется следующим образом. Если локальное 
сечение о расслоения & задано семейством fa, то V(a) задает­
ся СеМеЙСТВОМ 1-форМ --fa+/a—-a. 

Легко видеть, что выражение 

[ log (/) d log (g) - log g (p) \d log ( /) 

по модулю 2JUZ не зависит от выбора ре^. 
Существование дилогарифмической функции тесно связано* 

с тривиальностью линейного расслоения со связностью, асо-
циированной с (/, 1—f). 

С л е д с т в и е 5.11 ([22]). Пусть X — гладкая алгебраичес­
кая кривая над С. Существует естественное отображение из 
К2(Х) в Н2д>(Х9 Z(2)), переводящее {/, g} в f^g. 

Мы отсылаем читателя к [141], [146] по поводу интерпретации 
Рамакришнана этого регулятора в терминах группы Гейзен-
берга. 

Когомологии Делиня, определенные выше для гладких ком-
плексно-аналитических многообразий, осмысленны для случая 
собственных алгебраических многообразий, но не для аффин­
ных. Например, Н1(Х, 2(\)з>) =0*(Х) —большая группа в этом: 
случае Поэтому А. А. Бейлинсон модифицировал конструкцию 
Делиня для гладких алгебраических многообразий, введя 
«условия роста» —типа условий, входящих в теорию Ходжа— 
Делиня. 

О п р е д е л е н и е 5.12 ([11], [78]). Пусть Х - г л а д к о е ква­
зипроективное комплексное алгебраическое многообразие иг 
X-i-X—хорошая компактификация с D: = #— X. Пусть Q* (log D) 
-—логарифмический комплекс де Рама—Делиня. Пусть F? — усе­
чение («troncation bete») комплекса (см, §1). 

Существует естественный изоморфизм Rj\A(p)-*Rj\&x и 
F®-+ftj\Qx комплексов пучков над X. Определим комплекс пуч­
ков А(р)& над X как 

Когомологии Делиня—Бейлинсона Н%(Х, А(р)) есть 
труппы гиперкогомологий Нф(Х> А(р))*=Н*(Х, А(р)ф). Они 
не зависят от выбора X и функториальны относительно алгеб­
раических отображений. 

Точная последовательность (5.4) легко обобщается на слу~ 
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чай когомологий Делиня—Бейлинсона. Для иллюстрации усло­
вий роста, отметим, что справедливо 

П р е д л о ж е н и е 5.13 ([78, предложение 2.12]). Пусть X — 
гладкое проективное комплексное алгебраическое многообразие. 

(1) /4 (л; А(1))={/енЧх, JJOX/A щул/ело (А\ 
fi>(logZ?))}; 

(2) Н&(Х9 Z(l)) канонически изоморфна группе обратимых 
регулярных функций на X. 

Легко доказать следующие результаты. 
П р е д л о ж е н и е 5.14 (1). Если алгебраический морфизм 

алгебраических гладких многообразий индуцирует изоморфизм 
в когомологиях с коэффициентами в Л, то он также индуцирует 
изоморфизм групп #"£>(—, Л(*)) . 

(2) Когомологий Делиня—Бейлинсона гомотопически инва­
риантны- в том смысле, что / /^(л" , А (/?)) изоморфна Н% (ХхА1, 
А(р)). 

Прежде чем обсудить конструкцию А. А. Бейлинсона характе­
ров Чженя со значениями в когомологиях Делиня — Бейлинсо­
на, необходимо обобщить эти когомологий на случай гладких 
симплициальных схем Х.=^(Хп)п^ы- Для этого, используем «ком-
пактификацию» А%А., где каждое Хпс~Хп есть хорошая ком-
пактификация. Можно реализовать комплекс Бейлинсона А(р)@) 
на Хт используя инъективную резольвенту пучка А (р) и 
комплекс пучков Й* над Хп. Можно добиться функториально-
сти этих комплексов относительно фасадных отображений X. 
Тогда комплексы Делиня —Бейлинсона над Хп организуются 
в симплициальный комплекс пучков над симплициальной схемой X. 
Беря инъектизные резольвенты и глобальные сечения, получаем 
симплициальный объект в категории комплексов абелеэых групп 
следовательно, двойной комплекс- Переходя к когомологиям, по­
лучаем когомологий Делиня —Бейлинсона Я^> (X, А{*)) (они не 
зависят от выбора компактификации). По поводу деталей см. [108]. 

Точная последовательность (5.6) обобщается на эту си­
туацию (с помощью смешанной теории Ходжа для симплици­
альных схем (теорема 1.14)). Для определения классов Чженя, 
необходимо рассмотреть симплициальную схему В GL(N, С), 
которая является классифицирующим пространством для ал­
гебраической группы GL(/V, С). Эта симплициальная схема 
снабжается главным расслоением £GL(iV, С)~+В GL(N, С) со 
структурной группой GL(N,C) и стягиваемым тотальным про­
странством, следовательно, имеются классы Чженя 
С Р 6Я 2 Р(5 GL(iV;С), А(р)). В [56, III] доказано, что когомоло­
гий В GL CN, С) сосредоточены в четных степенях и что 
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Нт
 2Р (В Gl (N, С)) ^FP№V (В Gl {N, С)). Получается, что ото­

бражение из H^(BQ\(NtC), А(р)) в # 2 Р ( Ш ( Л Г , С ) , Л(р)) 
есть изоморфизм, поэтому класс Чженя ср в #2?(G1(W, С), 
А(р)) допускает единственное поднятие на Н^2Р(В Gl(N, С), 
А(р)), которое также обозначается через ср. 

Поскольку BQl(ti, С) классифицирует главные Gl(/&f С)-рас-
слоедая это приводит к классам Чженя сРш(Е)ЬН%(Х, А(р)) для 
алгебраического векторного расслоения £Г. над комплексным 
алгебраическим многообразием X. Отсюда А А. Бейлинсон опре­
делил характер Чженя ch: К0(Х)-+®р>оН2£{Х, A(/?)), который 
является гомоморфизмом алгебр и определяется по ср с по­
мощью стандартных формул (см. определение 5.15 ниже). За­
тем он определил характер Чженя для высших ./(-групп. Мы 
следуем здесь изложению Суле [177], которое вполне аналогич­
но его более ранней трактовке характера Чженя для /-адиче-
ских когомологий. 

Рассмотрим сначала аффинный случай X=Spec (#), где 
R— гладкая С-алгебра. Существует естественный морфизм 
симплициальных схем е : ХХВ Gl(N, R)-*B Gl(n, С); в степе­
ни п; еп есть очевидное отображение вычисления из XX 
XGl(tf, R)n в Gl(N, С)п. Следует подчеркнуть, что Gl(/V, R) 
есть дискретная схема, поэтому XXG\(N, R)n — дизъюнктное 
объединение многообразий, каждое из которых изоморфно X. 
Значит когомологий Делиня—Бейлинсона для ХХВ Gl(M} R) 
допускают разложение Кюннета 

Hk^(XXBQl(N,R),Z(p)) = 
= 1x9 ьН® <*' Z (P))*H> (5G1 (я, R), Z). 

Следовательно, при m + k = 2p класс е* (ср)&Н@>Х 
X(XXBGl (N, R), Z (р)) индуцирует гомоморфизм Нт (Gl (N, 

.JR)fZ)-+Hg)(X,Z(p)). При т>\ обозначим через cPtft: 
Km(X)~^H%{X,Z{p))> композицию этого гомоморфизма с ото­
бражением Km(X)-*-Hm(G\(N,R),Z), которое задается отобра­
жением Гуревича для BG\(N, R)+ («+» означает плюс-кон­
струкцию Квиллена). 

Для обобщения определения этих классов Чженя на неаф­
финные гладкие многообразия одним из подходов, принадлежа­
щий. А. Бейлинсону [И], состоял в обобщении предыдущей кон­
струкции на гладкие симплициальные схемы над С и был осно­
ван на том замечании, что для любого гладкого алгебраическо­
го многообразия X над С существует гладкая аффинная симпли-
циальная схема У. с аугментацией Y<r*X> такая, что обратный 
образ дает изоморфизм №(Х, Z)~+Hj{Y., Z) (можно взять для 
лростоты для У- нерв аффинного открытого покрытия X). 
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Тогда обратный образ дает также изоморфизм когомологий 
Делиня—-Бейлинсона. 

Вместо этой конструкции можно использовать конструкцию 
раслоенного по Зарисскому пространству Y-+X со слоем — аф­
финным пространством Ап и аффинным тотальным простран­
ством, принадлежащую Юанолу и Каруби (этот подход детали­
зирован в [168]). 

О п р е д е л е н и е 5.15 (|[11]|). Пусть А—Q-подалгебра R. Ха­
рактер Чженя 

ch:Km(X)^®QH%^m(X, А(р)) 

определяется следующим образом: c h = 2 ^КЛР-Ш, где 

(1) для /&>I, QhPtk={—iy-ll(k — \)\ cPlk\ 
(2) для т=0 и р>0 

где Np—p-тый полином Ньютона; 
(3) сЬ0,ъ(х)£Н°(Х, Z)—локально постоянная функция 

rank(x) на X. 
Напомним [11], [177], что группы Кт(Х), где X — схема, 

допускают операции Адамса <фг и, если КШ(ХУ& — подгруппа 
Km(X)®Q, где г!рг действуют как умножение на ГР, справедлива 
«весовая декомпозиция»: 

Km{X)®Q=®J<m(X}
{p\ 

П р е д л о ж е н и е 5.16 ([11]). Пусть А — Q-подалгебра R. 
Характер Чженя из определения 5.14 обладает следующими 
свойствами: 

(1) Для данных р и k с m=2p—k, chp,^ обращается в нуль 
яя Кт(Х)^ прш ]'Фр. 

(2) ch(r/-z)=~ch(^)wch(z) для увКг{Х), гЬКДХ), y-z* 

А. А. Бейлинсон затем ввел мотивные когомологий 
^ j ? ( ^ Q ( P ) ) : = = ^ m W ( p ) для m*=2p~~k. Поэтому chPik может 
рассматриваться как отображение из Hj[(X,Q(p)) в 
Н%){Х,А{р)). 

Следуя А. А, Бейлинсону [11], проиллюстрируем характер 
Чженя для нескольких случаев. 

П р и м е р 5.17 ([И], [147], [177]). (1) ъу.КЛХ)-» 
->HSD(X9 % (1)) =0(Х)* есть классическое детерминантное 
отображение; 

(2) Напомним, что Ki(X)W есть Е*>~и -*>-член спектральной 
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последовательности Гернштена, тензорно умноженный на Q. 
-* Следовательно, Ki(X)W есть фактор группы конечных семейств 

(f«) ненулевых мероморфных функций на неприводимых под-
\ многообразиях Ya в X коразмерности р—1, такой, что цикл ко-
j размерности р, S a div (fa) на X есть нуль, по подгруппе, порож­

дённой образом Ka{C(z)) для произвольного подмногообра­
зия Z в X коразмерности р—2. 

I Для A = R компонента chp,2/-.-i характера Чженя для К\(Х) 
| есть отображение из Е*~Х*~* В Н%~Х (Х\ R (р)) = # 2 Р - 2 X 
* Х(А", R(p))h//P""1,p'~1 (А"). Оно сопоставляет классу семейства 

( / а ) линейную форму на дифференциальных формах со чистого 
типа (р— 1, р — 1) с вещественным (2КС\РСО9 определенную как 

I ^ ^ S j l0gl /« |ЛС—, 
! a yO 
f a 

j где Ka — гладкая часть F a . 
j (3) Характер Чженя ch212:К2(л)^НУЛ\ Z(2))= Я 1 (Я, С*) (1 
| «есть отображение, описанное в следствии 5.11. 

(4) Пусть ^бЯсопТ1 (Q! (Л/", С), R) — канонический неразложи-
' мый элемент, построенный Борелем [26]. Композиция отобра-
| жения Гуревича с отображением #2p-i (Gl(iV, C))-HR, индуци-
9 рованным ср, совпадает с отображением cp,i : /C2p—i (С)—^R [11, 
j § 2, приложение]. 
^ Для формулировки гипотезы Бейлансона о связи мотивных 
I когомологий с когомологиями Делиня —Бейлинсона для проек-
j тивного гладкого многообразия XQ над Q, нам, во-первых, 
• необходимо описать комплексные когомологические группы 
j Нф^ХъЩр)) гладкого многообразия XR над R. Комплексные 

когомологий Я * (Ах, С) ассоциированного комплексного много-
! образия Хс равны алгебраическим когомологиям де Рама [94]. 

Эти алгебраические когомологий де Рама являются комплекси-
I фикацией вещественных векторных пространств Нт(Хъ) 
\ и, следовательно, допускают вещественную структуру. Эта 
' вещественная структура индуцирована инволюцией t окольцо-
| ванного пространства (X (С), Q'x)9 такой, что t есть комплексное 
1 сопряжение на Х(С) и t(®)(г)=Ъ(г) для собЦс и zQX (С). 
I Заметим теперь, что t индуцирует комплексное сопряжение 
I на подпучке С и на его подпучке R (/?)• Кроме того, t сохра­

няет подпучок Fp. Следовательно, ь индуцирует инволюцию 
( пары (Х9 R (р)&). 

О п р е д е л е н и е 5.18. Для гладкого проективного миого-
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образия XR над R пусть /зГ^>(Л ,̂ R (/?)) —инварианты 
H^iXc^ip)) относительно инволюции t. 

П р е д л о ж е н и е и Опре д е л е ние 5.19. Пусть XR — 
гладкое проективное многообразие над R. Тогда характер 
Чженя Z/^(A'R, Q (*))-»Нф(Хс, R(*)) пропускается через ото­
бражение из Hjr(XR,Q(*j) в H&(XR,R(*)), называемое ре-
гуляторним, и обозначаемое через reg. 

Теперь мы в состоянии сформулировать гипотезу А. А. Бей-
линсона. 

Г и п о т е з а 5.20 ([11], см. также [168]). Пусть X — 
гладкое проективное многообразие над Q и 0 < ^ 2 dim X, р>0, 
т=*1+1—р. Тогда 

(1) Если m<i/2, то регуляторное отображение индуцирует 
изоморфизм 

нж (А'> Q ДО)®R - # # ' (AR, R ДО). 
(2) Если гп=~- и /?=//2-J-1, то пусть N™ (А) — группа. 

/?г-мерных циклов ца А" (по модулю гомологической эквива­
лентности) и 

z:Nm(X)^H2£+l(XR, R(zH-l)) 

—композиция отображения циклов 
z:Nm(X)->H»*(X(С), R(/&)) 

со связывающим гомоморфизмом 
//*• (А' (С), R ( Л ) ) ^ Я ^ + 1 (A*R, R(т+1)) 

легко проверить, что z действительно принимает значенияг 
в Нд^ (XR, R (#&-}-1)). Тогда отображения reg и .г индуцируют 
изоморфизм 

( / / $ (А\ Q(/г)^0R)e(7V^(X)®R)^Я^1(A-R, R(/z)). 
Как следствие этой гипотезы получается, что когомологии 

Делиня—Бейлинсона наследуют естественную Q-структуру. Эта 
Q-структура играет существенную роль для формулировки ги­
потезы А. А. Бейлинсона о специальных значениях и, более 
общо, ассоциирует ведущий коэффициент L-рядов с когомоло-
гиями проективных многообразий над Q. Мы не будем углуб­
ляться в эту тему, посколько она довольно далека от нашей, а 
также потому, что имеется ряд ее прекрасных изложений [147]г 
[177]. Очевидность гипотезы 5.20 для А. А. Бейлинсона связана 
с его рассмотрением [11, § 2] эллиптических кривых с комплекс­
ным умножением, модулярных кривых и произведений моду-
126 



лярных кривых. Недавно Рамакришнан рассмотрел случай по­
верхностей Гильберта—Блюменталя [143] 

Дадим ещё одну гипотезу Бейлинсона, именно, «Ходж-З)»-
гипотезу. 

Гипотеза 5.21. Пусть X — гладкое проективное многооб­
разие над С и р^О. Тогда векторное пространство 
№ ( X R ( p ) ) порождено классами циклов коразмерности р и 
классами потоков 2 a log|/ a | , рассмотренных в примере 5.17 (2). 

Рассмотрим теперь понятие «абсолютных когомологий Ход­
жа», принадлежащее А. А. Бейлинсону [12] и его связь с кого-
мологиями Делиня—Бейлинсона. По поводу этой связи см. так­
же [108, § 2]. В качестве мотивировки, напомним сначала опи­
сание расширения смешанных структур Ходжа. 

П р е д л о ж е н и е 5.22 ([131, предложение 8.11). Пусть Л — 
подполе в R и Я, F — смешанные структуры Ходжа над Л. 
Группа ExtA„MFf(E, F) классов эквивалентности расширения 

А-смешанных структур Ходжа канонически изоморфна 
^Hom^(£*®AC, F0AC)/Hom/f (£®AC, Е®АС) + Нот^Щ7П 

и, следовательно, —-
W»{Hom{E, F)®AC)l(W0f)F0)(Hom (E, F)®AC) + \F°Hom (Я, F). 

Как следствие получаем Ext{mMff(E, F)=0 для / > 2. Осно­
вой для предложения 5.22 для когомологий Делиня —Бейлин­
сона, является то, что точную последовательность (5.5) можно 
переписать в виде 

...ExtJuA,* (-4, Н*~1(Х, А{р))^Нд
ю (X, Л (/?))-> 

-+ Ех1°л_жя Г Л, W (X, А (р))) . . . 

Это дает, что #|> (Х,А(р)) могут быть интерпретированы* как 
Ext̂  (А, /?Г (X, А (р))) в подходящей приведенной ка тегории 
смешанных ходжевых структур. Этой было сделано А*А. Бей-
линсоном [12]. Для объяснения его результата, напомним 
понятия смешанного А-комплекса Ходжа, принадлежащее 
Делрню (определение 1.8): 

О п р е д е л е н и е 5.23. Пусть А-—подкольцо R и А-сме-
шанный комплекс Ходжа К' задается диаграммой (в приведен­
ной категории): 

КА+ [Кщь W) i {Кс, W, F). 
Абсолютные ходж евы когомологий Н^К* есть /-тые кого­
мологические группы комплекса 

127' 



Я Г Ж ( / Г ) : -

: = cone {K\®WQKA0Q®(WonF°)Kc-^ [ -1J , 

где комплексы 'KA®Q И ('А'СИ7') таковы, что с их помощью 
выражаются морфизмы а и р (в приведенной категории) в тер­
минах настоящих морфизмов комплексов; более точно ос— кон-
позиция аг:КА-*'КА®Ъ И «обратного» к а2: [K'A®Q, W)-+ 
-^'ATA^O; Р — композиция pl: {К'А®СЬ W) ~> {'Kc, W) и «обрат­
ного» к fc: (*с, Ж, /=•) -> [Хс, W). 

Отображения а и р в комплексе JRT^(K') е с т ь 

а == (аг — «2, 0) и р==(0, PJ— p2)- Обозначение R7" относится 
к «копирующей фильтрации» («filtration decalee) DecW Делиня, 
о которой упоминалось в § 1. 

В соответствии с Делинем (см. теорему 1.9), существует сме­
шанный А-комплекс Ходжа, ассоциированный с гладким комп­
лексным алгебраическим многообразием (и, более общо, с глад­
ким симплициальным алгебраическим многообразием). Этот 
смешанный комплекс Ходжа обозначается через RT(X, А). Для 
вычисления Ext групп в приведенной категории А-смешанных 
комплексов Ходжа, необходим следующий результат. 

П р е д л о ж е н и е 5.24 (А. А. Бейлинсон [12, § 3.11]). Есте­
ственный функтор из приведенной категории Л-смешанных по­
ляризованных структур Ходжа в подкатегорию приведенной 
категории А-смешанных поляризованных комплексов Ходжа 
состоящую из ограниченных комплексов, есть эквивалентность 
триангулированных категорий. 

С л е д с т в и е 5.25. Существует естественная гиперэкст 
спектральная последовательность для А-смешанного комплек­
са К: 

С л е д с т в и е 5.26. Для гладкой симплициальной схемы Хщ 

когомологическая группа Делиня —Бейлинсона Я^> (X., А (р)) 
канонически изоморфна ЕУАА-МЯ(А> #Г(Х., А(р)). 

Это утверждение дает также способ построения гомологии 
Делиня—Бейлинсона (с замкнутыми носителями) для комп­
лексных алгебраических многообразий. Мы отсылаем читателя 
к [108] по поводу этой конструкции. Более явное определение 
этой теории гомологии дано в [11]. В [108] доказано, что пара: 
теория когомологии и теория гомологии, построенные таким 
образом, удовлетворяют аксиомам Блоха и Огуса [24]. 

А. А. Бейлинсон использовал когомологии Делиня — Бейлин-
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.сона [13, § 3J для определения архимедова весового спарива­
ния в следующей ситуации: пусть Л' —собственное гладкое 
алгебраическое многообразие над С размерности /г, Zx и Z2— 
алгебраические циклы коразмерностей dx и йъ соответственно, 
'di + d2=n — l, с непересекающимися носителями. В предполо­
жении, что Zx гомологически тривиален оказывается, что 
класс cZl для Zl в Н%Х(Х, R(dx))^H2dl(X, R(dx))- нулевой, 
следовательно, класс ах для Zx в когомологиях Делиня — 
Бейлинсона с носителем \ZX\ есть образ _ относительно свя­
зывающего гомоморфизма класса, скажем ах в H%l~~l(Wx, R(dx)) 
для WX*.=X-\ZX\. 

Чашечное произведение ах с классом ^Н\Ц\^(Х, R(d2)) 
дает класс в Я ^ ^ - , (A*, R (/&+ 1)). Существует естественное 
следовое отображение Tr://^4"1 (X, R(ti + 1))->R, которое яв­
ляется изоморфизмом. А. А. Бейлинсон затем определил весовое 
спаривание как 

( Z-, Z2> = Тт(ах^ос2). 
Если А^—кривая, то это дает локальное архимедово спарива­
ние Нерона —Тейта. 

Наконец, отметим недавнюю важную работу А. А. Бейлинсона, 
Макферсона и Шехтмана [17] и работу Хейна и Макферсона 
[100], связывающие алгебраическую А*-теорию, полилогарифмы 
и когомологии Делиня —Бейлинсона. Основный новым геомет­
рическим объектом здесь является гладко усеченное строгое 
симшшциальное алгебраическое многообразие Of, определен­
ное для целого /?>1. «Усеченное» означает, что симшшциаль­
ное многообразие определено только до степени k, p<,k<, 
,<2/?. «Строгое^ означает, что имеются только фасадные 
отображения и нет отображений вырождения. Для д>1, 
Од определяется #ак открытое подмножество грассманиана 
коразмерности р линейных подпространств в О**, не йере-
секающих никаких координатных плоскостей размерностей р—1. 
Существует р + <7 + 1 естественных внешних отображений 
AjiQ^Q^u Усеченное симплициальное многообразие О? 
равно Qk-p в степени k. 

Существование естественного векторного расслоения Е 
ранга р над Gp определяет класс ср в Я|> (Of, Z (/?)). Принятая 
в [17] и [100] точка зрения на /7-логарифм состоит в том(11 что 
он является многозначной голоморфной функцией на О ^ . Бо­
лее точно, эти авторы ввели многозначные когомологии Дели­
ня—Бейлинсона fijcgtiX.tQip)) для соответствующего симпли-
циального алгебраического многообразия А\, отображающиеся 
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на когомологии Делиня — Бейлинсона. Было высказано как гипоте­
за, что ср имеет естественный лифт на Н2^ (GfQ (p)). Конкрет­
но этот лифт должен состоять из многозначной функции p-log на 
Gp„v J-4-0PMbI н а 0^2 и т. д., давая коцикл в двойном комп­
лексе. Это дает, что функция p-log удовлетворяет условию 

2 ( — l)JA*(p-log) = consL 
у—о 

/?—1)-форма ®р_г на Qg = (C)*p нормализуется условием 
d(op„i=*dZi/ZiA.. • Adz'p/Zp* Такой класс был построен в [100] 
при p=h 2, 3 и было доказано также, что группы / / j ^ > X 
X(Gf,Q(p)), H%(QP\ Q(p)) и Q'(G£) изоморфны. Вообще 
говоря, существует много захватывающих открытых вопросов 
для топологов, связанных с G%; по их поводу мы отсылаем чи­
тателя к [100]. 

§ 6. Смешанные структуры Ходжа 
на гомотопических группах 

Делинь, Гриффите и Морган [62] скомбинировали теорию 
Ходжа—Делиня и рациональную теорию гомотопий Сулливана 
для получения глубоких результатов о рациональной теории го­
мотопий для комплексных проективных многообразий (и, более 
общо, для компактных пространств Мойшезона). Затем Морган 
[131] доказал существование естественной смешанной структуры 
Ходжа на гомотопических группах гладких алгебраических 
многообразий. Его метод был снова основан на теории Сулли­
вана минимальных моделей [185]. 

Начнем с напоминания теории Сулливана минимальных мо­
делей для дифференциальных градуированных алгебр (ДГА для 
краткости), над фиксированным основным полем L. Они гра­
дуированы неотрицательными степенями и дифференциал повы­
шает степень на 1.ДГА 

Л-=— © Ак = Ао®А+ 

называется связной, если А<>=1. Для таких А- пространство 
/ (А9): = А'/А+- А+ неразложимых элементов определяется 
как факторпространство А\ Значение I (А) состоит в том, 
что оно есть пространство, порожденное минимальным множе­
ством образующих А' как алгебра. 

Введем сначала понятие расширения Кирша степени k 
ДГА А'^В\ Для построения £Г необходимо задание А', век­
торного пространства V и линейного отображения ф:1/"~> Ak+K 
Тогда B': = A'®S(y^ как алгебра, где S(Vk)—симметрическая 
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алгебра V (в степени k), если k четно и внешняя алгебра, 
если k нечетно. Дифференциал для £* совместим с дифферен­
циалом алгебры А и d(*) = Ф(*)ёЛ*« для л* из V. Говорят, 
что расширение Хирша А^В' имеет конечную размерность, 
если конечномерно V, Если В': =~A'®S(V)-расширение Хир­
ша, то I(B')=I(A)®V. 

^Определение 6.1 ([185]). ДГА Мт называется минималь­
ной алгеброй, если 

(a) она связна; 
(b) является объеденением возрастающего семейства ДГА-

лодалгебр 

где M'j С М)+{ — расширение Хирша: 
(c) отображение из I (Мт) в себя, индуцированное d, есть 

нуль, или, эквивалентно, d(M')czM+-M+. 
Последовятельность подалгебр M'j в (Ь) называетса рядом 

для М\ Этот ряд называется конечномерным, если каждое 
расширение конечномерно. 

Заметим, что если М' минимальна, при 11(М')=^09 ряд М\ мо­
жет быть сделан каноническим, если потребовать, чтобы рас­
ширение Хирша M'jCzMa

J+l было бы степени / + Д; тогда 
M'j есть подалгебра, порожденная неразложимыми элементами 
стедени < / . Таким образом мы приходим к понятию минималь­
ной модели ДГА. 

О п р е д е л е н и е 6.2. Пусть Л* —ДГА. Минимальной мо­
делью А' называется отображение ф:.М'->Л* ДГА, такое, что 

(a) М* минимальна; 
(b) Ф*: Н (М*)-*// (А) изоморфизм. 
Сулливан развил теорию гомотопий для ДГА, в которой 

расширение Хирша играло роль расслоения со слоем АГ(я, k)» 
Нам потребуется понятие гомотопий отображений / 0 , fxi 
А-±В\ Гомотопией Я, связывающей / 0 с /г называется ото­
бражение ДГА H:A'-+B'®L[tt dt], (такое, что / 0 = еУ0оЯ и 
jfj^evjo//, где ev0 (соответственно, ev-) есть отображение 
вычисления в 0 (соответственно, в 1). Центральным результа­
том теории является 

П р е д л о ж е н и е €.3. Пусть А* —ДГА. Тогда существует 
Ф <р' 

минимальная модель для А\ Если М'->А и М''-+А' — две ми­
нимальные модели, то существует изоморфизм 1:М'-+Мт/ та­
кой, что ср и ф'о/ — гомотопные отображения из М' в А. Бо­
лее того, само / единственно с точностью до гомотопий. 

Для применения теории гомотопий дифференциальных гра­
дуированных алгебр к топологическим пространствам, необхот 
дима ДГА, вычисляющая когомологии пространства. Для глад-
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кого многообразия М имеется алгебра де Рама, то есть вещест­
венная ДГА А'(М) гладких дифференциальных форм. Сулливан 
{185, § 8] показал, что для симплициального комплекса X Q-ал-
гебра Е'(Х) совместимых семейств полиномиальных дифферен­
циальных форм на симплексах X вычисляет рациональные ко-
гомологии X. Минимальная модель таких ДГА, ассоциирован­
ных с X, дает «рациональный нильпотентный гомотопический 
тип» X в смысле Кана [29]. Результат особенно прозрачен в од-
носвязном случае. 

П р е д л о ж е н и е 6.4 ([185]). Пусть Х-— односвязный поли­
эдр, такой, что HJ'(X,Q) конечномерны для всех у. Пусть 
Е'(Х) — ЛГА Q-полиномиальных форм на X и Ж*—ее мини­
мальная модель. Пусть Mo = Q c M i C . . . —канонический ряд 
для М\ Тогда: 

(1) M{ = Q (в этом случае говорят, что ДГА М односвязна), 
(2) для у > 2 , М)~-минимальная алгебра для /-того этажа 

рациональной башни Постникова для X; 
(3) Ik(M') канонически изоморфна двойственному к 

Аналогичный результат справедлив для алгебры де Рама 
гладкого многообразия. В неодносвязном случае минимальная 
модель JVV имеет неразложимое элементы степени 1. М' со­
держит «1-минимальную модель», допускающую канонический 
ряд A i c ^ c . . .* где каждая А} порождена элементами степе­
ни 1. Переходя к двойственным пространствам, получаем 
башню алгебр Ли . . .->S2->Si-^0- Ясно, что Si абелева, £2—-
центральное расширение йг и т. д. 

П р е д л о ж е н и е 6.5. Башня алгебр Ли ...->S2~>fii~^0 
(неканонически) изоморфна башне нильпотентных алгебр Ли, 
ассоциированных с нильпотентным пополнением щ(Х). 

Метод Моргана снабжения структурами Ходжа гомотопичес­
ких групп алгебраических многообразий показывает, что би-
градуировка комплекса де Рама может быть преобразована, 
при соблюдении определенных условий, в биградуировку его 
минимальной модели. 

О п р е д е л е н и е 6.6. Смешанная диаграмма Ходжа 
(над R) состоит из фильтрованной дифференциальной R-алгебры 
{A,W.) и двух_ бифильтрованных дифференциальных С-алгебр 
(Е\ W., F) и (Е\ W„ F) и диаграмма морфизмов дифферен-
гиальных алгебр 

Е <-А®яС-+Е 
таких, что 

(1) Ф и ф совместимы с фильтрациями W. и индуцируют изо-
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морфизмы /.^-членов спектральных последовательностей, ассо­
циированных с W.\ следовательно, спектральные последова­
тельности wEp

r'q для £"' и Е' снабжены вещественной струк­
турой; 

(2) спектральная последовательность для ^.-фильтраций вы­
рождается в члене Е2; 

(3) для любого члена wEp,Q'(Е) (соответственно, wE?'q(E)) 
рассматриваемого .как субфактор Е' (соответственно, £"), для 
г>\ фильтрация, индуцированная F' (соответственно, F') 
^-противоположна комплексно сопряженной; 

(4) фильтрация на wE^q(E') рассмотренная в (3) совпадает 
с индуцированной фильтрацией на GiJН(Е') и соответствую­
щее условие выполнено для wE^q (Ё'); 

(5) для всех г > 0 дифференциал dr ^-спектральной после­
довательности строго совместим с фильтрацией, индуцирован­
ной F' В (3); 

(6) фильтрация, индуцированная F' на Н*(А®ъС) комплекс­
но сопряжена фильтрации, индуцированной F\ 

Для иллюстрации этого понятия, рассмотрим глад-сое комп­
лексное алгебраическое многообразие А' и_пусть Х^л — ето 
хорошая компактификация, такая, что D = -AT—А"-—дивизор с 
нормальными пересечениями. Пусть .D-==U/)/, где Dj — глад­
кие дивизоры. 

Выберем С00-трубчатую окрестность Л̂  для каждого дивизора 
Dj и гладкую замкнутую 2-форму ю, на X с носителем в Nj7 та­
кую, что класс о»* в H2(Nh dkj) есть класс Тома нормального 
расслоения к D^X, Пусть А — ДГА над R, порожденная С°°(Х) 
и символами 6?- степени 1, й%=-щ. Фильтрация W «считает» ко­
личество символов Qj необходимых для записи элемента Л. 
Фильтрация F пусть фильтрация Делиня («filtration bete»). 

Пусть ЛГ (logD) — подалгебра комплексной алгебры де Рама 
А{Х)<%С, состоящая из тех дифференциальных форм, которые 
вблизи точек D локально принадлежащих Du*..,Dn записы­
ваются в виде 

2 -,лпа. 
где zj — функция, локально задающая Dp ^—гладкая диф­
ференциальная форма. Другими словами, Е'dog D) — образ 
пространства глобальных сечений тензорного произведения 
пучков Qj(log-D)®tfxAy, где Л|* снабжена обычной бл-
градуировкой. 
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' Фильтрация W «считает» мощность подмножеств / в локаль­
ном выражении выше. Фильтрация F: есть «filtration bete» 
Делиня. Пусть Е' (logD) — комплексно солряжейная подалгебра, 
такая, что в_локальном выражении в точках D вместо dZj/Zj 
стоит dZj/Zj. 

Для построения отображения ф: А-+Е'(log D) ДГА необ­
ходимо найти 1-форму Ру в ..e*(log.D), такую* что rfpy = coy. Как 
показано в [131, лемма 3.2], такая р;- может быть локально 
найдена в виде ^^[('jr') + aj с гладкой ajm Далее полагаем 
Ф(9/) = ру- и Определяем ц:А-+Е (logD) просто как комплексно 
сопряженное в <р. 

ПредлОжение 6.7 [131,, Предложение 3.5]. Диаграмма 

Е- (logD)£-A®RC^>E' (logD) 
есть смешанная диаграмма Ходжа. 

Это утверждение, по-существу, есть переформулировка тео­
рии смешанных структур Ходжа—Делиня для гладких комп­
лексных многообразий (см. § 1). 

Для смешанной диаграммы Ходжа 

существует обобщение понятия минимальных моделей [131, §6]. 
Биградуировка на ДГА М' есть разложение 

/•,0-0 

где (M"f'°=^L, nd и произведение имеют бистепень (0,0). 
Морфизм из биградуированной ДГА /И"= 2 (M')r*s в смещан-

г-О-0 
ную диаграмму Ходжа 

E'£A*u!C&E-
состоит т отображений ДГА у:М'-+Е9, р:ЛГ'-*А®С 
и ф':Ж*->£\ вместе с гомотопиями: Н:М9-+E'<S>L[t, dt] связы­
вающими фр с «ф, и ff':M'->E'®L[tf dt], связывающей "фр с г|/, 
такими, что 

(1) р((МУ>')с№-{г+,){А<*С)9 q((My>*)czWs{r+S2(E-)C]Fr(£') 
и фЧ(МГ*ОсГЧг+^^^ (£'); 

i>2 

(2) И ((MY's)&P_r_s (Е-) ® L(/, dt), Н' ((My•<)<-№_,_, (E-) ® 
®L[t,dt\. 

Если, кроме того, р : М'-*-Л®С — минимальная модель, то 
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(М, а|>, р, г|/, Я, # ' ) называется биградуированной минимальной 
П р е д л о ж е н и е 6.8 ([131, теорема 6.6]). Произвольная 

смешанная диаграмма Ходжа допускает биградуированную ми­
нимальную модель. Индуцированная биградуировка на когомо-
логиях диаграммы с ее смешанной ходжевой структурой сов­
местима с биградуировкой когомологий минимальной модели. 
моделью для смешанной диаграммы Ходжа. 

Доказательство использует «принцип двух типов» для сме­
шанных диаграмм Ходжа. Морган доказал также, что бигра-
дуированная минимальная модель единственная с точностью 
до биградуированного изоморфизма [131], следствие 6.9[. Им 
была также доказана естественность свойства биградуирован­
ной модели. В случае алгебраического многообразия он полу­
чил следующее утверждение. 

П р е д л о ж е н и е 6.9. (1) Пусть А*-—гладкое комплексное 
алгебраическое многообразие и пусть iV -̂—минимальная модель 
для комдлекса де Рама многообразия X. Тогда N'x имеет би-
градуировку, единственную 'с точностью до изоморфизма. 

(2) Пусть /:А^~>Х2 —-алгебраическое отображение. Тогда 
существуют хорошие компактификации Хх*~Хи Х2^ХЪ такие, 
что / продолжается до алгебраического отображения f:X{-^ 
~>Х2« Индуцированное отображение ДГА f*:N'X2-> N'Xi 
единственно с точностью до гомотопии. Это отображение 
может быть выбрано сохраняющим биградуировку. 

Следующим вопросом теперь становится определение весо­
вой фильтрации W. на мицимальной модели. Если М' — мини­
мальная ДГА, то фильтрация W.(,M'J называется минималь­
ной* если 

(a) W. совместима со структурой произведения; 
(b) d отображает Wt в W^i 
(c) dMnWt^dWt. 
П р е д л о ж е н и е 6.10 ([131, определение 7.4]). Пусть 

А' — ДГА с мультипликативной фильтрацией W. (А'), такой, что 
ассоциированная спектральная последовательность вырождается 
в члене Е2. Говорят, что фильтрация W соответствует 
минимальной модели, если существуют минимальная модель 
р:ЛГ->А* и минимальная фильтрация W.(M') такие, что 

(1) о совместимо с фильтрациями; 
(2) отображение Н(Ми)-+Н(А'), индуцированное р, есть 

изоморфизм фильтрованных векторных цространств. 
Пара (М\ W) называется фильтрованной минимальной 

моделью для (А\ W). Такая минимальная модель единственна 
с точностью до изоморфизма. 

П р е д л о ж е н и е 6.11 ({131, теорема 7.7]). Для гладкого ал­
гебраического многообразия X весовая фильтрация Д1А Ц-по-
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линомиальных форм на некоторой триангуляции соответствует 
минимальной модели Мх-

Следовательно, для гладкого алгебраического многообра­
зия X имеется фильтрация W. на Q-минимальной модели М'Хщ а 
также биградуировка на комплексной минимальной модели 
Nx. Полагая 

определяем фильтрацию алгебры W,:Wi:=Wn+l в степени п. 
Это минимальная фильтрация и существует фильтрованный 
изоморфизм I:Nx->М'х®С. / единственен с точностью до 
гомотопии, сохраняющей фильтрацию. 

Т е о р е м а 6.12. Любой такой фильтрованный изоморфизм 
I:N'x-*Mx@C определяет смешанный комплекс Ходжа. Инду­
цированная смешанная ходжева структура на Н [М'х) совпада­
ет со смешанной ходжевой структурой Делиня на N'(X)u 

Поскольку для односвязного X рациональные гомотопические 
группы X двойственны к пространству неразложимых элементов 
Мх° (предложение 6.4), то отсюда получаем смешанную струк­
туру Ходжа на гомотопических группах. 

Т е о р е м а 6.13 ([131, теорема 9.1]). Пусть X — односвязное 
гладкое алгебраическое многообразие. 

(1) Гомотопические группы Kn(X)®Q допускают естествен­
ную смешанную структуру Ходжа. Произведение Уайтхеда 
тСп(Х) ®Ят(Х)-">я+гп--1(-^) есть морфизм смешанных структур 
Ходжа; 

(2) кольцо когомологий /-того этажа Х5 рациональной баш­
ни Постникова для X также допускает естественную смешанную 
структуру Ходжа. Отображение Х^Х5-Х и отображение X-*XS 
индуцируют морфизмы смешанных структур Ходжа. 

В случае проективных многообразий имеет место более точ­
ный результат. 

Т е о р е м а 6.14 (Делинь, Гирффитс, Морган и Сулливан 
[62, § 6]). Пусть X — компактное комплексное многообразие, 
для которого справедлива с№-лемма (например, кэлерово мно­
гообразие или многообразие Мойшезона). Тогда 

(1) Минимальная модель изоморфна минимальной модели 
для Н'{Х), где Н'(л) рассматривается как ДГА с нулевым 
дифференциалом (в этом случае говорят об вещественном, 
следовательно, рациональном «формальном.- гомотопическом 
типе А'). 

(2) Если X односвязно, то вещественные гомотопические 
группы nk(X)®R зависят только от алгебры когомологий 
Н°(Х} R). Более того, все произведения Масси произвольных 
порядков рационально равны нулю. 
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(3) Вещественная форма канонической башни нильпотент-
ных факторов фундаментальных групп многообразия X опреде­
ляется Я1 (X, R) и чашечным произведением Я1 (X, R) ® 

Обращение в нуль тройных произведений Масси было впер­
вые явно обнаружено Атьей, который показал, что группа 
верхне-треугольных ЗХЗ-матриц с целыми компонентами не 
может быть фундаментальной группой компактного кэлерова 
многообразия. 

Ввиду отсутствия базовой (отмеченной) точки в конструк­
циях Моргана, фундаментальная группа описывает фильтрацию 
Ходжа с точностью до внутреннего сопряжения. 

Т е о р е м а 6.15 ([131, теорема 9.2]). Башня рациональных 
алгебр Ли с рациональным нильпотентным пополнением KI(X) 
есть башня алгебр Ли в категории смешанных структур .Ход­
жа. Весовая фильтрация определяется подалгебрами. Она 
единственна и функториальна для алгебраических отображе­
ний. Фильтрация Ходжа единственна с точностью до внутрен­
них автоморфизмов. 

Морган использовал это утверждение для описания структу­
ры башни алгебр Ли. 

Т е о р е м а 6.16 ([131, теорема 9.4J). Пусть А' — гладкое 
алгебраическое многообразие с хорошей комцактификацией 
л^Х и пусть A = HX(X, С)®Сокет{H2(X)-+®H0(Dj, C)(l)}. 
Это пространство, неканонически изоморфное Нг (А\ С), до­
пускает биградуировку с бистепенями (—1, 0), (0, —1), (—1, 1). 

Существует биградуированный идеал / алгебры Ли в сво­
бодной алгебре Ли У (А) такой, что башня нильпотентных 
комплексных алгебр Ли, ассоциированная с к\(Х), изоморфна 
башне нильпотентных факторалгебр для &~(А)/1. Изоморфизм 
алгебр Ли сохраняет биградуировку. Идеал / порождается эле­
ментами лишь бистепеней (—1, —1), (—1, —2), (—2, —1) и 
( - 2 , - 2 ) . 

Это утверждение дает, что множество конечно порожденных 
групп не могут быть фундаментальными группами гладкого 
комплексного алгебраического многообразия. Этот результат 
Делинь обобщил на случай нормальных алгебраических много­
образий. 

Хотя, в соответствии с теоремой 6.14, для односвязного 
комплексного проективного многообразия X группа Ttn(X)®Q 
может быть вычислена с помощью кольца когомологий 
Н*(Х9 Q) Карлсон, Клеменс и Гриффите [36] доказали, что 
смешанная структура Ходжа на пп(Х) не определяется кольцом 
#*(Х, Q) с его ходжевой структурой уже в случае п = 3. Они 
связали кг(Х) с промежуточным якобианом Jz{X) Гриффитса 
следующим образом. Пусть Jf=NS(X) —группа Нерона—Севе-
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ри для X и а : S2(Jf)->Hw~2(X, Z) —естественное спаривание. 
Тогда отображение циклов Гриффитса из гомологически триви­
альных циклов (см. § 5) индуцирует гомоморфизм Ф : ker(a)-*-
~^/2(Х). Его можно рассматривать как элемент 

Hom(ker(a)®C, Я3(Х, C))/HomF(ker(a)®C, Я3 (J, С))+* 

+Hom(ker(a), #3(X, Z)). 

С другой стороны, имеем точную последовательность 

0-~>#3 (X, Z)->я3 (X) * - W ^ 0 
в категории смешанных структур Ходжа, где /С— 
=ker(S2H2(X 1)-^НА{Х, Z)). Класс этого расширения опреде­
ляет элемент а в 

Нот (К® С, # 3 ( J , C))/HomF(iC®C, НЦХ, С)) + 

+Hom(tf,#3(XZ)). 
Карлсон, Клеменс и Морган доказали, что при отображении 

Нот(К®С,Я 3 (ХС))^Нот(кег(а) (8)С,Я 3 (ХС)) , 
индуцированном включением ker(a)c:i5C, элемент и переходит 
в Ф. 

Рассмотрим теперь совершенно другой подход к определе­
нию смешанных структур Ходжа на гомотопических группах, 
принадлежащий Хейну [98], [99], который основан на барьер­
ной конструкции1. Этот подход обладает определёнными пре­
имуществами, он очень естественен с топологической точки 
зрения, использует базовые точки и дает точные результаты, 
касающиеся фундаментальных групп. Он также тесно связан с 
итерированными интегралами. Классическая барьерная кон­
струкция является алгебраической версией конструкции про­
странства петель как косимплициального пространства. Пусть 
А ° — (не обязательно коммутативная) аугментированная 
ДГА на кольцом L с аугментирующим идеалом 
1А°. Положим 

Будем использовать традиционные обозначения 
[а[ | \а&] для ах® . . . ®а$. Определим инволюцию т на 
любом градуированном векторном пространстве V по формуле 
T(fl) = (—l)degYv. На В определим два дифференциала: 
внутренний дифференциал di распространение d на тензорную 

1 Иногда эту конструкцию называют просто бар-конструкцией (Примеч. 
пер.). 
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™ е ^ Они опреде­
ляются следующим образом: ^ ( 

• d'l^\...\^\=^{~\y[xa1\...\ml_x\dai\aw...\as\, 

/ =1 

Таким образом, получаем двойной комплекс Барьерная 
конструкция на А есть ассоциированный тотальный комплекс 
уи обозначается через В (А). Определим диагональное ото­
бражение Д: В (А)-+В (А)® В (А) по формуле 

А [аг | . . . | а8] = 2 1аг I • • • аЛ®[а£+11 . . • | as]. 

Тогда В (А)— ДГ коалгебра. Если А коммутативна, то В (А9) 
--снабженное смешанным произведением является ДГ алгеброй 
Хопфа. 

Барьерная фильтрация 
OcL = В°сВ- ! сВ-2с ...В (А") 

определяется как 

В-*-=2.8-*'* 
И приводит к так называемой спектральной последовательности 
Эйленберга—Мура. 

Т е о р е м а 6.17(5]). Пусть X — односвязное пространство. 
Обозначим через А'(Х) ДГА симплициальных полиномиальных 
дифференциальных форм на симплициальном комплексе 
Simp (X). Тогда когомологии пространства петель РХ9Х(Х) в 
точке изоморфны, как алгебры Хопфа, когомологиям барьерной 
конструкции для А-(Х). 

Геометрически это означает, что РХ,Х(Х) гомотопически эк­
вивалентно гомотопическому пределу косимплициального про­
странства, которое, в степени п, есть Хп. 

Чен [48] определил вариант барьерной конструкции, вклю­
чающей в себя ДГ правый А'-модуль М' и ДГ левый Л'-модуль 
N\ Пусть T~s'* M\ A\ N')^[M'®(®sA+)®Ny. Будем исполь­
зовать о бозначение m\ах \ . . . | as]ti для элементов 
Т~*'*(М\А',№). Мы отсылаем читателя к [48] и [98, § 1—2] 
то поводу точных формул для дифференциалов dc и d/ для 
рассматриваемого случая. Введем градуированное подпро­
странство jR в T~s'* (М\ А\ N'); порожденное элементами вида 

(a) m[df 1^1 . . . \as]n + mf[ax\ . . . \as]n—m[fax\ . . . \as]n; 
(b) m[ax | . . . \as\df]n+m[ax\ . . . \/а3]п—т,[аг\ . . . | as]f n 

13d 



(с) m[at\...\ai_l\df\ai\ • . . \as\n+m[at | . . . \faui\ai\ . . . 
...\as]n—m[ax | . . . | я м | / a £ . . . la, J л, где /6-А0. 

Можно проверить, что ^ — действительно подкомплекс. 
Факторкомплекс В(М\ A, N} = T (М\ A, N')IR называется 
редуцированной барьерной конструкцией. Здесь снова имеет­
ся барьерная фильтрация на В и спектральная последователь­
ность Эйленберга —Мура. Заметим, что dc равен нулю 
на Огв. 

П р е д л о ж е н и е 6.18 ([48, § 32J). Bi-член спектральной 
последовательности для В (М\ А\ N) изоморфен ВШ(М')» 
ЩА), H(N% 

Если А коммутативна, и М\ N' — ДГА, то В(М\ A, Nj 
становится ДГА со смешанным произведением. Для получения 
Обычной барьерной конструкции, допустим, что А' аугменти-
рована и A4m=N*=L, Обозначим 5(Z, A\ L) через В (А). 
Тогда имеется очевидное отображение В (А')-»В (А). Если 
Н(А') связна, то это отображение —квазидаоморфизм. 

Для пространства X и ассоциированной ДГА А' редуциро­
ванная барьерная конструкция В(А\ А, А) является моделью 
для алгебры де Рама пространства путей РХ. Более точно, 
итерированный интеграл Чека определяет отображение j 
из А®Г в А(РХ), которое может б>ггь описано следующим 
образом. Пусть ти . . . , «дог—элементы А (РХ). Рассмотрим 
я-симплекс о:Ап~*РХ на РХ и пусть Ф:[0, 1]ХДя-> А4--—соот­
ветствующее отображение. Обозначим через t первую коор­
динату на прямом произведении [Д, l]XArt и пусть д/д/—соот­
ветствующее векторное поле. Дифференциальная форма 

а* [\щ • . . wr) 
описывается как интеграл 

$ . . . $ w'lV)A...A*>',{tr)dti...dtr, 

где 
™)({)=~^®*(<ш^ 

Пусть pt:PX-+X—точка кривой в *е[0, 1J. 
П р е д л о ж е н и е 6.19 (Чен, [48]). Если X— одиосвязное 

пространство, то отображение из В (А\ А\ А) в А(РХ) опре­
деленное как 

w' [щ\...\ wr] wrr^p0*w'/\(\ wx.. .wr\hPi*w" 
есть изоморфизм ДГА. 
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Редуцированная барьерная конструкция является алгебраи­
ческим инструментом вычисления прообраза расслоения 

РХ-*ХХХ 
при отображении f=(f0, fi) : YXZ-+XXX-

П р е д л о ж е н и е 6.20. Пусть f0: У->Х и /. : Z-+-X — непре­
рывные отображения, f=(/o, f\) :YX%~*-XXX и Pf определено 
из диаграммы 

Р, —£-РХ 

Допустим, что А" односвязно. Тогда отображение £(Л#(Г)> 
Л*(АГ\ ^ " ( Z ) ) - ^ * ^ ) есть квазиизоморфизм ДГА. 

Это применимо, в частности, к гомотопическому слою Ef(y) 
отображения f : Х->У в точке #6 У, поскольку он является про­
образом расслоения путей при отображении включения ХХЫ^ 
- X X У. 

Рассматривая пространства петель в точке Рхх для неодно-
связного пространства X имеем спаривание 

B(A(X))®S.(PXAX))->L, 
где S. (—) — сингулярный цепной комплекс. Так как 

HQ(PxAX),L) = L{nx{X,x)}, 
то в нулевых когомологиях получаем спаривание 

Я°(.5(А"(А'))с311[я1(А', x)]-+L. 
Т е о р е м а 6.21 (Чен [48, § 2.6]). Если X линейно связно, 

то при .спаривании 

Н°В (A" {Х))®Цщ (X, x))-> L 
барьерная фильтрация 

OcB0cB1c. . . i - /°5(A-(X)) 

двойственна фильтрации 
L M X , х)]-э/-з/2^.. . 

степеней аугментирующего идеала / в групповой алгебре 
L[m(X, х)]. Следовательно, спаривание дает изоморфизм 

В,Я°5 (А'л )^Нот £ (L [щ (X, x)]/J*+1, L). 
Полезно заметить, что Qt?H°B (А (X)) я-втается подпрост­

ранством ®'Н1(Х). 
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Для применения барьерной конструкции к теории Ходжаг 
необходимо показать, что барьерная конструкция ДГА, являю-» 
щейся смешанным комплексом Ходжа, снова является смешан­
ным комплексом Ходжа. С этой целью Хейн ввел понятие муль­
типликативного L-смешанного комплекса Ходжа, который есть 
смешанный комплекс Ходжа 

(AIW)Z(AC,W,F\, 
где (-Ai, UP) и (A'cW, ^ — фильтрованные ДГА и а индуци­
рует квазиизоморфизм ДГА над С Он аналогичным образом 
определил понятие L-CXK, который есть модуль над мультипли­
кативным смешанным комплексом Ходжа (СХК) -

Им был получен следующий основной технический ре­
зультат. 

П р е д л о ж е н и е 6.22 ([98, теорема 3.2.1]]. Пусть Л—поло­
жительно градуированный L-CXK, весовая фильтрация которого 
ограничена снизу. Допустим, что H°(A)=L. Если СХК М есть 
правый Л-модуль и СХК N есть левый Л-модуль, то 

В(М, A,N) = ((B(MLy A L , NL), W.), {В (ЛГс, -Ас, Nc\ W., F'), 

где фильтрации W. и F* определяются естественным диаго­
нальным процессом, есть L*=CXfC. 

Хейн [98, теорема 5.6.3] доказал, что существует естест­
венный I-CXK, ассоциированный с произвольным симплициаль-
ным многообразием А*, и хорошей компактификацией Х.*~Х>Я* 
Аналогичный результат б'лл также доказан Делинем (неопубли-
ковано) и Наварро Азнаром [135]. 

Вместе с предложением 6.20 это утверждение дает смешан­
ную структуру Ходжа на когомологиях барьерной конструкции, 
следовательно, в частности, на когомологиях РХгХ. Поскольку 
эти когомологии являются алгеброй Хопфа, то получаем сме­
шанную структуру Ходжа на их примитивной части, и, следо­
вательно, на гомотопических группах X. 

Построения [98] и [135] дают следующую теорему. 
Т е о р е м а 6.23. Пусть X — комплексное алгебраическое 

многообразие и х— точка X. 
(1) Если (Х7 х) нильпотентно (в смысле [29]), то высшие 

гомотопические группы X допускают смешанную структуру Ход­
жа, для которой произведение Уайтхеда есть морфизм смешан­
ной структуры Ходжа. 

(2) Отображение Гуревича для (X, х) есть морфизм сме­
шанной структуры Ходжа. 

(3) Пополнение Q[TCI(X, X)]A В групповом кольце Q[m(X, x)J 
относительно аугментирующего идеала / имеет смешанную 
структуру Ходжа в категории алгебр Хопфа. Если X собственно 
и гладко, фильтрация степеней / есть весовая фильтрация. 
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Все эти смешанные структуры Ходжа функториальны отно­
сительно алгебраических отображений f: (X9 я)-»-(У, у). 

Существует версия этой теоремы для относительных гомото­
пических групп (см. [98, теорема 4.2.2]). Следующий результат 
о гомотопических слоях и соответствующих представлениях мо-
нодромии представляет особый интерес для геометров. 

Т е о р е м а 6.24 ({98, теорема 4.3.1]). Пусть f: (X, *)->-
-*-(У, у) —алгебраическое отображение. Допустим, что У связ­
но и что действие JTI(Y, у) на когомологиях Hx(Ef(y)) гомото­
пического слоя унипотентно при всех k. Тогда существует есте­
ственная смешанная структура Ходжа на когомологических 
группах и (если Ef(y) нильпотентен) на гомотопических груп­
пах гомотопического слоя Ef(y). Представление монодромии 
QKI(Y, #)~>End Hk(Ef(y)) есть морфизм смешанных структур 
Ходжа. 

Применяя эту теорему к (У, {/) = (C*, t) с расслоением f в 
окрестности t, Хейн [98] получил смешанные структуры Ходжа 
на когомологиях и гомотопиях гомотопического слоя, которые 
совпадают с предельными смешанными структурами Ходжа на 
когомологиях и гомотопиях общего слоя f~l{t) (в смысле § 2). 

Смешанная структура Ходжа на пополнении фундаменталь­
ной группы алгебраической кривой имеет интресные связи с 
гармоническими объемами Харриса [103], и с образами двумер­
ных циклов в их якобиевом многообразии в соответствующем 
промежуточном якобиане Гриффитса [139]. Отметим следующую 
теорему типа Торелли для кривых с отмеченными точками. 

Т е о р е м а 6.25 (Хейн [99], Пулте [139]). Пусть V и W — 
гладкие комплексные проективные кривые. Пусть х— точка У, 
у — точка W. Если существует гомоморфизм колец между 
Ztti(V, x)/P и Zm(W, y)JP1 то существует изоморфизм f: V-*-
->•№. Более того, кроме двух точек х=а или х = Ь, / может быть 
выбрано переводящим точку х в у. 

Приложения смешанных структур Ходжа на факторах 
групповой алгебры к унипотентным вариациям смешанных 
структур Ходжа будет обсуждаться в § 7. 

§ 7. Вариация смешанной структуры Ходжа 

Понятие вариации структуры Ходжа (в абстрактном смыс­
ле) было введено в § 2. Мы видели, что существует полная ло­
кальная теория ее вырождения (теоремы 2.4 и 2.16). Более то­
го, она обеспечивает теорию Ходжа для когомологий с коэффи­
циентами в объемлющей локальной системе (теорема 3.15). На­
помним, что алгебраическая геометрия дает вариации ходжевой 
структуры над Z из собственного гладкого морфизма f: Z~*~X 
с локальной системой V = i?mfX. 

Если мы опустим условие гладкости или собственности для 
/ : Z-+X и заменим его на условие локального топологического 
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^постоянства, которое автоматически выполнено в собственном 
гладком случае, и справедливо для открытых по Зарисскому 
подмножеств X для любого морфизма многообразий (см. [1891), 
то f приводит к семейству смешанных структур Ходжа на 
Hm(Yx, Z), когда х пробегает X, удовлетворяющих некоторым 
условиям. Это приводит к абстрактному понятию (градуирова-
но-поляризованной) вариации смешанной структуры Ходжа, 
которое мы сейчас определим: 

О п р е д е л е н и е 7.1. Пусть А — подкольцо R к^Х — ком­
плексное многообразие. Градуировано-поляризованной вариаци­
ей А-смешанной структуры Ходжа называется объект, опреде* 
ленный заданием локальной системы VA на X Л-модулей ко­
нечного ранга и 

(1) Возрастающей фильтрации czWkc:Wk+icz... для 
"VA®z Q; 

(2) Убывающей фильтрации с=3Гр+1с:5ГРс:... для Г= 
(3) Последовательности билинейных форм 

Sk:Chf(yA9Q)xQTf(WA(»Q)^A(-k)(»Q9 

удовлетворяющих условиям: 
(a) v^ ' czQ^®^- 1 ; 
(b) задание Qtf (V^®Q), фильтрации, индуцированной 3F на 

••Cx®GtJVA9 и Sk дает поляризованную вариацию структуры 
Ходжа (2.1) веса k. 

Как и в случае чистых структур Ходжа, вариация смешан­
ной структур л может быть описана в терминах соответствую­
щего классифицирующего пространства смешанных структур 
Ходжа. Пусть ^ — вещественное векторное пространство с 
возрастающей фильтрацией W. Фиксируем билинейные формы 
Sk на GrjjfV как в определении 7.1 (3). Мы хотим описать 
множество М всех убывающих фильтраций F на Vc> которые 
индуцируют ходжевы структуры с заданными числами Ходжа 
на каждом GxfV, поляризованном формой Sk. Обозначим 
через Mk классифицирующее пространство последних, тогда 
(§2)М расслаивается над П м * с о слоем, однородным относи-

k 
-тельно действия унипотентной комплексной группы Ли. Грубо 
говоря» эта унипотентная группа содержит расширения дан­
ных для смешанных структур Ходжа. Конечно, природа этих 
расширений для смешанной теории Ходжа неоднократно изуча­
лась [12], [34], [37], [131]. 

Пространство М может быть получено с точки зрения клас­
сов эквивалентности расщеплений, которые мы упоминали ранее 
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{см. замечание перед определением и предложением 2.6). 
Рассмотрим, в частности, расщепление 

такое, что Wt= e W>«t Vp>«=V^(mo&Wp+gA Это — ве-
Р + ^ < / 

щественное расщепление, если Vv>v = Vq>p. 
Пусть W0Ql(V) — группа автоморфизмов V, сохраняющих 

фильтрацию W на V. Пусть W^ Gl(l/) — ядро канонического 
отображения 

WOQI{V)-ZILQI(GTYV). 

Пусть 0Лс01 (OrJV)—подгруппа сохраняющая Sk, и 

Множество вещественных расщеплений является главным одно­
родным пространством для (jR, а множество всех расщеплений — 
главное однородное пространство для 

Выберем вещественное расщепление (которое, следовательно, оп­
ределяет фильтрацию Ходжа/7 смешанной структуры Ходжа, рас­
щепляющейся над Щкак базовую точку. Пусть 5 — подгруппа F°H 
в Я, сохраняющая F; тогда M^HjB и QR/(Bf]G^) дает под­
пространство смешанных ходжевых структур» расщепляющихся 
над R. Горизонтальное подрас;слоение может быть определено, 
как и раньше, и вариация смешанной структуры Ходжа приво­
дит к горизонтальному голоморфному отображению Ф-.Х-^М, 
эквивариантному относительно действия группы монодромии. 

Существенным отличием от «чистого» случая является от­
сутствие какого-либо аналога теоремы о нильпотентной орбите 
для вариации смешанной структуры Ходжа. Однако, имеется 
путь, послуживший и причиной принятого определения 7.1. 
В условиях отсутствия тотальной ходжевой фильтрации F в (2) 
и (а) мы говорим только о последовательностях чистых под-
факторов. В [184, (3.16)] приведены простые примеры градуиро-
вано-поляризованной вариации смешанной структуры Ходжа, 
либо не имеющей предельной фильтрации Ходжа, либо ведущей 
себя как чистая для Grw. Хотя чистые вариации «внутренне 
управляемы», необходимы условия на расширения. 

Следующее определение кажется искусственным, однако, 
оно — правильное 

О п р е д е л е н и е 7.2. ([114], [184]). (i) Градуировано-поля-
ризованная вариацией Q-смешанной структуры Ходжа над А* 
называется допустимой, если 
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(a) Предельная фильтрация Ходжа (в смысле (2.10)) суще­
ствует и индуцирует предельную фильтрацию Шмида на каж­
дом QrfV. 

(b) Нильпотентная часть логарифма монодромии (относи­
тельно W) допускает весовую фильтрацию относительно W\ 
(см. (2.14)). 

(ii) Градуировано-поляризованная вариация смешанной 
структуры Ходжа на X называется допустимой, если ее сужение 
на любой мероморфно вложенный Д* допустимо в смысле (i), 

Значение этого определения заключается в справедливости 
следующих двух результатов. 

Т е о р е м а 7.3. Любая геометрическая вариация смешанной 
структуры Ходжа является допустимой. 

Т е о р е м а 7.4. Для допустимых вариаций смешанной 
структуры Ходжа V на квазипроективном многообразии X су­
ществует функториальная смешанная структура Ходжа на 
H'(X,V). 

Наметим доказательства этих утверждений. 
Теорема 7.3 доказывается с помощью обобщения конструк­

ции Стинбринка [179] (см. теорему 2.22) на негладкий несобст­
венный случай. Это было сделано в начале 1980 гг., частично 
переоткрывая, Дю Буа [65], Эл Зейном [76] Гюлленом, Наварро 
Азнаром и Пуэрта [95], Стинбринком и Дукером [184]. С по­
мощью симплициальных гипернакрытий (см. теорему 1.14) мож­
но заметить что гладкий, но, возможно, несобственный случай — 
ключевой и мы его опишем здесь. 

Пусть / : Jf-»-A собственный морфизм, такой, что f гладко в 
А* и D = f~l(0) —дивизор с нормальными пересечениями. Пусть 
YczX — дивизор с нормальными пересечениями, такой, что отоб­
ражение, индуцированное / на каждом Yn (обозначения те же, 
что и в предложении 1.3), в А гладко на А* и, более того, 
D\jY— дивизор с нормальными пересечениями. Используя кон­
струкцию почти циклов (определение 2.21) для пары (X, У) 
аналогично, как и предложение 2.19, получается 

П р е д л о ж е н и е 7.5. Для каждого т ^ О высший прямой 
образ пучка 

r«=Rmfm(Q'Xfb(logr\jD)) 
Свободен над А и для всех sgA каноническое отображение 

"T>*®oJb\s)-+H'»{Xe, Q-X!A(\ogVljD)®axeXs) 
есть изоморфизм. 

З а м е ч а н и е 7.6. Для sgA* правая часть равна 
Hm{Xs~~~Ys, С); при s = 0 получаем канонический изоморфизм 
когомологий почти циклов для X—Y на Я т ( ^ * — Г*, С). 

Не ограничивая общности, мы можем считать, как и в § 2, 
что автоморфизм монодромии для Нт(Ха— YS7 Q) унипотентен. 
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™ Л ^ Т Ч е С
п

К И Й с м е „ ш а н н ы й комплекс Ходжа строится мало-
^ n v u l l I T ДЗНН0И СИТУа11ии У = 0 ; и построения сводятся 
к случаю, рассмотренному Стинбринком 

Имеем диаграмму 

Г д -— i {0} 

Пусть A'z=y(il (JigtZx-r). Положим 

HfcPRgtRj.Qx-Y-Diq+lftq+WRg^TtRJtQx-Y-D.. .)Д7.2) 

и определим 9: Ho {to} Ho+1 как и раньше. Берем для (A'Q,W) 
получающийся простой комплекс с фильтрацией, определяемой 
как 

WM = imaged*T<Ha9+^(gJ)t QX-Y-D (k + 1) [fc + 1]. (7.3) 
Наконец, Ас — простой комплекс, двойного комплекса с членами 

AP,^QP+^ (\ogV[JD)/W(D)vQx
+q+\logV[J D) (7.4) 

и дифференциалами, индуцированными d и Q=ds/s; его 
фильтрации, как и раньше W и F, есть 

T V * — image Г*+2-+1Йх+?+1 (log-K и £>), 

FPA'c- е Ar,i. (7.5) O P 

В (7.4) W(D) обозначает весовую фильтрацию, определяемую 
только дивизором D (т. е. не учитываются полюса вдоль У). 
Конечно, тотальная весовая фильтрация W для Q^ (log Y[)D) 
«составлена» яз W(D) и W(Y) я есть, конечно, конволюция 
(или амальгамма) этих фильтраций: 

Полезно также рассмотреть третью фильтрацию W(F) на 
•̂ с* определенную более наивным образом: 

W (V)^»'" ^im&geW (У)^Ух
+«+1 (\ogVljD). 

Как и в случае К = 0 , комплекс Лс допускает эндоморфизм 
v, задаваемый, с точностью до знака каноническими проекциями 

Ю* 147 

file:///ogVljD


Ясно, что v соответствует фильтрации W(Y). На гиперкогомо-
логиях v индуцирует логарифм монодромии N. 

Пр едложение 7.7. (1) Фильтрация W(Y) может быть 
определена на комплексе, квазиизоморфном A'Q, так, что 
Gtf{Y)A' вместе с эндоморфизмом, индуцированным v, изоморфен 
Q-когомологическому ходжеву комплексу Стинбринка для собст­
венной гладкой ситуация F(0->A с эндоморфизмом, сдвинутым 
на [ - / ] . 

(2) Отображение 
tixtA$og(r\jD))®aDnu-+Ai 

есть бифильтрованный квазиизоморфизм относительно W(Y) 
и F. 

Прежде чем двигаться дальше, нам нужно ввести одно поня­
тие, принадлежащее Эл Зейну [70]. Оно является упрощённой 
версией понятия из [184, § 6] (см. также [196, § 3]), вполне 
достаточной для приложений. 

О п р е д е л е н и е 7.8. Q-когомологический смешанный комп­
лекс Ходжа (KQ, W), (Kc>W,F) называется фальтрованннм 
возрастающей фальтрацией Р для KQ И А*С, если 

(a) (PjKQ/PkK'QiW), {PjKc/PkKc,W, /*)-когомологический 
смешанный комдлекс Ходжа при j>k; 

ТОТ . гут D • 

(b) Or/ PjKc— © Qr/ QrkKc, т. е. Р расщепляется на 
QTTKI 

П р е д л о ж е н и е 7.9 ([70], [76]). Для Q-когомологического 
смешанного комплекса Ходжа, фильтрованного с помощью Р 
(как выше) 

(1) Две прямые фильтрации и рекурсивная фильтрация, опре­
деляемая W на рЕТ, совпадают и для г = оо они совпадают 
с фильтрацией W для Я" (Кс), индуцированной на GTPH'(KC)', 
то же верно с заменой W на F. 

(2) Фильтрации W и F определяют смешанную структуру 
Ходжа на РЕТ и dr есть морфием смешанных структур Ходжа. 
На E^Un+f~QtPjHn{Kc) смешанная структура Ходжа есть фак 
тор смешанной структуры Ходжа на 

im {Hn(PfK с) ->#л(*Гс)}. 
Замечание 7.10. Роль условия (Ь) в определении У. 8 со­

стоит лишь в том, чтобы показать, что конструкции <DecW» и 
«Pj/Pk» на #ТКс коммутируют. Условие выполнено в случае, 
когда W записано в виде конволюции Р с некоторой фильтра­
цией на Ki [195, (АЛ)]. 

Теперь получаем, что справедлива 
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Т е о р е м а 7.11. Пара (AQ,W), (Ac, W, F) есть Q-ко гомоло­
гический смешанный комплекс Ходжа фильтрованный с помощью 
W(Y). На Hm(D,Ac)^T0

m 

(1) W(Y) индуцирует весовую фильтрацию Делиня когомо­
логической группы 

(2) F индуцирует предельную фильтрацию Ходжа; 
(3) W индуцирует весовую фильтрацию локального логариф­

ма монодромии N относительно W(Y). 
Первое утверждение следует из предложений и замечаний 

7.7,7.8 и 7.10, поскольку W(Y) — «конволютант» W. Можно 
непосредственно убедиться в том, что существует квазиизомор­
физм (ср. с 2.4): 

Из 7.5, 7.7(2) и 7.9 получаем, что предельная фильтрация 
Ходжа индуцирована F и ведет себя хорошо на Qvwm. Нако­
нец, 7.6(1) близко к 7.11(3) (см. (2.14)), именно, оно дает 
аналогичное утверждение для 

Для получения такого соотношения для w{Y)E2~ОТЩ¥)Н'{АС) 
нужна более сильная аргументация (см. [76, (3.30)], [184, (5.7)]); 

Этим мы заканчиваем доказательство теоремы 7.3 в глад­
ком случае. Обсудим теперь доказательство теоремы 7.4. 

Во-первых, сформулируем важное следствие (7.4), а именно, 
жёсткость допустимых вариаций смешанной структуры Ходжа. 
(Это не означает, что не существует нетривиальных деформа­
ций, наоборот, при любой деформации «все должно меняться»). 
Если V и V объемлющие допустимые вариации, то 
Hom(V, V ) также допустима (см. [184, (5.7)]), так что 

Н° {X, Нога (V, V'))^Hom (V (х), V (х)) (7.7) 
есть морфизм смешанных структур Ходжа для любого х£X. При 
V = V как локальных систем, фильтрованных W, существует 
тавтологический элемент 

Ие^0Я°(Х,Нош(У,У0). 
Тогда (7.7) утверждает, что тождественный элемент есть F0 (то 
есть изоморфизм вариаций смешанной структуры Ходжа), если 
это имеет место хотя бы в одной точке X. Следовательно, 
получается 

Т е о р е м а 7.12 (Жёсткости). Допустимая вариация смешан­
ной структуры Ходжа над компактифицируемым кэлеровым 
многообразием определяется полностью её представлением мо­
нодромии и значением в одной точке. Другими словами, если 
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заданы фильтрованная локальная система (V, W) на X, точка 
х£X и фильтрация F(x) на V(x), такие, что (V(x), W(x)9F(x)) 
определяют смешанную структуру Ходжа, то существует не бо­
лее одного расширения этих данных до допустимой вариации 
смешанной структуры Ходжа. 

З а м е ч а н и е 7.13. Для вариаций (чистых) структур Ход­
жа в компактном случае это было впервые доказано Гриффит-
сом [89, III, § 7], в геометрическом случае —Делинем [56, II, 
(4.1)1, в общем, без условия кэлеровости — Шмидом [167, 
(7.24)]. 

Конструкция смешанной структуры Ходжа для Н' (X, V), 
где V объемлет допустимую вариацию смешанной структуры 
Ходжа над компактифицируемым кэлеровым многообразием X, 
в полной общности была дана М. Саито [160] на основе ис­
пользования его теории смешанных модулей Ходжа [1531, 
[155]. 

В случае, когда X — кривая, смешанная структура Ходжа 
может быть построена «вручную» и это сделано в [184, § 4]. 
Предположим, для простоты, что локальные преобразования 
монодромии в xBD унипотентны и N(x)— их нильпотентные 
логарифмы. Рассмотрим 

Kc = Qx(logD)®T 
с обычной фильтрацией F (как в (3.8)). Весовая фильтрация Wt 
для К'с состоит в подкомплексах 

_ И-+Я, (7.8) 
где ^-—каноническое расширение, ассоциированное с локаль­
ной подсистемой А в V и 

&^{<veQrx(logD)®a:Resx(v)6B(х) Vx£D}. (7.9) 
Здесь В(х) удовлетворяет условию 

N(x\A(x)czB(x)c:A{x). 
Будем писать {А, В} для (7.8). Положим 

Bh(x)^N(x)Wk(x)+Mh^(x)Wh(x)9 
где М{х)—весовая фильтрация N(x) относительно W и 0к 
определим соответственным образом (как в (7.9)). Тогда WUKc 
есть комплекс {W*, Bk}, т. е . _ 

Можно найти изоморфизм (фильтрованный с помощью F) 

©(,©-Or»> W^ (x)IN(xW^ (*)) ( - 1 ) [ - II. (7.10) 
З а м е ч а н и е 7.14. Формула (7.9) содержит опущенное опи­

сание весовой фильтрации в «чистом» случае (см. после (3.14)). 
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Т е о р е м а 7.15. Для допустимой вариации Л-смешанной 
структуры Ходжа на гладкой алгебраической кривой X 
с объемлющей локальной системой V, (Кс, Wt\ F) есть комп­
лексная часть когомологического А-смешанного комплекса 
Ходжа, для которого 

Существует другой важный случай, когда теорема 7.4 может 
быть доказана непосредственно (см. [101, § 8]) и который пред­
ставляет самостоятельный интерес. 

О п р е д е л е н и е 7.16. Вариация смешанной структуры 
Ходжа с объемлющей локальной системой V и весовой фильт­
рацией W называется унипотентной, если вариации структуры 
Ходжа на чистых подфакторах GrjfV постоянны. 

Классифицирующее отображение Ф унипотентной вариации 
отображает в W^Ql(y)cl(BS]W^Ql(y)c). Причиной для такого 
•ее названия является 

П р е д л о ж е н и е 7.17, Каждое из следующих условий на 
представление монодромии 

p:'m(X,x)~+W0Gl(V) 
вариации смешанной структуры Ходжа эквивалентно «унипо-
тентности» (в определённом выше смысле): 

(1) р унипотентно; 
^ (2) линейное распространение р на групповое кольцо, 
р. Сщ (X, x)~~>WQ$l(W) тривиально на некоторой степени Л 
лугментирующего идеала; 

(3) рС/)сГ_181(1/). 
Дадим некоторые примеры унипотентных вариаций, проис­

ходящих из геометрии. 
П р и м е р ы 7.17. (1) Пусть X — гладкое многообразие. Для 

любого 5^0 семейство Ъ[щ(Х, x)] / / s + 1 , при х пробегающем X, 
определяет унипотентную вариацию смешанной структуры Ход­
жа* В самом деле, для двойственной вариации В8Н°(Н{Ал X)) — 
см. (6.19) и (6,20),-— GrB полностью описывается в терминах 
когомологий, так что ходжева структура не зависит от х. Такая 
вариация называется s-той тавтологической вариацией. 

(2) Пусть X — гладкая полная кривая. Зафиксируем точку 
у&Х и рассмотрим V{x)=Hl(X{x, у}) (которое может быть 
отождествлено с #i для сингулярной факторкривой, в которой 
х и у отождествлены), когда х пробегает X—{у}. Из точной 
последовательности 

0^>С ([х]-[у])-+№ (X, {х. y})~+W (X) - 0 
видно, что получающаяся вариация смешанной структуры Ход­
жа унипотентна. Она родственна первому примеру (1), по-

151 



скольку она двойственна к Н1(Х,{х,у})(1)<=*Н°(РхуХ)/Р. (См. 
[101, (5.39)]). 

(3) Пусть V— векторное пространство размерности 2, рас­
смотрим множество смешанных структур Ходжа на V с 

,„,* fl, если (р, ~7)==(0, 0), (—1, 1), 
[0, в .цротивном случае. 

Как мы уже говорилиранее, это множество параметризуется с 
помощью W-\Gl(V) —-С. Унипотентная вариация Z-смешанной 
структуры Ходжа тогда определяется над 

C**-C/Z(l). 
Можно показать, что она имеет геометрическое происхождение 
[184,2.13)]. 

Из 7.17(1) получаем, что все локальные преобразования мо-
нодромии в унипотентной вариации, конечно, унипотентны и их 
нильпотентные логарифмы N удовлетворяют условию 

NWi(V)<z:Wi-i(V) для всех £ (7.11) 
Предположим далее, что вариация смешанной структуры Ход­
жа также допустима. Тогда условие (7.2) (в) эквивалентно 
следующему усилению (7.11): 

NWt(V)c:Wi-z(V) для всех /, 
и весовая фильтрация N относительно W совпадает с W. 

Для допустимых унипотентных вариаций имеется теорема 
классификации, дополняющая теорему 7.12 для этого случая, 
формулируемая в терминах представления монодромии. 

О п р е д е л е н и е 7.18. А-смешанным теоретико-ходжевым 
унипотептным представлением щ (X, х) называется гомомор­
физм Л-алгебр 

р:А[п1(Х,х)]/1**)^ЦУЛ) 
для некоторого «ŝ -О, являющийся морфизмом смешанных 
структур Ходжа; здесь Уа — объемлет некоторую Л-смешан-
ную структуру Ходжа. 

Т е о р е м а 7.19 ([101, (1.6)]). Допустимые унипотентные 
вариации находятся во взаимно однозначном соответствии с 
смешанными теоретико-ходжевым унипотентными представле­
ниями щ (X, х). 

Это соответствие легко описывается и заключается в следу­
ющем. С[щ (Xj x)]/Js+l есть s-тая группа Мальцева Ga 
(подмножество групповых элементов). Отображение р сужается 
до группового гомоморфизма 

Qr+W-xGHV); 
далее, поскольку р — смешанное теоретико-ходжево, то оно оп­
ределяет отображение 

Ostc!F^sx^^iQW)clFQW^Gl(V)cy 
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Заметим, что область значений р есть пространство всех сме­
шанных ходжевых структур, чистые подфакторы которых совпа­
дают с чистыми подфакторами заданной смешанной структуры 
Ходжа на V. Исходя из F=C[ni (X, x)]/Js+l и сопряженного 
представления р, получаем 

П р е д л о ж е н и е 7.20 ([101, (5.20)]). Классифицирующее 
отображение s-той тавтологической вариации пропускается че­
рез р. 

Пусть as:X-*Gs,clFs, c — результирующее отображение. 
(Можно проверить, что щ задается обычным отображением 
Альбадезе [101,(5.40)].) Тогда для любого р (и соответствую­
щего р) получаем унипотентную вариацию смешанной струк­
туры Ходжа, беря роа5 как классифицирующее отображение. 
Тавтологические вариации, будучи геометрическими, допустимы 
и легко видеть, что таковы же и построенные выше [101, 
С. 115]. Обратно, представление монодромии 

СЫ{Х,х)]/1*+^¥0ъЦУ) 
допустимой унипотентной вариации есть морфизм смешанных 
структур Ходжа. [101, § 7] . Таким образом, взаимно однознач­
ное соответствие получается из свойства жёсткости (теоре­
ма 7.12). 

§ 8. Группы монодромии 

В § 7 мы видели, что допустимые вариации смешанной 
структуры Ходжа обладают свойством жёсткости (теоре­
ма 7.12): если зафиксировать фильтрованную локальную систе­
му Л-модулей на многообразии X и смешанную структуру Ход­
жа на слое над одной точкой (с данной весовой фильтрацией), 
то число допустимых вариаций Л-смешанной структуры Ходжа, 
продолжающих эти данные, равно нулю или единице. В этом 
параграфе мы обсудим недавние результаты, полученные в этом 
направлении, а именно, результаты об условиях, при которых 
данная локальная система допускает какую-либо вариацию 
(смешанной) структуры Ходжа. При А~Ъ это является расши­
ренной трактовкой вопроса: каковы глобальные группы моно­
дромии семейств алгебраических многообразий? (Напомним, 
что задание локальной системы V эквивалентно заданию её 
представления монодромии 

p:*ti(X,x)-+Gl(Vx)). 
Для унипотентных представлений ответ дает теорема 7.18. 

Множество допустимых унипотентных вариаций на V пара­
метризовано множеством смешанных структур Ходжа на VXy 
совместимых с нильпотентным пополнением jti (X, х). Делинь 
сообщил нам, что существует обобщение этого факта на случай, 
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когда чистые подфакторы V имеют конечную монодромию. Сей- ! 
час начали появляться общие результаты. < 

Начиная с этого места, мы будем рассматривать только 
«чистый) случай. Во-первых, удобно опустить условие вещест- ( 
венности (Vp'q=Vq'p) из определения 2.1: 

О п р е д е л е н и е 8.1 (См. [61, (1.1)], [193, (4.6)]). Пусть Л— 
подкольцо С, устойчивое относительно комплексного сопряже- I 
ния. Комплексная вариация А-структуры Ходжа веса тп на X 
состоит из локальной системы VA Л-модулей конечного ранга 
вместе со следующими объектами: j 

(1) семейством С°°-подрасслоений Т?'* расслоения 
Т=*ОХ®АУА Для пар целых (р, q) с p+q^m, таких, что Т 
(-"-изоморфно их прямой сумме; 

(2) плоской (—1)™-эрмитовой формы S : VAXVA-^-4(—m), 
удовлетворяющей условиям: 

(a) для любого г расслоение Ф Tp,q определяет голоморф­
ное подрасслоение ^ и 8 Tp'q определяет антиголоморфное 
подрасслоение дГ«\ 

(b) v(^p)c:Qx®ax^p~l и это же выполнено для антиголо­
морфных объектов: 

их 
(c) для любого х&Х форма Sx на Л-модуле ТА,Х удовлет­

воряет условию (2ni)mSx(w, Cxw)> 0 для w*£09 _где Сх~~~ 
оператор Вейля—прямая сумма ip~~q на Vx'q = Fxf]Fx. 

З а м е ч а н и е 8.2. Сопряженная к комплексной вариации У\ 
определяется комплексным сопряжением, то есть двойственным 
образом в 8.1(2), локальной системой V с слагаемыми Тр'д= 
= Tp'q. Поляризованная вариация R-структуры Ходжа (2.1) 
есть комплексная вариация, изоморфная ее сопряженной. Более 
того, для любой комплексной вариации Т, Т®Т. — веществен­
ная вариация. 

Следующая теорема Делиня показывает, что условие, что 
вариация является объемлющей для ходжевой структуры, на­
кладывает сильное требование на локальную систему: 

Т е о р е м а 8.3 (61, теорема 0.5]. Фиксируем многообразиеX 
и положительное целое d. Тогда существует не более конечного 
числа классов изоморфных представлений монодромии для ло­
кальных систем ранга d, объемлющих комплексные вариации 
Z-структуры Ходжа на X. 

Основной момент доказательства состоит в том, что суще­
ствование вариации дает (элементарные) оценки следа моно-
154 



.дромии. Достаточно много следов определяют представление с 
точностью до изоморфизма. 

3 а м е ч а н и е 8.4. Случаи вариации структуры Ходжа веса 
^ Z » l V m 0 B X ° m * V'OhM) (семейства абел2вых мно гообразии) явно рассмотрен в [79] 

Недавние работы Симпсона [173]-[1761 пролили свет на 
исходный вопрос. Допустим, что локальная система V на X — 
объемлющая для комплексной вариации структуры Ходжа 
Тогда векторное расслоение Г является, конечно, ^-изоморф­
ным расслоению ^ 

Более того, последнее допускает эндоморфизмо-значную 
1-форму 8, представимую в виде прямой суммы «линейных 
частей плоской связности» то есть 

«(см. (3.9)). Это дает пример для следующего объекта* 
О п р е д е л е н и е 8.5. Расслоением Хиггса над А' назы­

вается пара (#,9), состоящая из голоморфного векторного 
расслоения & над X и сечения 9 для Qx<S>End(<T) такого, что 

9Л9-=0. 
Изоморфизм расслоений Хиггса определяется очевидным об­

разом. Существует действие С* на множестве расслоений Хигг­
са, заданное как 

* - ( * , 8) «(# ,№). 
Л е м м а 8.6. Для ($, 9) следующие утверждения эквива­

лентны: 
(1) $ допускает разложение @$р такое, что 

Р 

(2) /-(_s 6)-=*(#, 6) для некоторого t бесконечного порядка 
в С*; 

(3) класс изоморфизмов (&, 9) не меняется при Содейст­
вии. 

Следовательно, комплексная вариация структуры Ходжа 
приводит к расслоению Хиггса, которое инвариантно относи­
тельно Содействия. Однако, любая локальная система V на 
компактном кэлеровом многообразии приводит к расслоению 
Хиггса с помощью следующей конструкции. Пусть V = V7+' 
-f-V" — плоская связность HaJ?00-сечениях расслоения Ту где 
V ' — (1,0)-компонента, V " ^ V ' — ( 0 , 1)-компонента. Для лю-
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бой эрмитовой метрики А на f имеем '(голоморфную) метри­
ческую связность Z?A+V". Положим 

d=±(Dh+V'% e - ( V ' - A i ) . (8.1J 
Если метрика h гармонична (то есть классифицирует гармони­
ческие отображения в Gl(d, C)JU(d)) — она всегда существует 
и единственна —то оператор в (8.1) удовлетворяет уравнению 

(5+6)*=0, (8.2) 
из которого следует, что (*?, 0), где «̂  — объемлющее С°°-рас-
слоение для Т с комплексной структурой, определенной 
д, определяет расслоение Хиггса. Конечно, с(<У)-=1 в 
Н(Х, Q). Между прочим, если исходить из комплексной ва­
риации, то гармоническая метрика станет метрикой Ходжа. 

Обратно, локальная система получается из расслоения Хигг­
са (<§Г, б) с нулевыми классами Чженя следующим образом. 
Мы хотим построить плоскую связность на объемлющем JC°°-
расслоении для <%. Пусть К — эрмитова метрика на <§ и <?/-.— 
(1,0)-компонента метрической связности. Обозначим через 0* 
оператор типа (0, 1), сопряженный к 8 относительно h. Будем 
использовать дЦ-Q для определения новой комплексной струк­
туры на <%\ рассмотрим связность 

Vh=(dh + Qh) + (d+Q). (8.3 
Если h удовлетворяет эрмитову уравнению Янга—Миллса 
[173, с 878], условие на класс Чженя даст, что она гармонична 
и что VA — плоская. 

Для дальнейшего нам потребуется понятие стабильности 
векторных расслоений. Пусть ^ —класс векторных расслоений, 
возможно, с дополнительной структурой. 

О п р е д е л е н и е 8.7. Векторное расслоение ^Ш называет­
ся полустабильным (соответственно, стабильным) ^-расслое­
нием, если функция (degS>/)/rkS'/ на ненулевом ^-подрас-
слоение <%г в <8 достигает максимального (строго максимально­
го) значения на <%'=*<§. 

Здесь степень £' есть Ci(^0®n~Vme ©*-* —кэлеров класс X, 
З а м е ч а н и е 8.8. Поскольку степень плоского расслоения 

равна нулю, стабильность плоских расслоений означает их 
неприводимость (т. е. отсутствие плоских подрасслоений); все 
плоские расслоения полустабильны. Основной результат со­
стоит в следующем. 

Т е о р е м а 8.9 [181, § 2]. Пусть X —компактное кэлерово 
многообразие. Тогда две конструкции: 

V^6A :(8J) для гармонической метрики; 
9 ^ V A : ( 8 . 3 ) для эрмитовой метрики Янга —Миллса 

взаимно обратны и приводят к взаимно однозначному соответ­
ствию между классами изоморфных неприводимых плоских 
156 



расслоений и стабильными расслоениями Хиггса с нулевыми 
классами Чженя. 

Эта теорема основана на работах Корлетта [52], Хитчина 
1105] и др. (См. [180], [181]). Она допускает прямое обобщение 
на случай полупростых плоских расслоений [181]. Ее немедлен­
ным следствием является следующее дополнение к лемме 8.6: 

С л е д с т в и е 8.10 ([181, (4.2)]). (Полупростая) локальная 
система — объемлющая для вариации комплексной ходжевой 
структуры в том и только том случае, если соответствующее 
расслоение Хиггса инвариантно относительно Содействия. 

Заметим, что как соответствие в теореме 8.9, так и Содей­
ствие на расслоениях Хиггса функториальны для голоморфных 
отображений. Отсюда получаем следующий ошеломляющий 
результат: 

Т е о р е м а 8.11 [181, (4.3)]. Пусть X и У — компактные кэ-
.леровы многообразия и f:Y-+-X — голоморфное отображение. 
Пусть отображение 

f.:*ti(Y,y)+ni{X,f(y)) 
суръективно. Тогда локальная система V на X объемлющая для 
комплексной вариации структуры Ходжа в том (и только том) 
случае, если такова f*V. 

Легко установить, когда расслоение Хиггса происходит из 
вещественного представления щ(Х, х). 

П р е д л о ж е н и е 8.12 ([181, (3.20)]). Расслоение Хиггса 
(<?Г, 0) соответствует вещественной локальной системе в том 
я только том случае, если существует симметричное невырож­
денное спаривание 

такое, что S(9e, e')=S(e, Qe'). 
С другой стороны, можно показать, что (см. [56], [61]) если 

неприводимая вещественная локальная система объемлет ком­
плексную вариацию структуры Ходжа, то она —объемлющая и 
для вещественной. Поэтому утверждение теоремы 8.11 (и тео­
ремы 8.16 ниже) справедливо для R. 

Далее, соответствие в теореме 8.9 может быть сделано топо­
логическим, если привлечь грубые пространства модулей. 
В случае плоских расслоений их конструкция достаточно явная 
и зависит только от конечно порожденной группы JTI(X, X). 
Пусть (чь -.-, ^ — множество образующих п\(Х9 х). Представ­
ление р размерности d приводит к сопоставлению I обратимых 
dXd матриц, которые связаны между собой алгебраическими 
уравнениями, которые определяются соотношениями для обра­
зующих. Классы изоморфных представлений являются орбитами 
/-кратного присоединенного действия Gl(d, С). 

Грубое пространство модулей полупростых классов изоморф­
ных плоских векторных расслоений Mtut может быть построено 
«с помощью геометрической теории инвариантов. (Здесь приво-
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димое расслоение может быть представлено суммой его компо­
зиционных рядов для факторов.) Mtut — аффинное многообра­
зие и имеет только квадратичные особенности [87], [175, (3.4)].. 

Для получения пространства модулей полустабильных рас­
слоений Хиггса с нулевыми классами Чженя необходимо пред­
положение о проективности X. Тогда обычный метод построения 
а пространств модулей из алгебраической геометрии дает Afmgge. 
[174]. Рассмотрим это пространство с его классической (ком­
плексной) топологией. Тогда справедливо 

П р е д л о ж е н и е 8.13 ([174, § 5]). Соответствие теоремы 
8.9 индуцирует гомеоморфизм Mtl&t и MRlgga. 

З а м е ч а н и е 8.14. i) Важно отметить, что этот гомемор-
физм вещественно-аналитичен. 

и) Желательно бы было найти конструкцию MmggB пригод­
ную для произвольного компактного кэлерова многообразия. 

Хотя Mmgg& некомпактно, действие С* продолжается до дей­
ствия С, то есть для любого (Е, 8) GMmggt 

llm t(E, в) 
f{to}0 

существует в MKlgga. Этот предел, очевидно, С*-инвариантен. 
Поэтому из следствия 8.10 и теоремы 8.13 получаем, что спра­
ведлива 

Т е о р е м а 8.15. Пусть X— гладкое проективное многообра­
зие. Тогда каждая связная компонента Mn&t содержит плоское 
расслоение, объемлющее для комплексной вариации ходжевой 
структуры. Отсюда немедленно получается следующая 

Т е о р е м а 8.16. Любое жесткое представление щ(Х, x) 
есть представление монодромии комплексной вариации струк­
туры Ходжа. 

Отсюда Симссон вывел, что некоторые дискретные группы 
не могут быть фундаментальными группами компактных кэле-
ровых многообразий. 

Естественно попытаться обобщить его теорию на случай не­
компактных гладких многообразий. Это обобщение было осу­
ществлено самим Симпсоном для случая кривых [176]. Соответ­
ствующие объекты в обобщении теорем 8.9 и 8.12 дают филь­
трации на бесконечности. 
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