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УДК 515.168.3 
СЛОЕНИЯ 

Д. Б. Фукс 

§ 1. ОБЩАЯ ТЕОРИЯ 

Теория слоений существует как самостоятельная математи­
ческая дисциплина около 30 лет. Первой крупной работой в 
этой области является диссертация Жоржа Риба [302], содер­
жащая, наряду с основными определениями, ряд глубоких тео­
рем. В 50-е и 60-е годы количество работ по теории слоений 
было относительно небольшим, но некоторые из этих работ 
оказались очень важными, как, например, работы Хефлигера 
1137], С. П. Новикова [19], Вуда [388]. В 70-е годы интерес к 
слоениям значительно возрос; главными стимулами явились 
возникшая в 1971 г. теория характеристических классов слоений 
и работы Тэрстона 1974—1976 годов о существовании и класси­
фикации слоений. Начиная с 1970 г., в РЖ «Математика» про­
реферировано около 400 работ по теории слоений; на базе этих 
работ и написан настоящий обзор. В числе этих работ специ­
ально посвященная слоениям книга Тамуры [355], недавно вы­
шедшая в русском переводе, обзорная статья [211], более 
узкие обзорные статьи [24, 27, 47, 120, 173, 187, 311, 320, 354] 
и популярные статьи [69, 341, 385]. Из других работ общего 
характера отметим рассказ об истоках и основных проблемах 
теории слоений, написанный ее основателем [303], и список 
проблем, составленный Швейцером [329]. 

1. Основные понятия. Пусть X — гладкое (гладкость всю­
ду, где не оговорено противное, понимается как принадлеж­
ность классу С°°) n-мерное многообразие без края, и пусть 0 < 
-"Sp-sSn. Говорят, что на X задано гладкое слоение размерности 
р, если X наделено разбиением на (линейно) связные подмно­
жества F„, обладающие следующим свойством: каждая точка 

хвХ покрывается картой q>:.L/{to}Rn из структурного атласа мно­
гообразия X, такой, что компоненты (по отношению к линейной 
связности) пересечений U(\Fa отображаются посредством <р на 
р-мерные плоскости пространства R", параллельные ПЛОСКОСТИ 

151 



первых р координатных осей. Множества Fa называются слоя-
ми слоения, само X называется его тотальным многообразием. 
Число п—р называется коразмерностью слоения; коразмерность 
слоения F обозначается через codimF. 

ЭТИ определения (как и большинство дальнейших опреде-
лений) имеют очевидный комплексный вариант. Их можно 
распространить и на многообразия с краем, причем здесь име­
ются две конкурирующие возможности: можно потребовать.. 
чтобы слои были трансверсальны краю, а можно потребовать, 
чтобы компоненты края были слоями. В первом случае слоение 
называют трансверсальным краю, во втором случае (в кото­
ром коразмерность слоения должна равняться 1)-—тривиаль­
ным на крае. 

2. Примеры. Примерам слоений будет посвящен § 2; здесь 
мы ограничиваемся минимальным запасом примеров, полезных 
для понимания дальнейших определений. 

Тривиальные примеры слоений доставляют гладкие расслое­
ния: если X — тотальное многообразие гладкого расслоения с 
(м--р)-мерной базой (n = dimX), то разбиение многообразия 
л на компоненты слоев расслоения есть p-мерное слоение. 
Следующий по сложности пример — обмотка тора, т. е. разбие­
ние тора R-/Z2 на образы прямых у = Хх+с с фиксированным Я. 
Если Я рационально, то слоение относится к предыдущему 
классу, в случае же иррационального X каждый слой плотен в 
торе. 

Следующий пример слоения коразмерности 1 в 53 принад­
лежит Рибу [302]; это — один из важнейших примеров слоения. 
Положим ф(/)=е -1 /1а и рассмотрим двумерное слоение в ци­
линдре {(*, у, 2)GR-|x2+i/2<l}, сдоями которого служат грани­
ца цилиндра и поверхности ~--=q---(-/i— x2—у*) + с (это слоение 
тривиально на крае). Очевидно, это слоение инвариантно отно-



сительно параллельных переносов вдоль оси цилиндра. Обыч­
ная проекция цилиндра на полноторий S'XD2 превращает это 
слоение в слоение в полноторий. Последнее называется рибов-
ской компонентой; его осевое сечение изображено на рис. 1. 
Слоение Риба в S3 получается при обычном склеивании сферы 
S3 из двух полноториев. 

3. Отношения эквивалентности между слоениями. Очевидный 
смысл имеет диффеоморфизм гладких слоений. Рассматривают 
еще три отношения эквивалентности между слоениями: гомо­
топность, кобордантность и конкордантность. Гладкие слоения 
Fo , F 1 одной размерности на замкнутом многообразии X на­
зываются гомотопными, если существует семейство гладких 
слоений {F.}o<i<. той же размерности на X, такое, что семейст­
во {F}o не прерывно по отношению к очевидной С"-топо­
логии в множестве всех гладких слоений на X. (Кстати, если речь 
идет не о С^-слоениях, а о С''-слоеииях с 1<г<оо,то правиль­
ное определение топологии в множестве слоений не столь оче­
видно—см. [98].) Гладкие слоения Fo, F i одной размерности 
на замкнутых многообразиях Xo, Xi одной размерности назы­
ваются кобордантными, если существует компактное многообра­
зие У с dY = XQUXi и трансверсальное краю слоение Ж на Y 
той же коразмерности, что Fo и F i , такое, что слои слое­
ний Fo и F i совпадают с компонентами пересечения слоев 
слоения 2ё с Х0 и Х\. Если в предыдущем определении Xi = X0 
и y = X 0 x / , то слоения Fo и F i называются конкордаитными. 
О конкордантности слоений говорят иногда и в случае, когда то­
тальное многообразие некомпактно. 

Подчеркнем, что гомотопность и конкордантность — совсем 
разные понятия. Например, попытка доказать конкордантность 
гомотопных слоений, составив слоение в цилиндре XX/ из 
слоев слоений F , в Xxt, как правило, ни к чему не приводит. 
Это особенно ясно видно на примере гомотопии, соединяющей 
обмотки тора с разным углом наклона (она составлена из об­
моток с промежуточными углами наклона). Заметим, что обмот­
ки тора с разными углами все же конкордантны. Чтобы постро­
ить слоение Ш в SlxSlXl, осуществляющее конкордантность 
между обмотками тора с разными углами, умножим слоение В' 
полосе RX/, изображенное на рис. 2, на прямую; получится 
слоение в R-X/, одцим из слоев которого будет плоскость. 
Повернем части, на которые R2X/ разрезается этой плоскостью,, 
вокруг прямой, перпендикулярной этой плоскости — каждую 

РИС. 2 
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на свой угол. Получится новое слоение в R2XL попрежнему 
инвариантное относительно параллельных переносов в R2. 
Профакторизовав R2X/ по группе Z ®Z, составленной из таких 
переносов, мы получим слоение в цилиндре над тором; это и 
есть Ж. 

Примеры гомотопных, но не конкордантных слоений появят­
ся в § 5. Простейший пример конкордантных, но не гомотопных 
•слоений доставляют слоения в R 2 \0 , слоями первого из кото­
рых служат окружности с центром 0, слоями второго — две по­
ловины оси ОХ и прямые, параллельные этой оси. 

4. ТОПОЛОГИЯ слоев и базы. Трансверсальная геометрия 
•слоений. Слои слоения целесообразно наделять не индуцирован­
ной топологией, а топологией, базу которой составляют ком­
поненты пересечений с открытыми подмножествами тотального 
многообразия. По отношению к этой топологии слои р-мерного 
слоения являются p-мерными многообразиями; слои гладкого 
слоения имеют очевидную структуру гладких многообразий. 
Например, слои обмотки тора диффеоморфны окружностям или 
прямым, слои слоения Риба, кроме одного, диффеоморфны пло­
скостям, а один слой — тору. 

Факторпространство тотального многообразия по его раз­
биению на слои, которое естественно было бы считать базой 
слоения, обычно бывает устроено очень плохо. Например, «ба­
за» иррациональной обмотки тора вообще не имеет собствен­
ных открытых подмножеств, «база» слоения Риба состоит из 
двух окружностей и точки, которая входит в замыкание любо­
го непустого подмножества каждой из этих окружностей. Та­
ким образом определяемая база слоения употребляется чрезвы­
чайно редко: она оказывается полезной лишь при изучении 
слоений весьма специального вида (см., например, [53, 54, 55, 
103,104,278,279,342]). 

Чаще роль базы принимает на себя совокупность трансвер-
салей к слоению. Пусть на многообразии X задано гладкое 
слоение коразмерности ц. Трансверсалью (к слоению) назы­
вается иммерсия ф: F{to}Z ^-мерного многообразия в X, транс­
версальная к каждому слою слоения. Если ф! : Y{-+X и ф2: Y2-+ 
{to}X — две трансверсали к одному слоению, yxbYx, t/2-Y2 —та­
кие точки, что ф.(г/.), ф2(г/2) лежат на одном слое F,HS:I-+F— 
путь, соединяющий <рх(ух) с щ{у2), то для всякой достаточно 
близкой к ух точки yx'6Yx существует путь s':/{to}X, близкий к s 
в топологии X, начинающийся в <рх(ух'), идущий по одному 
слою и Кончающийся на ф2(У2). Близкая к у2 точка y2'eY2, та­
кая, что ф2(г/2') —конец пути s', определяется (при фиксиро­
ванном s) точкой ух', и сопоставление ух'-*-у2' определяет ро­
сток диффеоморфизма (Y„ yx)^{Y2, у2). Этот росток называет­
ся преобразованием голономии. Очевидно, он не меняется при 
замене пути s гомотопным. Трансверсали и преобразования 
голономии составляют агрегат, похожий на атлас гладкого мно-
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гообразия (из них легко составить топос Гротендика), и для 
этого агрегата имеют смысл многие определения дифференци­
альной топологии. Например, можно потребовать, чтобы всякой 
трансверсали ср : Y{to}X некоторого слоения соответствовала ори­
ентация многообразия У .и чтобы преобразования голономий эту 
ориентацию сохраняли; такое соответствие называется (транс-
версальной) ориентацией слоения. Подобным же образом слое­
ние может быть (трансверсально) почти комплексным, комп­
лексно аналитическим, симплектическим, контактным, р.имано-
вым и т. д.: нужно, чтобы все трансверсали были наделены 
соответствующей структурой и чтобы преобразования голоно­
мий эту структуру сохраняли. Аналогично обогащаются .поня­
тия, введенные в п. 3: слоения, наделенные той или иной транс-
версальной структурой, могут быть гомотопны, кобордантны 
или конкордантны в классе слоений с этой структурой. 

Заметим, что тотальное многообразие слоения с той или 
иной из перечисленных структур подобной структуры иметь не 
обязано; так комплексно аналитическое слоение может быть 
задано на вещественном (даже нечетномерном) многообразии, 
ориентированное слоение — на неориентируемом многообразии. 
(Пример: слоение бутылки Клейна, определяемое ее канони­
ческим расслоением над окружностью, трансверсально ориен­
тируемо.) 

Пусть X — многообразие со слоением коразмерности q пер: 
R?-{to}X — трансверсаль. Пусть, далее, F— слой, проходящий че­
рез точку ф(0). Соответствие между гомотопическими классами 
петель слоя F с началом в точке ф(0) и преобразованиями го­
лономий определяет гомоморфизм группы n1(F, ф(0)) в группу 
ростков диффеоморфизмов (Rv, o){to}(R9, 0). Образ этого гомо­
морфизма, с точностью до сопряженности, определяется слоем 
F (т, е. не зависит от выбора трансверсали ф с ф(0) 6E). Этот 
образ называется группой ГОЛОНОМИЙ слоя F. Поучительный 
пример доставляет слоение Риба (п. 2). Группа ГОЛОНОМИЙ то-

рического слоя F этого слоения изоморфна n i ( f ) ^ Z © Z и по­
рождается ростками диффеоморфизмов, графики которых пока­
заны на рис 3. 

РИС. 3 
Очевидно, эти диффеоморфизмы не могут быть аналитиче­

скими; это — причина, по которой слоение Риба, хотя и при­
надлежит классу С°°, не является аналитическим. (На 5 3 вооб-
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ще не бывает аналитических слоений коразмерности 1 — см. 
[137]). 

Трансверсальной геометрии слоении посвящены статьи 
[254 и 373]. 

5. Касательное и нормальное расслоение. Индуцированное 
слоение. Теорема Ботта о тривиальности классов Понтрягина. 
Векторы, касающиеся слоев гладкого слоения F , составляют 
подрасслоение касательного расслоения тотального многообра­
зия. Это подрасслоение называется касательным расслоением 
слоения и обозначается через T(F), а соответствующее фактор-
расслоение называется нормальным расслоением к слоению и 
обозначается через v(#~). Очевидно, если у.У^Х — трансвер-
саль к слоению F , заданному на многообразии X, то <p*v(F) 
есть касательное расслоение многообразия У. Ясно также, что 
ориентации слоения соответствуют ориентацияи его нормаль­
ного расслоения и что трансверсальные почти комплексные 
структуры слоения соответствуют комплексным структурам 
нормального расслоения. Добавим к этому, что если нормальное 
расслоение тривиально и наделено определенной тривиализа-
цией, то слоение называется оснащенным. В очевидном смыс­
ле можно говорить об оснащение кобордантных и оснащенно 
конкордантных слоениях. 

Пусть / — гладкое отображение гладкого многообразия У 
без края в тотальное многообразие X некоторого слоения ЗГ. 
Если / трансверсально F (т. е. трансверсально каждому слою 
F ) , то компоненты прообразов слоев слоения F составляют 
слоение многообразия У. Последнее слоение называется ин­
дуцированным F посредством f и обозначается через f*&~. Яс­
но, что codimjF*F-=codimF и v(f*F) = f* (v (F ) ) . Ясно также, 
что если ф — трансверсаль к f*F, то /- <р — трансверсаль к F . 
Вследствие этого слоение, индуцированное ориентируемым, ос­
нащенным, почти комплексным, комплексным и т. д. слоением, 
в очевидном смысле является ориентированным, оснащенным 
и т.д. 

Всякое одномерное подрасслоение касательного расслоения 
многообразия является касательным расслоением некоторого 
одномерного слоения на этом многообразии; для подрасслое-
иия размерности >\ подобное неверно. Употребительна такая 
терминология: подрасслоения касательного расслоения назы­
ваются распределениями, а подрасслоения, служащие касатель­
ными расслоениями слоений — интегрируемыми распределения­
ми. Таким образом, не всякое распределение размерности 5И 
интегрируемо. Следующая теорема Ботта показывает, что не 
всякое распределение размерности S--1 гомотопно интегрируе­
мому, 

Т е о р е м а . Полиномы от вещественных классов Понтрягина 
нормального расслоения слоения коразмерности а, имеющие 
степень 2<7, равны нулю. 
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Эта теорема доказана в [46]. Ее изложению посвящена 
статья [140]. Примыкает к теореме Ботта результат Гольдмана 
[131], доказавшего, что тривиальны все вещественные классы 
Понтрягина нормального расслоения к слою слоения. Шульман 
[336] показал, что тривиальны и произведения Масси классов 
Понтрягина нормального расслоения к слоению, имеющие до­
статочно большую размерность. В статье [51] показано, что 
утверждение, аналогичное теореме Ботта, не имеет места для 
целочисленных классов Понтрягина. Дополнения к теореме 
Ботта содержат статьи [34, 35, 227, 236, 247, 291]. 

Мы еще дважды в этом обзоре вернемся к теореме Ботта: в 
§ 5, где будет выявлена связь между этой теоремой и характе­
ристическими классами слоений, и в § 6, где будет показано, 
что для некоторых специальных типов слоений заключение тео­
ремы Ботта может быть значительно усилено. 

6. Определяющая система форм. Критерий интегрируемости. 
В этом и следующем пунктах описываются два употребитель­
ных способа задания слоений. 

Пусть f—-гладкое слоение коразмерности q на многообра­
зии X. Определяющая система форм слоения f в открытом 
множестве Uc=X —это набор cob . . . , с.\- гладких 1-форм, за­
данных в U и обладающих двумя свойствами: (i) формы со-, . . . 
. . . , со- линейно независимы в каждой точке множества U; 
(И) сужение каждой из этих форм на любую компоненту пере­
сечения любого слоя с U тривиально. Очевидно, для задания 
слоения достаточно задать определяющие системы форм 
в открытых множествах, составляющих покрытие тотального 
многообразия. Ясно также, что если (со., ..,,&>.-), (со,. . . . , со' ̂  — 
определяющие системы форм в U, U', то (в d/flU') со| = 
--=£уФ.уС0у, где ср.у — гладкие функции, у которых det||cp,. |( не 
обращается в 0 ни в одной точке. 

Есл.и U — X, то мы имеет дело с глобальной определяющей 
системой форм. Очевидно, для существования глобальной опре­
деляющей системы форм необходимо и достаточно, чтобы было 
тривиально нормальное расслоение к слоению, и задание гло­
бальной определяющей системы форм приводит к выбору опре­
деленного гомотопического класса оснащения этого слоения. 

Подчеркнем, что система со-, . . . ,со- гладких 1-форм, задан­
ных в открытом множестве L7c=X может не быть определяю­
щей системой форм ни для какого слоения коразмерности q, 
даже если она удовлетворяет условию (i): требуется еще, 
чтобы был выполнен критерий интегрируемости. (Этот факт 
уже упоминался в п. 5, где он был выражен словами: не вся­
кое распределение интегрируемо.) Последний формулируется 
так: при каждом i дифференциал йщ должен представляться 
в виде -ЕуШуДт-у, где i-y — некоторые гладкие 1-формы. Равно­
сильная [если выполняется (1)] формулировка: ъ\/\ • • • Л<--\-Л 
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д^05,-=0 при i = 1, . . . , (7 . Что этот критерий выполняется для 
любой определяющей системы форм слоения, очевидно: можно 
считать, что предложенная система задана в пределах карты, 
описанной в определении слоения (п. 1), а в локальных коор­
динатах xj , . . . , хп такой карты всякая определяющая система 
форм имеет вид ^ ^ / ^ d x ^ , i = 1, . . . , . ? (с det Ц/^Ц^О). 
Обратное утверждение, доказательство которого более длинно, 
представляет собой хорошо известную теорему анализа. 
(В анализе эта теорема формулируется так: пусть со.., . . .,сов—-
система гладких 1-форм, определенных в окрестности точки 
06R" и линейно независимых в каждой точке этой окрестности; 
если со,Д •. ./\Vq/\d<*t = Q ПРИ f = l , • • . . .? , то существуют 
гладкие функции / , - , gj(i,j=\, ...,<?) с det | | / / у Ц^О и со;.= 

В важном случае q — \ сказанное принимает такой вид. 
Слоение коразмерности 1 локально задается гладкой 1-формой, 
не обращающейся в нуль; эта форма со должна удовлетворять 
условию интегрируемости w/\d($ — 0 (или d(o = <x>Af\ c некото­
рой гладкой 1-формой и). Слоение коразмерности 1 опреде­
ляется 1-формой глобально в том и только в том случае, если 
оно ориентируемо, и выбор глобально определяющей слоение 
1-формы приводит к выбору определенной ориентации. 

7. Атлас слоения. Открытое покрытие Ш,-} гладкого много­
образия X без края, элементы которого наделены субмерсиями 
<pi: --7i->-R<7, называется атласом слоения коразмерности q, если 
выполняется следующее условие: для каждой точки xeU.nUj 
(с любыми I, /) существует диффеоморфизм ф- окрестности 
точки <р}(х) (в R-) на окрестность точки <pi(x), переводящий 
<pj(x) в цч(х) и такой что <pi(y)—tyx(4>j(y)) для всякой точки у 
из некоторой окрестности точки х. Два атласа называются 
эквивалентными, если их объединение является атласом. Оче­
видно, задание на многообразии X класса эквивалентных атла­
сов равносильно заданию на этом многообразии гладкого слое­
ния коразмерности q: чтобы построить по слоению атлас, нуж­
но взять достаточно мелкое покрытие тотального многообразия 
и произвольные субмерсии элементов этого покрытия в R9, ло­
кально постоянные на слоях, а чтобы восстановить по атласу 
слоение, нужно в качестве слоев взять максимальные связные 
множества, на компонентах пересечений которых с <У. субмер­
сии ф,- постоянны. Если атлас определяет слоение SF, то гово­
рят, что это — атлас слоения F . Если диффеоморфизмы tyx 
сохраняют ориентацию или являются комплексно аналитиче­
скими, каноническими или контактными преобразованиями, то 
определяемое атласом слоение оказывается ориентированным, 
комплексно аналитическим, симплектическим или контактным. 

Добавим, что с помощью атласов совсем просто описываются 
нормальное расслоение и операция индуцирования. Если 
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{Ui, Ф-г} — атлас слоения, то отображения Ui\)Uj-+GL(q, R), от­
носящие точке х матрицу дифференциала отображения "фх в точке 
cpi(x) определяют «"-мерное векторное расслоение с базой X; 
это — не что иное, как нормальное расслоение слоения, опреде­
ляемого атласом. Если f:X-*-Y— отображение, трансверсальное 
слоению F , задаваемому атласом {(У., cpi}, то множества 
/-'(.-У.) и отображения f_1 (t/i)—»-R ,̂ определяемые формулой 
.У1"* "*(/(.?/)), составляют на У атлас слоения, именно, слоения 
/ * F . 

§ 2. ЯВНЫЕ КОНСТРУКЦИИ СЛОЕНИЙ 

На протяжении первых 15 лет существования теории слое­
ний пример Риба (п. 1.2) оставался единственным геометриче­
ски содержательным примером слоения, которым располагала 
эта теория. Лишь во второй половине 60-х годов появились но­
вые примеры, слоений, и на протяжении следующего десятиле­
тия их было построено изрядное количество. Это были почти 
исключительно слоения коразмерности 1 на замкнутых много­
образиях (исключение составляет работа Аррота [36], постро­
ившего двумерное слоение на семимерной сфере). Целью по­
строения обычно было доказательство существования слоения 
коразмерности 1 на том или ином многообразии. Проблема 
существования слоений коразмерности 1 в настоящее время 
полностью решена: на открытом многообразии такое слоение-
всегда существует (ЭТО доказано в 1970 г. Хефлигером [138] и 
будет обсуждаться ниже в § 4), а в случае замкнутого много­
образия равенство нулю эйлеровой характеристики этого мно­
гообразия, очевидно, необходимое для существования слоения 
коразмерности 1 (оно необходимо уже для существования под-
расслоения касательного расслоения коразмерности 1), являет­
ся для него и достаточным. Последний факт доказан Тэрстоном 
[365] (см. снова § 4); однако доказательство Тэрстона трудно 
назвать геометрически наглядным, так что явные конструкции 
слоений не утратили своего значения. 

Все слоения, которые строятся в пп. 2—4 этого параграфа, 
принадлежат классу С", но не являются аналитическими. Это 
не удивительно: согласно доказанной 25 лет назад теореме 
Хефлигера [137] (см. также [168]) замкнутое многообразие 
с конечной фундаментальной группой не может иметь аналити­
ческого слоения коразмерности 1 (ср. замечание в конце 
п. 1.4). Впрочем, теория аналитических слоений коразмер­
ности 1 вполне содержательна; способ построения таких слое­
ний, важный для теории характеристических классов слоений, 
описан в п. 5. 

1. Метод Лоусона — Тамуры построения слоений. Проще 
всего построить слоение коразмерности 1 на замкнутом много­
образии, которое гладко расслаивается над окружностью: ком­
поненты слоев расслоения составляют слоение (ср. п. 1.2). Это 
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наблюдение следующим образом обобщается: если компактное 
многообразие X, вообще, говоря, имеющее край, гладко рас­
слаивается над окружностью (подразумевается, что слои рас­
слоения трансверсальны краю), то X обладает гладким слое­
нием, тривиальным на крае (см. п. 1.1). Для доказательства 
достаточно построить гладкую функцию X-S-R+, равную нулю 
на дХ, положительную в intX и не имеющую критических зна­
чений, меньших 1. Эта функция составляет с проекцией X{to}S-
гладкое отображение X{to}.S-XRb трансверсальное слоению, 
изображенному на рис 4 [в 5-Х(1,оо) слои этого слоения 
совпадают с прямыми tX (1, °°), t-^S1]- Индуцируемое в X слое­
ние и будет требуемым. 

Рис 4 
Предположим теперь, что замкнутое гладкое многообразие 

X разрезается своим подмногообразием Y коразмерности 1 на 
два куска, X. и X2> каждый из которых гладко расслаивается 
над окружностью. Тогда X обладает гладким слоением кораз­
мерности 1: оно составляется из слоений, возникающих, со­
гласно сказанному в Xi и Х2. В этом и заключается сущность 
метода Лоусона — Тамуры. Пример: S3 разрезается стандартно 
вложенным тором на два полнотория, каждый из которых оче­
видным образом расслаивается над окружностью; полученное 
Слоение есть слоение Риба (ем. п. 1.2). 

[Стоит заметить, что, хотя проблема существования слое­
ний коразмерности 1 решена, остается открытым естественный, 
ввиду сказанного, вопрос: какие многообразия разрезаются 
.подмногообразиями на куски, расслаивающиеся над окруж­
ностью? Очевидно, эйлерова характеристика разрезаемого та­
ким образом многообразия равна нулю, но никаких других не­
обходимых условий разрезаемое™ не видно; в то же время уже 
для семимерной сферы существование такого разрезания пред­
ставляется сомнительным (по поводу пятимерной сферы см. 
п. 2).] 

Фактически метод Лоусона — Тамуры не сводится к опи­
санному приему. Тамура использует в своих работах понятие 
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«вращательнойструктуры» ([351,354]): на замкнутом гладком 
многообразии X задана вращательная структура, если в X фикси­
рованы подмногообразие A коразмерности 2 c тривиальным 
нормальным расслоением (называемое «осью»), трубчатая 
окрестность U многообразия А и расслоение X—int U-+S1 (его 
слой называется «образующей»), согласованное на границе с 
проекцией U{to}D2. Лоусон использует специальный вид враща­
тельных структур, называемый им разложением Александера 
[209—211]: гладкое отображение j : X{to}C с регулярным зна­
чением 0 такое, что отображение argf : X—f--(0){to}S- есть суб-
мерсия; если f определяет разложение Александера, то /"-(О) 
и arg/| (X—f _ 1 ( l 2 l< 8 ) ) при малом положительном е составля­
ют вращательную структуру. Вращательные структуры, под 
названием «open book structures» рассматривались также Вин-
кельнкемпером [387]; он доказал, что если X односвязно и 
dimX=2k+l, k>3, то X обладает вращательной структурой, у 
которой образующая имеет гомотопический тип А-мерного кле­
точного пространства и вложение образующей в X есть гомото­
пическая ^-эквивалентность. 

Вращательная структура на X сама по себе не дает слое­
ния. Она доставляет разбиение X=UU(X—intU), и X—intU 
расслаивается над окружностью. Для применимости предыду­
щей конструкции необходимо, чтобы над окружностью рас­
слаивалось U, т. е. А. Однако, иногда удается обойтись и без 
расслоения A{to}S1; достаточно, например, чтобы существовало 
гладкое расслоение многообразия А над некоторым многообра­
зием В, таким что для BxD2 уже доказано существование 
слоения, тривиального на крае. Тогда проекция AXD2->-BxDs 

позволяет построить тривиальное на крае слоение в AXD2, a 
это — все, что нам нужно. С примером такого построения мы 
познакомимся в п. 3. 

2. Слоения коразмерности 1 на замкнутых трехмерных мно­
гообразиях. Такие слоения рассматриваются в § 3, здесь мы 
скажем только о явных конструкциях. Еще в 1923 г. Алексан-
дер доказал, что всякое замкнутое ориентируемое трехмерное 
многообразие обладает разложением Александера. Осью слу­
жит объединение окружностей, а так как на SuXD2 имеется 
тривиальное на крае слоение (рибовская компонента), то ска­
занное в п. 1 позволяет построить по этому разложению Алек­
сандера гладкое слоение коразмерности 1. Эта конструкция 
слоений на ориентируемых трехмерных многообразиях пред­
шествовала работам Лоусона и Тамуры; она принадлежит 
С. П. Новикову, Цишангу и Ликоришу (см. [19]). Впоследствии 
Вуд ([388, 389, 390]) построил слоения коразмерности 1 и на 
неориентируемых замкнутых трехмерных многообразиях. 

3. Слоения коразмерности 1 на нечетномерных сферах. При­
мером слоения коразмерности 1 на S3 служит слоение Риба. 
Слоение коразмерности 1 на 55 впервые построил Лоусон (см'. 
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[210], а также [243]). Это слоение строится по разложению 
Александера, определяемому отображением S5{to}C,, действую­
щим по формуле (2Ь 22, z3)>^Zi3+Z23+z3

3. Ось этого разложе­
ния Александера расслаивается над неособой кубической кри­
вой в СР2, диффеоморфной тору, т. е. расслаивается над 5 1 . 
Построение слоений коразмерности 1 на нечетномерных сфе­
рах размерности > 7 основано на следующих двух леммах Лоу-
сона — Тамуры — Дэрфи. 

Л е м м а 1. Если к>1, то на сфере 54Л_1 существует разложе­
ние Александера с осью, гладко расслаивающейся над S2k~l; 
если k>2, то на сфере Sih+i существует разложение Александера 
с осью .S-'-X-S-"-1. 

Первое разложение Александера определяется^ отображени­
ем 54h--->-C, действующим по формуле (zu . . ., z2k)'~*Zi2 + . . .. 

• • •+Z2/.2; его осью служит многообразие единичных касатель­
ных векторов {2k—1)-мерной сферы. Второе разложение Алек­
сандера определяется как связная сумма двух разложений 
Александера, задаваемых отображениями 54'1+1~>С, действую­
щими по формулам 

2k 

(Z0, 2, 22/.)^(20 + 22
г)(г2 + ^ ) + 2 Z% 

г* 
(z0,zu ..., zu)~z5-{-г\ + ^ z~; 

осями этих разложений служат многообразия (S2ftxS2''~1)4|--
-jj-24fe-1

 и _--4ft-i, г д е 24ft-i — экзотическая сфера Милнора. 
(Первое утверждение леммы доказано Лоусоном [210]; вто­

рое утверждение независимо доказано Дэрфи [90] и Таму-
рой [352]. Приведенное здесь доказательство принадлежит 
Дэрфи; доказательство Тамуры отличается от доказательства 
Дэрфи, но и в нем приходится «сокращать» милноровскую сфе­
ру. Употребляемое в доказательстве связное суммирование раз­
ложений Александера введено Лоусоном и Дэрфи [91]. Впо­
следствии Тамура доказал, что Skh~l обладает вращательной: 
структурой с осью .S2"-1X-S2ft-2 [354], и Муцутани доказал, что 
S5 обладает вращательной структурой с осью SlxS2 [245].) 

Л е м м а 2. (См. [209].) Если на сфере Sm с т> :3 имеется 
гладкое слоение коразмерности 1, то произведение .Sm"2xD2 ' 
обладает гладким слоением, тривиальным на крае. 

В самом деле, построим на Sm замкнутую гладкую кривую, 
трансверсальную слоению (такая, очевидно, существует для 
любого слоения коразмерности 1 на замкнутом многообразии). 
Неравенство т > 3 позволяет считать, что кривая несамопере-
секающаяся и незаузленная, так что дополнение к ее окрест­
ности диффеоморфно Sm~2XD-. Изменим слоение в окрестности 
кривой как показано на рис. 5 и выбросим часть сферы, распо­
ложенную внутри пунктирного слоя F. Мы получаем требуемое. 
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Эти леммы позволяют завершить построение слоений индук­
цией по размерности сферы. Пусть k^4, и пусть на сферах 
S2--1 с \<k гладкое слоение коразмерности 1 уже построено. 
Согласно лемме 1 сфера S2ft_1 обладает разложением Алексан-
дера, ось которого расслаивается над сферой размерности 1 = 
= 2[ н-] — 1, а в силу леммы 2 и неравенства /+2<2/е—1 про­
изведение S'XD2 обладает слоением, тривиальным на крае, 
В силу сказанного в п. 1, этого достаточно для построения 
гладкого слоения коразмерности 1 на .S2''-1. (Заметим, что от­
дельное построение слоения коразмерности 1 на S5 является 
необходимым шагом этой индукции.) В заключение упомянем 
статью Тамуры и Мицутани [356], содержащую построение 
гладкого слоения на 54'1-1, кобордантного нулю, статью Мицу­
тани [245] в которой построено слоение на 54й+1, не кобордант-
ное нулю, но делающееся таковым после удвоения, и обзорные 
статьи [123] и [311], специально посвященные слоениям на 
сферах. 

4. Слоения коразмерности 1 на других многообразиях. 
А'Кампо ([30, 31, 32]) и несколько позже Фукуи [113] по­
строили гладкое слоение коразмерности 1 на произвольном од-
носвязном пятимерном многообразии; их построение использу­
ет методы, близкие к описанным выше, а также некоторые 
структурные теоремы. 

Впоследствии Тамура ([353, 354]) построил слоения кораз­
мерности 1 на произвольных замкнутых (k—1)-связных (2A+1)-
мерных многообразиях с k>3; его построение не опирается ни 
на какие структурные теоремы, а используют только доказанные 
им и Винкельцкемпером ([351, 387]) свойства вращательных 
структур; в более специальной ситуации это построение было 
ранее проведено Дэрфи и Лоусоном [91]. 

Мицутани [245] построил гладкое слоение коразмерности 1 
на произвольном (k—-2) -связном 2£-мерном многообразии с 
тривиальной эйлеровой характеристикой, с тривиальной сиг­
натурой и с k>3. Несколько лет оставался открытым вопрос о 
возможности построения гладких слоений коразмерности 1 на 
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многообразии с ненулевой сигнатурой; особенную известность 
этой задаче придала опубликованная в 1967 г. ошибочная рабо­
та Рейнхарта. Пример гладкого слоения коразмерности 1 на 
CP 3 #CP 2 #( s l XS 3 ) . i^ (S 1 xS 3 ) привел Мицутани [244]; не­
зависимо от него примеры гладких слоений коразмерности 1 
на многообразиях с ненулевой сигнатурой построил Линингер 
[226]. 

В заключение скажем о нескольких работах, содержащих 
явное построение кобордизмов между слоениями. (Некоторые 
результаты этого направления уже упоминались в п. 3.) До­
вольно значительных усилий потребовала проблема кобордант-
ности нулю слоения Риба на S3. Сначала Мицутани [244] дока­
зал, что кобордантно нулю слоение, аналогичное слоению Ри­
ба, но имеющее вместо торического слоя целый цилиндр (S*X 
XSl)Xl, составленный из торических слоев (S'XS^X-*. Лишь 
три года спустя Сержерэрту [334] удалось доказать кобор-
дантность нулю настоящего слоения Риба, а также слоений, ко­
торые получатся, если функцию ср в определении слоения Риба 
заменить произвольной плоской функцией. (В промежутке 
Н. М. Мишачев доказал кобордаитпость нулю классического 
слоения Риба, по его работа осталась неопубликованной.) Тео­
рема Сержерэрта была обобщена Фукуи [115] и Осикири [277], 
независимо доказавшими следующую теорему: пусть одно слое­
ное трехмерное многообразие получается из другого слоеного 
трехмерного многообразия перестройкой вдоль замкнутой транс-
версали (слоение изменяется вдоль трансверсали наподобие 
рис. 5 и в приклеиваемой ручке доопределяется рибовской ком­
понентой); тогда эти слоеные многообразия могут быть свя­
заны слоеным кобордизмом. 

5. Локально однородные слоения. Конструкции слоений, опи­
санные в пп. 2—4, обобщают конструкцию Риба. Теперь мы 
опишем слоения, обобщающие обмотку тора. В отличие от слое­
ний, построенных выше, эти слоения аналитичны. Идея рас­
сматривать такие слоения принадлежит, вероятно, Руссари (см. 
[128, 47]). Они оказываются очень полезными для теории харак­
теристических классов слоений (см. § 5). 

Пусть О — группа Ли, Я —ее связная подгруппа. Г —ее 
дискретная подгруппа. Правые смежные классы gH составляют 
в G слоение, инвариантое относительно левого канонического 
действия Г в О (g{to}vg, g6G, убГ). Вследствие этого образы 
множеств gli при проекции G->G/r составляют в G/Г слоение 
размерности dim Я . Это слоение обозначается через f(G, H, Y) 
и называется локально однородным слоением. Слои этого 
слоения диффеоморфны факторпространствам Н/(gYg-1 f) H). 
Нормальное расслоение этого слоения тривиально и получает 
каноническую тривиализацию, если выбран базис в простран­
стве gA>, где g, jj — алгебры Ли групп G, Н. Действительно, ле­
вые сдвиги группы G определяют изоморфизмы между каса-
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тельными пространствами этой группы и пространством й и 
между касательными пространствами смежных классов gH и 
пространством J); вследствие этого они определяют изоморфиз­
мы между слоями нормального расслоения слоения igH) груп­
пы G и пространством й/I); эти изоморфизмы согласуются с 
действием группы Г и превращаются в изоморфизмы между 
слоями нормального расслоения слоения F ( G , Н, Г) и й/f). 

Если G - R ®R, Я-^R и r = Z © Z, то &~{G, Я, Г) есть об­
мотка тора. Если G = SL(2, R), Н есть подгруппа, составленная 
из верхних треугольных матриц с положительными диагональ­
ными элементами и Г — дискретная подгруппа с компактным 
51(2, R) / r , содержащая матрицу—-Е, то SL(2, R) / r есть мно­
гообразие единичных касательных векторов замкнутой поверх­
ности постоянной отрицательной кривизны и 3F{G, Н, Г) есть 
«орициклическое слоение». (Два касательных вектора много­
образия отрицательной кривизны принадлежат одному орицик­
лу, если определяемые ими геодезические асимптотически схо­
дятся; например, векторы, касающиеся одной и той же геодези­
ческой в одном направлении, принадлежат одному орициклу.) 
Подобное описание допускают и многие другие слоения 
^ ( G , Я, Г). 

§ 3. КАЧЕСТВЕННАЯ ТЕОРИЯ СЛОЕНИЙ 
В этом параграфе речь пойдет о том, какими могут быть 

слои слоения (в основном, коразмерности 1) и как они могут 
подходить друг к другу. Р1злагаемые здесь работы имеют мно­
гочисленные взаимные связи, и разбиение параграфа на пунк­
ты носит приблизительный характер. 

1. Теорема Риба об устойчивости. Так называется следую­
щее предложение, доказанное в основополагающей работе 
Риба [302]: 

Т е о р е м а . Пусть F — гладкое слоение коразмерности q, 
и пусть F— замкнутый слой слоения F , фундаментальная груп­
па которого конечна. Тогда всякая трубчатая окрестность слоя 
F содержит меньшую окрестность, составленную из целых сло­
ев слоения F (или, как говорят, «насыщенную»), и слои, со­
держащиеся в этой окрестности, являются (по отношению к 
проекции трубчатой окрестности) конечнолистными накрываю­
щими слоя F. В частности, если n\(F) = \, то F обладает насы­
щенной окрестностью, слоение в которой диффеоморфно слое­
нию {FXt} произведения jFXD5. 

Обобщение этой теоремы с компактных слоев на собствен­
ные слои (определение см. в п. 5) содержится в работе Инаба 
[167]. Следующее усиление теоремы Риба принадлежит 
Тэрстону [361]: 

Т е о р е м а . Пусть F —гладкое слоение коразмерности q, и 
пусть F — ero замкнутый слой. Если линейная голономия 
m(F)-+-GL(q, R) тривиальна и Hl(F; R)=0, то F обладает на-
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сыщенной окрестностью, в которой слоение тривиально (сводит­
ся к расслоению). 

Сакстедер [321] показал, что условие Hl(F; R) =0 не может 
быть выброшено из формулировки этой теоремы. Лангевин и 
Розенберг [206] показали, что условия, налагаемые теоремой 
Тэрстона на слоение, устойчивы по отношению к С'-возмуще-
ниям слоения, и вывели из этого следующий факт. 

Т е о р е м а . Пусть Е~УВ — гладкое расслоение со слоем F, 
причем многообразия E, В, F замкнуты. Чтобы слоение, опреде­
ляемое этим расслоением было С.-устойчиво, необходимо и до­
статочно, чтобы H1(F; R) =0. 

Кстати, слово «устойчивый» в теории слоений имеет два 
смысла: (структурно) устойчивое слоение — это слоение, диф-
феоморфное всякому достаточно близкому к нему слоению, а 
устойчивый компактный слой — это слой, обладающий сколь 
угодно малой насыщенной окрестностью. Устойчивым в первом 
смысле слоениям посвящены статьи Руссари [319] и Розенбер-
га — Руссари [316]. В каждой из них со своей стороны показано, 
что (структурно) устойчивые гладкие слоения коразмерности 1 
на трехмерных многообразиях — явление довольно редкое, 
В [316] предлагается модифицированное определение устойчи­
вости, при котором, напротив, почти все ориентируемые слое­
ния коразмерности 1 оказываются устойчивыми. 

2. Теорема Новикова о замкнутом слое. Следующая теоре­
ма доказана С. П. Новиковым [19]. 

Т е о р е м а . Пусть X— замкнутое трехмерное многообразие 
с гладким слоением F коразмерности 1. Предположим, что 
выполнено одно из следующих условий: (1) группа .щ (X) ко­
нечна; (2) п2(Х)Ф0; (3) существует замкнутая трансверсаль 
(замкнутая кривая в X, трансверсальная F ) , гомотопная нулю; 
(4) у слоения ЗГ имеется такой слой F, что гомоморфизм вклю­
чения rti(F){to}ni(X) имеет нетривиальное ядро. Тогда &~ имеет 
замкнутый слой. Более того, во всех случаях, кроме (2), £Г 
включает рибовскую компоненту, а в случае (2) либо F вклю­
чает рибовскую компоненту, либо все слои замкнуты и диффео-
морфны S2 или RP2. 

Изложению теоремы Новикова посвящены статьи [174, 262, 
263]. Ее доказательство имеется также в книге [355]. 

Было сделано несколько попыток перенести теорему Нови­
кова на слоения с особенностями. Вагнер [381] (см. также 
[382]) рассмотрел слоения коразмерности 1 с морсовскими осо­
бенностями (т. е. локально устроенными как множества линий 
уровня функции с морсовскими особенностями) на 53 . Морсов-
ские особенности бывают «сферическими» и «коническими» 
Пусть слоение имеет s сферических особенностей и с кониче­
ских. Если 5 = с, слоение включает рибовскую компоненту. Если 
s>c то s = c+2 и у такого слоения общего положения все не­
особые слои диффеоморфны S2. В случае же s<c слоение мо-
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жет не иметь компактных слоев (такой пример привел Розен-
берг). Впоследствии Раймонд [299] доказал, что всякое замкну-
иое трехмерное многообразие обладает гладким слоением 
коразмерности 1 с особенностями, не имеющим компактных 
слоев. 

Что касается слоений коразмерности >1 и слоений на мно­
гообразиях размерности >3 , то информация о компактныхслоях 
исчерпывается пока отрицательными результатами Швейцера. 

Т е о р е м а . Если dimX^5 и X обладает гладким слоением 
коразмерности 1, то X обладает С°-слоением коразмерности 1 
без компактных слоев. 

(Эта теорема анонсирована в статьях [325, 326, 327, 328]; ее 
доказательство, насколько мне известно, не опубликовано. До­
полнение к этой теореме имеется в работе Раймонда [299] — 
см. ниже п. 5). 

Т е о р е м а [324]. Если на гладком многообразии имеется 
какое-нибудь СГ-слоение коразмерности 2 с г = 0, 1, то на нем 
имеется С-слоеиие коразмерности 2 без компактных слоев. Ес­
ли на гладком многообразии имеется какое-нибудь С-слоение 
коразмерности q>3 с 0=-Sr<{infty}, то на нем имеется Сг-слоение 
коразмерности q без компактных слоев. 

К этим теоремам примыкает другой результат Швейцера, 
именно, пример одномерного слоения на S3, не имеющего ком­
пактных слоев (см. [324], а также [312]); слои этого слоения 
имеют класс С", но само оно имеет только класс С1. Этот при­
мер опровергает, в своем классе гладкости, известную гипотезу 
Зейферта. 

Заметим еще, что проблема существования компактных 
•слоев у комплексных алгебраических слоений рассматривается 
в статье Жуанолу [172]. 

3. Слоения коразмерности 1 на трехмерных многообразиях. 
Общая теория. Двумерные слоения на трехмерных многообра­
зиях составляют классический предмет теории слоений; им 
посвящено особенно много работ. Результаты об этих слоениях 
собраны в этом пункте, последующих пунктах этого параграфа, 
а также в пп. 1.2, 2.2. 

Мы уже упоминали о работах Вуда [388, 389, 390], завер­
шившего начатое С. П. Новиковым, Ликоришем и Цишангом по­
строение слоений коразмерности 1 на замкнутых трехмерных мно­
гообразиях. Кроме теоремы существования слоений, Вуд доказал 
также, что всякое трансверсально ориентируемое поле двумер­
ных касательных плоскостей на трехмерном многообразии го­
мотопно интегрируемому полю. Эта теорема была частично 
распространена на случай слоений с особенностями. Именно, 
ъ статье [293] показано, что если % — гладкое векторное поле 
на компактном трехмерном многообразии X с морсовскими осо­
бенностями аи • •., а„, среди которых сферических не больше, 
чем конических (ср. со сказанным о статье [381] в п. 2), то 
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поле | dX-гомотопно в классе полей с морсовскими особенно­
стями в тех же точках полю ~, для которого существует гладкая 
1-форма <Й, удовлетворяющая условию интегрируемости 
со Л rfco —0 и такая что co(Ti)>0 в Х\(аи .. ., ah). 

В 1975 г. Тэрстон [363] показал, что всякое (не обяза­
тельно трансверсально ориентируемое) поле двумерных плоско­
стей на замкнутом трехмерном многообразии гомотопно интег­
рируемому полю. Он показал также, что всякое одномерное 
слоение на крае компактного трехмерного многообразия про­
должается до гладкого слоения коразмерности 1 во всем много­
образии, трансверсального краю, ,и что компактное трехмерное 
многообразие, компоненты края которого отличны от S2 и RP2, 
обладает гладким слоением, тривиальным на крае (ограниче­
ние на край происходит из теоремы Риба об устойчивости — 
см. п. 1). 

4. Топология слоев. Параллельно с доказательством сущест­
вования слоений на различных многообразиях специалисты по 
теории слоений пытались выяснить, какие многообразия могут 
быть слоями так;их слоений и каким может быть взаимное рас­
положение этих слоев. (Иногда это делалось в тех же работах; 
например, статья Минутам [245], о которой шла речь в п. 1.4,. 
содержит также перечисление топологических типов слоев по­
строенных там слоений). Сначала эти вопросы задавались для 
трехмерных многообразий. В статье Лауденбаха и Руссари [208] 
построен пример гладкого слоения на S3 с тремя рибовскими 
компонентами, осевые окружности которых попарно не зацеп­
лены, но составляют нетривиальное зацепление; это слоение име­
ет слой, гомеоморфный плоскости с тремя выколотыми точками 
В работе Розерберга и Руссари [314] (см.также [317,318]) дока­
зано, что гладкое двумерное ориентируемое слоение на S 'XS'X 
XS1, все слои которого гомеоморфны R2, гомеоморфно двумер­
ной обмотке тора. В работе тех же авторов [313] изучаются 
тривиальные на крае гладкие двумерные слоения на компакт­
ном трехмерном многообразии X, слои которого гомеоморфны 
плоскостям и торам (такие слоения авторы называют слоения­
ми Риба; этот термин употребляется и в некоторых более позд­
них работах). Основные результаты: если каждая компонента 
края дХ есть тор, и слои, лежащие внутри X, гомеоморфны R2, 
то X есть S'XS'XS1 , S ' X S ' x / или SXD- (при этом все такие 
слоения в SXD2 гомеоморфны между собой, а такие слоения в 
S'XS'X-' расклассифицированы в [66]); если все слои— пло­
скости и торы, то X есть S'XD2, объединение двух полноториев, 
склеенных по краю, или пространство расслоения над S1 или 
/ со слоем S'XS1 . Жубер и Муссю [175] показали, что если 
замкнутое четырехмерное многообразие X обладает гладким 
слоением, все слои которого диффеоморфиы R3, то X диффео-
морфно S ' X S ' X S ' x S ' . Впоследствии Расмуссен частично пе­
ренес эти результаты на многообразия старших размерностей 
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[296] (см. также [295]): он доказал, что если замкнутое много­
образие размерности п>б обладает гладким слоением кораз­
мерности 1, все слои которого диффеоморфны Rn_1 или (51) 1Х 
XS"-*-1 с некоторым i, то это многообразие обладает подмного­
образием, диффеоморфным (.S^-X-Sn-.-1 и разбивающим его 
на части, диффеоморфные (S^ .XD" - ' . 

В работах Палмейры [278, 279] изучаются гладкие слоения 
коразмерности 1 на n-мерных многообразиях со слоями, диф-
феоморфными Rn_1 и замкнутыми в топологии тотального мно­
гообразия (такие слоения автор называет плоскими). Доказа­
но, что если тотальное многообразие односвязно, то оно диф-
феоморфно Rn, а слоение диффеоморфно произведению 
плоского слоения коразмерности 1 в плоскости на R""2; такое 
слоение всегда является разбиением на траектории свободного 
действия группы Rn_1. 

Большое количество работ (стимулированных работой Но­
викова—-см. п. 2), было посвящено изучению топологии ком­
пактных слоев слоений коразмерности 1. В работе Гудмана 
[132] доказано, что если Аи...,Аг — попарно непересекаю­
щиеся замкнутые двумерные подмногообразия рода >\ гладко­
го замкнутого трехмерного многообразия X и дополнение 
X \ (Ail) . . - UAr) связно, то Ai,. .-,A r — слои некоторого слое­
ния. Похожее утверждение, касающееся слоений коразмерно­
сти >2 на многообразиях размерности 5-= 5, доказано Голбусом 
[130]. Конлон и Гудман [73] показали, что если X — связное 
замкнутое трехмерное многообразие и k—наибольшее число 
элементов группы НХ(Х; Z) с нетривиальными попарными про­
изведениями, то число различных топологических типов замкну­
тых слоев гладкого слоения коразмерности 1 на X не превосхо­
дит k + 1 при k — 0, 1 и 3k—2 при k>2. С другой стороны, те же 
авторы [72] доказали, что всякое гладкое слоение коразмер­
ности 1 на замкнутом трехмерном многообразии гомотопно 
гладкому слоению, не имеющему компактных слоев, отличных 
от тора и бутылки Клейна. Далее, Гудман [133] доказал, что 
слои гладкого слоения коразмерности 1 в замкнутом трехмер­
ном многообразии, не пересекаемые замкнутой трансверсалыо, 
гомеоморфны тору или бутылке Клейна. В этой же статье при­
веден пример, показывающий, что слой, не пересекаемый замк­
нутой трансверсалыо, может не разделять тотального многооб­
разия. СЛОЯМ, разделяющим тотальное многообразие, специаль­
но посвящена другая статья Гудмана [134]. В ней доказано, 
что если гладкое слоение коразмерности 1 в замкнутом трех­
мерном многообразии обладает слоем, разделяющим тотальное 
многообразие, то слоение включает либо рибовскую компоненту, 
либо «цилиндрическую компоненту», которая определяется как 
слоение в многообразии с торическим краем, расслаивающееся 
над бутылкой Клейна со слоем /; слоями служат край и ци­
линдры, асимптотически приближающиеся к краю. Автор за-
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мечает, что цилиндрическая компонента встречается в слоениях 
коразмерности 1 в трехмерных многообразиях не реже, чем ри-
-бовская компонента. Эта компонента фигурирует также в ра­
боте Эктора [149], в которой перечисляются типы гладких слое­
ний коразмерности 1 на компактных трехмерных многообразиях, 
у которых не все слои компактны и все некомпактные слои го-
меоморфны S'XR. Наконец, в работе Кантвелла и Конлона [58] 
доказано, что если Fi и ^ — компактные слои гладкого ориен­
тированного слоения F коразмерности 1 на замкнутом трех­
мерном многообразии и род поверхности Ft превосходит род по­
верхности F2, то ST обладает замкнутой трансверсалыо, пере­
секающей Fi и не пересекающей E2. Из этого и из результатов 
Тэрстона, о которых речь пойдет в п. 4.4, выводится, что если 
замкнутое трехмерное многообразие X допускает неразбиваю-
щее вложение поверхности рода g>h то X обладает гладким 
ориентируемым слоением коразмерности 1 с замкнутым слоем 
рода g. 

Несколько статей ([57, 59, 273, 275, 276, 343]) посвящены 
топологии некомпактных слоев слоений, в частности, концам 
этих слоев. О некоторых из этих работ будет подробнее ска­
зано в пп. 5, 6. 

Наконец, некоторые ограничения на гомотопические типы 
слоев слоения содержит статья Ламуро [200]. В ней рассмат­
ривается ориентируемое слоение F коразмерности 1 (не пред­
полагаемое гладким) на связном многообразии X без края, не 
предполагаемом компактным. Доказывается, что если при неко­
тором k>2 группа Нп(Х) содержит нетривиальный сферический 
класс, то у F имеется слой F, такой что одна из групп щ (F), 
#A_i(F), #i-(F) нетривиальна. Если при некотором k^2группа 
пк(Х) нетривиальна, то y F имеется слой F, такой, что группа 
я, (F) с некоторым l^k нетривиальна. Таким образом, если уни­
версальная накрывающая над X не стягиваема, то F обладает 
нестягиваемым слоем. 

5. Собственные, локально плотные и исключительные слои. 
Исключительные минимальные множества. Слой слоения ко­
размерности 1 называется собственным, если его включение в 
тотальное многообразие является топологическим вложением, 
локально плотным, если его замыкание имеет внутренние точки, 
и исключительным, если он не является ни собственным, ни ло­
кально плотным. В статье с полемическим названием «Исклю­
чительные слои не исключительны» [315] Розенберг и Руссари 
доказали, что всякое трехмерное многообразие обладает глад­
ким слоением коразмерности 1, среди слоев которого имеются 
исключительные. Построению слоений, в которых типы слоев 
сильно перемешаны, посвящены статьи Эктора [143 и 148] 
В других статьях Эктора [145 и 147] доказано, что тотальное 
многообразие ориентированного аналитического слоения кораз­
мерности 1 покрывается насыщенными множествами, в кото-
170 



рых слоецие обладает одним из двух свойств: является расслое­
нием над окружностью или составлено из ПЛОТНЫХ слоев. 
Наконец, в статье Эктора [144] доказано, что если А—-мини­
мальный элемент семейства подмножеств компактного многооб^-
разия, составленного из насыщений замкнутых трансверсалей 
ориентируемого аналитического слоения коразмерности 1, ТО A 
не содержит исключительных слоев. К этому результату примы­
кает теорема Муссю и Руссари [266], утверждающая, что если 
SF — гладкое слоение коразмерности 1 на замкнутом много­
образии X с коммутативной фундаментальной группой и вклю­
чения слоев в X индуцируют мономорфизмы фундаментальных 
групп, то всякое замкнутое насыщенное множество либо имеет 
внутреннюю точку, либо содержит компактный слой. При близ­
ких предположениях Гарансон [118] доказал, что всякий слой 
с ненулевой группой голоиомий замкнут. 

В работе Ламуро [192] доказано, что если гладкое слоение 
коразмерности 1 на открытом трехмерном многообразии обла­
дает замкнутой трансверсалью, пересекающей все слои и пред­
ставляющей в фундаментальной группе элемент конечного 
порядка, то слоение имеет несобственный слой, в группе голо­
иомий которого присутствует элемент бесконечного порядка. 
В статье [194] Ламуро получил достаточное условие (в терми­
нах голоиомий) для того, чтобы данный слой слоения кораз­
мерности 1 был собственным и его предельное множество со­
стояло из компактных слоев. В работах Ямато [391, 392] 
получены достаточные условия замкнутости или ПЛОТНОСТИ сло­
ев слоения, определяемого 1-формой <о; условия касаются пове­
дения формы со вблизи точек, в которых dco — 0. 

Статьи Ламуро [195, 196, 197, 201, 202] посвящены явлению 
«захвата». Говорят, что слой F1 гладкого слоения коразмерно­
сти 1 захватывает слой Fz этого слоения, если F2 содержит не­
ограниченную (в одну сторону) кривую, которая в топологии 
тотального многообразия наматывается на замкнутую кривую, 
лежащую в F\. Автором найдены различные условия, достаточ­
ные для того, чтобы всякий некомпактный собственный или 
исключительный слой был захваченным. Оказывается, что 
захват тесно связан с перечислением минимальных насыщенных 
замкнутых множеств (говорят короче: минимальных множеств). 
Например, оказывается, что если всякий исключительный слой 
захвачен, то слоение имеет лишь конечное число минимальных 
множеств. 

Минимальное множество называется исключительным, если 
оно не совпадает с тотальным многообразием и состоит более, 
чем из одного слоя. Пример слоения на трехмерном многооб­
разии с исключительным минимальным множеством привел еще 
в 60-е годы Сакстедер. Хирш [161] доказал, что для любого 
п > 3 существует n-мерное замкнутое многообразие с С'-устой-
чивым аналитическим слоением коразмерности 1, которое имеет 
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единственное исключительное минимальное множество и не 
имеет других минимальных множеств. Ряд результатов, касаю­
щихся исключительных минимальных множеств, содержит уже 
упоминавшаяся работа Раймонда [299]: всякое замкнутое трех­
мерное многообразие обладает гладким слоением коразмерно­
сти 1, имеющим исключительные минимальные множества; при 
любом q>2 сфера S2q+1 обладает слоением коразмерности 1 
класса С0 без замкнутых слоев и с наперед заданным конечным 
ненулевым числом исключительных минимальных множеств 
(ср. с теоремой Швейцера из" п. 2). Другие результаты об 
исключительных минимальных множествах приводятся в п. 6. 

Упомянем также статью Нисимори [275], в которой вво­
дится понятие глубины слоения. Так называется максимальная 
длина цепочки Fu..-,Fk попарно различных слоев с FiCzF2, • • • 
. . . , Fs-iCzF;,- В статье обсуждается связь глубины с группами 
голономий-

Заметим в заключение, что о некоторых результатах, при­
мыкающих к результатам этого пункта, речь пойдет в п. 6.1, по­
священном слоениям без голономий. 

6. РОСТ слоев и фундаментальных групп. Пусть F — слой 
гладкого слоения коразмерности 1 на замкнутом многообразии. 
Фиксируем риманову метрику на тотальном многообразии (она 
индуцирует риманову метрику на F) и точку xeF. Порядок ро­
ста функции, относящей числу t>0 объем шара радиуса / с 
центром х на F, не зависит ни от метрики, ни от х, и назы­
вается порядком роста самого слоя. В статье Планта [284] 
устанавливается, что если слой F не пересекается замкнутой 
трансверсалыо, то функция, относящая числу t>0 число эле­
ментов фундаментальной группы тотального многообразия, 
Представляемых петлями длины *^t, имеет рост, не более мед­
ленный, чем слой F. 

В дальнейших работах Планта обнаружена связь между ско­
ростью роста слоев слоения и характером его минимальных 
множеств. В статье [286] доказано, что все слои, содержащиеся 
в исключительном минимальном множестве, имеют экспонен­
циальный рост. В числе следствий из этого утверждения имеет­
ся такое остроумное наблюдение: если гладкое слоение кораз­
мерности 1 на замкнутом многообразии не имеет компактных 
слоев и имеет два не диффеоморфных друг другу слоя, то не­
который слой этого слоения имеет экспоненциальный рост. 
В более ранней работе [285] Плант рассматривал слоения 
коразмерности 1, удовлетворяющие несколько измененному 
условию ограниченности роста: отношение объема границы ша­
ра на слое к объему этого шара стремится к нулю, если радиус 
шара стремится к бесконечности (при фиксированном центре). 
При этом условии и условии равенства нулю первого числа 
Бетт,и тотального многообразия доказывается, что исключи­
тельные минимальные множества отсутствуют. Связь между 
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ростом слоев и минимальными множествами обсуждается также 
в статье Муссю и Пелетье [268]. 

В теории групп есть свое понятие роста: скорость роста ко-
нечнопорожденной группы определяется как скорость роста 
функции, относящей числу п число элементов группы, предста-
вимых через фиксированную конечную систему образующих 
словами длины *£n- В работе Планта и Тэрстона [290], посвя­
щенной, главным образом, этому алгебраическому понятию, до­
казаны и некоторые теоремы, касающиеся слоений. Например, 
доказано, что если ориентируемое гладкое слоение коразмерно­
сти 1 на замкнутом многообразии с фундаментальной группой 
полиномиального роста не имеет замкнутых трансверсалей, го­
мотопных пулю, то все группы голономий слоев этого слоения 
абелевы. 

В работах Кантвелла и Конлона [59, 60, 61] изучается 
связь между ростом слоев и их концами. В статье [60] вводится 
понятие типа слоя: через E(F) обозначается топологическое 
пространство концов слоя F, через E. (F)—множество неизо­
лированных точек пространства E(F), через £2(F)—множе­
ство неизолированных точек множества Ei(F) и т. д. Говорят, 
что слой F имеет тип k, если множество Eh(F) непусто и ко­
нечно. Авторы доказывают, что слой полиномиального роста 
степени =-Sr имеет тип -£г. Это позволяет построить пример 
слоения, один из слоев которого имеет роет быстрее любого 
полиномиального, но медленнее экспоненциального. (Пример 
такого слоения, обладающего к тому же некоторыми допол­
нительными интересными свойствами, привел также Эктор 
[150].) В статье [61] доказано, что всякая двумерная поверх­
ность конечного роста реализуется как слой гладкого слоения 
на замкнутом трехмерном многообразии (при этом можно до­
биться, чтобы это слоение не имело исключительных мини­
мальных множеств). В статье [59] доказано, что поверхность, 
гомеоморфная R-\/<, где К — канторово множество, также мо­
жет быть слоем слоения на замкнутом трехмерном многообра­
зии, но этот слой обязательно имеет экспоненциальный рост. 

7. Другие работы. Значительное количество работ посвяще­
но «слоеным расслоениям», т. е. гладким расслоениям, наделен­
ным слоением тотального многообразия размерности, равной 
размерности базы, и трансверсальным слоям расслоения. Боль­
шинство из этих работ ОТНОСИТСЯ к теории характеристических 
классов слоений, и мы познакомимся с ними в § 5. Здесь мы 
упомянем несколько чисто геометрических работ. В статье План­
та [287] доказно, что если база, слой и тотальное простран­
ство слоеного расслоения связаны, ориентируемы и компактны, 
и его слой гомологичен нулю в тотальном пространстве, то 
фундаментальная группа базы имеет экспоненциальный рост. 
В работе Хирша и Тэрстона [162] (см. также [160]) при над­
лежащих ограничениях на структурную группу слоеного рас-
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слоения доказано, что естественное отображение когомологии 
базы в когомологии тотального пространства является моно­
морфизмом. В статье Ж- Левитта [222] приводится достаточное 
условие для того, чтобы гладкое слоение коразмерности 1, 
заданное в пространстве расслоения со слоем окружность над 
замкнутой двумерной поверхностью, было изотопно слоению, 
трансверсальному слоям расслоения. Наконец, в работе Цубоя 
[367] доказано, что расслоение со слоем окружность над 
замкнутым связным многообразием В с #1(5 ; R){ne}0 тогда и 
только тогда может быть сделано слоеным, когда оно ориен­
тируемо и его эйлеров класс порождает группу Tors Я2 (В; Z) 
(часть «только тогда» не требует предположения #• (В; R)=0) . 

В статье Сулливаиа [345] показано, что для эйлерова клас­
са слоеного векторного или аффинного расслоения с данной 
компактной базой имеется лишь конечное число возможностей. 

В статье Левина и Шуба [221] показано, что в определен­
ном смысле голономия компактного слоя слоения коразмерности 
1 топологически (не дифференциально) определяет слоение 
вблизи этого слоя. 

В статье Франкса [106] построены два интересных одномер­
ных слоения в плоской области: С°°-слоение, у которого каждый 
слой плотен, и С-слоение с исключительным минимальным 
множеством. 

В статье Ламуро [203] изучается поведение слоев гладко­
го слоения коразмерности 1 с дополнительной структурой: зада­
но отображение компактной двумерной поверхности в тоталь­
ное многообразие, причем компоненты края отображаются ли­
бо в замкнутые трансверсали, либо в петли, лежащие на слоях. 
В статьях Нисимори [274] и Икегами [165] изучается поведение 
слоения в окрестности компактного слоя с абелевой группой го-
лономий. В статье Дипполито [86] предлагается конструкция, 
позволяющая разбить тотальное многообразие слоения ко­
размерности 1 на части, в которых слоение устроено более или 
менее стандартным образом. В статье Лангевина и Розенберга 
[207] доказано, что слоение, С'-близкое к гладкому расслоению 
E{to}5 со слоем F, у которого Е, В, F замкнуты и пг(Р) =Z, при 
некоторых дополнительных условиях сохраняет при С'-возму-
щениях хотя бы один компактный слой (ср. с теоремой тех же 
авторов из п. 1). В работе Дезолно-Мули [185] аналогичная 
проблема рассматривается для С-возмущений слоения («X 
X-S'XS'} в произведении .S-X-S'xS1. 

В работе В. В. Солодова [22] приведены геометрические 
условия, необходимые и достаточные для того, чтобы гладкое 
слоение коразмерности 1 на замкнутом трехмерном многообра­
зии превращалось при переходе к универсальной накрывающей 
в множество линий уровня регулярной функции. Доказывается 
также, что слоения с этим свойством могут быть перестройками 
вдоль трансверсалей превращены в слоение на SK В статьях 
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Дэвиса и Вилсона [83, 386] исследуется вопрос о существова­
нии векторного поля'без особенностей, касающегося слоения 
коразмерности 1 на трехмерном многообразии. В [83] изучаются 
свойства векторных полей, касающихся слоения Риба. В [386] 
обнаружено, что классические приемы построения гладких слое­
ний на замкнутых трехмерных многообразиях довольно редко 
приводят к слоениям, имеющим касательное векторное поле без 
особенностей: проблема существования такого поля сводится к 
системе диофантовых уравнений. Вопрос о существовании на 
произвольном трехмерном многообразии слоения коразмерности 
1 с касательным векторным полем без особенностей остается 
открытым. 

§ 4. КЛАССИФИКАЦИЯ СЛОЕНИЙ 
(ТЕОРИЯ ХЕФЛИГЕРА-ТЭРСТОНА) 

Алгебраизации теории слоений препятствует, прежде всего, 
отсутствие универсального индуцирования: индуцированное 
слоение f*F определено только при условии, что f трансвер-
сально Ф (см. п. 1.2). Если последнее не выполнено, конструк­
ция индуцирования не приводит к слоению, хотя сохраняет не­
который геометрический смысл; ее результат в этом случае 
естественно считать слоением с особенностями. Это позволяет 
надеяться, что теория слоений с особенностями окажется алгеб­
раически более благоустроенной, чем теория слоений. 

Эта идея оказалась в теории слоений очень плодотворной. 
Она принадлежит Аидрэ Хефлигеру, и появляющиеся при ее-
реализации «слоения с особенностями» носят название хефли-
геровских структур. 

1. Определение хефлигеровской структуры. Моделью для 
этого определения служит атлас слоения (см. п. 1.7). Переход 
от атласа слоения к атласу хефлигеровской структуры состоит 
в отбрасывании требования, чтобы отображения <р. были суб-
мерсиями. Правда, это отбрасывание имеет одно нежелательное 
последствие: пока отображения ср.— субмерсии, диффеомор­
физмы 1|зж( точнее, их ростки) по ним однозначно восстанавли­
ваются; если же cpi — не субмерсии, налагаемые на диффеомор­
физмы г|.х условия оставляют для них некоторую свободу выбо­
ра. Поэтому при определении хефлигеровской структуры 
приходится не просто требовать, чтобы диффеоморфизмы oj.» су­
ществовали, а фиксировать их как элементы структуры, приняв 
их свойства за аксиомы. Чтобы сформулировать эти аксиомы, 
удобно привлечь группоид T(R4). Это —- множество ростков 
(С™)-диффеоморфизмов между открытыми подмножествами 
пространства R1-, наделенное частичным умножением (компони-
рованием) и пучковой топологией. Ясно, что пространство 
r(R') является ^-мерным гладким нехаусдорфовым (при <?>0) 
многообразием, а частичное умножение в r(R«) непрерывно и 
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даже гладко. Имеются естественные гладкие проекции s, t: 
P(R<.)_>_R.J (источник и устье) и естественное гладкое вложение 
^ . R"_».r(R'), относящее точке пространства Re росток тождест­
венного диффеоморфизма в ЭТОЙ точке; образ этого вложения 
совпадает с множеством единиц группоида T{R"). 

О п р е д е л е н и е . Атлас хефлигеровской структуры кораз­
мерности q на топологическом пространстве Х - э т о открытое 
•покрытие {£/•} пространства X, наделенное непрерывными ото­
бражениями %: U,DUy-*-r(R«) с \р11г(х)=:\\>и(х)^1!г(х) при 
xeUiDUynUfe- Случай 1 = У при этом не исключается; очевид­
но, образ отображения i^•£/.->-Г (R") содержится в ii(R<?) 
и можно рассматривать \|>„ как отображение в R1?. Два атласа 
называются эквивалентными, если они являются податласами 
третьего атласа. Класс эквивалентных атласов называется 
хефлигеровской структурой коразмерности q на X. 

Очевидная модификация этого определения дает определение 
гладкой хефлигеровской структуры: нужно потребовать, чтобы 
X было гладким многообразием и чтобы все %. были гладкими 
отображениями, а в определение эквивалентности атласов вклю­
чить требование, чтобы и третий атлас был гладким. Если вклю­
чить в определение атласа хефлигеровской структуры требова­
ние, чтобы образы отображений г|)., состояли из ростков сохра­
няющих ориентацию, комплексно аналитических, канонических, 
контактных и т. д. диффеоморфизмов, то получится определение 
ориентированной, комплексно аналитической, симплектической, 
контактной и т. д. хефлигеровской структуры. 

Если {£/,, apjj} — атлас хефлигеровской структуры коразмер­
ности q на пространстве X, то отображения Uin U{to}GL (17, R) , 
относящие точке x£U,{\U} матрицу дифференциала dtyt)(x), оп­
ределяют (/-мерное векторное расслоение с базой X. Это рас­
слоение не меняется при замене атласа эквивалентным, назы­
вается нормальным расслоением хефлигеровской структуры, 
определяемой этим атласом, и обозначается через v(2&), если 
Эй — обозначение структуры. Для гладкой хефлигеровской 
структуры Ж на многообразии X имеется естественное линейное 
отображение касательного расслоения т(X) многообразия X в 
v{36)\ касательному вектору v, приложенному в точке х&Х, 
отвечает образ точки (л,, dtyH(v))WixR'1 при каноническом 
вложении произведения t ^ x R ' в тотальное пространство рас­
слоения \(2в) (мы считаем я[).. отображением в R-). 

Очевидно, ориентированная хефлигеровская структура — это 
хефлигеровская структура с ориентированным нормальным 
расслоением. Хефлигеровская структура называется оснащенной 
ИЛИ почти комплексной, если ее нормальное расслоение тривиа-
лизовано или наделено комплексной структурой. 

ЕСЛИ Ш., г|)..} — атлас хефлигеровской структуры Ж на X 
и } : y{to}A — непрерывное отображение, то {/-•((/,.), у > 
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-+ЬЛ!(У))} е с т ь а т л а с некоторой хефлигеровской структуры 
той же коразмерности на У. Последняя называется индуциро­
ванной 36 посредством f и обозначается через \*Ж\ подчеркнем, 
что относительно f не предполагается ничего, кроме непрерыв­
ности. 

Определение конкордатных хефлигеровских структур повто­
ряет, с очевидными изменениями, определение конкордатных 
слоений. Очевидно, у конкордантных хефлигеровских структур 
нормальные расслоения эквивалентны и связаны канонической, 
с точностью до гомотопии, эквивалентностью. Ясно, что если 
Ж — хефлигеровская структура на X и f, g : Y{to}X — гомотоп­
ные отображения, то структуры f*<3#, g*2№ конкордантны. 

2. Связь со слоениями. Очевидно, гладкое слоение определя­
ет гладкую хефлигеровскую структуру той же коразмерности, 
но не всякая, даже гладкая, хефлигеровская структура так по­
лучается. Впрочем, произвольная хефлигеровская структура 
сохраняет геометрическое сходство со слоением. Разбиения 
множеств U{ на компоненты прообразов точек при отображе­
ниях -ф-ц : Ui-vR" согласованы в пересечениях Ut(\U), и из них 
можно составить разбиение пространства X на слои. (Это раз­
биение и позволяет считать хефлигеровскую структуру слоением 
с особенностями). Однако, по этому разбиению, вообще говоря, 
нельзя восстановить хефлигеровскую структуру (в этом ее 
важное отличие от слоения). Может, например, оказаться, что 
образы всех отображений -j,.^ лежат в множестве s - 1 (0) Pit-• (0) 
(в группе ростков диффеоморфизмов с источником 0 и устьем 
0). В этом случае, очевидно, слой один — все X, — а структура 
может быть нетривиальной (может быть нетривиальным даже 
ее нормальное расслоение). Кстати, тривиальная хефлигеров­
ская структура определяется атласом, составленным из един­
ственной карты (все X) и ПОСТОЯННОГО отображения г|эц : X—>-
->-.r(R4) со значением г\(0). 

Если гладкая хефлигеровская структура Ж определяется 
слоением F , то нормальное расслоение v{Ж) совпадает с v ( F ) , 
а проекция T(X){to}v(5#)—с канонической проекцией t(X){to} 
{to}T(X)/T(F). (Кстати, заметим, что для произвольной гладкой 
хефлигеровской структуры проекция %{X)-+v{26), вообще гово­
ря, не эпиморфна, и это препятствует определению касатель­
ного расслоения хефлигеровской структуры.) Ясно также, что 
ориентированное, оснащенное, комплексно аналитическое 
и т. д. слоение определяет ориентированную, оснащенную, 
комплексно аналитическую и т. д. хефлигеровскую структуру и 
что конкордантность и операция индуцирования при переходе 
от слоений к хефлигеровским структурам сохраняется. 

Т е о р е м а [138]. Пусть ^ — хефлигеровская структура на 
конечном клеточном пространстве X. Тогда существует гладкое 
многообразие У со слоением F и гомотопической эквивалент­
ностью f: X{to}Y, такое, что f*F=.5{?. 
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3. Классифицирующее пространство. Обозначим через Ш* 
коитравариантный функтор из категории клеточных пространств. 
в категорию множеств, ОТНОСЯЩИЙ клеточному пространству X 
множество классов конкордантных клеточных структур на X 

Теорема ([138, 139]). При любом <7>0 существует кле­
точное пространство BHf- с хефлигеровской структурой 4iq, 
коразмерности q, такое что для всякого клеточного пространст­
ва X сопоставление f{to} /* <Uq устанавливает взаимно одно­
значное соответствие между множеством п (X, ВШч) гомото­
пических классов отображений Х->-ВШч и множеством 
Hf«(X). 

Пространства ВШ9 называются хефлигеровскими классифи­
цирующими пространствами. Строятся также классифицирующие 
пространства В Ш+, В ШЬ и т. д. для ориентированных, осна­
щенных и т. д. хефлнгеровских структур. Имеются очевид­
ные главные расслоения j5Hffr->BHt+ {to} В Hf7 со слоями 
SO(q),Z2. 

Явные конструкции хефлигеровского классифицирующего 
пространства приведены в обзорных статьях [27 и 47]. Эти кон­
струкции, конечно, не новы: в сущности, ВШ" есть классифици­
рующее пространство топологического группоида r(Re). Кста­
ти, в статье [333], среди прочего, доказано, что ВШ" есть так­
же классифицирующее пространство дискретного моноида глад­
ких вложений R«{to}R-. 

4. Классификация слоений. Если на n-мерном многообра­
зии X задано слоение ЗГ коразмерности q, то на X возникают 
хефлигеровская структура коразмерности q и (п—q)-мерное-
векторное расслоение — касательное к .~. Эти два объекта оп­
ределяют гомотопический класс отображений X->BHf«X 
XBO(n-q). Более того, диаграмма 

BHfXBOln-q) 
/ 1 ° 

X-—--ВО(п), 

в которой х определяется касательным расслоением многообра­
зия X, а 0 представляет собой композицию естественных отобра­
жений Bm,'XBO(n—q)~^BO(q)xBO(n—q) и BO{q)X 
ХВО(п—<7){to}i50(n), гомотопически коммутативна. Эта диа­
грамма может быть сделана даже коммутативной, если а есть. 
расслоение Серра; последнее условие мы будем считать выпол­
ненным. Итак, слоецие коразмерности q на X определяет под­
нятие Х-+ВШяХВО(п—-q) отображения t:X{to}50(n), и ясно,. 
что гомотопический класс такого поднятия определяется клас­
сом конкордантности слоения, 
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Т е о р е м а . Возникающее отображение 

множество классов 
конкордатных слоений 
коразмерности q на X" 

множество гомотопических 
классов поднятий 

X{to}5Hf9X-30(n — 4) 
отображения х: X -> ВО (п.) 

является взаимно однозначным соответствием. 
Эта теорема является в теории слоений ОДНИМ ИЗ главных 

достижений последнего десятилетия. Она доказывалась в три 
этапа. В 1970 г. Хефлигер доказал ее для открытых многообра­
зий [138]. Затем в 1974 г. Тэрстон распространил ее на случай 
замкнутых многообразий при q>2 (см. [360, 362, 364]). Наконец, 
в 1976 г. Тэрстон завершил доказательство теоремы, показав, 
что ее утверждение верно и для слоений коразмерности 1 на 
замкнутых многообразиях (см. [365]). 

Открытый случай этой теоремы является почти автомати­
ческим следствием предложения, которое Хефлигер называет 
теоремой Громова — Филипса. Последняя предполагает задан­
ным гладкое многообразие X со слоением F и открытое глад­
кое многообразие У. Обозначим через Тг(У, ,~") пространство 
С°°-отображений Y-+X, трансверсалышх F , и через Ер1(т(У), 
v(S r)) пространство послойных эпиморфизмов T(y){to}v(F). 
Теорема утверждает, что естественное отображение (дифферен-
циал)^ Тг(У, F)-{to}Epi(T(y), v ( F ) ) является слабой гомотопи­
ческой эквивалентностью. Частный случай этого утверждения 
доказан в 1967 г. Филлипсом (см. [282]), ,и значительно более 
общий факт установлен в 1969 г. М. Л. Громовым [12]. Ука­
жем также на статью [121], в которой содержится С°-верси.я 
теоремы Громова — Филлипса. 

Работа Тэрстона [360] наряду с доказательством теоремы 
для слоений коразмерности >2 содержит сильные относитель­
ные формулировки и ряд важных следствий. Например: 

Т е о р е м а . Если n-мерная сфера обладает касательным 
полем ^-мерных плоскостей с q*Zn/2, то она обладает гладким 
слоением коразмерности q. 

Т е о р е м а . Всякое гладкое двумерное распределение на 
многообразии любой размерности гладко гомотопно интегри­
руемому распределению. 

Новое, более прозрачное доказательство теоремы Тэрстона 
из статьи [360] содержит статья Мшиачева и Элиашберга [18]. 
В этой статье доказывается также несколько новых теорем. Вот 
наиболее значительная из них. Если гладкие слоения F - , дг2 на 
замкнутом многообразии X конкордантны и существует такая 
конкордантиость Ж (в XX/), что дифференциалы вложений 
X=XxO{to}XX-r, X-=XXl{to}XX-' гомотопны в классе гомомор­
физмов, трансверсальных к Ж, то слоения F , и S~2 гомотопны. 

В основе доказательства основной теоремы этого пункта для 
слоений коразмерности 1 [365] лежит более или менее явная 

12* 179 



конструкция, использующая теорему Азимова о «круглых руч­
ках» [37]. Относительный вариант теоремы в случае коразмер­
ности 1 формулируется довольно сложно и не отвечает на мно­
гие естественные вопросы (как, например, на вопрос о кобор-
дантности нулю слоения Риба — см- п. 2.4). Хорошее изложение 
главного следствия из теоремы Тэрстона — теоремы о сущест­
вовании слоения коразмерности 1 на замкнутом многообразии 
с нулевой эйлеровой характеристикой — содержится в докладе 
Руссари на семинаре Бурбаки [320]. 

Некоторые части теоремы Тэрстона были независимо от не­
го доказаны другими авторами (см., например, [129, 356]). 

Следующее дополнение к теореме Тэрстона содержится в ра­
ботах Кошорке [190, 191]. 

Т е о р е м а . Если q>\ и n>2q—2, ТО всякое поле ^-мерных 
касательных плоскостей на замкнутом n-мерном многообразии 
кобордантно полю плоскостей, трансверсальному некоторому 
слоению коразмерности q. Если данное поле плоскостей транс-
версально ориентируемо, то соответствующее условие ориен­
тируемости может быть наложено на кобордизм. 

5. Гомологические эквивалентности. В 1971 г. Мезер 
([229], [231J) доказал, что пространство петель хефлигеровско-
го классифицирующего пространства В\$\ имеет такие же 
целочисленные когомологии как классифицирующее простран­
ство группы (DiffcR)6 финитных (т. е. тождественных вне 
компактного множества) диффеоморфизмов прямой, рассматри­
ваемой как дискретная группа. Более точная формулировка та­
кова. Пространство 5(DlffcR)e является базой расслоения со 
слоем R, задаваемым атласом, функции перехода которого 
принимают значения в (DiffcR)\ т. е. локально постоянны и 
принимают значения в финитных диффеоморфизмах. Топологи­
чески ЭТО расслоение тривиально, а локальное постоянство 
функций перехода определяет в его тотальном пространстве 
В (Dlffc R)6 X R ориентированное слоение (точнее, ориентиро­
ванную хефлигеровскую структуру) коразмерности 1, три­
виальное вне некоторого компактного по каждому слою x X R 
множества А. Тем самым определено отображение fi(Diff ° R)^ X 
XR-»-5Hf+, которое переводит А в отмеченную точку. Су­
жение этого отображения на слой х X R определяет петлю 
в ВШ+ и сопоставление этой петли с х определяет некото­
рое отображение 

В (Dlff* R)6{to}Q5HfV. 
Теорема Мезера утверждает, что это отображение индуцирует 
изоморфизм в целочисленных гомологиях. 

Впоследствии Тэрстон [359] обобщил эту теорему, доказав, 
что для любого п пространство QnBHf'fln имеет такие же цело-
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численные гомологии как S(Diff°Rn)6; работа Тэрстона содер­
жит еще более общую формулировку, в которой R" заменено 
произвольным гладким многообразием. Статья Фукса [25] со­
держит геометрическую интерпретацию результатов Мезера — 
Тэрстона, позволяющую формулировать их, не привлекая таких 
громоздких объектов как хефлигеровские классифицирующие 
пространства и классифицирующие пространства дискретных 
групп диффеоморфизмов. Новые доказательства части резуль­
татов Мезера—-Тэрстона содержат работы Роже [310] и Соло-
дова [21]. Изложению работ Мезера — Тэрстона посвящен 
доклад Сержерэрта на семинаре Бурбаки [335]. Еще некоторые 
гомологические эквивалентности в том же духе получены в ра­
ботах Сигала [333] Й Солодова [22]. 

Гомологические эквивалентности Мезера—-Тэрстона позво­
ляют продвинуться в вычислении гомотопических групп хеф-
лигеровских классифицирующих пространств. Уже в статье 
Хефлигера [138] было доказано, что :rtr(j5Hf'/r)-=0 при r < n 
(ввиду наличия расслоений 5Hff'r->5Hf" и 5Hf?r{to}-3Hf+ со 
слоями О (п) и SO (it), это доставляет информацию и о гомото­
пических группах других хефлигеровских пространств). Тео­
ремы же Мезера--Тэрстона показывают, что группа 
яя+1(ДШ"г) совпадает с Нг (.5(Di,ffcR'O6), т. е. с 

DiffcR"/IDiffcR",DiffcR»J. 
Вычислению этой и других подобных факторгрупп посвящены 
работы Мезера [232, 233, 234, 235]. Им доказано, что группа 
Сг-диффеоморфизмов n-мерного Сг-многообразия совпадает со 
своим коммутантом за исключением, возможно, случая r = n + l ; 
на этот случай, насколько мне известно, теорема Мезера так и 
не распространена. Из этих теорем Мезера и из более ранних 
результатов Эпстейна [94] следует, что указанные группы диф­
феоморфизмов являются простыми. 

Таким образом, rt„+1(.SHf"r) = 0. (Заметим, что равенство 
it2(.SHf+) = 0 независимо от Мезера доказал Роже [309].) Не­
сколькими авторами высказывалась гипотеза, что nr(BHi"r) = 0 
при r < 2 n . 

В другой работе Мезера [230] доказано, что 'у дискретной 
группы автогомеоморфизмов пространства R" с компактными 
носителями тривиальны все гомологические группы и что клас­
сифицирующее пространство для С°-слоений стягиваемо. 

Гомотопические группы классифицирующего пространства 
для ориентированных аналитических слоений коразмерности 1 
исследовались Джекелем [168, 169, 170]. Оказалось, что это 
пространство имеет гомотопический тип K(G, 1), причем 
группа G совпадает со своим коммутантом. Интересно, что в 
рамках этого исследовация Джекель получил новое доказа-
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тельство теоремы Хефлигера об отсутствии аналитических слое­
ний коразмерности 1 на замкнутом многообразии с конечной 
фундаментальной группой [137]. 

§ 5. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ КЛАССЫ СЛОЕНИИ 

1. Общая теория. Исторически первым характеристическим 
классом слоений со значениями в обыкновенных когомологиях 
ЯВИЛСЯ класс, введенный в 1971 г. Годбийоном и Веем [128]. 
Это — трехмерный вещественный когомологический клаес то­
тального многообразия гладкого слоения коразмерности 1. Вот 
его построение. Предположим, что предложенное слоение F 
ориентируемо; тогда оно глобально определяется гладкой 
1-формой со, нигде не обращающейся в 0 и удовлетворяющей 
условию интегрируемости; последнее обеспечивает существова­
ние гладкой 1-формы ц с da = r\ Л ю. Оказывается, что форма 
•ц Л dr\ замкнута и ее (дерамовский) когомологический класс 
определяется слоением F . Этот класс и называется классом 
Годбийона — Вея слоения F . Простая модификация конструк­
ции позволяет распространить его на неориентируемые слоения 
и на хефлигеровские структуры коразмерности 1. Класс Год­
бийона— Вея является естественным по отношению к инду­
цированию и инвариантным по отношению к конкордантности. 
Если слоение задано на замкнутом трехмерном многообразии, 
то значение класса Годбийона— Вея на фундаментальном цик­
ле этого многообразия (вещественное число) называется чис­
лом Годбийона — Вея; число Годбийона — Вея — инвариант 
кобордизма. 

Пример слоения с нетривиальным классом Годбийона — Вея 
содержится уже в первой работе Годбийона — Вея [128] и 
принадлежит, как там сказано, Руссари. Это — слоение 
F (5L (2, Я), Н, V), где Н — группа матриц вида (оа-1] с а> 
>0 , Г —подгруппа группы 5L(2, R) c компактным SL(2, R ) / r 
(см. п. 2.5). (Вычисление характеристических классов у локаль­
но однородных слоений обсуждается ниже в п. 2.) Из других 
вычислений классов Годбийона — Вея упомянем теорему Эрма-
на—-Валлета ([159, 383]) о тривиальности класса Годбийона— 
Вея у слоения трехмерного тора плоскостями (статья Валлета 
содержит более общую формулировку). Учебные вычисления 
класса Годбийона — Вея, в частности, доказательство его три­
виальности для слоения Риба, содержатся в обзорных статьях 
[27, 47]. » - ! 

Если слоение коразмерности 1 задано на римановом много­
образии, то класс Годбийона —Вея, точнее, представляющая его 
форма, может быть явно выражена через метрику (Рейнхарт 
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Обобщение конструкции Годбийона — Вея на слоения про­
извольной коразмерности было проделано независимо (и зави­
симо) многими разными авторами. В работах И. Н. Бернштейна 
и Б. И. Розенфельда [1, 2] и Ботта и Хефлигера [50, 141] это 
«обобщение достигнуто на пути, указанном в работе Годбийо­
на —- Вея: с привлечением когомологий бесконечномерных ал­
гебр Ли, вычисленных в работах И. М. Гельфанда и Д. Б. Фук­
са [6, 7] см. также [125]). Именно, по гладкому оснащенному 
слоению (или оснащенной хефлигеровской структуре) кораз­
мерности q канонически строится гомоморфизм кольца непре­
рывных вещественных когомологий алгебры Ли Wq формаль­
ных векторных полей в R? в дерамовские когомологий тотально­
го многообразия. Когомологий алгебры Wq вычислены в [7]: 
они изоморфны когомологиям прообраза 2<7-го остова базы в 
тотальном пространстве классического универсального U(q)-
расслоения. Это и приводит к определению характеристических 
классов оснащенного слоения: одного для слоений коразмер-
:ности 1 (класс Годбийона—Вея), пяти для слоений коразмер­
ности 2, семнадцати для слоений коразмерности 3 и т. д. Дру­
гая конструкция характеристических классов оснащенного 
слоения производит их не от когомологий алгебры Wq, a от КО­
ГОМОЛОГИЙ усеченной алгебры Вейля W(ql(.7, Ж))ч, т. е. алгебры 
Вейля алгебры <tI(<-7, R), профакторизованной по элементам 
фильтрации >q\ эта конструкция принадлежит Ботту [47]; она 
•основана на построении связности специального вида в нор­
мальном расслоении к слоению. (Проблема существования 
подобных связностей в векторных раслоениях обсуждается в 
работах Дюка [87, 88].) Связь между двумя конструкциями 
оказалась очень прямой: между когомологиями Wq и W(<\l(q, 
R)) <-, имеется естественный изоморфизм (см., например, 
[125]). Заметим, что вычисление когомологий усеченных ал­
гебр Вейля, мотивированное потребностями теории характери­
стических классов слоений, проделано в работах Камбера и 
Тоидера [177, 186]. В работах Ботта, Хефлигера, Бернштейна 
и Розенфельда построены также характеристические классы 
для неоснащенных слоений, для слоений с различными транс-
версальными структурами и для слоеных расслоений. Послед­
няя теория, принадлежащая Хефлигеру, основана на когомоло-
гиях алгебр Ли векторных полей на гладком многообразии [6]. 

Варианты конструкции Ботта характеристических классов 
слоений содержатся в работах Камбера и Тондера [178, 179, 
180] (см. также [181, 184]), Абе [28], Судзуки [349] и Гелор-
же — Жубера [136]. Более общие конструкции имеются в рабо­
тах Мартине [227], построившего теорию характеристических 
классов распределений, удовлетворяющих условию, более 
слабому, чем условие интегрируемости, Лемана ([215, 216, 56]), 
использующего в качестве исходных данных расслоение с дву­
мя связностями, подчиненными определенным условиям, и Мо-
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лино [253], определившего характеристические классы «частич­
ных Г-структур». В статье Габриелова, Гельфанда и Фукса 
[112] в рамках весьма общей теории построены характеристи­
ческие классы кусочно гладких слоений. В работах Гелорже 
[135] и Рейнхарта [305] дано прямое построение характеристи­
ческих классов слоений через формы, в духе Годбийона — Вея 
(оно приведено также в обзорной статье [27]). Другая работа 
Рейнхарта, [306], содержит обобщение метрической формулы 
Рейнхарта — Вуда [307] (см. выше) на характеристические 
классы слоений произвольной коразмерности. 

В статье Вея [376] характеристический гомоморфизм 
Н* (W<){to}#* (X) оснащенного слоения коразмерности q в X оп­
ределяется через сходящуюся к Н*(Х) спектральную последо­
вательность с начальным членом H*(Wq; Н*(Х\ С)), где С — 
некоторый пучок на X, строящийся по слоению. В статье Жу-
бера, Муссю и Тишлера [176] (см. также. [267]) вычисляются 
характеристические классы произведения двух слоений; авто­
рами получено необходимое условие для представимости задан­
ного слоения в виде произведения или паресечения других слое­
ний. 

В связи с теорией характеристических классов слоений ес­
тественно возникает проблема вычисления когомологий хефли-
геровских классифицирующих пространств'. Конечно, всякий 
класс когомологий хефлигеровского классифицирующего прост­
ранства определяет характеристический класс слоений, подобно 
тому, как класс когомологий грассманиана определяет характе­
ристический класс векторных расслоений. Однако когомологий 
хефлигеровских классифицирующих пространств необъятны 
(в них нетривиально действует группа аддитивных, не обяза­
тельно непрерывных, автоморфизмов поля R) и их приходится 
заменять более компактными объектами, такими как когомо­
логий Wq или W(cil(g, R)),. Конечно имеются отображения 
#*(№j{to}#*(£Hffq. ); в статьях [110, 111] анонсирована теоре­
ма об их мономорфности. Были сделаны также попытки «пра­
вильно определить» когомологий хефлигеровских классифициру­
ющих пространств, сделав их более соответствующими потребно­
стям теории характеристических классов слоений (см. [52, 63, 
261, 337, 338, 339]). Эти работы основаны на идее Ботта и 
Хефлигера, которые предложили рассматривать, наряду с прост­
ранством БШ« классифицирующее пространство -в/- группоида 
оо-струй диффеоморфизмов в R« с С°°-топологией. Имеется не­
прерывное отображение BW-+BJ'1; топология пространства В]* 
определяет некоторую топологию в множестве сингулярных 
симплексов пространства ВШ"\ предлагается рассматривать 
только коцепи пространства BHf, непрерывные в этой тополо­
гии. Вариант этой конструкции определяет когомологий прост­
ранства ВШ" с помощью «дерамовского комплекса», составлен­
ного из форм, гладких по отношению к дифференциальной 
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структуре пространства В1Ч. Оказывается, что так определяе­
мые когомологии совпадают с когомологиями, используемыми 
при определении характеристических классов слоений. 

В заключение укажем на в разной степени детализирован­
ные статьи [24, 49, 120, 127, 142, 185, __ 187, 219], посвящен­
ные характеристическим классам слоений. 

2. Вычисления для локально однородных слоений. Локально 
однородные слоения (см. п. 2.5) оказались чрезвычайно удоб­
ными для вычисления характеристических классов. Уже гово­
рилось, что нетривиальность класса Годбийоиа — Вея была 
установлена с помощью одного из этих классов (см. п. 1). По­
следующие работы показали, что и другие характеристические 
классы слоений часто оказываются нетривиальными для слое­
ний этого вида. 

Процедура вычисления характеристических классов слоения 
F ( G , Я, Г) приведена в статье Д. Б. Фукса [26]. Канониче­
ское действие группы G в G/H определяет гомоморфизм алгеб­
ры Ли q группы G в алгебру Ли векторных полей многообразия 
G/H, которая, в свою очередь, естественно отображается в Wq, 
где q — dim(G/H). Возникает гомоморфизм 

никак не связанный с Г. С другой стороны, коцепи алгебры Ли 
q, рассматриваемые как левоинвариантные дифференциальные 
формы на G, определяют дифференциальные формы на G/Я; 
возникающему отображению коцепей в формы отвечает гомо­
логический гомоморфизм 

H*(q)^H*(G/T), 
никак не связанный с Я. Композиция этих гомоморфизмов и 
есть характеристический гомоморфизм Я*(W7.-,){to}#*(G/Г), от­
вечающий слоению F ( G , Я, Г). Если группа G полупроста, а 
факторпространство G/Г компактно, то, как хорошо извест­
но, второй гомоморфизм является мономорфизмом. Хорошо 
известно также, что дискретная подгруппа с компактным фак-
торпространством имеется в любой полупростой группе G. 
Поэтому, если нас интересует степень нетривиальности харак­
теристических классов локально однородных слоений, мы долж­
ны знать ядра гомоморфизмов Я* (Wq)-+H*(q), индуцированных 
гомоморфизмами конечномерных полупростых алгебр Ли в q. 
В ряде работ ([26, 40, 41, 182, 183, 297, 393, 394]) более или 
менее независимо вычислен образ гомоморфизма H*(Wq)~У 
-:>-Я*(51((7+ Г R)), отвечающего классическому вложению 
$l(q+l, R) {to}Wq (определяемому классическим действием груп­
пы SL(q+l, R) в RP*). Как известно, кольцо Я*(з1(<7+1, R)) 
есть внешняя алгебра с образующими размерностей 3, 5, . ' . . 
. . . , 2^ + 1; в ^перечисленных работах доказано, что образ го­
моморфизма H*(Wg)-+H*($\(q+\, R)) совпадает с идеалом, 
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.порожденным (2-7+1) -мерной образующей; в частности, размер­
ность ЭТОГО образа равна 2"-1, и, таким образом, у слоения 
.F(SL (<7 + l, R), Я, Г), где Я — компонента изотропной под­
группы при действии SL(<7+l, R) в RP* и Г —дискретная под­
группа группы SL(q + l, R) с компактным SL{q + \, R)/p, 
имеется ровно 29""1 линейно независимых характеристических 
классов (сказанное обобщает доказательство Годбийона — 
Вея — Руссари нетривиальности класса Годбийона — Вея — 
см. п. 1). 

В статьях [40, 41, 183 и 366] аналогичным образом вычис­
ляются характеристические классы некоторых других локально 
однородных слоений. 

Алгебры W- и sl(<7 + l, R) имеют совпадающие максималь­
ные размерности нетривиальных пространств когомологий: 
••7(9 + 2); однако, dim #-«•+->(sl(7+l, R)) = l, a dim Я9<5+2>(W-) = 
— Р(<7) —число разбиений числа q в сумму натуральных слагае­
мых. Поэтому гомоморфизм Я-й+2>(№д^Я««+2>(!з1(<7+1, R)) 
имеет при больших q большое ядро. В [26] доказано, что харак­
теристические классы, определяемые элементами этого ядра, 
тривиальны для всякого локально однородного слоения. Там же 
была высказана гипотеза, что подобное верно для элементов 
ядра гомоморфизма #г(1й7д)-->-Я"(81(-~ + 1, R)) с любым г. Одна­
ко, вычисления, проделанные Бейкером в [40, 41], опровергли 
эту гипотезу: некоторые из элементов вышеупомянутых ядер 
определяют характеристические классы, нетривиальные даже 
•на слоениях F ( G , Я, Г) с полупростой группой G и параболи­
ческой подгруппой Я. Недавно Питти [283] показал, что спра­
ведлив- следующий ослабленный вариант гипотезы: в R*(Wq) 
имеется подпространство А размерности 2' - 1 со следующим 
свойством: если G — полупростая группа Ли и Я — ее парабо­
лическая подгруппа, то гомоморфизм Wq-*-<\, определяемый дей­
ствием G в G/H, индуцирует когомологический гомоморфизм 
H*{Wq)-*-H*(<\), при котором образ пространства А совпадает 
с образом всего H*(Wq). Таким образом, можно сказать, что у 
слоения .S-"(G, Я, Г) с полупростым G и параболическим Я 
имеется 2q~l линейно независимых характеристических классов 
положительной размерности, а остальные через них линейно 
выражаются (хотя коэффициенты этих линейных выражений 
зависят от О и Я) . 

3. Вариации. В своей первой работе [358] Тэрстон построил 
лример гладкого однопараметрического семейства слоений ко­
размерности 1 на S3 с непостоянным классом Годбийона — Вея. 
Изложения конструкции Тэрстона имеются в [27] и [355]. В по-
•следующих работах того же Тэрстона [358], Хейтша [156; 157], 
Морита [259] и Расмуссена [298] построены другие примеры ва-
рации характеристических классов при гоиотопиях слоений, 
В то же время оказалось, что варьироваться способны не все 
характеристические классы: Хейтш [152] показал, что характе-
186 



ристические классы слоений, определяемые элементами образа 
.естественного гомоморфизма Я* (W,,+i )-->-#*(№.,) инвариантны 
относительно гомотопии. Эта теорема Хейтша передоказыва­
лась и уточнялась во МНОГИХ работах разных авторов (см. [2, 
10, 44, 180]). В статье Гельфанда, Фейгина и Фукса [10] неко­
торые характеристические классы однопараметрических се­
мейств слоений, в их числе производные по параметру обыкно­
венных характеристических классов слоений, определяются 
когомологиями алгебры Ли W, с коэффициентами в сопряжен­
ном с ней пространстве Wq'. Проделанное в этой статье вычис­
ление когомологий H*(Wq; Wq') имеет некоторые любопытные 
следствия, касающиеся характеристических классов слоений. 
Например, если на некотором многообразии задано семейство 
слоений, то произведение (в кольце когомологий многообразия) 
.производной по параметру любого характеристического класса 
этих слоений на любой характеристический класс любого из 
этих слоений равна нулю. Систематическое изучение характери­
стических классов семейств слоений предпринято в недавней 
•статье Хейтша [158]. 

4. СВЯЗЬ С вычетами особенностей голоморфных слоений. 
Еще до появления теории характеристических классов слоений 
в работах Ботта [45] и Баума — Ботта [43] было показано, что 
числа Черна комплексного многообразия можно найт.и, зная 
собственные значения линейных частей произвольного голо­
морфного векторного поля в его особых точках. Многомерное 
обобщение этого факта было независимо найдено С. М. Ви-
шиком [4, 5] и теми же Баумом и Боттом [44, 48]. Это обоб­
щение заключается в следующем. Пусть в n-мерном компакт» 
«ом комплексно аналитическом многообразии X задано голо­
морфное слоение коразмерности q с особенностями, т. е. почти 
всюду мономорфное голоморфное отображение некоторого 
комплексно аналитического (n—<7) -мерного расслоения L с ба­
зой X в касательное расслоение х{Х), образ которого интегри­
руем на дополнении к множеству особенностей. Предположим, 
что множество особенностей есть объединение связных много­
образий Si,...,.Sm комплексной коразмерности q + \. На (голо­
морфных) трансверсалях к 2 . слоение задается голоморфными 
векторными полями с изолированной особенностью; пусть 
l,i, • • •, A..,-+i — собственные значения линейной части 1-го поля. 
Пусть, далее, с, — классы Черна виртуального расслоения 
•t(X)—L; 0r — элементарные симметрические функции; - , , , . . 
. . . . , а,— неотрицательные целые числа с cci + 2a2 + . . . +<7a- = 
-7=1:7+1. Тогда 

Доказательство этой формулы опирается на теорию характери­
стических классов слоений: ее левая и правая части выражают-
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ся через характеристические классы слоения в X—UE., и вы­
ражения оказываются одинаковыми. 

Обобщение (не столь эффективное) формулы Баума — 
Ботта — Вищика на случай, когда множество особенностей 
имеет меньшую, чем это требуется выше, размерность, найдено 
Сенклем [64]. В статье Хейтша [155] выясняется смысл коэф­
фициентов при [2(] в правой части формулы Баума — Ботта — 
Вищика в случае, когда a i+ . . . + <7<а->>7+1 (эта работа, в ос­
новном, посвящена случаю q=n~ 1). Наконец, в статье Швей­
цера ,и Уитмена [330] доказан аналог предыдущей формулы 
для вещественно аналитических слоений с изолированными осо­
бенностями. 

5. Специальные КОГОМОЛОГИИ, связанные со слоениями. Об­
суждавшиеся в этом параграфе характеристические классы 
слоений принимают значения в обычных когомологиях тоталь­
ного многообразия. Известно также несколько попыток 
привлечь к изучению слоения специальные когомологии, строя­
щиеся по этому слоению. О наиболее успешной из этих попы­
ток, приведшей к построению так называемого класса Атиа— 
Молино, речь пойдет в п. 6.3. Здесь мы рассмотрим другие ра­
боты этого направления. 

В статье Хейтща [153] предпринято вычисление когомологии 
алгебры Ли векторных полей многообразия, касающихся задан­
ного на этом многообразии слоения (это вычисление мотиви­
руется не столько потребностями теории слоений, сколько ана­
логией с вычислениями, проделанными И. М. Гельфандом и 
Д. Б. Фуксом [6]). Когомологии оказываются, как правило,. 
бесконечномерными. В другой статье Хейтша, [154], рассмат­
риваются когомологи тотального многообрази слоения с коэф­
фициентами в факторпучке пучка ростков векторных полей,; 
сохраняющих слоение по пучку ростков векторных полей, ка­
сающихся слоения; одномерные когомологии интерпретируются 
как классы инфинитезимальных деформаций слоения. В статьях 
Кание [188] и Лихнеровича [225] вычисляются когомологии 
размерностей 1 и 2 алгебры Ли векторных полей, сохраняющих 
слоение, с различными коэффициентами. В работе Джералда 
Шварца [323] рассматриваются гомологии подкомплекса дера-
мовского комплекса, составленного из форм ср, таких, что ср и 
dtp аннулируются любым векторным полем, касающимся слое­
ния; оказывается, что эти гомологии могут быть бесконечномер­
ными даже, для слоений на замкнутых многообразиях. В рабо­
те Франкся [107] рассматриваются «голономно инвариантные» 
коцепи слоеного многообразия, т. е. коцепи, определенные на 
достаточном классе сингулярных симплексов, трансверсальных 
слоению, и принимающих одинаковые значения на • симплексах, 
переводимых друг в друга голономией; доказывается, что вся­
кий одномерный когомологический класс тотального многообра­
зия представляется голономно инвариантным коциклом. Нако-
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нец, в работе Саркария [322] рассматривается спектральная 
последовательность, индуцируемая естественной фильтрацией 
в дерамовском комплексе слоеного многообразия; указываются 
условия, при которых начальный член этой спектральной после­
довательности будет конечномерен. 

§ 6. СПЕЦИАЛЬНЫЕ КЛАССЫ СЛОЕНИЙ 

В этом параграфе рассматриваются слоения, подчиненные 
сильным дополнительным условиям, оказывающим решающее 
воздействие на их свойства, такие как характер слоев и мини­
мальных множеств, характеристические классы и т. п. 

1. Слоения без голономии. Работы T. В. Локоть [13, 14, 15] 
посвящены топологической классификации гладких двумерных 
слоений без голономии на трехмерном торе и других ниль-
многообразиях. Указывается система топологических инвари­
антов таких слоений, в некоторых случаях полная, ,и доказы­
вается, что на всяком трехмерном многообразии имеется конти­
нуум попарно негомеоморфных слоений без голономии. Доста­
точное условие отсутствия голономии у слоения коразмерности 
1 на замкнутом многообразии, не .имеющего компактных слоев, 
приведено в работе Муссю и Руссари [269]; условие касается 
взаимодействия фундаментальных групп слоев и объемлющего 
многообразия. В работе Муссю [264] приведено условие суще­
ствования у слоения без голономии на компактном многообра­
зии замкнутой трансверсали, лежащей на крае. В статье Мицу-
тани и Цубоя [246] доказано, что всякое не имеющее голономии 
ориентируемое гладкое слоение коразмерности 1 получается из 
слоеного S'-расслоения индуцированием посредством сечения. 
В статье А. Л. Брахмана [3] доказана такая теорема: пусть 
F i и &~2 — трансверсальные друг другу слоеция коразмерности 
1 и размерности 1 на компактном многообразии, причем слоение 
F i не имеет голономии; если каждый слой слоения F2 пересе­
кает каждый слой слоения F 1 , то то же верно для индуцирован­
ных слоений на универсальной накрывающей тотального мно­
гообразия. 

Слоениям без голономии посвящены несколько статей Ламу-
ро: [193, 198, 199, 204]. Вот некоторые его результаты. Пусть 
€Г — гладкое слоение коразмерности 1 без голономии на связ­
ном (возможно, некомпактном) многообразии X с фундамен­
тальной группой Z, и пусть U — объединение слоев, пересекае­
мых замкнутой трансверсалью; тогда факторпространство мно­
жества U по слоению F пусто или гомеоморфно окружности, а 
факторпространство множества X—U по слоению ЗГ представ­
ляет собой односвязное, возможно, нехаусдорфово, многообра­
зие. Гладкое слоение коразмерности 1 без голономии на много­
образии, у которого есть конечнолистная накрывающая с абе-
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левой фундаментальной группой ИЛИ первое число Бетти не 
превосходит 1, не имеет исключительных слоев. 

Прадинес [292] привел пример, разрушивший гипотезу, что 
пространство слоев слоения без голономии является хотя бы 
Q-многообразием в смысле Барра, 

Работа Эктора [151] посвящена слоениям «почти без голо­
номии», т. е. слоениям, у которых голономию могут иметь. 
только компактные слои. Он доказал, что у слоений коразмер­
ности 1 почти без голономии группы голономии компактных 
слоев абелевы, отсутствуют исключительные слои и все слои 
имеют полиномиальный рост. Некоторые из этих результатов-
содержатся в более ранних работах Муссю [265] и Эктора 
[146]. 

Наконец, в статье Эпстейна, Миллета и Тишлера [99] пока­
зано, что у всякого гладкого слоения объединение слоев с три­
виальной голономией есть всюду плотное множество типа G*. 

2. Компактные слоения. Так называются слоения, все СЛОИ 
которых компактны. В статьях Десезаро и Нагаио [84],Эпстей­
на [96] и [97], Милле [241], Эдвардса, Милле и Сулливана 
[93] речь идет о свойствах пространства слоев гладкого ком­
пактного слоения. Еще в работе Риба [302] показано, что это 
пространство хаусдорфово, если коразмерность слоения рав­
на 1 и может быть нехаусдорфовым, если она больше 1. В ра­
боте [84] установлено, что хаусдорфовость пространства слоев 
равносильна локальной ограниченности объема слоев. Большое 
количество других критериев хаусдорфовости факторпростран-
ства приведено в [96] и [97]. Обзорная статья [241] кроме из­
ложения вышеназванных результатов содержит гипотезу, что 

-слои компактного слоения имеют конечные группы голономии, 
и ряд следствий из этой гипотезы. Эта гипотеза, а также рав­
номерная ограниченность объема слоев доказаны в статье [93] 
в случае, когда коразмерность слоения равна 2 и тотальное 
многообразие компактно. (Эта теорема независимо доказана 
Фогтом [379]. Для одномерных слоений на трехмерных много­
образиях результат принадлежит Эпстейну [95].) Условие 
равенства коразмерности двум может быть отброшено при до­
полнительном ограничении, касающемся гомологических клас­
сов слоев в тотальном многообразии. Устойчивость слоев голо­
морфного компактного слоения коразмерности (комплексной) 
1, ВОЗМОЖНО, имеющего особенности, доказана в статье Хол-
мана [164]. 

Пожалуй, самым интересным и неожиданным примером 
компактного слоения является пример, приведенный Суллива-
ном [344]. В этой работе (объемом чуть больше страницы) по­
строено гладкое одномерное слоение на S3XSixSi, слои ко­
торого диффеоморфны окружностям, но имеют неограниченную 
длину. Каждое многообразие SsXSixt расслаивается при 
этом на окружности, причем база есть S3 при {̂ne}0 и 5-X51 
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при i* = 0. Этот пример усовершенствован Эпстейном и ФОГТОМ 
[101], которые заменили гладкость полиномиальностью и 
уменьшили размерность объемлющего многообразия до 4. 
В статье Фогта [379] построен пример одномерного компакт­
ного слоения на компактном римановом восьмимерном много­
образии со следующим свойством: существует бесконечная 
последовательность B0^=>Bi^B2^> ... непустых подмножеств 
тотального многообразия, такая что если % : X{to}R — функция, 
относящая точке длину проходящего через нее слоя, то суже­
ние ^ |Si локально неограничено во всех точках множества Si+i. 

Статьи Фогта [377, 380] содержат классификацию компакт­
ных слоений коразмерности 2 на замкнутых многообразиях 
размерности <5 , удовлетворяющих некоторому дополнительно­
му условию, касающемуся фундаментальных групп. 

В статье Эпстейна и Розенберга [100] доказана структур­
ная устойчивость компактного слоения с хаусдорфовым про-' 
странством слоев (понимаемая в смысле Эпстейна, см. [98]). 
В заметке Эдвардса [92] предлагается задача, касающаяся по­
ведения слоев компактного слоения, близкого к расслоению. 

В статье Каупа [189] (посвященной алгебраическому изу­
чению группы ростков голоморфных автоморфизмов (С, 0)) 
доказано, что группы голономий компактного голоморфного 
слоения коразмерности 1 на комплексном многообразии ко­
нечны. 

3. Слоения с трансверсально проектируемой связностью. 
Трансверсально проектируемая связность — это связность в 
нормальном расслоении к слоению, инвариантная по отноше­
нию к диффеоморфизмам, близким к тождественному и отобра­
жающим каждый слой слоения на этот же слой. Проблеме су-
ществования трансверсально проектируемых связностей посвя­
щены статьи Молино [248, 249, 250, 251], и Масы [228]. 

В статье [248] Молино привлек к этой проблеме бииндекс-
ныекогомологии НР>Ч(Х) тотального многообразия, естествен­
но определяемые слоением. (Для случая коразмерности 1 эти 
когомологии еще в 1959 г. определил Рейнхарт [304]; есть ра­
боты, специально посвященные этим когомологиям, например, 
[74,, 368, 369].) Молино показал, что необходимым и достаточ­
ным условием существования трансверсально проектируемой 
связности является тривиальность некоторого характеристиче­
ского класса со значениями в Я1,1. Этот класс является 
вещественным аналогом класса Атиа [39], рассматривавшего­
ся в связи с проблемой существования комплексно-аналитиче­
ской связности в комплексных главных расслоениях, и он на­
зывается классом Атиа — МОЛИНО или просто классом Атиа 
(соотношения между конструкциями Атиа и Молино обследо­
ваны в статье Молино [252]). Стоит сказать, что указанные 
бииндексные когомологии обычно бывают довольно обширны, 
и класс Атиа — Молино мало приспособлен к конкретным вы-
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•числениям. В статьях Молино [249—251] доказано, что если 
слоение обладает трансверсально проектируемой связностью, то 
•полиномы Понтрягина нормального расслоения размерности, 
большей коразмерности слоения, равны нулю (т. е. утвержде­
ние теоремы Ботта в этом случае «вдвое усиливается»). Как 
показано в [251], это позволяет построить для слоений с транс­
версально проектируемой связностью специальную теорию ха­
рактеристических классов. В [251] доказывается также, что 
-обычные характеристические классы (§ 5) при наличии транс­
версально проектируемой связности равны нулю; обобщение 
последней теоремы найдено Судзуки [349] (об этой работе 
•см. также § 7). 

Конструкция Атиа —Молино модифицирована в работе Ма-
сы [228]. Одним из применений этой модификации является 
теорема, что если замкнутое многообразие X обладает слоени­
ем коразмерности 1 с трансверсально проектируемой связ­
ностью, то НЦХ; R){ne}0. 

Класс хефлигеровских структур, соответствующий классу 
•слоений с трансверсально проектируемой связностью, рассмот­
рен в работах Медина [237, 238]. В них получены соответст­
вующие обобщения основных результатов Молино, а также до­
казано, что все целочисленные классы Понтрягина могут быть 
у слоений с трансверсально проектируемой связностью нетри­
виальны (это усиливает результаты Ботта — Хейтша [51], см. 
л. 1.5). 

(Слоения с трансверсально проектируемой связностью Ме­
дина называют аффинными. К термину «аффинное слоение» 
следует подходить с осторожностью. Например, в пяти статьях 
[9, 116, 117, 237, 345] он употребляется в пяти смыслах, по­
парно не имеющих ничего общего.) 

4. Слоения Ли и e-слоения. Пусть g — алгебра Ли конечной 
размерности > 0 и X — гладкое многообразие. Предположим, 
что на X задана невырожденная 1-форма со со значениями в 
удовлетворяющая условию Маурера — Картана dco+[со, о>]/2 = 
=0. В силу этого условия распределение, определяемое ядра­
ми формы и, интегрируемо. Возникающее слоение коразмер­
ности dimg называется слоением Ли. Это определение принад­
лежит Федида [104], который доказал ряд необходимых усло­
вий существования слоений Ли; например, если на замкнутом 
многообразии существует слоение Ли с полупростой алгеброй 
д, то третье число Бетти этого многообразия отлично от нуля. 
Изложению работы [104] посвящена статья Годбийона [126]. 

В статьях Лемана [217, 218] приведен пример слоения с 
трехмерной нильпотентной алгеброй д, которое не аппроксими­
руется расслоением. 

Как заметил Федида в статье [105] (см. также [102]), 
слоения Ли, в известном смысле, двойственны действиям групп 
Ли на многообразиях; эта двойственность проясняет результа-
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ты работы [104]. Заметим еще, что имеется аналогия (тоже ти-
па двойственности) между слоениями Ли и гладкими (lisse) 
слоениями в смысле Альбера (см., например, [33]). • 

Слоение называется е-слоением, если оно обладает голо-
номио-инвариантной тривиализацией нормального расслоения. 
Из результатов С. П. Новикова [19] вытекает, что слои е-слое-
ния коразмерности 1 на замкнутом многообразии попарно диф-
феоморны и индуцированное слоение на универсальной накры­
вающей представляет собой гладкое расслоение с базой R. Кон-
лон [70] (см. также [71]) доказал, что подобное верно и для 
слоений коразмерности 2, но на слоения коразмерности > 3 
теорема не обобщается. 

Молино [255] назвал е-слоение транзитивным, если множе­
ство векторных полей, параллельных по отношению к этому 
слоению, транзитивно. В этой статье (см. также [256]) дока­
зывается, что замыкания слоев транизитивного е-слоения со­
ставляют гладкое расслоение и в каждом из этих замыканий 
слоение является слоением Ли. Связям между е-слоениями и 
слоениями Ли посвящена также работа Майера [239]. 

5. Слоения и римановы структуры. Слоение, нормальное 
расслоение к которому наделено голономно инвариантной ев­
клидовой структурой, называется риманрвым. Такие слоения 
впервые рассматривал Пастернак [280], который показал, что 
полиномы Понтрягина нормального расслоения риманова слое­
ния тривиальны в размерностях, больших коразмерности слое­
ния (ср. п. 3). Позднее Роже [308] показал, что у риманова 
слоения тривиальны также произведения Масси надлежащих 
размерностей классов Понтрягина нормального расслоения, а 
также характеристические классы в смысле § 5. Используя 
усиленную теорему тривиальности полиномов Понтрягина, Ла­
зарев и Пастернак [212] построили для римановых слоений 
специальную теорию характеристических классов (опять ср. 
п. 3); для этих классов они доказали аналог теоремы Хейтша 
о жесткости (см. п. 5.3). В следующей работе [213] они дока­
зали для некоторых из этих классов нетривиальность и варьи-
руемость. 

В статье [281] Пастернак определил аналог хефлигеров-
ского классифицирующего пространства для римановых слое­
ний; он показал, что классифицирующее пространство ДЛЯ ори­
ентированных римановых слоений коразмерности 1 есть К(К, 1). 

Судзуки [350] обобщил теорему о тривиальности обычных 
характеристических классов римановых слоений на слоения, 
обладающие римановым подслоением. 

В работах [270, 271, 272] Нисикава и Сато распространили 
усиленную теорему тривиальности классов Понтрягина на 
класс слоений, более широкий, чем класс римановых слоений; 
например, для справедливости этой теоремы достаточно, чтобы 
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преобразования голономии были не изоморфизмами, а кон­
формными преобразованиями. Статья [272] содержит аксиома­
тическое описание трансверсальных структур, наличие которых 
обеспечивает справедливость усиленной теоремы тривиаль­
ности. В работе [260] Морита построил для слоений, рассмат­
ривавшихся Нисикава и Сато, специальную теорию характе­
ристических классов, аналогичную теории Лазарова — Пастер­
нака (см. выше). (Для случая конформных слоений боль­
шая часть этих результатов независимо получена Вайсманой 
[375].) 

Несколько работ, посвященных римановым слоениям и во­
обще взаимодействиям слоений с римановыми структурами, но­
сят более геометрический характер (кроме перечисляемых ниже 
работ см. упоминавшиеся ранее статьи [306, 307]). В недав­
ней работе [257] Молино доказал, что если не все слои рима-
иова слоения компактны, то оно обладает сохраняющим рима-

• нову структуру инфинитезимальным автоморфизмом, нетожде­
ственным на множестве слоев. Некоторые работы посвящены 
отысканию условий существования y слоеного многообразия 
«метрики типа метрики расслоения» (bundle-like metric). Это — 
риманова метрика в тотальном многообразии слоения, в кото­
рой расстояния между слоями по нормалям локально посто­
янны. Расмуссен [294] доказал, что в случае слоения коразмер­
ности 1 на компактном многообразии существование такой мет­
рики равносильно каждому из следующих условий: (i) слоение 
не имеет голономии и исключительных слоев; (и) слоение мо­
жет быть задано замкнутой формой. Более сложный случай 
коразмерности 1 обсуждается в статье А. Моргана [258]. 

В статье Фэрнесса [116] классифицируются слоения кораз­
мерности 1 на замкнутых трехмерных многообразиях, наделен­
ных такой аффинной связностью, что слоение инвариантно от­
носительно параллельных переносов. В статьях Сулливана 
[347, 348] и Джонсона—Витта [171] найдены условия су­
ществования у (замкнутого) тотального многообразия слое­
ния римановой метрики, по отношению к которой все слои яв­
ляются минимальными поверхностями; условие Сулливана ка­
сается гомологии многообразия, а условие Джонсона — Витта, 
ограничивающихся слоениями коразмерности 1 на трехмерных 
многообразиях, — его фундаментальной группы. В работе Ази­
мова [38] средняя гауссова кривизна слоев слоения коразмер­
ности 1 на компактном n-мерном многообразии вычисляется в 
случае, когда кривизна многообразия постоянна и оценивает­
ся в случае, когда п — 3. В статье Лангевина [205] рассматри­
ваются «тугие» слоения, т. е. слоения на римановой многооб­
разии, средняя кривизна слоев которых не превосходит сред­
ней кривизны слоев любого слоения, ему изотопного; тугими 
являются слоения, слои которого — минимальные поверхности, 
но, как показывает автор, не только они, 
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Работа Вайсмана [372] посвящена эрмитовым слоениям — 
комплексному аналогу римановых слоений. 

6. Слоения с инвариантной трансверсальной мерой. Не­
сколько работ посвящено слоениям, у которых трансверсали 
наделены мерой, инвариантной относительно ГОЛОНОМИИ. В ра­
боте Планта [288] (см. также [289]) доказывается, что если 
коразмерность такого слоения равна 1 и фундаментальная 
группа тотального многообразия конечна, то минимальное мно­
жество, один из слоев которого не имеет экспоненциального 
роста, сводится к этому слою (ср. § 3); в случае произвольной 
коразмерности доказано гомологическое необходимое условие 
существования инвариантной трансверсальной меры у слоено­
го расслоения. В статье Лиаига [224] необходимое и достаточ­
ное условие существования инвариантной трансверсальной 
меры формулируется в терминах форм, задающих это слоение. 
Важные результаты о слоениях с инвариантной трансверсаль­
ной мерой содержатся в статье Сулливаиа [346], посвященной, 
в основном, более общим материям; основной результат, ка­
сающийся слоений: для всякого ориентированного слоения 
существует либо инвариантная траисверсальная мера, либо 
замкнутая дифференциальная форма на объемлющем много­
образии степени, равной размерности слоения, сужения кото­
рой на слои являются положительными формами объема. 

§ 7. ДРУГИЕ РАБОТЫ 

Нам осталось рассмотреть несколько разрозненных работ, 
не относящихся ни к одной из названных тем. 

Несколько статей посвящено флагам слоений. Флаг — это 
цепочка слоений убывающей размерности на одном многооб­
разии, такая что слои каждого, начиная со второго, содержат­
ся в слоях предыдущего. Флаги встречаются уже в работах де­
сятилетней давности (хотя само название появилось лишь в 
последнее время). В работе Крайовеану [80] для флага Fi-r.. 
-~-F2 слоений на многообразии X найдено достаточное условие 
тривиальности проекции X/F-{to}X/Fi. В работе Лианга [223] 
результаты Хефлигера о существовании слоений на открытых 
многообразиях (см. § 4) переносятся на мультислоеиия (фла­
ги максимальной длины) на открытых многообразиях, а в ра­
боте Зильберстейн [340] доказывается, что мультислоением 
всегда обладает произведение стабильно параллелизуемого 
многообразия на окружность. Теорема существования флагов 
слоений, обобщающая теорему Тэрстона о существовании слое­
ний (см, § 4), доказана Н. М. Мишачевым [16, 17]. В работе 
Фейгина [23] приведены две, возможно, неэквивалентные кон­
струкции характеристических классов флагов слоений; одна нз 
них обобщает конструкцию Ботта [47], другая основана на ко-
гомологиях алгебры Ли формальных векторных полей, касаю-
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щихся заданного подпространства (ср. [1, 52]). Эти когомоло-
гии в [23] частично вычислены. Построенные в [23] характе­
ристические классы позволяют привести пример слоения 
коразмерности 2, не конкордантного слоению, включаемому в 
слоение коразмерности 1. Часть результатов статьи [23] неза­
висимо получена Муссю [267] и Судзуки [349]. Связь флагов 
слоений с характеристическими классами обсуждается также в 
работе Кордеро — Гадеа [79]. 

В статьях Гельфанда и Фукса [8] и [9] рассматривается 
кусочно линейный аналог слоений на триангулируемых много­
образиях: аффинные PL-слоения, слои которых в симплексах 
триангуляции представляют собой параллельные плоскости, и 
проективные PL-слоения, в определении которых эта парал­
лельность заменена параллельностью в проективном смысле. 
Для обоих типов слоений определяются классифицирующие 
пространства и частично вычисляются характеристические 
классы: например, у аффинного PL-слоения класс Годбийона — 
Вея всегда тривиален, а у проективного PL-слоения он может 
быть отличен от нуля. Впоследствии Роже [20] доказал, что 
классифицирующее пространство для аффинных PL-слоений 
стягиваемо. 

В работах Кордеро и Прады [75—78] изучается слоение 
коразмерности 2д, естественно возникающее в многообразии 
касательных векторов тотального многообразия слоения ко­
размерности q (и слоения коразмерности (г+1).7, возникающего 
в г-м многообразии касательных векторов). Главный предмет 
этих работ — соотношение между классами Атиа — Молино 
исходного и построенного слоения. 

Бесконечномерный вариант теории слоений—слоения на 
банаховых многообразиях—строится в работах Крайовеану 
[81, 82]. 

В комплексном анализе хорошо известна задача: при каких 
условиях вещественное подмногообразие комплексного много­
образия обладает слоением с комплексными слоями. Первые 
результаты об этом были получены Зоммером еще в 1959 г. 
Дальнейшие результаты были получены Гординым [11], Миланн 
и Реа [240, 300, 301] и Фриманом [108, 109]. Результаты Фри-
мана получены позже всех остальных перечисленных результа­
тов и их покрывают. Вот его теорема. Пусть X — вещественное 
подмногообразие комплексного многообразия, HZX — макси­
мальное комплексное подпространство касательного простран­
ства к X в точке zGX и Nz — нульпространство формы Леви в 
точке г. Если размерности dim#-X, dimJV- не зависят от z, то 
распределение /У- интегрируемо и слои возникающего слоения 
комплексны. Из других комплексно аналитических работ, от­
носящихся к теории слоений, упомянем работы Холмена [163], 
доказавшего, что слой голоморфного слоения тогда и только 
тогда является аналитическим множеством, когда он замкнут, 
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Миникони [242], наделившего множество голоморфных слое­
ний на комплексном пространстве структурой конечномерного 
комплексного пространства, и Дюшана и Калки [89], которые 
определили в тотальном многообразии трансверсально голо­
морфного слоения псевдометрику (аналог метрики Кобаяси) и 
доказали, что если тотальное многообразие компактно и рас­
стояния от точек до не проходящих через них слоев положи­
тельны, то слоение компактно. 

Мне осталось назвать еще несколько изолированных работ. 
Я их привожу в порядке, близком к хронологическому. Дис­
сертация Годбийона [122] представляет собой попытку при­
менить к теории слоений гомотопические методы теории рас­
слоений. В статьях Сек и Жерара [331, 332] изучаются геомет­
рические свойства слоев слоения, задаваемого полиномиальной 
формой в комплексной области. В .статьях Козна [67, 68] речь 
идет об аппроксимации слоений более гладкими слоениями. 
Работа Иманиси [166] содержит достаточное условие сущест­
вования S--HHBapHaHTHoro слоения с изолированными S'-HHBa-
риантными слоями на гладком многообразии с гладким сво­
бодным действием группы S1. Статьи Вайсмана [370, 371] 
посвящены систематическому изложению специфической тео­
рии дифференциальных операторов на слоеном многообразии; 
основной результат — необходимое и достаточное условие су­
ществования слоеного дифференциального оператора с данным 
слоеным символом (определения содержатся в указанных ра­
ботах; впрочем, их легко угадать). Другая работа Вайсмана, 
[374], содержит пример голоморфного слоения (положитель­
ной размерности и коразмерности) с жесткой комплексной 
структурой. В статье Лесли [220] доказано, что если тотальное 
многообразие слоения покрывается замыканиями конечного 
числа слоев, то факторгруппа группы диффеоморфизмов много­
образия, сохраняющих слоение, по группе диффеоморфизмов, 
сохраняющих каждый слой, конечномерна. В статье Фукуи 
[114] рассматривается пара, состоящая из слоения и функции 
на тотальном многообразии, и в терминах особенностей этой 
пары формулируется условие, необходимое и достаточное ДЛЯ 
ТОГО, чтобы слоение было расслоением. В статье Танре [357] 
рассматриваются «слоеные группы», т. е. слоения, тотальные 
многообразия которых являются группами Ли с дополнитель­
ным свойством: если сомножители непрерывно меняются, оста­
ваясь на одном слое, то и произведение остается на одном 
слое; среди прочего, доказывается, что слоеные группы не име­
ют голоиомии. В работе Баума [42] доказывается структурная 
теорема для особенностей голоморфного слоения. В статье 
Уистона [384] вычисляется моноид классов замкнутых п-мер-
ных многообразий относительно кобордизма со слоением кораз­
мерности 1, тривиальным на крае. В статье Фэрнесса'и Федиды 
[117] изучается фундаментальная группа замкнутого много-
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образия, несущего слоение, задаваемое 1-формой со с dco-= 
= оздв, de==0. Статья Шателе [65] посвящена компактным 
слоям слоений, определяемых локально свободным действием 
нильпотентной группы Ли- Наконец, в статье Лазарова и Шуль-
мана [214] доказано, что некоторые характеристические клас­
сы слоений служат препятствием к существованию нетриви­
альной конечномерной алгебры Ли векторных полей, сохраняю­
щих это слоение. 
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