
Math-Net.Ru
All Russian mathematical portal

Ya. S. Soibel’man, On the quantum flag manifold,
Funktsional. Anal. i Prilozhen., 1992, Volume 26,
Issue 3, 90–92

Use of the all-Russian mathematical portal Math-Net.Ru implies that

you have read and agreed to these terms of use

http://www.mathnet.ru/eng/agreement

Download details:

IP: 95.216.226.236

November 9, 2019, 06:43:29



90 Я. С. Сойбельман 

Пусть sq(F) — подсупералгебра Ли в q(V), состоящая из операторов 
€ нулевым нечетным следом. Обозначим ^ц^р^уз Z матрицу вида 

П '). Z,^{(i^,*.i;^}. 2 , - К г Л 1 ^ . ^ Ь t.ssl-^ 

*1ерез У обозначим матрицу такого же вида с }%=={j\s*}, F,=={,x,,*}, /, s^ 
^liu a l^/i. Можно показать, что для разбиения л: Xi> , , . >л„>() выраже­
ние g^^^utrZ^4 . .otrZ^4)det Y (где oir нечетный след, а odet — нечетный 
определитель) является многочленом. 

Т е о р е м а 7. Базисным множеством инвариантов ^унералгебрыЛи 
щ{\ ) являются: 

а) скалярные произведения {и,*", /; .), <t%*. uJ. t^T'\ .v^iS"'; 
б) многочлены qu где л пробегает все разбиения вида Я , > . . . >Хг,^0. 
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УДК ышлт.з-1-т2лтл 

О КВАНТОВОМ МНОГООБРАЗИИ ФЛАГОВ 

Я, с. с о й б е л ь м а н 

i. Квантовое многообразие флагов является интересным примером 
квантового О-пространства. Интерес к нему понятен, например, с точки 
фения возможных приложений к (еще не построенной) «геометрической 
теории представлений» квантовых групп. Цель настоящей заметки — пока­
зать, что теоретико-представленческнй подход из [ I ] переносится в кван­
товую ситуацию. Так же как н в других работах по квантовым многооб-
разиям флагов (см. [5, 7. 8 ] ) , мы имеем дело с «общим» значением пара-
метра квантования q (или, что более или менее одно и то же, с алгебрами 
над К0Л1Щ0М формальных рядов € [ [ / / ] ] ) . Заметим, что, в отличие от [4, 
Г). 7, 8 ] , наш подход не ограничен конечномерност1эЮ квантовой группы. 
Но мы приводим лишь конечномерные результаты. 

2. Пусть А ^ Р ^ — доминантный вес, L(Л) — конечномерный простой 
f>',j(^)-модуль. Здесь Uq{W) — квантованная универсальная обертываю­
щая (2) конечномерной простой алгебры Ли 9. Пусть ил^Ь(А) — старший 
вектор. Зафиксируем в Ь{А) весовой базис Vi^v^, ?л, ^^з , . . . , ?̂ .v, Л̂ =̂  
==*dimL(A). Под квантовым флаговым многсюбразием РУЛ мы будем пони­
мать проективизацию орбиты V;i=-'6?(Cf;,) прямой, проходящей через стар­
ший вектор [1] , где G — соответствующая W простая группа Ли. 

О п р е д е я е н и е 1. Алгеброй регулярные функций на кванто^вом мно­
гообразии VA (обозначение C[vv]<j) называется подалгебра в C[G]^(G|9 
порожденная матричными элементами вида /(Рл(ъ) |^) , где te/.'**(A), рл: 

С) я а Сойбеныш». <99S 
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f/^(^) "^End/Л Л) - представление, соответствующее модулю L(A), £ s 

Пусть Л€^[/,.(5^) "'̂  — универсальная квантовая /^-матрица (2. 9. l l j , 
Л" ' ' ^ ' - (рд*%л*)1Я)^Еш1/ .* (Л) , Е^'^^^РсП^'^, где P^^EndL*(A), 

Аналогичные операторы определим, заменив L*(A) на L( V) и А* -
на Л XojKHHo' известно ([Л], с. 39, замечание 4) . что собственные значения 
>ндоморфизма Л^'^" вещественны и сосредоточены вблизи точек 1 и - L 
Пусть 7^(L*(АЛ=-СФ£*(А)®L*(A).*^'-тензорная алгебра. Для любого 
век'торного пространства Vc:L*(\)^L*(\) через <F> обозначим двусто­
ронний идеал в T(L*(A)), порожденный {'. 

О п р е д е л е н и е 2. Алгеброй регулярных функций на векторном 
пространстве L{A) назовем t[L(\)],^r(L*{\});<S?J, где £л^ 
^ 1 j Кег (Я — Xfe)* К^ — собственное значение Н^'^\ 

Ясно, что при ^-=1 мы имеем С (L(A) ] , - £ (/>(А) ] - -Sym(/ .*(A)) , За 
метим, что при ^==1 многообразия £(Л) и \л являются G-пространствами. 

О п р е д е л е н и е 3, Алгебра О называется алгеброй функций на кван 
говом (левом) С-нростраистве. если А является (левым) ^\Д^)-модулем, 
оричем т { А ( | ) (qp®f))=-=|(q:^). где А — коумножение в L'A^}* ф* t'^A, 
c,^U,f(9), т ~ умножение. Очевидно определяется морфизм квантовых 
С-пространств. 

' З а м е ч а н и е . .')то определение недостаточно по ряду очевидных 
причин, но мы примем его в настоящей работе. 

3. IfycTb />*(i\)''-==L*(/tA)®^;,* — разло;кение в сумму (/^3^)-^подмо­
дулей. Здесь L * ( A ) - дуальный к L{h) модуль. 

Цолоисим //*==(л5 Л * ' Через л, обозначим проекцию Г (/i*(A))—> 

—>- Т (£* ( A ) ) / J * = 0 L* {кК). Векторное пространство Э /^* (ЛА) превратим 

в алгебру, снабдив его картановскнм произведением L*(A'A) ^А*(шА)-^ 
^/>П(/с+т)А) fll. 

П р е д л о ж е н и е 1. ^к L* (kh) изоморфна С [v J^ как алгебра и 

как и,J! 9) -модул ь. 
Пусть {h}f^ — биортогональный к {v!\f i базис, (fh^^ ^ipi(>^Vk)~ 

^= \ eijv^j^vi,^ Рассмотрим в /.*{А)*' векторное подпространство Ед, 
а, h 

натянутое на векторы вида 

^ си к &) h - д'^''- >̂/„ 'S k. К а. 6 < Л'. 
/ . J 

Положим Л А ^ 7 ' ( / ^ * ( А ) )/</'Гл^. Пусть q^ — квантовый аналог злемента Ка 
зимира С, определенный в (Л. § о] , с..==(л1"2р, л). 

П р е д л о ж е н и е 2. ^ , * - / s . - ((f-q'^') (/:*(А)%). 
Л. В случае q=^i основной результат о паре мноюобразий /.(А) и Уя. 

состоит в том, что плоисение Уд Q Zv(A) является морфизмом G-npo-
странств и ядро со(»ти(*тствующего зпиморфизма C[L(A)] -^С [\А] порож­
дено квадратичными соотношениядш Плюккера. Определим с̂ : Г(£/*(А))'-*= 
- С ( х ч ] , формулой (ф( / .®. / .®4, )=-( / ,®. . .« ' / , . ) (рл"- ( | )^ ." ' ' ^ ) . , 

П р е д л о т е н и е 3. Существует морфизм квантовых9-просгрансгв 
Ф: С (L(A) Jg "^€ [VAĴ J такой, что следуюи^ая диаграмма коммутативна: 
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Га*(Л) ) ^^—^C[VJ л^д 

lljliHh вертикальная стрелка л. .)ги ири^'кция / (Л*(Л)) - ^ f (Л*(Л))/<^л>, 
Г и и о т о и i\. Двусторонний и dead Кег Ф порожден подпрост ранет-

Заметил!, 'JTO проекция л . наделяет С[/>(Л)],^ градуировкси! и лЛ£д) 
имеет степень 2. Это и'вантовьн! аналог соотношении Плюккера. 

5. Пусть w^W — произвольный элемент группы Вейля алгебры Ли ^ . 
Рассмотрим в С(ТА)^: двусторонний идеал Д , натянутый на матричные эле-
менты /(рл(|)г^«) такие, что /(pл(it^.л))=f) для любого г|е6%Д6,). Здесь б^с: 
сг!^-^-борелевс1сая 1годалгебра. Vws^L{A) —элемент весового базиса. име= 
ющий вес IVА. 

Эквивалентное описание /«: он порожден матричными элементами 
К \9h(\)^i) такими, что \х^и\\^ где /j,*^ — функционал веса - р , >.,^?VJ оз­
начает, что Aj — )„2 ̂  / ^№« причем { a j — простые корни. mi^O. 

О и р е л е л е и и е 1 Алгебра С [\л)^/Д, называется однородной коор­
динатной алгеброй (обобщенного) многообразия Шуберта Х^ и обозна­
чается ^1Л'«]./. (Заметим, что С (A'„Jy==C [ул],^, где ш,, — элемент макси­
мальной длины.) 

П р е д л о ж е н и е \. Для любого w CjA'^Jg является алгеброй фупп 
ций на квантовом В ^-пространстве. 

Если и\<и;>, то имеется эпиморфизм квантовых /?^-пространств 

6. 3 а к л К) ч и т е л ь п ы t з а м е ч а н и я. 
1) В работе [Л] для некоторых тшпш S построены базисы в €[АМ,^, 

составленные из стандартных мономов. 
2) Бесконечномерный аналог результатов этой заметки в сочетании с 

110] может быть полезен при построении д-аналога КП-иерархии в духе [12, 
гл. J4J. 

3) В [5] квантовое многообразие флагов G/i^ рассматривается как под­
многообразие в KBantoBOM iiGfPi, где Р, - максимальные параболические 
подгруппы, у нас квантовое G/B рассматривается как подмногообразие в 
квантовом проективном пространстве Р/>(Л), где У\ — «достаточно боль­
шой» вес. 
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