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функциональный анализ и его приложения, 
т. 15, вып. 3, 1981, 23—40. 

УДК_519.46 
ГАМИЛЬТОНОВЫ ОПЕРАТОРЫ 

И БЕСКОНЕЧНОМЕРНЫЕ АЛГЕБРЫ ЛИ 

И. М . Г е л ь ф а н д , И. Я . Д о р ф м а н 

§ 1. Постановка задачи и формулировка результатов 

1. Пусть А — кольцо многочленов от v!i\ где к пробегает некоторое 
зшожество / , конечное или бесконечное, Z = О, 1,2, ... Рассматривается 
пространство функционалов f = \ f dx, f ^ А. Наша цель — ввести свя­
занные с этим пространством симплектические структуры. Это можно 
сделать двумя равноценными способами: 1) рассмотреть скобки Пуассона 
любых функционалов; 2) задать замкнутую 2-форму со. 

Оба эти способа удобно рассмотреть, вводя операторы, которые мы назо­
вем гамильтоновыми. Их мы будем задавать следующим образом. Обозна­
чим через А пространство последовательностей | == {gj , ^^^ А, i ^ I, та­
ких, что ^i Ф О лишь для конечного набора индексов. Далее, через А^ обо­
значим пространство всех последовательностей h = {hi}, hi ^ А, i ^ I. 
Набор дифференциальных операторов 

ма, 3) 
Hij= ^ ^•i^m[-J^Y^ ttijrn^A, i.j^I, (1.1) 

•определяет линейный оператор Н : А -^ А^. В ^ 3 данной работы бу­
дут определены гамильтоновы операторы. Условия гамильтоновости 
оператора Н состоят в его косой симметрии и в обрагцении в нуль так 
называемой скобки Схоутена [Н, Н] (точный смысл этих понятий будет 
определен в § 3, см. также работы [1], [2]; для конечномерного случая связь 
между гамильтоновостью и обраш,енпем в нуль скобки Схоутена установ­
лена в [13]). 

Теперь скобка Пуассона функционалов f = \ f dx, g = \ gdx есть 
функционал {f, | } я , задаваемый формулой 

где bjlbuj, bglbui — вариационные производные функционалов (см. § 3). 
Прежде чем задать симплектическую структуру вторым способом, че­

рез замкнутую 2-форму, следует определить векторные поля. Мы называем 
векторными полями элементы А^, т. е. последовательности h = {hi}, hi е 
^ А, i ^ I; коммутатор к = [h, g] векторных полей hug определяется 
формулой 

Этот коммутатор был введен в работе [3]. Нам понадобится также действие 
векторного поля h ^А^ на функционал / . Оно задается следуюп];им 
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образом: 

г 

Как нетрудно проверить, это действие согласовано со структурой ком­
мутатора (1.3). Мотивировка этих определений имеется как в данной ра­
боте (§ 3), так и в работах [1] — [3]. 

Перейдем к определению симплектической формы. Пусть задан опе­
ратор ZT согласно формулам (1.1), и пусть/^, g — два векторных поля, при­
надлежащие образу оператора Н, Симплектическая форма будет кососим-
метричной функцией, ставящей в соответствие паре векторных полей 
функционал. Мы зададим ее формулой 

(О(/г, g) = ^^h{H ^g)idx, 

где Н — гамильтонов оператор. 
Условия гамильтоновости оператора Н гарантируют: 1) что скобка 

Пуассона, определенная формулой (1.2), удовлетворяет тождеству Якоби^ 
2) что со является корректно определенной на образе оператора Н, зам­
кнутой и кососимметричной 2-формой. Отметим, что само по себе выпол­
нение тождества Якоби недостаточно для построения гамильтонова фор­
мализма — правильным условием является условие замкнутости 
2-формы со. 

2. В данной работе авторы ставят задачу описания всех симплектиче-
ских структур, в которых оператор Н линейно зависит от щ\ т. е. имеет 
вид 

я., = 5^«^4''(^)'", (1.4) 
где uijim — константы *). 

Вместо коэффициентов aijim, входящих в формулу (1.4), удобно ввестш 
коэффициенты ĉ jap следующим образом. Напишем 

Очевидно, для оператора Н вида (1.4) можно записать (Я^, г\) в виде 

к г, j , а, Р 

где if^ — {d/dx)^li, r\f^ = {d/dx)^r[j. Как нетрудно видеть, 

Q 

к 
З а м е ч а н и е . Наиболее естественно коэффициенты c ĵap возни­

кают, если записать операторы Н^ в форме (1.11)^. 
Т е о р е м а 1.1. Введем в пространство А бинарную операцию 

[?, л! "= t^ ^де 
?. = S4apir^^f. (1.6) 

Оператор Н гамильтонов в том и только том случае^ когда А является ал­
геброй Ли относительно введенной операции. 

*) Подчеркнем, что линейно от и^1^ зависит оператор Я , а не симплектическааг 
форма со. 
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Разумеется, оператор / / может быть задан не только в форме (1.4), а и 
в других формах, и тогда можно указать формулы перехода, аналогичные 
формуле (1.5). Приведем в качестве примеров несколько таких формул 
перехода. 

а) Пусть Н = К — Z * , где операторы К, Z * определяются так: 

к,,=^ bWi'> (i)""' (^*)'-^=№^)*=Z ̂ "̂̂  (-ir°"'*- (̂ -̂ ^ 
Тогда 

q=0 (3=0 

б) Пусть оператор Н записан в так называемой вейлевской форме 

Тогда 
т р=0 

в) Для оператора Л", записанного в форме 

имеем 

4ар = ( -1Г4за . (1.12) 
Ниже будет указан способ, позволяющий записать формулы (1.5), 

(1.8), (1.10), (1.12) и другие подобные формулы в свернутом виде (см. фор­
мулы (1.24) — (1.26)). 

Во второй основной теореме мы строим алгебры Ли, отвечающие га-
мильтоновым операторам, используя мотивы теории весов Картана. 

Рассмотрим множество элементов ец, где i пробегает множество / , 
а X пробегает множество вещественных либо целых чисел. Рассмотрим, да­
лее, пространство W, состоящее из конечных линейных комбинаций ец 

г. 

с вещественными коэффициентами. Пусть ф̂ ^ (Л, [i) — многочлены по л, \х, 
зависящие от трех индексов i, / , к ^ I. Введем в пространство W били­
нейную операцию, задав ее на элементах ец формулой 

[бгЬ ^jul = S фг; е^; V') ^к, Х+ц- (1-13) 

Многочлены фij (X, \х) мы будем называть структурными функциями дан­
ной билинейной операции. 

Пусть оператор Н задан формулой (1.4). 
Т е о р е м а 1.2. Оператор Н гамилътонов в том и только том слу­

чае, когда структурные функции 
^%{К]У)= S4aP^°'l^P (1.14) 

а, р 
определяют на W структуру алгебры Ли, т. е. выполняются соотно­
шения 

^\з (^^ \^) = —Ф̂ г (М', ?̂ ), (1.15) 
S Фг̂- {К \Х) ф^, {I + [Х, V) + (цикл il^,) = О *). (1.16) 

*) Здесь] и далее обозначение (цикл {̂̂ )̂ есть сокращенная запись суммы по 
циклическим перестановкам (одновременно) г, /, А; и Я, jx, v. 
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Операторов вида (1.4) недостаточно для построения гамильтоновых 
систем уравнений. Многие из известных гамильтоновых операторов пред­
ставляются в виде суммы оператора вида (1.4) и оператора с постоянными 
коэффициентами (простейший пример подобного рода — гамильтонов опе­
ратор {dldxf -\- 2 и {didx) + и', порождающий уравнения Кортевега — 
де Фриза). Поэтому встает следующий вопрос: при каких условиях яв­
ляется гамильтоновым оператор Н -\- К, где Н имеет вид (1.4), а К есть 
оператор с постоянными коэффициентами, определяемый формулой 

Kii = Yj^i^[-^Y^ hi^i, (1.17) 
где bijyn — константы? 

Построим набор многочленов 
Ъа (К) = Б bij„X"', i, / е / . 

Ответ на поставленный вопрос дается следующей теоремой. 
Т е о р е м а 1.3. Оператор Н + К, где Н задан формулой (1.4), а К — 

формулой (1.17), является гамильтоновым в том и только том случае^ 
когда 

(а) оператор Н гамильтонов, т, е. структурные функции (ptj (Я, \х) за­
дают на W структуру алгебры Ли, 

(б) на W дополнительно к структуре алгебры Ли имеется спаривание 
< , >, определенное формулой 

Г bij(\i), если Х + 1х=:0, 
^'^^^'^^> = [о, если Х + ^фО, (1-1^> 

которое удовлетворяет следующим условиям: 

и 
<Уа^ 7̂м], /̂cv> + [цикл ;)[̂ \,j = 0. (1.20> 

def 
З а м е ч а н и е . Пусть а, b ^ W, Тогда со (а, Ь) = <а, 6> есть 

2-форма на алгебре Ли W. Условия (1.19), (1.20) означают, что со есть 2-ко-
цикл на W, т. е. 

def 
do3 {а, Ъ, с) = (О {[а, Ъ], с) — со {[а, с], Ь) + <Ĵ  {[Ь, с], а) = 0. 

Можно показать, что коцикл со когомологичен нулю в том и только том 
случае, когда оператор Н -\- К получается из оператора Н заменой Uj^ на 
щ + с^, где {cj^) — произвольный набор констант. Следует, однако, иметь, 
в виду, что в применении к интегрируемым уравнениям тривиальные ко­
циклы также представляют интерес, поскольку замена и-> w + ^ соот­
ветствует введению спектрального параметра. 

Примеры будут рассмотрены в следующем параграфе. Здесь же пояс­
ним, как выглядят эти понятия на ставшем традиционным примере КдФ. 
Гамильтоновым оператором, линейным по и, является оператор 

Н =^и' + 2и -у- ^ и s—\- -J- ^и. ' ах ах ^ ах 

Соответствующая ему, согласно теореме 1.1, алгебра Ли задается следую­
щим образом. Элементами алгебры Ли являются дифференциальные по­
линомы (т. е. элементы кольца А), операция коммутирования задается 
формулой [g, т]] = 1,'ц — 5т]'. Другая алгебра Ли {W, [, ]я), построен-
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ная по теореме 1.2, состоит из конечных линейных комбинаций эле­
ментов ех, снабженных коммутатором \е\, ê t] = (^ — fx) ex+̂ i- Самый об­
щий 2-коцикл (О (а, Ъ) задается следующим спариванием: ie^x, е-^ = 
= Х̂  + ^Я, где ^ — некоторый параметр. Соответствующий этому ко­
циклу оператор К имеет вид 

Таким образом, оператор 
^ = (ir)' + ^ ( i 

^ + ̂  = Ш' + (2« + П^ + «' 
гамильтонов при любом значении ^. Как известно, уравнения КдФ основа­
ны на следующей паре гамильтоновых ол^щто^ов: {dldxf-\-2u{dldx)-^ и' 
и didz, соответствующей двум предельным значениям ^ = О, ^ = оо . 

Рассмотрим теперь линейные комбинации >̂, с А. f=̂  Z. Тогда алгебра 
Ли {W, [ , ]я) есть Бсюлу плотная подалгебра алгебры Ли векторных 
полей на окружности [4] и найденный здесь коцикл, естественно (ввиду 
единственности), совпадает с коциклом, найденным в [4] и ответствен­
ным за класс Годбийона — Вея. 

Сделаем несколько замечаний по поводу теорем 1.1 и 1.2. 
Ранее, независимо, М. Адлером [5] и Д. Р. Лебедевым иЮ. И. Мани-

ным [6] была найдена структура алгебры Ли, соответствующая гамильто-
нову оператору, построенному И. М. Гельфандом и Л. А. Диким [7]. Для 
гимильтонова оператора, построенного Б. А. Купершмидтом и Ю. И. Ма-
ниным в работе [8], соответствующая структура алгебры Ли была найдена 
Д. Р. Лебедевым [9]. Теорема 1.1 означает, что в действительности вся­
кому гамильтонову оператору вида (1.4) соответствует бесконечномерная 
алгебра Ли, и позволяет автоматически находить такую алгебру Ли. 
С другой стороны, эта теорема позволяет по всякой структуре алгебры Ли 
на А вида (1.6) построить гамильтонов оператор. 

Теорема 1.2 позволяет строить соответствующие гамильтоновым опе­
раторам алгебры Ли абстрактным образом, не обращаясь к пространству 
А. Подчеркнем еще раз, что индексы Я и [л, входящие в определение закона 
коммутации (1.13), можно считать как вещественными, так и целочислен­
ными; использование целочисленных индексов в некоторых случаях яв­
ляется более удобным (см. § 2, п. 4). 

В конечномерном случае связь межпу алгебрами Ли и скобками 
Пуассона, линейно зависящими от координат, рассматривалась в рабо­
тах [11], [12J. 

Как мы упоминали выше, имеется удобный способ переходить от од­
ной формы записи оператора к другой форме записи. Изложим этот способ. 

Пусть оператор Н =^ \\ Н^ ||, i, у ^ / , представлен в виде 

я.= Уги(^Г-ГЧ:^Г. (1-21) 
Сопоставим такой записи оператора производящую функцию 

RI{X, li, X) = ^/ija^yX^l^^xy. (1.22) 
Поскольку запись вида (1.21) неоднозначна, оператору Н отвечает неко­
торый класс производящих функций. Чтобы описать этот класс, будем 
говорить, что две производящие функции R^j (X, |i, х) и R^j (Я, |ы, т) эк­
вивалентны, если Rij (X, ji, г) = Rij (Я, ji, т) при условии Я = jx + т для 
любых i, / , к ^ I. Можно доказать, что соответствие между операторами 
Н и классами эквивалентности производящих функций взаимно однознач-
ло; таким образом, двум разным записям одного и того же оператора в 
(форме (1.21) соответствуют две разные производящие функции, совпа­
дающие иа плоскости X — \х — т = 0. 
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Мы возьмем за основу запись оператора Н в форме 
d \13 ^г; = ^ 4 р а ( — ^ ) " о ^ , о ( А - ^ 

и сравним ее с другими формами записи оператора Н. Положим фг̂  (Я, \\) = 
— ^Oija^X^V^^' Для рассматриваемой записи оператора производящая 
функция Rij (Я, |и, т), очевидно, не зависит от т и равна ф̂ ^ (fi, —Я) для 
X = [X + т. Таким образом, мы имеем 

7, Ъ 

Фгj (Я, \к) = Rij (—|i, Я, т), где Я + ji + т == 0. (1.23) 
С помощью этой формулы мы опишем теперь переход к другим видам за­
писи оператора Н. 

а) Допустим, что оператор Н представлен в форме 

Положим aij(T, tx) = 2j4jvi3T^ t̂̂ -̂ Тогда R% {I, ji, т) = alj (т, |i), где^ 
Я = ji + f. Значит, согласно (1.23), для % + \i + i; = О имеем 

Фи (Я, 1̂) = -ffji (—!̂ , /̂ , т) -= aj"i (ir, Я) = aji (—Я — ji, Я). 
Итак, 

фг; (Я, |l) = ttji ( — Я — jl, Я), a ĵ (Я, |Л) = ф̂ г (jX, —Я — \i). (1.24) 

Аналогично, пусть оператор Н представлен в форме 

Положим dij (Я, т) = 2 d^ijay'^^'^' Тогда ijfj (Я, {.1, т) = dij (Я, т) для 
я = |ы + т. Согласно (1.23), для Я + [х + т = О имеем 

ф1; (Я, 1̂ ) ^ R]i (—ji, Я, т) === d!-i (—^, т) = 4 i (—ji, —Я — [х). 

Таким образом, Q 

Ф?,- (Я, tx) := 4 ("t^, - Я - fx), 4 е^' 1̂0 - ф'г (Я - х̂, - Я ) . 
(1.24^) 

б) Пусть оператор Н представлен в виде Н = К — if*, где 

Тогда 

и согласно (1.24) и (1.24') получаем 

Ф-,- (Я, }х) = Ъ% ( - Я ^ fx. Я) - Ъ% ( - Я ~ |х, ^1). (1.2£> 

в) Рассмотрим вейлевское представление оператора Н, т. е. 
т 

нц ==YJ'WYJ^) ""'^^ ат °"''^'° ( i p -
т р=о 

Положим №у (К, \^)^YJ " ' 'V"»'^V'"- Тогда R^j {X, ц, т) = 
772 

р=0 
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ЦНо {К Р-) = i?ji (— 1̂ ; ^^^ t ) = w% ft, ^ 2 ^ ) =w^i(—X — \l, —^ 

мы получаем с помощью (1.23) для %-{-\х-\-х = 0: 

ЧЧз (J^, V') = 

Итак, мы имеем 

^^^(%,i,)=rvl[-X-ii,^), 4-(?̂ =t̂ ) = 9 l i ( ^ ^ > - 4 ^ ) . (1-26) 
3. В теории гамильтоновых систем уравнений бывает важно устано­

вить, когда два гамильтоновых оператора Н^ и Н^ образуют так назы­
ваемую гамильтонову пару, т. е. выполнено условие [Н-^, Н2] = О (см. по 
этому поводу § 7 работы [1]). Мы сформулируем теперь соответствую­
щие результаты. 

Пусть Н^ и Н2 — два гамильтоновых оператора вида (1.4). Согласно 
теореме 1.2, на W возникают две структуры алгебры Ли; мы обозначим 
через [, ]я1 и [, ]я2 коммутаторы, соответствующие Н^ и Н^-

Т е о р е м а 1.4. Два гамильтоновых оператора Н^ и Н^ вида (1.4) 
образуют гамильтонову пару в том и только том случае, когда для любых, 
i, у, к, X, [г, V выполняется соотношение 

[[еа, ^;>]нп /̂CVIH. + ilea, ^J^IH., /̂CVIHI + [цикл ;,'|̂ )̂ =- 0. (1.27)^ 

С л е д с т в и е . Пусть adni ci — оператор^ действующий в W по 
правилу (adHi< )̂ ^ ^ f̂ ' ^IHI^ и соответственно д^д-НоСЬ — оператор в W, 
действующий по правилу (adn^^) b = [а, Ь]н2- Для того чтобы гамильто­
новы операторы Н^ и Н^ образовывали гамильтонову пару, достаточно, 
чтобы adni^ был дифференцированием в алгебре Ли {W, [ , ]н), а adя2fl̂  — 
дифференцированием в алгебре Ли {W, [ , IHI) для всех а ^ W. 

Пусть теперь имеются два гамильтоновых оператора Н^ + ^ i и Н2 + 
+ К2, где Н^ и Н2 имеют вид (1.4), а iiT̂  и 7̂ 2 — операторы с постоянными 
коэффициентами вида (1.17). Пусть по-прежнему [ , ] Я1 и [ , ] Яз — ком­
мутаторы, отвечающие операторам Н^ и ^2- Согласно теореме 1.3, опера­
торам Ki и 7̂ 2 отвечают два спаривания < , Укх и < , Ук2 на алгебрах 
Ли (W, [ , ]и^ и (W, [ , ]я2) соответственно. 

Т е о р е м а 1.5. Два гамильтоновых оператора Н^ -\- К^и Н2 + ^2 
указанного вида образуют гамильтонову пару в том и только том случае, 
когда выполняется условие (1.27) и, кроме этого, еще следующее условие: 

<\-ei%. ^;>]я1, е^^Ук. +<[еа, ^;^]я., е^^Ук, + [цикл '̂̂ ^) = 0. (1.28) 

Авторы приносят благодарность А. В. Алексеевскому за обсужде-
ние изложенных здесь результатов. 

§ 2. Примеры 

1. Пусть задан оператор Н = \\ Hij\\ согласно формуле 

^ij = 5^4^/c + bzi-^. (2.1) 

Для такого оператора, очевидно, ^%{Х, \к) постоянны: ф?̂  (Я, \i) = a^i и, 
очевидно, bij{X) = bijK. Условия гамильтоновости оператора Я , согласно 
теореме 1.3, сводятся в данном случае к следующему: 1) a^j — структур­
ные константы некоторой алгебры Ли g, т. е. Q есть совокупность линей­
ных комбинаций элементов Cf с коммутатором [Ci, Cj] = I^a^jC^, 2) на g 
задано скалярное произведение <^ ,̂ Cjy = bij, являющееся симметричным 
и инвариантным. 
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2. Гамильтонов оператор Н = \\ Н^Ц, i, / == О, 1, . . ., д — 1, вида 

d \fe-i-i-i fk — i~i\f d \h'-i-j-i 

_ il i m < ^-= Z [{' \ 'h^ -̂ i / j i -^ ) °̂ -̂
где u^=i, (2.2) 

был впервые найден в работе И. М. Гельфанда и Л. А. Дикого [7]. По тео­
реме 1.3 этому оператору соответствует некоторая алгебра Ли ^ и спари­
вание на ней. Структурные функции ф̂ -̂ (^, ji), в силу формулы (1.25), име­
ют вид 

фг7 С^, V) • О, k<^i -\~ j + i или 
/с> W — 1 . 

(2.3) 
Спаривание btj (X) такое: 

ЬгЛЦ-= [ ( " " Г ' ) - ( - i r * - ^ - i ( " ~ p ^)j Х«-*-Ь1. (2.4) 

Удобно описать алгебру Ли ^ следующим способом. Рассмотрим ин­
тегральные операторы 

где i = 0,1, . . ., ^ — 1, А, — вещественное или целое. Вычислим комму­
татор [Хц, Xj^]. Имеем 

/ d \-fc-i 

oexp((X]+jji)^). (2.5) 
Мы видим, что искомая алгебра Ли ^ может быть описана как совокуп­
ность конечных линейных комбинаций операторов Ха, в которой комму­
татор двух операторов [Х^х, XJ^]H получается в результате отбрасывания 
в обычном коммутаторе, определяемом формулой (2.5), членов с к ^ п. 
Спаривание двух операторов <Xi,-л,, ^ д > можно вычислять так: следует 
взять с обратным знаком член в коммутаторе (2.5), соответствующий к == п. 

М. Адлер [5J, а также Д. Р. Лебедев и Ю. И. Мании [6] для описания 
данного гамильтонова оператора использовали другую алгебру Ли — 
алгебру Ли формальных интегральных операторов с коэффициентами из 
кольца А, Подобный подход соответствует применению теоремы 1.1 данной 
работы. 

3. Рассмотрим оператор Н = \\ H^j ||, где 

««=LU.)(-^r°'"-ZG-,)«.(^r. (2-6) 
Согласно формуле (1.25), такому оператору можно сопоставить структур­
ные функции 

1 о, kyi + j . 

file:///-fc-i
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Соответствующую этим функциям алгебраическую структуру удобно они» 
сать таким образом. Рассмотрим дифференциальные операторы 

где i = О, 1, 2, ..., X — вещественное или целое. Вычислим коммутатор 
двух таких операторов. Имеем 

IF.., F,,] = = £ [ ( , i ,.) \^'^^~' - (, ̂ , ) ^^^^-' ] ехр {{X + f.) X) {-±J. (2.8) 

Мы видим, что многочлены ц)ij (к, |х), определенные формулой (2.7), явля­
ются структурными функциями алгебры Ли д, а именно, g есть совокуп­
ность конечных линейных комбинаций операторов Рц, снабженная обыч­
ным коммутатором операторов. По теореме 1.2 рассматриваемый оператор 
Н является гамильтоновым. Операторы такого вида, по-видимому, panee* 
не рассматривались. 

4. В данном пункте мы построим структуру алгебры Ли на W, а затем 
найдем соответствующий ей гамильтонов оператор. Построим вначале 
некоторую вспомогательную алгебру Ли. Обозначим через Q [х, у] кольцо 
многочленов от двух переменных хиу. Зафиксируем произвольный много-

п 
член от одного переменного q{x)= 2 Qi^^ и построим алгебру Ли следую-

г=0 
щим образом. Для многочленов / {х, у), g {х, у) ^ Q [х^ у] положим 
[/ (^, у), g (^, г/)1 == h {х, у), где 

М̂ , .) = .( .) .(-1-1-^-1^). (2.9) 
То, что введенный коммутатор удовлетворяет тождеству Якоби, можно-
проверить непосредственно; можно также воспользоваться следующим, 
общим замечанием: если R — произвольное коммутативное кольцо, 5i 
и 2̂ — два коммутирующих дифференцирования этого кольца, то комму­
татор [а, Ъ] = д^адф — д-^Ьд^а определяет на R структуру алгебры Ли: 
(в нашем случае R = Q [х, у], di = уд/ду, д^ = q {х)д/дх). 

Кольцо Q [х, у] порождается одночленами е^ = х'^у^, i, % = О, i, 2,..,,. 
закон коммутирования которых, согласно (2.9), таков: 

п 
[егк, е-д] = (jX — г» дЦх) :r'+ •̂-l̂ ^+^̂ ;= ЦХ[— i\i) S Q-aei+i+a-i. и^- (2.10) 

Отсюда следует, что структурные функции (pij (к, ji), определяемые пО' 
формуле 

[ о, к<^1 + ] — 1 или к^п,^ ^ ^ 
задают на W структуру алгебры Ли. По теореме 1.2 этой алгебре Ли 
должен отвечать некий гамильтонов оператор. Для того чтобы получить, 
оператор сразу в форме (1.4), воспользуемся формулой перехода (1.24). 
Получаем 
а% {к;^)]= ^]г (р., — Ĵ  _ |х) = 

{щ + ; (̂  + И')) f̂r-i-i+b ^ + 7 — 1 < ^ О ; 
о , к<^1 + f 7 — 1 и л и [/с > 72. 

Гамильтонов оператор Н •={[ Hij\\, таким образом, может быть построек 
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по любому набору вещественных чисел ^о, gi, . . ., д^. Он имеет вид 
п 

Hij = ^ I jqk~i-j+iUk + {t + j) qk-i^j-пЩ -^] . (2.12) 
k=i-]-j—i 

В частности, при q (х) ^ I мы получаем 

Hij = jui+j-i + (̂  + /) Wi+j-i -^ . 

Последний оператор был найден Б . А. Кунершмидтом и Ю. И. Мани-
ным в работе [8]; этот оператор задает гамильтонову структуру так назы­
ваемых уравнений Бенни в моментах. Операторы более общего вида (2.12) 
были найдены авторами в работе [1]. 

5. Будем искать структурные функции ф̂ ^ (X, \х) в виде 

Фъ* (^. 1̂ ) = (>̂  — \^) 4 ^ (2-13) 
где Cij — константы. 

Условия (1.15), (1.16) приводят к следующему: Cij — структурные 
константы некоторого коммутативного кольца i?, т. е. R есть совокуп­
ность линейных комбинаций элементов et с законом умножения 

ег °^J = 2J4'^/C. (2.14) 
Найдем гамильтонов оператор, соответствующий согласно теореме 

1.2 набору структурных констант Cij. Согласно формуле (1.24), 
4 (К 1^) = Ц)% {\1, —X — \i) = {X + 2\i) 4i , 

откуда следует, что оператор Н = \\Hij \\ имеет вид 

^ii = X,4(«ft + 2 K . ^ ) . (2.15) 
к 

Гамильтоновость таких операторов была установлена авторами в работе 
[II. Алонсо Мартинес в работе [101 исследовал оператор вида (2.15) в част­
ном случае cij = ^i+j+i и показал, что он может быть представлен в виде 
аналога кирилловской структуры, соответствующей некоторой бесконеч­
номерной алгебре Ли. Такое описание можно получить, если обратиться 
к теореме 1.1 данной работы. 

Будем теперь искать спаривание Ь^ (к) в виде 
btj {Ц = ^'bij, (2.16) 

где bij — константы. Условия (1.19), (1.20) приводят к следующему: 
на R задано скалярное произведение <е^, еу> = Ь^, симметричное и удов­
летворяющее условию 

<ао6, с> = <6, аос}, (2.17) 

где о — умножение в кольце /?, определенное формулой (2.14). Отметим, 
что скалярное произведение, удовлетворяющее указанным условиям, всег­
да существует (для построения достаточно зафиксировать произвольным 
образом константы qQ, . . ., q^ и положить Ь^ = 2с^-да)-

Итак, если cij — структурные константы коммутативного кольца, 
на котором задано симметричное скалярное произведение с условием 
(2.17), то оператор Н = \\ Н^ ||, где 

к 
является гамильтоновым. 

file:////Hij
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6. В данном примере, принадлежащем И. М. Гельфандуи Л. А. Дико­
му, множество индексов / будет состоять из наборов {/cap}, к = О, 1, ..., д, 
а, р = О, 1, . . ., Z. Кольцо 4 , таким образом, есть кольцо многочленов 
от Ща^; пространство Л^векторных полей состоит из наборов h = {/̂ /ссср}> 
hjca^ е ^ ; пространство Л 1-форм состоит из наборов | = {1ка^}, 1ка^ е А, 
Мы условимся сопоставлять всякому векторному полю h многочлен F^ (z) 
от некоторой переменной z согласно формуле 

п 
Ph {z) = S К^^, hk = II hkai^ II. 

о 
Всякой 1-форме I мы условимся сопоставлять многочлен Х^ (2~̂ ) от пере­
менной 2~ ,̂ определяемый формулой 

О 

Мы введем теперь некоторые гамильтоновы операторы. Построим вна­
чале кольцо R {А) следующим образом: 

N 

к=-М ^ 
Умножение в этом кольце определяется естественным образом (как в коль­
це обычных матриц), коммутатор [,1 также естественный. Мы будем исполь­
зовать следующие обозначения: 

/ + = S /fcẑ  /_ = S fkz\ f / = S u,z\ и и=II «tap ii. 
о —м 

Рассмотрим операторы Hi, Ki, Н^, К^: А ->• А^, которые определены 
следующими соотношениями: 

FH.^ = [Z^, C/I„ Fj,,^ ^ [Z^, Cz^^4^, (2.19) 
FH.^ - z^^' [Z|, UL, FK.^ = z-^^Xl (2.20 

(здесь С — постоянная матрица, Z | — элемент с координатами {|̂ ра})« 
Опишем эти операторы в терминах теорем 1.2—1.5. 

Введем вначале кольцо R, состоящее из сумм Р = S Pii^ с естест-
- м 

венным умножением (здесь Р}^ = || р^аэ || — числовые матрицы размера 
I X /). Обозначения будут использоваться такие: Р^ = ^ Рк^, Р^ = 

о 
—1 
2J Рк^> SpjP = t rP - i . Рассмотрим подмножество VdR, состоящее 
-м 

из сумм вида Р = 2J î /t-z-̂ -i. 
Наше описание состоит в следующем. 
а) Оператору J^i соответствует структура алгебры Ли на пространстве 

У с коммутатором [Р, Q]H, = [Р, Q]n^ где [ , ]^ означает, что в обычном 
коммутаторе (в кольце R) отбрасываются члены, содержащие 2~^"*, i ^ 2. 

б) Оператору К^ соответствует коцикл < , Укх на алгебре Ли 
{V, [ . W , заданный формулой <Р, Q^K, = Sp (C^^+i [Р, (?]). 

в) Оператору Н^ соответствует структура алгебры Ли на пространст­
ве F с коммутатором [Р, Q]HZ ~ (̂ '̂ ^̂  [̂ » ^1)--
2 Функц. анализ, т. 15, вып. 3 
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г) Оператору К^ соответствует спаривание, которое задается симмет­
ричным инвариантным скалярным произведением (см. п. 1 данного пара­
графа) на алгебре Ли (F, [ , JHJ, следующего вида: <Р, Q^K^ == Sp (z^'^^PQ)^ 

Нетрудно проверить, что все условия теоремы 1.5 при этом выполне­
ны, так что операторы Hi + K^VL Н^ + К^ не только сами являются га-
мильтоновыми, но и образуют гамильтонову пару. 

§ 3. Гамильтоновы операторы 

В § 1 мы вводили симплектическую структуру и скобку Пуассона 
через так называемые гамильтоновы операторы. Как мы уже упоминали 
в предшествующих работах [1], [2J, мы не можем пользоваться готовым 
формализмом векторных полей, форм и т. д., поскольку в формальном ва­
риационном исчислении рассматривается набор функционалов, не являю­
щийся кольцом. Поэтому самым экономным путем является систематиче­
ское изложение всех необходимых определений. Нужные сведения имеют­
ся в работах [11, [21, однако мы излагаем их здесь, чтобы сделать статью 
независимой от предшествующих работ; помимо этого, предлагаемый ниже 
способ изложения представляется нам коротким, простым и универсаль­
ным. 

1. Пусть (й, d) — комплекс линейных пространств, т. е. Й = Q̂  @ 
ф й^ 0 . . . 0 Q̂  0 . . ., d: й -> Й — линейное отображение такое, 
что dOf^ с й^+ ,̂ d^ = 0. Пусть, далее, а — некоторая алгебра Ли. 

О п р е д е л е н и е . Назовем (Q, d) комплексом над алгеброй Ли 
а или, короче, а-комплексом, если всякому а ^ а сопоставлено линейное 
отображение J«:Q-> Q, i„Q^ d Й^" ,̂ î Q^ = {0}, удовлетворяющее усло­
виям 

i'Jb + ¥а = 0. (3.1) 
Had + dia, ibl = i[a,b]. , (3.2) 

Оператор La ^^ ia d + dia, переводящий Q^ в Q^, назовем производной Ли 
no направлению a ^ a. 

П р и м е р ы , (a) a — алгебра Ли векторных полей на ^-мерном 
многообразии X, (Q, d) — комплекс дифференциальных форм, ia — опе­
ратор внутреннего умножения на а ^ а, действующий по правилу 
(iaCO) (Ьи . . . , feq) = со ( а , &1, . . . , bq), (О (В Q^'^^. 

(б) а — произвольная алгебра Ли, М — левый а-модуль, т. е. 
всякой паре а ^ а, т ^ М сопоставлено am ^ М так, что dia^m — 
— a^dini = [%, ag] т. Построим комплекс С (а, М) всевозможных поли­
линейных кососимметричных форм о (ai, . . ., а )̂ на а со значениями 
в М; при этом по определению полагаем С^ (а, М) = М» Дифференциал 
d задается формулой 

do) {ai, . . . , aq+i) = S (— if'-^ai^j) {аъ . . . a^.. . , a^+i) + 
i 

+ S (— 1)'"̂ '̂« {\ai, aj], fli, . . . « i . . . a j . . . , a^+i). 

Если оператор ia'- C^+^ (a, M) -> C^ (a, M) определить формулой 
iady (%, . . ., ag) = 0) (a, ai, . . .; a^), о e C^+^ (а,\'ЛГ), 

TO, как нетрудно проверить, мы получаем а-комплекс. Рассмотрение всего» 
этого комплекса в конкретных приложениях неэкономно, и обычно рас­
сматривают подпространства С (а, М), являющиеся подкомплексами ная 
а в смысле следующего определения. 
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О п р е д е л е н и е . Пусть Q — комплекс над алгеброй Ли а. Ли­
нейное подпространство fii CI Й, замкнутое относительно действия опера­
торов d и ia, назовем а-подкомплексом Q. 

(в) Приведем теперь обычную конструкцию комплекса де Рама коль­
ца. Пусть А — коммутативное кольцо (в примере (а) это кольцо гладких 
функций на многообразии Z), а — алгебра Ли его дифференцирований. 
Рассмотрим в качестве модуля М кольцо А. В отличие от примера (б), 
будем рассматривать не все полилинейные формы на а со значениями в А, 
а лишь ^-линейные, т. е. такие формы со, которые удовлетворяют условию 
о> {adi, 2̂» • • •> ^q) "^ ^^ (̂ 1» • • •» ^q)y d ^ А, di ^ а. Возникает а-под-
комплекс комплекса С (а, А), который называется комплексом де Рама 
кольца А; мы будем обозначать его через Q (А), 

Приведенные примеры комплексов над алгебрами Ли носят предва­
рительный характер; основные примеры будут описаны далее. 

2. Мы опишем теперь важную процедуру, позволяющую по любому 
комплексу над алгеброй Ли построить некоторый новый комплекс. 

Пусть задана алгебра Ли а й в ней зафиксировано линейное подпро­
странство Z а а- Обозначим через az централизатор множества Z, т. е. 
подалгебру az алгебры Ли а, определяемую так: QZ = W ^ ci: 
la, Z] = 0}. 

О п р е д е л е н и е . Пусть задан а-комплекс Q, Фактор-комплек­
сом этого комплекса мы назовем комплекс Q над подалгеброй Ли uz, кото­
рый строится следующим образом. Будем считать (о ^ Й^ эквивалентной 
О, если существуют такие щ ^ Q^ и Zj^ ^ Z, что о) = 21̂ г/̂ <̂ -̂ Совокуп­
ность форм, эквивалентных О, обозначим через Ql и положим Q^ — Q^/QQ* 
В Й = ф Q^ естественным образом определено отображение d, а также 
отображение ia для а е az^ 

Покажем, что d и ia (для а ^ az) определены корректно» Действи­
тельно, из определения L^ следует, что [L ,̂ d] = О, т. е. dQl d ^Т^' 
Далее, из соотношения (3.2) вытекает, что [L ,̂ ^̂ 1 ^ iiz,a] = О для z ^ Z^ 
и ^ az, т. е. ioQl d Q^~^\ это и требовалось проверить. 

3. Построим теперь комплекс формального вариационного исчисле­
ния. Рассмотрим кольцо А многочленов от букв i/̂ a\ где J = О, 1, 2, . . ., 
а пробегает множество / . Построим по кольцу А комплекс де Рама О, {А), 
Таким образом, Q^ состоит из всевозможных конечных сумма вида 

03 = 2 Wai.'.'.a^ du^a^/\ . . . Д d^J^ , ^аиЛ^ ^ А. 

Рассмотрим алгебру Ли а дифференцирований кольца Л. Всякое диффе­
ренцирование д ^ а имеет вид 

г, а " 

Имеется выделенное дифференцирование didx ^ а, определенное фор­
мулой 

d V^ (i+i) д Z"2 dx — Z_l " диЧ^ 
, a 

Рассмотрим одномерное подпространство Z CZ а, состоящее из диф­
ференцирований вида X d/dx, и построим связанный^с подпространством 
Z фактор-комплекс Q. Q является комплексом над алгеброй Ли az диф­
ференцирований, коммутирующих с d/dx. Построенный фактор-комплекс 
Q называется комплексом формального вариационного исчисления. Отобра-
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жение, сопоставляющее всякому со ^ Q его класс эквивалентности 5 е 
^ Q, мы будем обозначать ] *dx] таким образом, S == ] со dx. 

Опишем Q, несколько более содержательным образом. Пространство 
й®, очевидно, совпадает с фактор-пространством Л = A/{d/dx) Л и со­
стоит, таким образом, из элементов вида lfdx,f^A\ такие элементы мы 
будем называть функционалами. 

Алгебра Ли dzi как нетрудно видеть, состоит из дифференцирова­
ний вида 

^(i)_J__ '=L*"' 
def 

где fea = (d/dxfha- Итак, мы видим, что всякое дифференцирование 
д ^ uz определяется набором элементов {ha}, а ^ / , и, обратно, по 
д набор {̂ сс} может быть восстановлен: h^ = dua- Учитывая этот факт, мы 
в дальнейшем интерпретируем az как совокупность А^ всевозможных 
последовательностей h = {ha}, ос ^ I; такие последовательности мы назы­
ваем векторными полями. Коммутатор дифференцирований, перенесен­
ный в пространство А^, имеет вид (1.3). 

Опишем также пространство Q .̂ Можно проверить, что всякая 1-фор-
ма со ̂  Q̂  вида 

(0= 2J ^adUa^ 
а, г 

эквивалентна (по модулю пространства Qj) 1-форме 65 ^ Q^ вида 

а 

где | а = / (—-J-) о)а. Поэтому фактор-пространство Q̂  = QVQj 

можно отождествить с пространством А таких последовательностей 
^ = {la}, 0L ^ I, что с̂б ¥= о лишь ДЛЯ КОНОЧНОГО набора индексов а. 

Напишем еще формулу для элемента df.fE^A. Для всякого / ^ Л 
имеем 

^i=Y. dui , 

откуда видно, что 1-форма df эквивалентна (по модулю пространства Qj) 
1-форме S(^//S^a)^?'a? где элементы 6//6ua определяются таким образом: 

а 

Элемент bflbua называется частной вариационной производной элемента 
/ ^ Л по переменной Ua. Из вышеизлол^енного следует, что класс df = 
= df не зависит от выбора представителя / в классе эквивалентности f; 
отсюда мы получаем, что частные вариационные производные 8f/8ua не 
зависят от выбора / в классе эквивалентности f. Мы можем писать, таким 
образом, bflbua вместо 6//6ua. Окончательно получаем формулу 
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Выпишем, наконец, действие векторного поля h = {ha} ^ А^ на функцио­
нал f ^ Л. Имеем 

а 

ЧТО совпадает с той формулой, которая была приведена в § 1. 
4. Наша цель теперь — ввести симплектические структуры. Пусть 

имеется произвольный а-комплекс Q. Мы будем предполагать, что выпол­
няется следуюш;ее условие невырожденности: если а ^ а таково, что 
ial = О ДЛЯ любого ^ ЕЕ й^, то а = 0. Для всякого ^ ^ й^ через (g, а) 
или (а, ^) будет обозначаться элемент г̂ ^ ЕЕ Й^. 

Пусть Н: Q^-^ а — линейный оператор. Мы назовем его кососиммет-
ричным, если (Я^1, Ез) = — (l i , -ЯН2), ^1, 2̂ ^ ^^• 

О п р е д е л е н и е . Скобкой Схоушена [Н, К] двух кососимметрич-
ных операторов Н, К: Q^ -^ а назовем трилинейное отображение Q^ в 0.^, 
определенное формулой 

[Я, К] ( l i , Е„ |з) = {KLji^h, Ез) + (НЬщ^и, Ы + (цикл), (3.3) 

где слово (цикл) означает сумму по циклическим перестановкам индексов 
1, 2, 3. 

Оператор Н: Q^ -^ а назовем гамилътоновым, если он кососимметри-
чен и [Я, Н] = 0. 

Мы не останавливаемся здесь подробно на изложении гамильтонова 
формализма, так как он детально описан в работах [Ц, [2]. Сформулируем 
лишь основное свойство гамильтоновых операторов ([2], предложение 1); 
если Н: й^ -> а — гамильтонов оператор, то Q^ является алгеброй Ли 
относительно скобки Пуассона, определяемой формулой 

{mi, т^}н = (Hdrrii, dm^), rrii, т^ ЕЕ ^^, (3.4) 

а отображение Hd: Q^ -^ а есть морфизм алгебр Ли. 
5. Определения скобки Схоутена и гамильтонова оператора можно 

рассмотреть, в частности, для комплекса формального вариационного 
исчисления. Поскольку в этом случае мы условились отождествлять про­
странство 1-форм^с Л, а алгебру Ли с А^, то гамильтонов оператор Н будет 
действовать из А в А^, как это было описано в § 1. Мы ограничиваемся 
рассмотрением матричных дифференциальных операторов Н, т. е. опера^-
торов вида (1.1). Скобка Пуассона (3.4), как нетрудно проверить, приоб­
ретает вид 

{/,й}н = 5 ( я , , ^ | ^ й д : , /,g, 

(см. формулу (1.2)). Теперь основное свойство гамильтоновых операторов 
можно переформулировать так: если Н: А -^ А^ — гамильтонов оператор, 
то пространство Ж функционалов является алгеброй Ли относительно 
скобки Пуассона (1.2), построенной по этому оператору, а отображение 
Н8/8и : Л-^А^, которое всякому функционалу f = ] / dx сопоставляет 
векторное поле h ^ А^, согласно формуле 

является морфизмом алгебр Ли. 
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§ 4. Доказательства теорем 

Введем некоторые обозначения. Через и мы будем обозначать элемент 
из А^, имеющий координаты {ua)-, а ^ I, Далее, для всякого h = {ha} (^ 
^ А^ через д^ мы обозначаем дифференцирование кольца А, соответствую­
щее элементу h ^ А^ (т. е. df^ коммутирует с d/dx и df^u^ = /^а)- Линейное 
отображение пространства А^ в себя, состоящее в покоординатном приме­
нении дифференцирования д^, будет обозначаться тем же символом dfj,. 

Мы будем опираться далее на следующий важный факт: для бинарной 
операции [ ,̂ ц] вида (1.6) выполняется равенство 

дн [I. Ц] =- [дп1, Г|] + [I, дпц], 1,Ц^А. (4.1) 

В самом деле, каждая из координат элемента ^ = [^, т]] ^ Л билинейным 
образом зависит от координат ^^ и rjcc и их производных ^̂ ^̂  = {d/dxyiai 
Ца^ ~ {d/dxyr[ai ^ дифференцирование d/dx перестановочно с действием д^^. 

Нам потребуется еще формула, позволяющая выразить производную 
Ли La через оператор да, 

{Lai, h) = {dal, h) + (L ^,a), g e л , a,h^ A^. (4.2) 

Эта формула вытекает непосредственно из определений. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1.1. Вначале проверим, что 

для кососимметричности оператора Н вида (1.4) необходимо и достаточно, 
чтобы операция 11,ц] была кососимметричнапо | , т]. Достаточность этого 
условия очевидна. Докажем его необходимость. Пусть известно, что опе­
ратор Н кососимметричен, т. е. 

о = т , У]) + (I, ЯГ1) = J 2 "f̂- ( S (4аЭ + 4ра) ti'^T) dx 
к i, j, a, P 

д л я л ю б ы х £, Г) ( ^ AK НуЯчНО п р о в е р и т ь , ч т о Qija^ = cfja^ + cfi^a = 0 . 
Предположим противное. Для произвольного iV > О построим набор 
{hy . . .J IN} а I и элемент I ^ А с координатами li ^ uf^ для i ^ 
^ {ii, . . ., IN), 5i ^ О ДЛЯ i ф. {ix, . . ., ijsi). Положим т] = 5- Согласно 
нашему предположению, элемент ^ =2^5аэ^/с^г°^^^^ может быть представ­
лен в виде g ~ (d/dx)f, где / — некоторый многочлен от и^^\ Очевидно, 
каждый одночлен, входящий в /, обязан содержать щ для некоторого к^Т, 
иначе многочлен g не содержал бы в каждом одночлене щ. Отсюда следует, 
что многочлен g = {dldx)f содержит щ, а это неверно. Полученное противо­
речие доказывает, что 9ijap, ^ : 0 . Итак, кососимметричность оператора Н 
эквивалентна косой симметрии рассматриваемой билинейной операции. 

Теперь выпишем скобку Схоутена [Я, Н]^ Согласно определению скоб­
ки Схоутена (3.3), для любых | i , Hg, £3 ^-А имеем 

^ [Я, Я] ( |ь ^2, Ы = (LHbh. His) + (цикл) = 

= (дщЬ, His) + (^2, дн1, тг)) + (цикл) = 
== {дщЛъ HI,) + (Ь, днь{Н1г)) + (цикл) = (дщЛъ HI,) + дщЛ12,Н1г)-
-{дщЛ!, Н1г) + (цикл) - - ( и , [дщЛъ Ы + дщ, {и, [gi, У ) -
— {и, [1ъ дщ^ I,]) + (цикл) = — (и, дщ, [Si, ^2]) + дщ^ (и, [gi, ^2!) + 
+ (цикл) = (Я^з, Иъ У ) + (цикл) = — (и, [[£i, H2I, H3I) + (цикл). 

В ходе наших преобразований мы воспользовались вначале соотношением 
(4.2), а затем формулой (4.1). 
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Мы имеем, таким образом, 

^ [Н, Н] Иг, и, Ы = {и. т, ?2], U] + (цикл)). (4.3) 

Мы видим, что если для операции [Н, г|] выполнено тождество Якоби, то 
оператор Н является гамильтоновым. Обратное также следует из формулы 
(4.3); нужно лишь применить рассуждение, аналогичное тому, которое 
мы провели в начале доказательства данной теоремы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1.2. Пусть структурные функ­
ции задают на пространстве W структуру алгебры Ли. Таким образом, вы­
полняются соотношения (1.15), (1.16), которые в развернутом виде выгля­
дят так: 

S 4ар?^«и^ + 2 4а^\^^х^ = о, (4.4) 
S 4аэ4ш?^«[хР {I + \i)'v^ + (цикл iifv) = 0. (4.5) 

Из формул (4.4), (4.^) вытекает, что для любых | = {^J ^ .4, г] = {г|̂ } ^ 
^ Л, t, = {tj^} ^ А выполнены равенства 

S сЬа^с\ыг {l^\fY^&^ + (ЦИКЛ I, У], Q = 0. 

Таким образом, бинарная операция [|, т]], построенная на Л, согласно 
(1.6) является кососимметричной по своим аргументам и удовлетворяет 
тождеству Якоби, т. е. преврап1,ает А в алгебру Ли. По теореме 1.1 отсюда 
следует, что оператор Н является гамильтоновым. Проведенные рассуж­
дения нетрудно обратить. Это и завершает доказательство. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1.3. В частном случае, когда 
К — оператор с постоянными коэффициентами, условие гамильтоновости 
оператора Н + К, очевидно, сводится к следуюш,ему: [Я, Н] + 2 [Н, К]= 
= 0. Заметим, что выражение [Н, Н] ( i , т], Q содержит линейные комби­
нации членов вида Uj.li^\f^tfi^\ а выражение [Я, К] {I, г|, Q ~ лишь ли­
нейные комбинации членов вида 

^ f ît"̂ - Поскольку Е,Т1, I можно выби­
рать произвольным образом, нетрудно вывести отсюда, что по отдель­
ности обраш,аются в нуль скобки Схоутена [Я, Я ] и [Я, X] , т. е. в действи­
тельности операторы Н VL К обязаны рбразовьрать гамильтонову дару. Ус­
ловию [Я, Я ] — О, согласно теореме ,1.2, соответствует наличие на W 
структуры алгебры Ли; структурные функг^ии фгj (Я, |i) определяются 
формулой (1.14). Далее, формула (1.15) очевидным образом эквивалентна 
кососимметричности оператора К, 

Осталось выяснить, какое условие_отвечает равенству [Я, К\ = 0. 
Выписав [Я, iiT] (I, т], Q для ?, т|, t, ^ А, мы получаем 

[Я, К] И, ц, О = J ( 2 alirnb,rslTWr'%)dx + (цикл |T]Q = 0. 

Это последнее условие, как нетрудно проверить, эквивалентно следуюш,ему 
условию: равенство 

Ъ (Hnmb^rs^'']^^'' + (ЦИКЛ f^v) = О 

выполняется для всех таких троек Я, |i, v, что ^̂  + |л + v = 0. Итак, 

S (Hj ([^, Ц hr (Р') + (цикл iZv) = 0. 

Выразив aij (fx. К) через фг̂  (X, \i) по формуле (1.24) и учитывая определение 
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спаривания (1.18), мы получаем 
^(р% {к,~ \1 — X) (ек,-11, е^^У + (циклf '̂v) = О, 

или 
<[^д, îvL r̂fx> + (циклГ \̂.) = о, 

т. е. получена формула (1.16) и доказательство закончено. 
Теоремы 1.4 и 1.5 можно легко получить из теорем 1.2 и 1.3 соответ­

ственно. 
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