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КОГОМОЛОГИИ АЛГЕБРЫ ЛИ ФОРМАЛЬНЫХ 
ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ 

(Вычисляются когомологии алгебры Ли формальных векторных полей в 
начале координат эвклидова пространства. Полученные результаты приме­
няются к исследованию алгебры Ли касательных векторных полей на 
гладком многообразии. 

Введение 

0. 1. Пэд фэрчггэнын взкпэршн пэлзм в точке 0 = (0, . .. , 0) прост-
п 

ранства Rn понимается линейная комбинация вида y\pi(xl9 . . . , xn)eiy где 

еъ . . . , еп —векторы стандартного базиса пространства R", a pt(xl9 . . . , хп)— 
формальные степенные ряды с вещественными коэффициентами от координат 
хъ . . . , хп этого пространства. Множество формальных векторных полей 
можно определить так же, как обратный предел системы {5Г, яг}, где Sr — 
пространство r-струй векторных полей класса Сг в точке 0 = (0, . . . , 0), а 
лг: Sr -» S r_! — естественная проекция. Из этого определения видно, что 
формальные векторные поля составляют линейное топологическое пространство. 

Коммутатор [£', £"] формальных векторных полей 
п п 

I' = 2 P'dxi> • • • > хп)еи Ъ" = 2 p[(xi> • • • » xn)d 
i=l i=l 

определяется формулой 

Относительно операции коммутирования формальные векторные поля в точке 0 
составляют топологическую алгебру Ли, которая обозначается через Wn. 
Предметом настоящей статьи является вычисление когомологий этой тополо­
гической алгебры Ли с коэффициентами в единичном вещественном представ­
лении (т. е. в поле R, снабженном тривиальным действием алгебры Wn). 

0.2. Для того чтобы сформулировать окончательный результат, нам 
необходимо описать некоторые вспомогательные топологические пространства 
Хп(п = 1, 2, . . . ) . Пусть Af >2я, и пусть (E(N, n), p, G(N, n)) — каноническое 
U (^-расслоение над (комплексным) грассмановым многообразием G(N, n). 
Обычное клеточное разбиение многообразия G(N, n) (см., например, (х), стр 89) 
«обладает тем свойством, что 2я-й остов (G(N, n)) при М > 2 я не зависит 
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ют N. Пэлный прообраз множества (G(/V, п))2П при отображении р мы и 
обозначим через Хп. 

Прэстранство Хг есть трехмерная сфера. Остальные пространства Xt не 
имеют столь же наглядного геометрического описания. 

0.3. Центральным результатом статьи является следующая 
ТЕОРЕМА. Для всех q имеет место изоморфизм 

Hq(Wn- R)=Hq(Xn; R). 

Умножение в кольцг Н* (Wn\ R) (как и в кольце Н*(Хп\ R)) тривиально, т. е. 
произведение любых двух элементов положительной размерности равняется 
нулю. 

Когомологий пространства Хп могут быть найдены с помощью стандартных 
методов топологии. Значительная информация об этих когомологиях получа­
ется в процессе доказательства теоремы 0.3 (см. § 5). Например, Цони |Три-
©иальны при 0<^q-^2n и при q^>n(n +2). 

0.4. Результаты настоящей работы тесно связаны с нашими результатами 
о когомологиях алгебр Ли векторных: полей на многообразиях [см. (2)]. 
А именно, стандартный коцепной комплекс алгебры Wn |представляет собой, 
как мы увидим в § 1 (см. 1.6), не что иное, как рассматривавшийся в (2) 
комплекс {©m?m, V} [см. (2), §§ 4—6], и ^потому пространства Hq(Wn\ R) 
совпадают с пространствами Dq гомологии указанного комплекса. [Это позво­
ляет получить несколько новых следствий из предложений 7.5 и 8.5 статьи (2). 
Например, нами доказано, что пространства $f (M) когомологий размерности q 
алгебры Ли гладких векторных полей на /г-мерном ориентируемом компактном 
многообразии М с коэффициентами в R тривиальны при 0<^ q <1 n (теорема 6.3). 
Из других применений теоремы 0.3 отметим недавно опубликованное нами 
вычисление колец fy*(Tn) = Iqif (Тп), где Т" —тор размерности п [[см. (8)]. 

0.5. Эту статью, за исключением § 6, можно читать независимо от (2). 
При этом'нужно пропустить пункт 1.6 и принять на веру (или передоказать) 
предложение 1.8. 

0.6. Важным моментом в доказательстве теоремы 0.3 является тот факт, 
что когомологий унитарной группы U' (п) возникают в нем, как когомологий 
алгебры Ли gf (п; R) вещественных матриц порядка п. Этим соображением 
мы обязаны М. В. Лосику, которому рады выразить нашу искреннюю 
благодарность. 

§ 1. Стандартный комплекс 

1.1. Напомним, что когомологий топологической алгебры Ли g с коэффи­
циентами в g-модуле М определяются как гомологии комплекса {Cq (g; M)9 

dQ(q; М)}, где С^(д; М) егть пространство непрерывных косо симметрических 
^-линейных функционалов на g со значениями в М, дифференциал 
dq(Q\ M):Cq(q\ M)-+.Cq+1(& M) определяется формулой 
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= 2 (-i)s+'""^аь, ы, Бь..., L ..., h,..., м + 
l<s </<<7+l 

+ 2 ( - i )V(i i L-.-.^+i)-

Здесь ^ e g , a lsP(li, •. •, £s» • • • > lq+i) означает результат действия эле-
мента ls e g на Р(1Ъ . . . , gs, . . . , £^+1) как на элементе g-модуля М. 

Комплекс {CQ($; M), dq(& M)} называется стандартным комплексом 
коцепей алгебры g со значениями в М. 

1.2. Обозначим для краткости пространство Rn через Т, алгебру Ли Wn— 
через W. Стандартный комплекс коцепей алгебры W со значениями в R мы-
будем обозначать просто [через {С\ dq}. Таким образом, Cq— пространства 
непрерывных кососимметрических д-линейных вещественных функционалов* 
на W, a dq:Cq->Cq+1— гомоморфизм, действующий по формуле 

= 2 ( - l ^ ' - ' P ([Is, Ы, Ei, • • •, Is, • • •, Ь, .-., £,+,). (1> 
I<s<f<<7+1 

Всякий непрерьюный линейный функционал на W единственным образом 
представляется как конечная сумма функционалов вида 

2tPiei->v0(D(2ia(et)pi)), 

где а—функционал на пространстве Г, D — дифференциальный оператор,. 
v0 — функционал, относящий каждому степенному ряду его свободный член. 
Пространство дифференциальных операторов в пространстве степенных рядов 
есть не что иное, как S*T = ®mSmT — сумма всех симметрических степеней 
пространства Т. Таким образом, пространство Wу сопряженное с W, канони­
чески изоморфно S*T ® 7". Наконец, пространство непрерывных кососиммет­
рических д-линейных функционалов на W есть, очевидно, Aq (W) — внешняя» 
q-я степень пространства W. Окончательно имеем: j 

Cq = Aq (S*T (g) Г). (2> 
1.3. Элементы пространства Cq мы иногда будем рассматривать как функ­

ционалы на пространстве, сопряженном с Cq, т. е. как функции от 2q век­
торных аргументов а ь . . . , а ? £ Г , р 1 } . . . , р̂  е Т, полиномиально зависящие 
от координат ковекторов ссь . . . , aq, полилинейные по Pi, . . . , Р̂  и меняющие 
знак при одновременной перестановке щ с ау, Р; с Р/. В такой записи диффе­
ренциал d^=dq:Cq~> CqJrl задается формулой 

(dP) (аь . . . , а^+1; рх, . . . , Р^+1) •== 

= 2 (~ 1)^~1р (as + а/, а ь . . . , as, . . . , а,, . . . , а^+1; 

p(s, о, Pi, . . * J s , . . . , k . . . ,p,+o, (з> 
где p(s, t)=(at, Ps)P/-(as , POPs-
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1.4. Стандартный [комплекс коцепей алгебры Ли g со значениями в R 
наделяется канонической мультипликативной структурой: умножение 
€q($, R) <g) Сг(д; R)-> Cq+r ($\ R) определяется формулой 

(«2)(Ei,...,S<+r) = 

= J ( _ 1 ) w . . . ^ - ^ D / ^ ( b i > . . . , | g Q ( i / . , . _ h)i 

где суммирование производится по всем разбиениям множества {1, . . . , q-\-r} 
щнепересекающиеся подмножества {ily . . . , iq}y {/ь . . . , / г}, причем ii<^...<^iq, 
h<-.-<ir. 

Это умножение связано с дифференциалом d = d (g; R) обычной формулой 
*d(PQ)=(dP)Q + (— l)dimPP(dQ) и определяет в пространстве tf*(g;R) = 
= ^]qHq (g; R) структуру алгебры над полем R. 

В случае Q=W умножение коцепей выражается на языке 1.3 формулой 
(PQ) (аъ . . . , aq+r\ р ь . . . , p^+r) = 

= S ( - 1 ) ^ - + ' ^ ^ > / « Р (a,, . . . , % ; fc. .. . , P^ x 
xQ(a7l, . . . , a/r; p/lf . . . , p/r). w 

1.5. Как это яснэ из фзрмулы (2), имеются канонические представления 
группы GL(n, R) в пространствах Cq. На языке 1.3 эти представления опи­
сываются формулой 

(gP) (ax, . . . , а,; рь . . . , %) = Р (а&', . . . , aqg'\ g^, • • •, g$q). (5) 
Из формул (3) и (4) видно, что дифференциал d и умножение Cq ® Cr~+Cq+r 

согласованы с этими представлениями. 
Рассмотренные представления индуцируют представления алгебры Ли 

*$l(n, R) в пространствах С*. Формулы, описывающие эти [представления, 
можно получить, используя стандартный базис {Аы} в gt(/z, R) (здесь 
A/Hl a ; /(&> 011> гДе aij{kJ) = bikbji). Элемент Д н е д ! ( я , R) действуете 
Cq по формуле 

(АыР)(а19 . . . , а,; р ь . . . , р,) = 
Q г 

= 2 Р К . . . , а,; р ь . . . , p t_b Л/г/Р/, Р.ч-ь . . • , Р,) — 

дР — xik~—(a1, . . . , (V, Pi, . .. , р7)]; (6) 
°^7 

здесь л:// = (аь ej) — /-я координата ковэктора щ. 
1.6. Пусть F — некоторый элемент из С7, и пусть х— набор неотрица­

тельных целых чисел xv . . . , хп с тх + . . . + тя = qr. Формула 

Рт (ах, . . . , eg = Р (аь . . . , a,,; gt, . . . , е19 .. . , еп, ..., еп) 
xt хп 

определяет многочлен Рх от координат ковекторов аъ . . . , aq такой, что если 
*! + . . . + ts__i<f < / < тх + . . . + ts, где 1< s < л, то 

Р ^ К , . . . , aq)= —Рх (аь . . . , а ^ , ау, ai+1, . . . , щ-ъ ait а/+1, . . . , а^). 
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Ясно, что задание элемента P<=Cq равносильно заданию для всех т много-
членов Рх с указанным свойством, т. е. что пространство Cq совпадает с про­
странством ф т Р т из (2) [см. (2), 4.1]. Легко убедиться в том, что и диффе­
ренциал d: Cq-^Cq+1 совпадает с отображением V : Q)mPq

m -> © m P ^ \ опреде­
ленным в п. 5.1 статьи (2), и, таким образом, пространства Dq = © т Дя 
из (2) совпадают с изучаемыми пространствами Hq(Wn; R). 

1.7. Элемент Р = Р(ах, . . . , а̂ ; рх, . . . , (3̂ ) есть многочлен от перемен­
ных Xij, №/(l< i < q, 1< / < п), где x t l, . . . , лг/л — координаты ковектора а,г 

а уц, • ••> Уш — координаты вектора р£-. Если при этом многочлен Р является 
однородным степени m по переменным хц, то, как это ясно из формулы (3), 
многочлен dP является по переменным хц однородным степени т+\. Благо­
даря этому, комплекс {Cq, dq} [разлагается в прямую сумму своих подком­
плексов {Cq

k, dq} (k •= . . . , — 1 , 0, 1, . . . ) , где Cq
k — подпространство прост­

ранства С7, составленное из многочленов Р (#,у, у1}), однородных степени q + к 
по хц. Ясно, что это разбиение инвариантно относительно действия группы 
GL (/г, R) и что если а е С ^ Е С / , то ар е С И ? . В частности, {С*, d*7} — 
мультипликативный подкомплекс комплекса {С7, d*7}, инвариантный относи-: 
тельно действия группы GL (/г, R), 

1.8. Включение комплекса {Со, dq} в комплекс {Cq, dq} индуцирует изо­
морфизм гомологии. 

Для доказательства достаточно убедиться в том, что комплексы {Cq
k, dq} 

с 1гф0 имеют нулевые ГОМОЛОГИИ. НО ЭТО следует из предложения 6.2* 
статьи (2). 

Замечание . Процитированное предложение 6.2 позволяет выделить в 
комплексе {Cq, dq} еще меньший подкомплекс с теми же гомологиями 
(подкомплекс «элементов нулевой полистепени»), что и сделано в (2). Однако 
этот подкомплекс неудобен для нас тем, что он не инвариантен относительна 
действия группы GL (n, R). 

1.9. Если 0 < < 7 О , то Hq(Wn\ R)=0. 
Это предложение следует из предложения 6.6 статьи (2). Все же мы 

приведем его доказательство. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для каждого элемента Q^Cq определим элементы? 

OiQ G C (I = 1, . . . , п) равенствэм 
GiQ(alt .. . , aq\ рь . . . , $q) = 

= [Q (аь . . . , «V, рь . .. , р )̂] (аг + ... + ag, et). 

Легко показать, что если Qb .. ., Qk ЕЕ Cq и a^Qi + . . . + OikQk=0 (il9 . . . , ik 

попарно различны), то Qk представляется в виде а^^ + . . . + сг/ R.v где 
Rlf . . . , Rk^1 e Cq (это следует из назависимости элементов Хц + . . . 
. . . + хЯ1 (i =l, .. . , п) в кольце многочленов от аъ . .. , aq\ рь .. . , р )̂. Ясна 
также, что d(aiQ) = atdQ и если Q<EECq

k, то ( Г Й Е С ^ + 1 . 

Пусть Р ^ С о , ^ < я и dP =0. Мы покажем, что P<=Im<£ 
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Так как d(atP) =0 для всех i и сг/Р^С?, то существуют элементы 
Pi^Cf1 с dPt = etP (dvi. 1.8). Аналогично, д л я я > 1 элементы P / ^ E C f 1 " ' 
с 1 < Л 1 < . . . <Os <^я определяются (индуктивно по s) из равенств 

^ , = 2 ( - i r V W < , . (7) 

Конечно, эти элементы определены неоднозначно: если элементы P/1.../s_1 для 
всех наборов Д . . . /s_i уже выбраны, то P;1#..;s определяются с ючностью до 
слагаемых вида dR с #<=Cs_ s _ 1 . Так как P L . ^ I E C " 1 =0 , то Pi...^+i = 0 
и, значит, 

2(-if-4P1..x.,+1=o. 
/ г = 1 

Поэтому Pi..i<7= ^ ог^ , где ^ ^ С ° . Заменим Рх % ^ на Р ^ - . ^ + ( — l)kdRk. 

Так как 

то после этого за Plm„q можно взять 0. Таким образом, элементы Pit...is, удов­
летворяющие соотношениям (7), можно выбрать так, что Р1...<7=0. Последо­
вательно проводя такие же рассуждения, мы приходим к системе элементов 
Pit...is, удовлетворяющих соотношениям (7) и таких, что уже P i 2 =0. Тогда 
а1Р2—02РХ = dP12 = 0, значит, Рг= a±R для некоторого ^ е С ' и ах(Р—dR)~ 
= dPx — axdR = 0. Следовательно, Р = dR. 

§ 2. Фильтрация 

Цель этого параграфа — определить в комплексе {Со, dq} фильтрацию, 
причем отвечающая ей спектральная последовательность будет использоваться 
в дальнейшем для вычисления гомологии этого комплекса*. 

2.1. Каждый одночлен, входящий в многочлен Р=Р(ах , . . . , aq\ рь . . . , р̂ ) — 
= P^Cijt гду)^Со, имеет некоторые степени mLj по переменным хц. Числа 

п 
mi = ^ Щ (i = 1, • • •» Я) м ы будем называть просто степенями этого одно-

1=1 
члена. Ясно, что тъ . . . , mq— неотрицательные целые числа и что т1 + . . . 
...+тя = д. 

* Вводимая фильтр щия, по существу, не отличается от фильтрации Серра — Хох-
- тильда (5), построенной по подалгебре gl (/г, ) алгебры Wn (вложение д!(м, R> 

в Wn индуцировано естественным вложением группы линейных преобразований в груп­
пу диффеоморфизмов). 
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Мы будем говорить, что элемент Р имеет фильтрацию ^и, если среди 
степеней каждого из его одночленов имеется по крайней мере и отличных 
от единицы. Элементы фильтрации > и составляют подпространство прост­
ранства Со, которое обозначается через FuCg

0. Ясно, что F°Cq
0 = Cq

7 FuCq
0 Z) 

/ ОО 

Z) Fu С? при и < и' и пересечение fl P"CJJ состоит из одного нуля. 
2.2. Фильтрация F согласована с дифференциалом d. 
В самом деле, при переходе от элемента Р к элементу dP одночлен со 

степенями ти . . . , mq превращается, как это ясно из формулы (3), в сумму 
одночленов со степенями /я2, . . . , ms, a, ms+b . . . , mt-u р, mt, . . . , mq, где 
1 •< s < £ <Г # + 1 , а + (J = /fy + 1 . Число степеней, отличных от единицы, 
при этом не уменьшается: если m1=j=l, то m±+l=f=2 и, значит, илиа=^=1, 
или р=£1. Следовательно, d(FuCq)^ FuCq+\ 

2.3. Фильтрация F мультипликативна, т. е. если PEEP"CQ, QEEFU'CI\ 

то PQtEFu+u'Cq+q'. 
2.4. Фильтрация F согласована с действием группы GL(n, R), т. ещ 

g (FuCq
0) С FuCq при g e GL (/г, R), 0 < и < оо. 

2.5. Положим £ ^ - (F"CS+U)/(F"+1C^°) и обозначим через du
0'v гомомор­

физм £"о'и—>£o,t;+\ получающийся факторизацией из du+v. Биградуированный 
комплекс {E%,v, d%'v} является нулевыл членом мультипликативной спектраль­
ной последовательности {Е?'°, du

r'v \ Еи
Г

,х) —> £?+г,0~"г+1}, прэдельный член кото­
рой есть кольцо, присоединенное к кольцу гомологии комплекса {Со, dq}, 
т. е. к H*(Wn; R). Группа GL(n, R) и алгебра gt (лг, R) действуют на каж­
дом из пространств £"'у, и дифференциалы d?'u согласованы с этими дейст­
виями (см. 1.4, 2.4). 

Мы приступаем к изучению спектральной последовательности {Eu
r
,v, d",u}. 

§ 3. Нулевой член спектральной последовательности 
Результаты этого параграфа можно вывести также из п.2 статьи (5). 

Мы предпочли, однако, независимое изложение, так как прямые ссылки 
были бы затруднительны. 

3 J . Пространство E"'v можно отождествить с пространством многочленов 
из Со+и, состоящих из таких одночленов, что среди их степеней v равных едини­
це и и отличных от единицы. Каждый такой одночлен р(аь . . . , aq\ рх, . . . , $q) 
единственным образом представляется в виде произведения р' (atl, . . . , aiv\ 
•P*i> • • • > К)'Р' (%» • • •' a/«; PA» • • •» P/J» в K0T0P°M первый сомножитель 
есть полилинейная функция всех своих аргументов. Разбив таким образом 
каждый из одночленов, составляющих многочлен PEzE"'v9 И сгруппировав 
слагаемые, получающиеся друг из друга одновременными перестановками at 

с а/ и р̂  с Р/, мы получим представление элемента Р в виде конечной суммы 
SfcPjfeP*, где Pk e E°oV, Р1Е=Е%'0 (умножение понимается в смысле 1.4). 
Ясно, что такое представление определяет изоморфизм 
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Подчеркнем, что кольцевая структура в Е0 согласована с этим разложением, 
т. е. если Р е= E°0

tV, Q е= £?'°, то прэизведение PQ равняется элементу 
P0Q£EEZ'v. 

3.2. Следующее предложение описывает «нулевой столбец» члена Е0. 
Комплекс {E°0'q, d°0'q} изоморфен стандартному комплексу коцепей 

алгебры д( (п, R) со значениями в R с тривиальным действием алгебры. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . , В силу 3.1, E°0'q есть пространство функций от 

ковекторов ах, . . . , aq и векторов рх, . . . , (37, линейных по всем [аргументам 
и меняющих знак при одновременной перестановке щ с а7- и & с Р/, т. е. 
£<м ^ д^(7 ® Г) . Пространство (Т <g> Г')' = Т ®Т [можно отождествить с 
пространством gt (д, R) линейных операторов в пространстве Г (элемент а ® р 
действует в Т по формуле х->а(х)Р) и потому £j,<z = Л<7(д!(д, R)'). Пусть 
Р = Р (аь . . . , а/, Рх,. . . , Р̂ ) EE£j,fl» пользуясь полилинейностью функции Р, 
перепишем формулу (3) в виде: 

йР(аъ . .. , aq+1\ Рь . . . , P^+i) = 

= 2 (- l ) s + ' _ 1 [P(a s , а ь . . . , as, . . ., а,, .. . , а,+1; (at, Р Ж Pi, . . . 
I<s<?<<7+1 

. . . , ps, . . . , &, . .. , P^+i) — P(cit, alf . . ., a5, .. . , a*, . . . , aq+1; 
: К POPs, P i , , . . , Ps, . . . , k . - . , fWi)] + 

+ 2 (—l) s + / - 1 [P (<*t, ax, . . . , as, . . . , a/, . . . ,a ̂ +1; 
1<S<^<^+1 

(a/, Ps) P/, Pi, • • •, P s / . . . , & , . . . , Pf+i) — Я (as, a;, . . . , as, . . . , a*,... , a m ; 

К POPs, Pi, . . . , &, . . . , .&, . . . , M 1 . 
Первая сумма в правой части этой фомулы есть линейная функция всех 
аргументов, ;а вторая сумма, наоборот, состоит из слагаемых, каждое из 
которых не линейно зависит от каждого из ковекторов а1У . . . , aq. Поэтому 
вторая сумма принадлежит P-Cl и d°0

,q P совпадает с первой суммой. Так как' 
коммутатор элементов а ® р, a' (х) р' €Е $i (n, R), где а, а' е= Т", р, Р ' Е Г 
равен, очевидно, (а, Р')а' ® р — (а', р)а(х)Р', то дифференциал do'*7 есть не 
что иное, как гомоморфизм d: Aq($l(n9 R)')—• Aq+1 (gf (/г, R)f), действующий по 
формуле 

= 2 (-i)s+/_1p аь. ь], ь , . . . , L ..., L . . . , ^+i), 
I<s<?<<7+1 

т. е. совпадает с дифференциалом стандартного комплекса алгебры gl(/z, R). 
3.3. Теперь мы исследуем действие дифференциала d0 на элементы 

«нулевой строки», т. е. на элементы пространств Eq,°. Пусть {А^} — базис 
в Qt(n, R) =Т ®Т = Е°0

Л, сопряженный с базисом {Aki} в д1(я, R) = T'<g)T 
(отметим, что Д^ = в/ <g> е*, А'ы = et ® е'ь где {е\} —базис в Т, сопряженный 
с базисом {et} в Г). 
6 Известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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Для любого элемента P E £ J ' ° имеет место равенство 

#°Р = -2ы4/®(4мР) (8) 
(AktP — образ элемента Р под действием элемента AkiEzQt(n, R) — см. 1.5). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению, do'0P есть часть многочлена <АР, со­
ставленная из одночленов, линейно зависящих от одного из ковекторов а, т. е. 

№P)(xthyi,) = 
<7+1 я 

£г£г 1дх« 
4+1 п л г , 

t = i / = i ^ = i L tl 

а<7+1» Pi» • • 

ад+1» Pi» • 

•, P«+i)l 
J 

...P^+i) 

ttj=0 

J a ^ o , Pi==e/j 

Отсюда видно, что 

где 
d?,0P=2*X.i®ft.i 

ft./ = (- i ) ' Гт^— dP ( ^ • • - a * + * Pi Р«> *)] 
L %+1,г -К+1=о 

Заменяем dP по формуле (3); слагаемые с t=fcq+l мы при этом отбрасы­
ваем, так как степени одночленов в каждом из этих слагаемых по коорди­
натам ковектора ад+г отличны от единицы и после дифференцирования по 
Xq+гл и приравнивания a^+i нулю они делаются нулевыми. Получаем: 

Рил 
дх Q+ id L Ks<<7 

, as, 

. . , aq\ (aq+lf ps) ek—xSK ps, Pi, . . . , ps, 

д 2 \Xsq 
i<s<<7 dx. 

(—1) P(as + aq+1, av 

P (alf .. . , aq\ px, . . . , $q) — 

— P(av . . . , <v, px, . . . , ps_x, yslek, Ps+i, • • , P<?)I. 

Остается заметить, что ysiek = Aki% и воспользоваться формулой (6) из 1.4. 
3.4. Предложения 3.2 и 3.3 позволяют получить полное описание'члена i v 
Для всех и и v имеются канонические изоморфизмы пространства E%'v= 

= E0oV®Eu
0'° на [пространство Нот ((£0

0'
и)', £?°) - Hom(Au(gl("» R))» £о'°)» 

т. е. канонические изоморфизмы £"'У-^ Си (gt (/г, R); Е"'0) (см. 1.1). Обозначим 
их через r\u>v. 

Изоморфизмы v\u>v определяют для каждого и [изоморфизмы комплекса 
{£Г, du

0'v}0<v<oo на комплекс {С° (gt (/г, R); Eu
0>°), dv (ei(/i, R); £?°)}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы должны доказать, что для любых элементов 
PEzE°0'v, Q e f " ' 0 элемент P(x)Qe£o ' u имеет одинаковые образы при гомо­
морфизмах 

тГ+1 ° <С", [dv (gl (л, R); £ Г ) ] о Л " ' 0 : £о'° ->• Cv+1 ( # (я, R); # ° ) 
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(при и=0 это уже доказано — см. 3.2). Согласно определению гомоморфизма 
vf'v, значение коцепи т]"'и(Р(х) Q)^C t '(gt(n, R); Е*£'°) на элементах lv . . . 
. . . , £» ЕЕ йЧл» R) равняется [{ц°'иР) (Бь • • • > lv)] Q ЕЕ £о'°. Следовательно, для 
любых 1г, . . . , io+i^gf (я, R) имеем: 

{[d° (el (я, R); ^о'0)] (*Г (Р ® Q))} (Еь •. •, Би-i) -

= 2 ( - l ) s + ' _ 1 [(TI°^P) ОБ., Ш Бь .. •, &, . . . , &, . . . , EtH-i)! Q + 

+ 2 (~1)S [(Л°'°Я) (|lf . . . , t , . . . , Б,+1)] (bQ); 

lrT-v+1(<£r(P®,Q)Mti M = 

= [ri"'a+1 (dT/> (8) Q + (-1)°P <g> « ) ] fo, . . . , £v+1) = 

= 2 (-i)s+ '- r[(V°P)at» ы, %!,...Л Ъ , . . . . ^+i)iQ-
l < S < f < 0 - f l 

- 2 (-l)0(-irsS*./(V ,0^)(Ei, • • • , L • • •, lv+1)A'kl(Is)AklQ. 

Остается заметить, что так как базисы {Aki}, {Aki} сопряжены, то 

24./(Б.Мы = Ь. 
л./ 

3.5. Для всех и, и пространство E"'v канонически изоморфно прост-
ранству Hv (gt (n, R); Е"'0) когомологий размерности v алгебры Ли gt (n, R) с 
коэффициентами в gt (/2, К)-модуле EQ'°. 

Это следует из 3.4, 

§ 4. Первый член спектральной последовательности 

Задача об описании члена Е1 нашей спектральной последовательности 
свелась, таким образом, к изучению когомологий алгебры Ли gt (/z, R) с 
коэффициентами в различных представлениях; это составляет предмет дан­
ного параграфа. 

Начнем с двух хорошо известных фактов из теории алгебр Ли. 
4.1. Пусть М — произвольный конечномерный gt (n, R)-мoдyль. Обозначим 

через М0 подпространство пространства М, составленное [из таких элемен­
тов т, что Am =0 для любой матрицы A^$l(n, R) с ТгЛ =0. Очевидно, 
М0—подмодуль gt(n, R)-мoдyля М: если m^MQn Begt( /z , R), то для 
любой матрицы ЛЕ=д!(я, R) с Т г Л = 0 имеет место равенство А Вт = 
= А(В — (Тг В)Е)т + (Тг В) Am =0 , так [что Вт е М0. 

Включение М0—>М индуцирует изоморфизм Н*(gt (я, Д), М0) ==-. 
= #* (дф , R);M). 

6* 
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Д о к а з а т е л ь с т в э. Пряюе разложение Ql(n, R) —R0$((rc, R) инду­
цирует канонические изоморфизмы Н* (gt (п, R); M0) = H*(R; //*(${ (/г, R); M0)), 
H*($l(n, R); M)=H*(R; H'(Si(n, R); M))\ гомоморфизм 

H* (i\ (n, R); M0) -+ H* (Я (n, R); M), 
индуцирэванньй включением M0-^M, также является изоморфизмом в силу 
простоты алгебры $\(п, R) [см. (4), стр. 84]. 

4.2. Имеет место кольцевой изоморфизм #*(д1(/г, R); R) = H*(U(n)\ 'R). 
Другими словами, существуют элементы ср* = cpi(ft)€E#*(gt(fi, R); R), 
i = 1 , . . . , я, такие, что dixiфг(лг) =2i —1 а #*(д!(д, R); R) ес/пь внешняя 
алгебра от <Pi(n), . . . , фл(лг) «аЭ R [см. (б), стр. 191]. Образующие ф£-(/г) 
можно выбрать так, что "когомологический изоморфизм, индуцированный 
обычным включением $i(n, R)—>д((яг, R) (т^п), переводит )$>i{m) в фг(лг) 
я/ж i -^п и в ноль при i > п . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . К'зу^лгксификации алгебр Лид{(я, R) и и (^кано­
нически изоморфш (обе они совпадают с д((я, С)) и потому #*(g((/z, R); R) — 
= Н*(и{п); R). Критический изоморфизм Н*(п(п)', R)-+H*(U(n); R) индуци-
руегся, в силу кзмнакгности группы U(n), естественные вложением стандарт­
ного комплекса алгебры п(п) в комплекс де Рама группы U (п). Последнее 
из утверждений нашего предложения очевидно. 

Замечание . В качестве образующих ф£(лг) вне лней алгебры H*(ql(n, R); R) 
можно взять классы когомологий коциклов Ф ^ Е Е С 2 ' " " 1 ^ (я, R); R), где 

Oi(li, • • •, £Я£—i) - S8( feb • • •, fea^0Tr(^lf..., s*^),-

причем суммирование производится по всем перестановкам (fex, . . . , &2;_i) 
чисел 1, . . . , 2£—1, a e(fcb . . . , fe2f-i) = 1 или —1 в зависимости от четности 
перестановки (kl9 . . . , fe2i-i)-

Этот факт нами в дальнейшем не используется. 
4.3. Переходим к изучению члена Ех. Обозначим через Ки подпростран­

ство пространства Е"'0, составленное из элементов, на которых действие 
оо 

алгебры il(n, R) тривиально. Ясно, что К*.= 2 ^ е с т ь подкольцо кольца 

оо 

Мы построим канонический изоморфизм биградуиро ванных колец 
Ег =Tiu,vEr и K*®H*(U(n)', R). 

Прежде всэго заметим, что алгебра gt (лг, R) тоже действует на К* три­
виально. Это следует из того, что равенство е (Р) =0, где ^ G g l (n, R), — 
единичная матрица, имеет место для всех Р е= Со (последнее легко вывести из 
формулы (6), используя тот факт, что степень каждого одночлена многочлена Р 
по совокупности переменных хц равняется q). Согласно 4.1, включение /С"-»^*0 

индуцирует изоморфизм Я*(дГ(д, R); Ки) = //* (gt (лг, R); £о'°). Равенство же 
Я*(д|(/г, R); К*) = К* ® Н* (U (n)\ R) следует, ввиду тривиальности действия 
алгебры gt (лг, R) на К*, из 4.2. 
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4.4. Каждый элемент пространства Со, инвариантный относительно 
действия группы SL(n, R), является линейной комбинацией многочленов 
от аъ . . . , aq\ р1? . . ., р̂  вида 

К , &)...(%> W (9) 
(среди индексов sly . . . , sq могут [быть совпадающие). В частности, это 
верно для элементов пространства К*-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как степени, одночленов (см. 2.1) инвариантны 
относительно действия группы SL(n, R), то достаточно доказать утвержде­
ние для инвариантных коцепей PEzCl, однородных в том смысле, что все 
одночлены многочлена Р имеют, с точностью до порядка, одни и те же 
степени щ, . . . , mq. Более того, достаточно доказать, что суммой многочле­
нов вида (9) является многочлен Р0(а1у . . . , aq; р1? . . . , р )̂, составленный 
из одночленов многочлена Р, имеющих степень тх по а ь степень т2 по 
а2, . . . , степень mq по aq, где тх > т2 > . . . > mq. 

Многочлен Р0 можно рассматривать как тензор. Точнее говоря, сущест­
вует единственный тензор 

Т = Т ( Т ь . . . , Ь; р ь . . . , (J,) е [(®«Г) ® ((Х)«7)]' 

такой, что 

Р (аъ . . . , aq, plf . . . , р̂ ) - т (аъ . . . , а ь . . . , aq, . . . , су,. Pi, . . . , р*) (10) 
tmi* m

q 

и симметричный относительно аргументов "(ml+:..+ms_1+i, • • •, 7^+...+^ при 
1-< s ̂ q. Ясно, что тензор т также инвариантен относительно группы SL (п, R). 

Согласно классической теореме теории инвариантов, алгебра инвариантных 
относительно группы SL (n, R) тензоров порождается тензорами вида: 

1) (а, Р), где а е Г , р е Г; 
2) det (аь . . . , ая), где а ь . . . , ап е Г'; 
3) det (Pi, . . . , рл), где р ь . . . , Р „ Е Т [СМ. (7), теорема II 6.А]. Поскольку 

det(ab . . . , art) • det (рь . . . , рл) = det || (ott-, р/)||, то инвариантные тензоры, 
зависящие от одинакового числа векторов и ковекторов, порождаются обра­
зующими только первого вида. Отсюда следует, что т есть линейная комби-
нация тензоров вида (с^, р 2 ) . . . (az- pfl) (индексы iv . . . , iq попарно различны), 
откуда применяя (10), получаем требуемое утверждение. 

4.5. Обозначим через % элемент пространства E2
0
k'°y определенный 

равенством 

ypk (av . . . , a2fe; р ь . . . , $2k) = 

= S(flf....^)e (ib .. . , i2k) (c^, pfl) (a,lf ft,)... (a^_1? p^) x 

xK, P,,+1)...K, pg 

(суммирование по всем перестановкам .(il9 . . . , /2Л) «шсел 1 , 2 , . . . , 2£). 
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Алгебра К* порождена элементами ^ъ . . . , г|)л. Если s1+2s2+...-|- nsn ^> п, 
то tySityl2... г|5 д ±=0; указанные соотношения составляют базис в прост­
ранстве соотношений между одночленами от я|)ь .. . , я|)я. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть P^Kq. Согласно 4.4 имеем: 
Р (alf . . . , су, рь . . . , Р,) = 2 в*....^К, Pi)... (сц, P̂ ). 

st,..,sq 

Предположим, что некоторый кээффициент aSl,...,s отличен от нуля. Так как 
Р ЕЕ ^о'0, т- е. фильтрация элемента Р равняется д, то выражение 
aSl,...iS (aSl, P!). . . (a s , р̂ ) не линейно ни по одному из а, а значит, среди 
чисел su . . . , sq ни одно не встречается только один раз; в частности, среди 
них не более [q/2] различных. Пусть / ь . . . , \г — все натуральные числа, 
не превышающие q и не встречающиеся среди sb . . . , sq. Согласно сказан­
ному выше, г ><7/2. Но числа S/x, . . . ,s/r попарно различны: если sy- = S/̂ , то 
произведение (aSl, рх) . . . (as , $q) переходит в |себя при одновременной 
перестановке а/ с а7/ и Р/ с ру/, откуда aSl...s =—^. . . s^ следовательно, 
r-^Cq/2, т. е. r=q/2. Отсюда заключаем, что g четно и что среди индексов 
sb . . . , sq ровно половина из чисел 1, . . . , q не встречается вовсе, а осталь­
ные встречаются ровно по два раза. Пользуясь соображениями косой сим­
метрии, получаем, что Р есть линейная комбинация многочленов 

Рх (аь . . . , (у, ръ . . . , Р̂ ) = 
= %..£ д )е (IV .. *,) (at(W, Р<-). . . (ax{ir}; %r) (afl, fcr+1). . . (a,r, P;2r), (11) 

где r =q/2, x — перестановка элементов 1Ъ . . . , ir. Так как всякая переста­
новка разлагается в произведение циклических, то элемент Рх представим 
в виде суммы произведений элементов tyk. 

Далее, часть суммы (11), отвечающая фиксированные значениям индексов 
t\, . . . , in полилинейна и кососимметрична по Р;г+1, . . . , Р/2Г — по г векто­
рам д-мерного пространства. Поэтому если г = д/2^>п, то Рх =0 . Это озна* 
чает, что ^ i 1 ^ 2 . . . \p^v =0 при sL +2s2 + . .. + NsN >/z, в частности, гр^=0 
при i^>n. 

Наконец, при г<1 п элементы Рх линейно независимы. В самом деле, если 
2a t P t =0 , то, полагая ссх = еъ . . ., аг = еп ar+! = .. . = a2r =0, (Jx = et(1), .... 
• • •, Pr = вт(г), pr+i = el9 . . . , p2r = er, пэлучаем, что г\-ах =0. 

4.6. Предложение 4.5 вместе с изоморфизмом 4.3 позволяет дать полное 
описание члена Ev 

Биградуированное кольцо Ех изоморфно тензорному произведению 
Л (cfi, . . . , ср„) (х) {R [г|)ь .. . . , фд]/ /} , гае Фл е f!'2*"1, % е £?Л / есть 
идеал в кольце R[tyly . . . , tyn], порожденный одночленами г^ 1 ^ 2 . . . tyn

n с 
sx +2sx + . . . + nsn^>n. 

4.7. Как это следует из 4.6, £,",и =0 при нечетном и. Так как d!i'v есть 
гомоморфизм пространства Я"'1' в пространство £"+1,и, то отсюда следует, 
что dx =0 . Мы приходим к следующему предложению. 

Член Е2 нашей спектральной последовательности изоморфен члену Ех. 



КОГОМОЛОГИИ АЛГЕБРЫ ЛИ 335 

§ 5. Дальнейшие члены спектральной последовательности 
На протяжении этого параграфа мы будем обозначать одной и той же 

буквой элемент из Y^xdraEr и определяемый им элемент из [fV+i- Напри­
мер, если а £ £ 2

 и d2a =0» т о определен элемент ^ а е £ 3 , если d3a =0 , то 
определен элемент d 4 a ^ £ 4 и т. д. 

5.1. Если 1 < &< п, то d? ' 2 ^"^ = 0 пРи * = 2> • • • » 2&—1 a dSjjf*""^ = f e 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Включение W^ —> Wm индуцирует гомоморфизм 

спектральной последовательности {'E?,v, rdu/v}r отвечающей алгебре Wm, в изу­
чаемую нами спектральную последовательность {E"'v, d",u}. Кольцо 'Ег порож­
дено образующими ф'ь . . . , фт; \|?i,.., я|)т аналогичными ф1? . . . , фя; я^, . . . , г|зя, 
и гомоморфизм Т г -> £г переводит cpj, . . . , ф ;̂ г|эь . . . , -фя в ф ь ..., ф„; г(эх,..., -фя 

\цля г|) это очевидно из определения — см. 4.5, а для ф — следует из предло­
жения 4.2). В силу предложения 1.9, Hq(Wm\ R) =0 при 0 < g < m и потому 
'Е11^ =0 при 0<С^ + У<^т. Применим к спектральной последовательности 
{Т, fd} теорему Бореля [см. (6), теэрема 13.1]. Получим, что если т доста­
точно велико, то 'd?,2fe~~V& =0 и ' ^ ^ " " Ч ! = ^ ПРИ i =2, . . . , 2k —1 и 
k = 1, . . . , д. Отсюда следует наше утверждение. 

5.2. Предложение 5.1 и фэрмулы, связывающие дифференциал спектраль­
ной последовательности с умножением, позволяют полностью описать [нашу 
спектральную последовательность. Получаем такое утверждение. 

Рассмотрим элемент Р = ф^. , . Ф^г|)д... ^ ЕЕ £2 ' 

где i*i<C . . . <Cl'fe» / I ^ • • • <С// и e ^ si отличны от нуля. Если k =0 шш 
'l ^> /i, ^ла h + /А + . . . + //S/ ^>п, то drP =0 яра всех г. В остальных 
случаях dr P =0 при г ̂ >2^ и duP = ф;2. .. Ф^Ж^/!... я|)//-. 

Это предложение дает алгоритм для нахождения пространств Еи^ и, тем 
самым, размерностей пространств Hq(Wn\ R). 

5.3. Если и <1 я и и + У > 0 , А/го ££>и=0. £о/ш 0 < и + O<2AZ, mo Eu^=0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Р = ф^ . .. ф; г|эд .. . ^ е£"'°> и пусть 

u + - y > 0 и либо и^п, либо а + у^2/г. Имеются две возможности. Первая 
состоит в том, что *'i>/i (или & =0) и тогда 2/1<1AZ; В ЭТОМ случае Р есть 
образ элемента фдф/,.. . q>£ -ф/* Х'ф/| %/ е £ а при дифференциале eg-2'*»0*2/»—1. 
Вторая возможность СОСТОИТ В ТОМ, ЧТО ̂ ^ Д (или / =0) и тогда *\+ и/2-^п; 
в ЭТОМ случае d2liP=£=0. В обоих случаях Р не остается в Яоо-

5.4. Следствие . Если 0<<7<2AZ, /no HQ(Wn\ R). 
5.5. Легко найти и первое нетривиальное пространство когомологий 

алгебры Wn. Таковым является пространство Hm+1(Wn\ R); его размер­
ность рп на единицу меньше количества представлений числа п + 1 в виде 
суммы целых неотрицательных слагаемых (представления, различающиеся 
только порядком слагаемых, считаются одинаковыми). Доказательство мы 
оставляем читателю. 
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5.6. Умножение в кольце H*(Wn; R) тривиально. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из предложения 5.3 следует, что каждый элемент 

из H*(Wn, R), имеющий положительную размерность, представляется коциклом 
фильтрации ]> п и потому произведение двух таких элементов представляется 
коциклом фильтрации >2/г. Так как Е%? = 0 при и^>2п, то это произведе­
ние равняется нулю. 

5.7. Теперь мы можем доказать теорему 0.3, сформулированную вэ вве. 
дении. Второй член вещественной когомологической спектральной последова­
тельности расслоения (Хп, р, (G(N, /г))2л), описанного во введении, есть 
H*((G(N, n))m; R)(g) H*(U(n); R). Из теэремы 19.1 статьи (6) следует, что по­
следнее тензорное произведение изоморфно, как биградуированная алгебра, чле­
ну Е2 изучавшейся нами спектральной последовательности, и из той же теэремы 
следует, что в этих двух спектральных последовательностях одинаковэ действу­
ют дифференциалы. Значит, и предельные члены этих спектральных последова­
тельностей одинаковы, и, таким образом, Hq(Wn; R) = Нд(Хп, R) при всех q. 
Это равенство, вместе с ^утверждением '5.6, и составляло содержание теэ­
ремы 0.3. 

5.8. В заключение отметим, что предложение 5.1 [можно доказать и 
прямым вычислением дифференциалов, без ссылки на предложение 1.9. 
При этом оказывается полезным замечание, сделанное нами в п. 4.2. 

§ 6. Применения к алгебрам Ли 
гладких векторных полей на многообразиях 

6.1. Пусть ЗС (М) — алгебра Ли векторных полей класса С00 на компакт­
ном ориентируемом /г-мерном многообразии М класса С00. В комплексе 
% = % (М) коцепей этой алгебры со значениями в R рассмотрим подкомплекс 
*ё(1 = ^diM), состоящий из таких коцепей РЕЕ $V что если векторные поля 
£ь..->£<7 имеют непересекающиеся (в совокупности) носители, то. 
Р (£х, . . . , %д) =0. В статье (2) этот подкомплекс назван нами диагональным. 
Для вычисления его когомологий (к которому свелась, в некотором смысле, 
задача о нахождении когомологий алгебры % (/И)) была построена спектраль­
ная последовательность. Основное предложение об этой спектральной после­
довательности [см. (2), предложение 7.5] с учетом результатов настоящей 
статьи (а именно, теоремы 0.3 и предложений 1.6 и 5.4) можно сформулиро­
вать так: 

Имеет место спектральная последовательность {E%'q, dl'q}, сходящаяся 
к когомологиям комплекса $</, такая, что El,q = Н_Р(М; R) ® Hq(Xn; R). 
В частности, Е™ = 0 при 0 < р +q •< /г. 

Аналогичное уточнение можно сделать и к предложению 8.5 статьи (2). 
Не напоминая здесь относящихся к этому предложению определений, скажем 
только, что для рассматривавшихся там пространств ( )Е%4 из результатов 
настоящей статьи следует, что {k)Ep

2'q =0 при (X^u + v^kn + k—1. 
6.2. Первое нетривиальное пространство когомологий диагонального 

комплекса есть Hn^ffld)- Его размерность (над R) равна рп (см. 5.5). 
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Это следует из сказанного в предыдущем пункте и в пункте 5.5. 
6.3. Пространство q-мерных когомологий алгебры Ли гладких вектор­

ных полей компактного ориентируемого гладкого n-мерного [многообразия 
М совпадает при q-^2n с пространством q-мерных гомологии комплекса 
%&(№). В частности, Hq(%(M)\ R) = 0 при q^n и dimHn+I(%{M)\ R) = pn^ 

Это следует из 6.2 и предложения 8.5 статьи (2). 
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