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1960 МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК Т. 51(93), N° 4 

К общей теории радикалов в категориях 
Е. Г. Шульгейфер (Москва) 

Введение 

В настоящей работе мы хотим показать, что в категории /С, подчинен­
ной некоторым дополнительным аксиомам (общее определение категории 
•см., например, в работе А. Г. Куроша [1], § 1, п. 1), полностью проходит 
вся общая теория радикалов, построенная А. Г. Курошем для колец в его 
работе [2]. В конце предисловия к работе [2] А. Г. Курошем было отме­
чено, что излагаемое им построение общей теории радикалов для колец 
полностью переносится «на любой класс алгебраических образований, если 
для них имеет смысл понятие ядра гомоморфизма с обычными свойствами». 
Таким образом, наша задача в основном свелась к тому, чтобы показать, 
что при некоторых ограничениях, налагаемых на категорию К, отображения 
в категории К обладают в основном теми же свойствами, какими обладают 
гомоморфизмы групп, колец и некоторых классов универсальных алгебр. 
В частности, в § 2 будет показано, что для отображений в рассматривае­
мой нами категории К имеет место некоторый аналог второй теоремы 
об изоморфизме. 

Возможность построения общей теории радикалов в категориях была 
отмечена еще Амицуром в его работе [3], в которой он указывает, что 
все проводимое им построение общей теории радикалов для колец может 
быть перенесено на структурно упорядоченные бикатегории в смысле Мак-
лейна [4], на которые Амицуром накладывается целый ряд дополнительных 
предположений. Однако большое число этих предположений и отсутствие 
анализа их зависимости друг от друга не позволяет считать построение 
теории радикалов в категориях, предложенное Амицуром, окончательным. 

§ 1. Дополнительные аксиомы 

А к с и о м а I. Для любой упорядоченной пары объектов а и b катего­
рии К в множестве Я (а, Ь) существует, и притом только одно, такое 
отображение о)а/7: а^Ь, что ^аЬ = юсЬ, (оаЬЬ = u>ad для любых отображений 
-7: с ->- а и о: Ъ -> d. 

Отображения вида и>аЬ мы будем называть н у л е в ы м и о т о б р а ж е ­
ниями и всякий раз, когда это не может вызвать недоразумения, 
вместо (йаь будем писать ш. Таким образом, для произвольного отображения 
7 мы можем записать: 703 = Щ = со-

Аксиома П. Каждое отображение обладает ядром (см. [1], § 2, 
пп. 1, 2,3). 

Из этой аксиомы вытекает существование в категории К нулевого 
объекта 0 (см. [1], § 1, п. 4). 
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А к с и о м а III. Каждое отображение обладает образом (см. [1], § 2, п. 5). 
З а м е ч а н и е . Как и в работе [1], мы под о б р а з о м произволь­

ного о т о б р а ж е н и я а: а-+Ь понимаем тройку (б, /, X), состоящую 
из объекта /, эпиморфизма * 6: а—>1 и мономорфизма X: / -> Ь, удовлетво­
ряющих соотношению 6Х = а. В то же время иногда, когда это не может 
вызвать недоразумения, нам удобно под образом отображения а (или образом 
объекта а при отображении а) понимать лишь объект I. 

Таким образом, произвольное отображение а: а -> Ъ можно представить 
в виде сквозного отображения 

a^l^b, (1) 

где / — образ отображения а, б — эпиморфизм, X — мономорфизм и дк = а. 
Последовательность объектов и отображений (I) отображением а опреде­
ляется однозначно с точностью до эквивалентности (см. [1], § 2, п. 5), 
и мы будем называть ее к а н о н и ч е с к и м р а з л о ж е н и е м отобра­
ж е н и я а. 

Легко доказывается следующая 
Л е м м а 1.1. Если а: а—>6 — произвольное отображение и \х: 

Ь—>с — произвольный мономорфизм, то отображения а и а[х имеют оди­
наковые ядра. 

Из этой леммы вытекает, что ядро произвольного отображения а: а ~^Ь 
является одновременно ядром эпиморфизма б: а—>1 из канонического раз­
ложения (1) отображения а. Таким образом, ядро произвольного отображе­
ния является также ядром некоторого эпиморфизма. Это обстоятельство 
позволяет нам во многих случаях, без какого-либо ущерба для общности, 
вместо произвольного отображения рассматривать некоторый эпиморфизм. 

Прежде, чем формулировать остальные две аксиомы, мы проведем 
некоторые дополнительные рассмотрения. 

Пусть а и и — некоторые объекты категории К, и пусть существует 
некоторый мономорфизм а: и -> а. Тогда пару (и, о) мы будем называть 
п о д о б ъ е к т о м о б ъ е к т а а. Очевидно, что если и ~ и'(£, V1) (обозначе­
ние см. в [1], § 1, п. 1), то пара (и\ Г1^) также является подобъектом 
объекта а. Такие два подобъекта (и, а) и (и\ Г1^) мы будем называть 
э к в и в а л е н т н ы м и п о д о б ъ е к т а м и о б ъ е к т а а.** 

Если (v, 7) и (и, о) — два подобъекта некоторого объекта а, то мы 
будем говорить, что п о д о б ъ е к т (У, 7) м е н ь ш е п о д о б ъ е к т а (и, о) 
и писать (у, 7) <С (и, а), если существует по крайней мере один такой 
мономорфизм о: v->u, что 7 = ^а (очевидно, что мономорфизм о последним 
соотношением определяется однозначно). Наряду с выражением «подобъект 
(v, 7) меньше подобъекта (и, с)» мы будем пользоваться также выражением 

* В этой работе мы пользуемся понятиями мономорфизма и эпиморфизма в той 
форме, как они определены в § 2 работы А. Г. Куроша [1]. Отметим, однако, что, как 
было замечено А. Г. Курошем, отображения, которые в работе [1] называются эпимор­
физмами, естественнее называть н о р м а л ь н ы м и э п и м о р ф и з м а м и . 

** П р и м е ч а н и е при к о р р е к т у р е . Оказалось более правильным под под­
объектом объекта а понимать совокупность всех попарно эквивалентных в этом смыс­
ле пар (k, \)). 
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«подобъект (и, 7) с о д е р ж и т с я в п о д о б ъ е к т е (и, о)». Очевидно, 
что определенное нами отношение <; между некоторыми подобъектами дан­
ного объекта является рефлексивным и транзитивным. Легко также про­
верить, что если (v, 7) <J (и, а) и v ~ v' (£, £-1), и ~ и! (р, р^1), то (z/, Е_1т)<^ 

Лемма 1.2. Для дв#х подобъектов (и, с) и (и\ а') некоторого объ­
екта а тогда и только тогда одновременно выполняются соотношения 
(и, а)<;(а', а') и (и, о')<^(и, а), когда эти подобъекты между собой экви­
валентны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточность непосредственно следует из сде­
ланных выше замечаний. Предположим, что (и, а) <; (и', а') и (и\ а') <; (и, а). 
Тогда, по определению, существуют такие мономорфизмы £: и-^и' и 
TJ: и' -> и, что о = W и а' = т4а. Но в таком случае а = I-YJO И а' = ?]1|а', 
а отсюда, поскольку а и а' являются мономорфизмами, следует, что %-ц = еи 

и -ф = еи> (через еи мы обозначаем тождественное отображение объектам). 
Таким образом, и ~ и' (£, т]), о' = -ца и, значит, подобъекты (и, о) и (а', а'), 
эквивалентны. 

Если для двух подобъектов (v, 7) и (и, а) некоторого объекта а имеет 
место соотношение (v, 7) <^ (и> °) и э т и подобъекты между собой не экви­
валентны, то мы будем писать (t), I ) < ( M , о). Из леммы 1.2 и сделанных 
перед ней замечаний вытекает, что класс всех подобъектов данного объ­
екта а с точностью до эквивалентности является частично упорядоченным. 
Отметим, что в этом классе подобъектов имеются наибольший подобъект 
(а, га) и наименьший подобъект (0, со). 

Пусть (и, о) — произвольный подобъект объекта а, и пусть а: а->£> — 
произвольное отображение. Тогда определено отображение асе: и->Ь 
которое, согласно аксиоме III, обладает каноническим разложением 

X 7 

и-+ т-+Ь. Пара (т, / ) является подобъектом объекта 6, и этот подобъект 
мы будем называть о б р а з о м п о д о б ъ е к т а (и, а) при отображении а. 
Отметим, что, поскольку образ произвольного отображения определяется 
однозначно с точностью до эквивалентности, любой подобъект (т\ хО 
объекта Ь, эквивалентный подобъекту (т, у), также является образом 
подобъекта (и, о) при отображении а. 

Т е о р е м а 1.1. Произвольное отображение а: а —> b сохраняет отно­
шение порядка между подобъектами, т. е. если (иъ ах) и (и29 о2) — не­
которые подобъекты объекта а, причем (иъ ог)^(и2, а2), и если (тъ xi) 
и (т2> Хч) — образы соответственно подобъектов (иъ ах) и (и2, а2) при 
отображении а, то (тъ Xi)^(m2> Xz)-

Прежде чем перейти к доказательству теоремы, сформулируем одно 
утверждение, которое в дальнейшем мы будем часто использовать и кото­
рое непосредственно следует из определений. 

Л е м м а 1.3. Отображение 6: а->Ъс ядром (kt [л) тогда и только тогда 
является эпиморфизмом, когда для любого отображения (3: а-+с, удов­
летворяющего условию р-3 == со, существует и притом только одно такое 
отображение (3': Ь—>с, что {3 = 9(3'. 



490 Е. Г. Шуяьгейфер 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1.1. Так как (иъ ai)<C(w2, о2), то 
существует такой мономорфизм о: ux~^u^ что 

a i = ^а2- (2) 

1 lycTb их-+ т±~^ b и и2-* т2-> b — канонические разложения соответственно 
отображений ага: иг -> b и а2а: и2-^Ь. Таким образом, тх и т2 являются 
эпиморфизмами, ух и у2— мономорфизмами и 

^iXi = aia> (3) 

т2у2 = a2a. (4) 

Пусть, далее, (klt (i-i) — ядро эпиморфизма тх и, следовательно, согласно 
лемме 1.1 и соотношению (3), ядро отображения axa. Тогда, используя 
соотношения (2) и (4), мы имеем: 

Pi^J fe = |J-iOa2a = j i ^ a = w, 

а так как у2 является мономорфизмом, то ^z2 = о. Отсюда, поскольку ^ 
является эпиморфизмом, согласно лемме 1.3, следует существование такого 
отображения р: тх-^т2, что 

от2 = т1(о. (5) 

Умножив соотношение (5) справа на у2 и воспользовавшись соотношениями 
(2), (3) и (4), мы получим соотношение хгул = ^рул. Поскольку тх является 
эпиморфизмом, отсюда следует, что ул = ру2. Так как ул является моно­
морфизмом, то из последнего соотношения вытекает, что р — мономорфизм 
(см. [1], § 2, п. 1). Отсюда следует, что (тъ у д )< (т 2 , у2). 

Из теоремы 1.1 вытекает, что если (6, /, X) — образ отображения 
a : а -> 6, то образ (т, у) произвольного подобъекта (w, a) объекта а при 
отображении а содержится в подобъекте (/, X) объекта Ь. Таким образом, 
существует некоторый мономорфизм у':т~->1у удовлетворяющий соотно­
шению у = у'Х, так что, в частности, (т, у/) является подобъектом объекта 
••/. (ш, у') мы будем называть о б р а з о м п о д о б ъ е к т а (и, а) в о б р а з е 
о б ъ е к т а а при о т о б р а ж е н и и а. 

Л е м м а 1.4. Пусть а: а -> Ъ — произвольное отображение и 
(0у 1,\) —образ этого отображения. Тогда образ (т, у') произвольного 
подобъекта (и, а) объекта а в образе I объекта а при отображении а 
лвляется образом подобъекта (и, а) при эпиморфизме 6: а -> /. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть a - I - h a - m ^ b — канонические раз­
ложения соответственно отображений а и оа. Таким образом, 6Х = а и 
ту = оа. Используя эти соотношения, мы получаем, что ту'Х = ту = aa = 
= aGX, а так как X является мономорфизмом, то ту/ = об. Тем самым по­
казано, что (т, т, у') является образом отображения об: и->19 а значит, 
(т, у/) является образом подобъекта (и, о) объекта а при эпиморфизме 6. 

Если (k, |х) — ядро некоторого отображения a : а ^ 6, то [х: & -> а 
является нормальным мономорфизмом (см. [1], § 2, п. 4) и, следовательно, 
(k, [x) является некоторым подобъектом объекта а. Такие подобъекты 
объекта а мы будем называть и д е а л а м и о б ъ е к т а а. Из результатов 
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работы [1] (§ 2, п. 2) вытекает, что подобъект (ft', \х') объекта а, эквива­
лентный некоторому идеалу (ft, \±) объекта а, сам является идеалом 
объекта а. 

Лемма 1.5. Пусть (ft, а) — произвольный идеал объекта а, являю­
щийся ядром некоторого отображения а: а-^b, (и, с) — произвольный 
подобъект объекта а, содержащий идеал (ft, ц), и о: k-> и — мономор­
физм, удовлетворяющий соотношению 

Iх = оа. . , . (6) 

Тогда (ft, о) является идеалом объекта и, служащим ядром отображения 
оа : и —> Ь. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу соотношения (6), 

OGCL = \Ж = О). 

Далее, пусть 7 • v -+ и — произвольное отображение, удовлетворяющее соот­
ношению 7аа = °°- Тогда, поскольку ядром отображения а является (ft, [x), 
существует такое отображение 7' : v -> ft, что 7а = 7''х и» значит, в силу 
соотношения (6), 7° = Т'̂ а- Но отсюда, поскольку а является мономорфиз­
мом, следует, что 7 = 7'̂ - Тем самым показано, что (ft, oj является ядром 
отображения са. 

Так как для любого объекта а категории К множество Н (а, а) содержит 
тождественное отображение еа и нулевое отображение а)аа (аксиома I), 
ядрами которых являются соответственно (0, ш) и (а, га), то любой объект 
а категории К обладает по крайней мере двумя идеалами (0, о>) и (а, еа). 
Если этими и им эквивалентными идеалами исчерпываются все идеалы 
объекта а, то объект а называется простым о б ъ е к т о м . 

Теперь, после введения необходимых понятий и попутного рассмотрения 
элементарных свойств идеалов объектов, мы можем сформулировать две 
последние аксиомы. 

Аксиома IV. Образ (т, /) произвольного идеала (ft, |x) объекта а 
при произвольном эпиморфизме 6 : а~->Ь является идеалом объекта Ь. 

Аксиома V. Для любой бесконечной вполне упорядоченной строго 
возрастающей цепочки (ftb pa) << (ft2, ц2) < • • • <С (&л \хд < • • • (здесь / — 
произвольное трансфинитное число) идеалов произвольного объекта а кате­
гории К существует о б ъ е д и н е н и е , т. е. единственный с точностью до 
эквивалентности минимальный подобъект (ft, |A) объекта а, содержащий все 
идеалы (ft/, |i,-). Подобъект (ft, ц) является идеалом объекта а. 

Легко построить примеры категорий, показывающие, что аксиома V не 
зависит от аксиом I—IV и что второе требование аксиомы V не вытекает 
из первого. 

§ 2. Теорема об отображении 

В этом параграфе мы будем рассматривать категорию /(, удовлетворяю­
щую аксиомам I—IV. 

Лемма 2.1. Эпиморфизм 6 : а —> Ь тогда и только тогда является 
эквивалентностью, когда его ядро равно нулю или, иначе, когда из соот­
ношения тб = со следует, что z = о>. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость условия очевидна. Предположим, 
что ядром эпиморфизма 6 является (0, со). Тогда, поскольку шга = со и т = со 
являются единственными отображениями, удовлетворяющими уравнению т6 = ш, 
согласно определению эпиморфизма, существует такое единственное отобра­
жение 6': Ь->а, что еа = 66'. Далее, 6 (0'0) = (66') 0 = га0 = 6 = 6£/? и так 
как 0 является эпиморфизмом, то отсюда следует, что 0'0 = г̂ . 

Двойственной к этой лемме является 
Лемма 2.2. Нормальный мономорфизм \i: а -> 6 тогда и только-

тогда является эквивалентностью, когда из соотношения [хт = со следует,, 
что т = ш. 

Доказательство этой леммы двойственно доказательству леммы 2.1. 
Лемма 2.3. Отображение а: а-^Ь тогда и только тогда является 

мономорфизмом, когда его ядро равно нулю. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость этого условия была доказана 

в работе [1] (§ 2, п. 3). Предположим, что ядром отображения а является: 
9 А 

(0,о)). Пусть а-*1-*о— каноническое разложение отображения а. Тогда, 
согласно лемме 1.1, (0, со) является также ядром эпиморфизма 0. Но в таком 
случае, согласно лемме 2.1, 6 является эквивалентностью и, следовательно, 
мономорфизмом. Поэтому отображение а = 0Х, как произведение двух мо­
номорфизмов, является мономорфизмом. 

Л е м м а 2.4. Если 0 = 6Х02 и 6 : а—>с и 6Х: а-^Ъ являются эпимор­
физмами, то и 62: Ь—>с является эпиморфизмом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (k, \i) и (k2, \ь2)— ядра соответственно ото­
бражений 0 и 62. Так как (р^) 02 = \х (0Х62) = р.0 = со, то существует такое 
отображение 8 : k -> k2, что jx6x = 8[х2. Пусть теперь а : Ъ -> d — произволь­
ное отображение, удовлетворяющее соотношению р-2а = аз. Тогда о(х2а = со 
и, следовательно, р^а = со. Отсюда, поскольку 6 является эпиморфизмом 

согласно лемме 1.3, следует существование такого единственного отобра­
жения ос': c->d, что 0ха = 0а'. Таким образом, 0ха = 0102а/. Но так как 
6Х является эпиморфизмом, то отсюда следует, что а = 82а'. Легко видеть, 
что отображение а', удовлетворяющее последнему соотношению, — единст­
венное. Таким образом, согласно лемме 1.3, 62 является эпиморфизмом. 

Если существует некоторый эпиморфизм 0: а —>Ъ с ядром (k, р.), то 
объект Ъ мы будем называть ф а к т о р - о б ъ е к т о м о б ъ е к т а а по 
и д е а л у (k, \i). Легко видеть, что фактор-объект Ъ определяется объек­
том а и его идеалом (k, |x) однозначно с точностью до эквивалентности. 
В силу аксиомы III и леммы 1.1 в рассматриваемой категории К для 
любого объекта а и любого его идеала (k, (л) существует ф а к т о р -
о б ъ е к т . 

Т е о р е м а об о т о б р а ж е н и и 2.1. Пусть а : а->Ь — произвольный 
эпиморфизм с ядром (k, р,). Тогда: 

(а) Произвольный идеал (т, у) объекта Ъ является образом при эпи­
морфизме а единственного с точностью до эквивалентности идеала (р, а) 
объекта а, содержащего идеал (k, р-). (Идеал (р, о) мы будем называть 
полным п р о о б р а з о м и д е а л а (т, %) при э п и м о р ф и з м е а.) 

(б) Если (т, у) — произвольный идеал объекта Ъ и (р, а) — полный про­
образ идеала (т, /) при эпиморфизме а, то фактор-объект объекта Ь 
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по идеалу (т, у) совпадает с фактор-объектом объекта а по идеалу 
<Р> °). 

(в) Если (m-i, /а) и (m2, yj) —два идеала объекта Ь, причем ( т ь ул) < 
<Дт2> у2), а (ръ аг) и (р2, а2) — полные прообразы соответственно идеалов 
(тъ /л) и (т2> &>) пРи эпиморфизме а, то (рь о1)<^(р2, а2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (а) Пусть идеал {т> у) объекта b является ядром 
некоторого отображения (3: b -> с; без ограничения общности мы можем 
предположить, что [3 является эпиморфизмом. Рассмотрим ядро (р, а) ото­
бражения аЗ : а—>с. Так как (&, р.) —ядро отображения а, то р-а(3 = со и, 
следовательно, существует некоторое отображение р : k -> p, удовлетворяю­
щее соотношению 

р = ра. (7) 

Из этого соотношения, поскольку р является мономорфизмом, вытекает, 
что о — мономорфизм и, значит, (&, p)<J(p, а). 

Пусть {т\у') — образ идеала (р, а) при эпиморфизме а. Таким образом, 
каноническое разложение отображения аа : р -> 6 имеет вид р-* т' ^ Ь, 
где т — некоторый эпиморфизм и 

тХ' = аа. (8) 

Согласно аксиоме IV, (т ' , -/') является ядром некоторого отображения 
7: b -> d\ мы можем предположить, что 7—-эпиморфизм. 

Покажем, что (т/, у') <С(т, ^). Действительно, так как, согласно соот­
ношению (8), ^/ф = аа(3 = о) и так как т является эпиморфизмом, то 
//3 = о). Но в таком случае, поскольку ядром отображения (3 является 
идеал (т, у), существует такое отображение v: m'—>m, что у' •=• v^. Так 
как // является мономорфизмом, то и v является мономорфизмом и, следо­
вательно, (т\ //) < ( т , у). 

Покажем теперь, что ядром отображения oq: а —> d является идеал 
(р, а). В самом деле, согласно соотношению (8), мы имеем: 

аа^ = zy'^ = со. 

Далее, пусть ср: f—>а— произвольное отображение, удовлетворяющее соот­
ношению cpoq = со. Тогда, поскольку (т', у') — ядро отображения 7> СУ~ 
ществует такое отображение ср' : / -> т ' , что ера = ср'х' = ?'vx (последнее 
равенство имеет место согласно предыдущему абзацу). Но в таком случае 
<paS = cp'v̂ p = оз и, следовательно, поскольку (р, а) является ядром отобра­
жения ар, существует такое отображение ср": f -> р, что ср = ср"а. 

Отображение a 7 является эпиморфизмом. Действительно, пусть 
ф: a->g — произвольное отображение, удовлетворяющее соотношению 
сф = со. Тогда, согласно соотношению (7), р-ф = раф =--• со. Так как a — эпи­
морфизм с ядром (k, [А), то, согласно лемме 1.3, из последнего соотноше­
ния следует существование такого единственного отображения ф': b~-*g, 
что ф = аф\ Таким образом, ааф' = со. Воспользовавшись теперь соотноше­
нием (8), мы получаем, что ъу'<Ь' = со и, следовательно, поскольку т является 
эпиморфизмом, ^ 'ф '= со. Но в таком случае, поскольку (т',у) является 
ядром эпиморфизма 7> согласно лемме 1.3, существует такое единственное 
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отображение ф": d-> g, что ф' = тф". Поэтому ф = аф' = ауф". Легко, 
видеть, что отображение ф", удовлетворяющее последнему соотношению,— 
единственное. Таким образом, согласно лемме 1.3, отображение aj 
является эпиморфизмом. 

Мы получили, что два отображения а[3 и а? имеют одно и то же ядро-
(р, а) и одно из этих отображений, а именно cq, является эпиморфизмом. 

8 X 

Пусть а-> I -> с — каноническое разложение отображения оф, т. е. 6 — эпи­
морфизм, X— мономорфизм и 0Х = ар. Тогда, согласно лемме 1.1, ядром, 
эпиморфизма б также является идеал (р, а). Таким образом, мы имеем два, 
эпиморфизма af : а-> d и 0 : а~>1 с одним и тем же ядром (р, а), т. е. 
d и I оба являются фактор-объектами объекта а по идеалу (р, а). Поэтому 
d ~ I (£, Г1) и 5 = a-pl. Но в таком случае 

ар = 6Х =г oqcX, 

а отсюда, поскольку а — эпиморфизм, вытекает, что 3 = т̂ Х. Заметим теперь, 
что так как £ является эквивалентностью, а X — мономорфизмом, то £Х — 
мономорфизм. Таким образом, согласно лемме 1.1, эпиморфизмы р и ] 
имеют одинаковые ядра, а так как ядро произвольного отображения опре­
деляется однозначно с точностью до эквивалентности (см. [1], § 2, п. 2), 
то тем самым показано, что идеалы (т, у) и (т'> х') объекта 6 между 
собой эквивалентны. Но отсюда следует, что идеал (т, у) также является: 
образом идеала (р, а) объекта а при эпиморфизме а. Тем самым первая 
часть утверждения (а) доказана. 

Предположим теперь, что (р, о) — любой другой идеал объекта а, со­
держащий идеал (fe, a) и отображающийся при эпиморфизме а на идеал: 
(га, х) объекта 6. Таким образом, каноническое разложение отображения 
_ _ _ ~ х _ 
са: р->Ъ мы можем записать в виде р—>т~>Ь, где т—некоторый эпи­
морфизм и 

*Х = за. (9) 

С другой стороны, поскольку (&, (х) < (р, а), существует некоторый моно­
морфизм о : & —> р, удовлетворяющий соотношению 

Далее, из соотношения (9), принимая во внимание, что (ш, у) — ядро эпи­
морфизма р, мы имеем: 

aap = T Z P - оз. 

Отсюда, поскольку ядром отображения оф является идеал (р, а), следует 
существование такого отображения о: р -> р, что 

а = Ъо. ( И ) 

Так как a — мономорфизм, то и 8 является мономорфизмом и, значит,, 
(р, о) < (р, а). Нам нужно показать, что о является эквивалентностью.. 
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Так как (р, а) является идеалом объекта а и (р, а) <; (р, а), то согласно 
лемме 1.5, (р, о) —идеал объекта р и, следовательно, 8 является нормаль­
ным мономорфизмом. Далее, подставляя соотношение (11) в (9), мы полу­
чаем, что т£ = оаа. Отсюда и из соотношения (8) (поскольку, как было 
доказано выше, идеалы (т', %') и (т, х) эквивалентны, мы теперь можем, 
чтобы не вводить дополнительных формул, считать, что т! = m и // = х) 
вытекает, что тх = от/ и, следовательно, поскольку х является мономор­
физмом, 

7 = 8т. (12) 

С другой стороны, из соотношений (7), (10) и (11) вытекает, что ро = роа 
и, следовательно, поскольку о является мономорфизмом, 

Р = р8. (13 

Покажем теперь, что из соотношения Sep = со следует, что ср =со. Дей­
ствительно, пусть <р: р-^п — произвольное отображение, для которого 
оср = о>. Тогда, используя соотношение (13), мы получим, что роср =•= рср = со 
Но, как вытекает из лемм 1.5 и 1.1, (k, p) является ядром отображения 
аа и, следовательно, ядром эпиморфизма т. Поэтому, согласно лемме 1.3 
существует такое отображение ср': т —>п, что ср = хер'. Используя теперь 
соотношение (12), мы получим: оср = 8то/ — тер' = со, а так как т является 
эпиморфизмом, то отсюда следует, что ср' = со и, значит, ср = со. 

Таким образом, нормальный мономорфизм 8 удовлетворяет условию 
леммы 2.2 и, следовательно, согласно этой лемме, является эквивалент­
ностью. 

Тем самым показано, что идеал (р, а) эквивалентен идеалу (р, а). 
(б) Для доказательства утверждения, что фактор-объект объекта b по 

идеалу (т, х) совпадает с фактор-объектом объекта а по полному прооб­
разу (р, а) идеала (т, у) при эпиморфизме а, достаточно, очевидно, пока­
зать, что если [3: &->с — эпиморфизм с ядром (т,х), то отображение ар: 
Й - ^ С С ядром (р, а) также является эпиморфизмом. Но это утверждение 
мы, по существу, уже доказали, когда при доказательстве утверждения (а) 
показали, что отображение а? является эпиморфизмом. 

(в) Пусть идеалы (тг, xi) и (т2> &) являются ядрами эпиморфизмов 
Рх: 6-^Сх и р2: 6~>с2 соответственно. Так как ( т ь Xi)< (т2> Х2)» Т0 

существует такой мономорфизм т]: т1->т2у что xi = ^Хг- Отсюда, пос­
кольку Х2Р2 = ы, вытекает, что 

ZiPa = тЗХгРг = <«. (14 ) 

Далее, как было показано при доказательстве утверждения (а), идеалы 
(рь Gi) и (р2, а2) являются ядрами соответственно отображений а^ и а%. 
В то же время, поскольку образами идеалов (рь oj) и (р2, а2) при эпимор­
физме а являются соответственно идеалы (ml9 xi) и (m2, х2)> отображения 
сха и а2а можно представить в виде сга = TXXI И а2а = т2х2, где тх и 
т2 — некоторые эпиморфизмы. Отсюда и из соотношения (14) вытекает, что 

°i*h = Ti/aP2 = w, 
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и, следовательно, поскольку ядром отображения а(32 является (р2, аг)> 
существует такое отображение о': рх-> р2, что ох = ас2. Отображение 
с' является мономорфизмом и, значит, (рь ах)<; (р2, а2). Из леммы 1.2 и 
теоремы 1.1 следует, что идеалы (pi, ax) и (р2, а2) не могут быть экви­
валентными. Следовательно, (рь ах) <^ (р2, а2). 

Таким образом, теорема 2.1 полностью доказана. Попутно мы доказали 
следующее утверждение. 

Т е о р е м а 2.2. В категории /С, удовлетворяющей аксиомам I—IV, 
произведение б = 0хб2 любых двух эпиморфизмов вг : а-+Ь и 62: 6-^с 
является эпиморфизмом. 

Пусть (ftb jx^ и (ft2, |х2) — любые два идеала некоторого объекта 
а. Мы будем говорить, что идеал (ft, [х) объекта а является о б ъ е д и н е ­
нием (или суммой) и д е а л о в (fei, t̂ i) и (h, FhO» и писать (ft, jx) = 
= №1, [н) U (&>, te). если (ftb [Ai)<(fe, (х), (ft2, fx2)<(ft, [х) и если для любого 
идеала (ft, (л) объекта а из соотношений (ftb [хх) <(ft, jx), (ft2, P2) <^ (^ Р-
вытекает, что (ft, |х)<; (ft, |х). 

Т е о р е м а 2.3. Для любых двух идеалов (ftb {хх) a (ft2, {x2) произволь­
ного объекта а категории К, удовлетворяющей аксиомам I — IV, суще­
ствует объединение (ft, (x). ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть идеал (ftb JXJ) является ядром некоторого 
эпиморфизма а: а—>Ь. Согласно аксиоме IV, при эпиморфизме а идеал 
(ft2, |х2) отображется на некоторый идеал (т, у) объекта Ъ. Пусть (ft, (x) — 
полный прообраз идеала (т, у) при эпиморфизме а. Покажем, что (ft, jx) = 
= (feb Pi) U {К Ц2)-

Действительно, по определению полного прообраза, (ft, (x) является идеа­
лом объекта а, содержащим идеал (ftb u^). Покажем, что идеал (ft, jx) со-

е2 х 
держит также идеал (ft2, (х2). Пусть k2->m->b—каноническое разложение 
отображения \i2a: ft2-> 6, так что 02 — некоторый эпиморфизм и 

02Z=fx2a, (15) 

и пусть $ : b -+ с — эпиморфизм, ядром которого служит идеал (т, у). Тогда, 
как было показано при доказательстве утверждения (а) теоремы 2.1, полный 
прообраз (ft, fx) идеала (m, у) при эпиморфизме а является ядром отображения 
сф. Поэтому, поскольку, согласно соотношению (15), <х2а(В =- В2у§ = w, сущест­
вует некоторое отображение -j2 : fc2 -^ ft, удовлетворяющее соотношению 
u2 = 2̂!л- Отображение 72 является мономорфизмом и, значит, (k2, |x2) <^ (ft, jx). 

Пусть теперь (ft, jx) — произвольный идеал объекта а, удовлетворяющий 
соотношениям (ftb [xx)<(ft, jx) и (ft2, (x2)<(fc, |х), и пусть (т,х)—образ 
идеала (ft, (х) при эпиморфизме а. Тогда, поскольку (т, у) является образом 
идеала (ft2, |x2) при эпиморфизме а, согласно теореме 1.1, (т, у) ^(т, у). 
Согласно аксиоме IV, (т, у) также является идеалом объекта Ь. Принимая 
теперь во внимание, что (ft, jx) является полным прообразом идеала (т, у), 
а (ft, |х) — полным прообразом идеала (ш, у) при эпиморфизме а, мы, со­
гласно утверждениям (а) и (в) теоремы 2.1, получаем, что (ft, fx)<;(ft, (x). 

Из доказательства теоремы 2.3 вытекает 
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С л е д с т в и е 2.1. Если (klt JJLX) и (й2, (л2) — любые два идеала некото­
рого объекта а и (k, \L) = (kl9 (J-X) U (k2, щ), mo (k, (x) является полным 
прообразом образа одного из идеалов (к,ъ ^х) или (&2, |̂ 2) при эпиморфизме, 
ядром которого служит другой из этих двух идеалов. 

Если идеал (&, |х) некоторого объекта а является объединением некоторых 
идеалов (klt (хх) и (fe>, fx2), то он содержит эти идеалы, и, следовательно, 
существуют такие мономорфизмы fi' k±->k и у2: fe2—>&, что 

f1i==TifA» (16) 

2̂ = 72 -̂ (17) 

Согласно лемме 1.5, (&b fi) и (ft2, 72) являются идеалами объекта /г. В сле­
дующем параграфе нам понадобится 

Лемма 2.5. Если (къ р-х) (J (fe2, u2) = (k, р.), то 

(&i> Ti) U (&2, Тг) = (&> е'д-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а : а—>Ь — эпиморфизм, ядром которого 
является идеал (klt pi). Тогда, согласно лемме 1.5, (kl9 71) — ядро отображе­
ния ua : k -> 6. Так как (k, \i) является полным прообразом образа (т, /) 
идеала (fe2, р2) при эпиморфизме а, то каноническое разложение отображе-

е х 
ния aa имеет вид k—>m~+b, где 6 — некоторый эпиморфизм и 

6/ - |ia. (18) 

Таким образом, согласно лемме 1.1, (^i, Ti) является ядром эпиморфизма 
Ь: /е->ш. Рассмотрим отображение -[ф : fe2—>m. Применяя соотношения 
(18), (17) и (15), мы получим: 

и так как / является мономорфизмом, то 720 = 62. Таким образом, j28 — 
эпиморфизм. Поэтому образом идеала (&2, 72) при эпиморфизме 0 является 
несобственный идеал (т, ет). Для завершения доказательства леммы, 
согласно следствию 2.1, остается лишь заметить, что полным прообразом 
несобственного идеала (т, sm) при эпиморфизме б является несобственный 
идеал (ky з/,). 

§ 3. Радикалы в категориях 

Легко убедиться, что класс колец К, удовлетворяющий условиям (1) и 
(2) (см. [2], стр. 15), для которого в работе [2] А. Г. Курошем была 
построена общая теория радикалов, вместе с гомоморфизмами колец класса 
К и естественным определением операции умножения между некоторыми 
из этих гомоморфизмов образует некоторую категорию, удовлетворяющую 
аксиомам I — V. В этом параграфе мы хотим показать, что вся построенная 
в §§ 2 — 7 работы [2] общая теория радикалов колец остается справедли­
вой для объектов произвольной категории К, удовлетворяющей аксиомам 
I — V. Для этого, как нетрудно убедиться простой проверкой, достаточно 
показать, что на категорию К можно обобщить основное утверждение § 2 
работы [2] о равносильности условий 1.1 — 1.3 условиям II. 1 — II.2. 
7 Математический сборник, т,: 51 (93), № 4 
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Предположим, что некоторые объекты категории К, удовлетворяющей 
аксиомам I —V, обладают некоторым свойством S. Такие объекты мы будем 
называть S-o б ъ е к т а м и . Если (k, p.) — некоторый подобъект объекта а и k 
является S-объектом, то (k, \i) мы будем называть S-под о б ъ е к т о м 
о б ъ е к т а а. В этом же смысле мы будем пользоваться термином «S-идеал». 
В дальнейшем мы будем везде предполагать, что свойство 5 таково, что: 

(A) Образ (см. замечание, сделанное в § 1) S-объекта при любом 
отображении является S-объектом. 

(Б) Для любого объекта а категории К совокупность всех его S-идеа­
лов является множеством. 

Из условия (А) следует, что нулевой объект 0 категории А' является 
S-объектом и что любой объект, эквивалентный некоторому S-объекту, сам 
является S-объектом. 

Мы будем говорить, что в категории К с в о й с т в о 5 о п р е д е л я е т 
S-радикал, если: 

1. Для любого объекта а категории К существует S-идеал (г, р) 
содержащий все S-идеалы объекта а. 

2. Некоторый фактор-объект Ь, а значит, согласно условию (А), и 
все; фактор-объекты, объекта а по идеалу (г, р) обладает лишь одним 
нулевым S-идеалом (О, со). 

В этом случае идеал (г, р) мы будем называть S-радикалом объ­
е к т а а, S-объекты категории К — S-pa дика льными о б ъ е к т а м и , а 
объекты категории /С, S-радикалами которых является нулевой идеал 
(О, со), — S-no л у простыми о б ъ е к т а м и . 

Мы будем говорить, что с в о й с т в о S у д о в л е т в о р я е т у с л о в и ю 
(В), если: 

(B) Каждый объект категории К, образ которого при любом ненуле­
вом отображении обладает ненулевым S-идеалом, является S-объектом, 

Лемма 3.1. Если свойство S удовлетворяет условию (В), то объ­
единение (k, и) любых двух S-идеалов (kl9 [лх) и (k2, p<2) произвольного 
объекта а, является S-идеалом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть о : k —»т — некоторое ненулевое отобра­
жение с ядром (/, v); без ограничения общности можно предположить, что о 
является эпиморфизмом. Согласно лемме 2.5, объединением идеалов (kl9 71) 
и (k2, T2) объекта k (мы сохранили здесь обозначения, используемые в лемме 
2.5) является несобственный идеал (k, sfe). Поэтому, согласно определению 
объединения двух идеалов, идеал (/, v) объекта k не содержит по крайней 
мере один из идеалов (kl9 71) и (k2, 72)- Предположим, для определен­
ности, что идеал (/, v) не содержит идеала (fcb 71). В таком случае идеал 
(&!, 7i) при эпиморфизме о отображается на некоторый ненулевой идеал 
(пъ АХ) объекта т. Так как (ku 71) является S-идеалом объекта k, то, со­
гласно условию (А), (пъ Хх) является S-идеалом объекта т. Таким образом, 
согласно условию (В), k является S-объектом и, значит, (k, а) — S-идеалом 
объекта а. 

Аналогично, опираясь на аксиому V, доказывается 
Лемма 3.2. Если свойство S удовлетворяет условию (В), то объеди­

нение любой бесконечной вполне упорядоченной строго возрастающей це-
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почки S-идеалов произвольного объекта а является S-идеалом объекта а. 
Теперь мы можем доказать следующее утверждение. 
Т е о р е м а 3.1. Свойство S тогда и только тогда определяет в ка­

тегории К S-радикал, когда оно удовлетворяет условию (В). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть свойство S определяет в категории К 

S-радикал и пусть а — некоторый объект категории К, S-радикал (г, р) 
которого не эквивалентен несобственному идеалу (a, sfl), т. е. объект а не 
является S-радикальным. Тогда фактор-объект Ь объекта а по идеалу (г, р)# 
являющийся образом при некотором ненулевом эпиморфизме а : а->Ь с ЯД-
ром (г, р), согласно условию 2, не содержит ни одного ненулевого S-идеала, 

Предположим теперь, что СВОЙСТЕО S удовлетворяет условию (В). Так 
как, согласно условию (Б), совокупность всех S-идеалов произвольного 
объекта а категории К является множеством и так как, согласно аксиоме V, 
существует объединение любой бесконечной вполне упорядоченной строго 
возрастающей цепочки S-идеалов объекта а, а также определено объедине­
ние любых двух S-идеалов объекта а, то существует объединение (г, р) 
всех S-идеалов объекта а. Из лемм 3.1 и 3.2 вытекает, что (г, р) является 
S-идеалом объекта а. Нам остается показать, что фактор-объект Ь объекта а 
по идеалу (г, р), т. е. образ при некотором эпиморфизме а :а->Ь с ядром 
(г, р) не содержит ни одного ненулевого S-идеала. 

Действительно, пусть (т, у) — некоторый S-идеал объекта Ь. Тогда, 
согласно утверждению (а) теоремы об отображении 2.1, для идеала (т, */) 
существует полный прообраз (р, а) при эпиморфизме а, являющийся идеа­
лом объекта а, содержащим идеал (г, р). Таким образом, существует не­
который мономорфизм о : г->р, удовлетворяющий соотношению о=р'а. 
Согласно лемме (1.5), (г, р') является ядром отображения за : р —>£>, кано-

ническое разложение которого имеет вид р-^>т-»&, где i — некоторый 
эпиморфизм и тх=са. Покажем, что р является S-объектом. Пусть 6 : p—w/— 
произвольный ненулевой эпиморфизм с ядром (и, ср). Если идеал (и, Ф) 
объекта р содержит идеал (г, рг), то, как легко следует из аксиомы IV 
и утверждений (а) и (б) теоремы об отображении 2.1, объект q эквивален­
тен некоторому фактор-объекту S-объекта т и, следовательно, согласно 
условию (А), является S-объектом. Предположим теперь, что идеал (и, ср)не 
содержит идеала (г, р'). Тогда, согласно аксиоме IV, идеал (г, р') при 
эпиморфизме 0 отображается на некоторый ненулевой идеал (s, X) объекта q. 
Так как (г, р') является S-идеалом объекта р, то, согласно условию (А), 
(s, X) — S-идеал объекта q. Таким образом, согласно условию (В), р явля­
ется S-объектом и, значит, (р, а) — S-идеалом объекта а. Но в таком слу­
чае, поскольку идеал (г, р) является объединением всех S-идеалов объекта а, 
(£> а)<!(г> Р)« Так как, с другой стороны, (г, р )< (р, а) по построению, то, 
согласно лемме 1.2, идеал (р, а) эквивалентен идеалу (г, р) и, следовательно, 
при эпиморфизме а отображается на нулевой идеал объекта Ъ. Тем самым 
показано, что S-идеал (m, yj является нулевым идеалом объекта Ь. 

Таким образом, теорема 3.1 доказана, а эта теорема как раз и является 
обобщением основного результата § 2 работы [2]. 

(Поступило в редакцию 19/ХП 1958 г.) 

7* 



500 Е. Г. Шульгейфер 

Литература 

1. А. Г. К у р о ш , Прямые разложения в алгебраических категориях, Труды Моск. матем. 
о-ва, 8(1959), 391—412. 

2. А. Г. К у р о ш , Радикалы колец и алгебр, Матем. сб., 33(75) (1953), 13—26. 
3. S. A. Am i t s u r , A general theory of radicals. II, Amer. Journ. Math., 76 (1954), 

100—125. 
4. S. M a c L a n e , Duality for groups, Bull. Amer. Math. Soc, 56 (1950), 485—516. 


