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ГАМИЛЬТОНОВЫ ОПЕРАТОРЫ И КЛАССИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ 
ЯНГА-БАКСТЕРА 

И.М. Г е л ь ф а н д , И.Я. Д о р ф м а н 

В классической дифференциальной геометрии и в механике алгебраи-
зация основных понятий строится следующим образом. В качестве основ­
ного объекта предъявляется кольцо функций, через которое определяются 
все другие основные объекты — векторные поля (как дифференцирования 
в кольце функций), дифференциальные формы как формы, полилинейные 
относительно этого кольца и т. д. Однако в последние годы в связи с ин­
тегрируемыми системами возникла необходимость построения гамильто-
нова формализма в вариационном исчислении (см. [1] — [7]). Работы ав­
торов [8] — [10] возникли из наблюдения, что построение, основанное на 
использовании кольца функций, плохо совместимо с вариационным ис­
числением. Действительно, набор функционалов в вариационном исчис­
лении не образует кольца ^). Поэтому авторы выбрали другой путь введе­
ния основных дифференциально-геометрических объектов. Нам представ­
ляется, что излол^енная ниже (а также приведенная в работах [8] — [10]) 
система определений существенна не только в вариационном исчислении, 
а и во многих других случаях, некоторые из которых приведены далее. 
Грубо говоря, этот подход состоит в том, что вместо кольца функций 
при построении такой схемы заранее задается алгебра Ли а и комплекс 
а-модулей (Q, d) с дифференциалом, согласованным с действием алгебры 
Ли (точные аксиомы см. ниже). Все примеры, приводимые далее, отличают­
ся друг от друга выбором алгебры Ли и комплекса. Нам кажется, что 
возможности такого подхода далеко не исчерпаны. 

Цель работы — показать, что в указанной схеме содержится ряд со­
держательных PI важных примеров. Таковыми являются: гамильтонов фор­
мализм вариационного исчисления [3] — [4], [8], классическое уравнение 
Янга — Бакстера, гамильтонов формализм на конечномерных многооб­
разиях, когомологии алгебр Ли, в том числе алгебр Ли векторных полей 
[11] — [12], деформации алгебр Ли (см., например, [13], [18]). Целью 
статьи является также окончательное установление связи между гамиль-
тоновыми операторами и симплектическими структурами. При этом важ­
ным является понятие обобщенного невырожденного 2-коцикла (которое 
лишь для конечномерных алгебр Ли совпадает с понятием невырожден­
ного 2-коцикла на подалгебре алгебры Ли). 

1. Классическое уравнение Янга — Бакстера. Поскольку ниже это 
уравнение будет рассмотрено в качестве примера, мы приведем его внача­
ле в том виде, в котором оно имеется в математической литературе. Од­
нако нам представляется, что та алгебраическая трактовка классического 
уравнения Янга — Бакстера, которая приводится в п. 4, будучи эквива-

)̂ Мы, конечно, можем строить кольцо, рассматривая вместе с функционалами 
\idx суммы их произведений, однако такая конструкция не более содержательна, 
чем погружение линейного пространства в кольцо за счет рассмотрения сумм произ­
ведений элементов. 
1 Функц. анализ, т. 16, вып. 4 
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лентной указанной здесь, является более естественной, не требуя, в част­
ности, включения алгебры Ли в ассоциативное кольцо. Классическое урав­
нение Янга — Бакстера получается (см. [141, [15]) следующим образом. 
Пусть 9 — конечномерная алгебра Ли, U — произвольная содержащая 
ее ассоциативная алгебра с единицей 1 (имеется в виду, что [а, Ь] — 
=^ аЬ — Ьа, а, b ^ $; можно считать, что U — это универсальная обер­
тывающая алгебра для з)- Обозначим через ф̂ -?: ̂ 0д -^U 0 С/(х) С/, 
1 <^ г, 7 ̂  3, г 7^ 7, отобрал^ения, действующие на элемент а (Я) & ^ ^ (х) $ 
так: а ставится на i-e место, b — на /-в место, 1 — на оставшееся свобод­
ное место (например, ф̂ ^ {а ^ Ь) = а (^) i 0 Ь), Пусть, далее, г — функ­
ция двух комплексных переменных со значениями в g (g) g. Соотношение 
[г12 (uj^^ щ)^ ^13 (̂ ^^ щ^\ _^ [j.12 (̂ ^^ j^^)^ ^23 (̂ ^^ ^^)] _^ 

+ [г1з (ui, и,),г^Цщ, щ)\ - О , (Л) 
где г*̂  = ф^̂ ог, называется классическим уравнением Янга — Бакстера. 
Часто оно рассматривается совместно с так называемым условием унитар­
ности 

г̂ 2 (uj, щ) =- — r^i (u2, Ui). (2) 

В данной работе, в частности, будет показано, что система (1) — (2) яв­
ляется условием гамильтоновости в смысле работ авторов [8] — [10] (при 
соответствующем выборе комплекса) оператора, канонически соответст­
вующего функции г. 

2. Введение основных дифференциально-геометрических объектов. 
Пусть а — некоторая (может быть, и бесконечномерная) алгебра Ли^ 
(Q, d) — комплекс линейных или топологических линейных пространств, 
т. е. Q = Й^ 0 й^ ф . . . ф Q^ 0 . . . , d: Q -> Q — линейное отображение 
такое, что dQ^ d Qfl^^^ d^ = 0. Если пространства й^ топологические, та 
оператор d и вводимые нами ниже операторы предполагаются непрерыв­
ными. 

Скажем, что (Q, d) — комплекс над алгеброй Ли а, если всякому 
а ^ й сопоставлено линейное отображение ia'- Q -> й, ia^^ С Q -̂̂ r 
iaQ^^ = {0},! удовлетворяющее условиям 

iah + h^a = О, [i^d -\- dia, г'ь! ^ ^КЬ]-
Оператор La = iad + dia (переводящий Q^ в Q^ для всех q) назовем 
производной Ли по направлению а е а. Операторы La задают представле­
ние алгебры Ли а в Q^, так как из приведенных формул легко следует, 
что Lia,b] = [La, Lb\^ 

в дальнейшем мы будем использовать следующие обозначения: для 
а е а, т ^ QP через am обозначается элемент iadm ^ Q ;̂ далее, для 
Н е Q̂" через (^, а) или (а, 5) обозначается элемент ia\ G= Й .̂ Мы будем 
предполагать, что из (|, а) = О для всех t ^Q} следует а = 0. 

Примеры комплексов над алгебрами Ли будут приведены ниже. 
3. Скобка Схоутена и гамильтоновы операторы. Цель этого пункта — 

в рамках введенных понятий определить симплектическую структуру. 
Связь с обычным определением симплектической структуры будет указа­
на в п. 6. 

Оператор Н: Q̂  ~> а назовем кососимметричным, если {Н^, ц) — 
= — (^, Нц) для любых I, Г] ^ й^. Скобкой Схоутена двух кососиммет-
ричных операторов i / , К: Q^ ~^й назовем трилинейное отображение 
[Н, К]: Й^ X Q̂  X Q̂  -> Q ,̂ определенное формулой 

Ш, К] (^1, I,, £з) = (KLnuh. 5з) + (HLKI., и, I,) + (цикл), (3) 
где слово (цикл) здесь и далее означает сумму по циклическим перестанов-
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кам индексов 1, 2, 3. Оператор Н: 0} -^ а назовем гамилътоновым, если 
он кососимметричен и [Н, Н] = О, 

Всякий гамильтонов оператор Я: Q̂  ^^ а позволяет построить свя­
занный с ним гамильтонов формализм. Скобка Пуассона вводится но фор­
муле {т^, т з̂} = {Hdm^, dm^), т^, Шз ̂  Й ;̂ она удовлетворяет на Q^ 
тождеству Якоби. Аналогом гамильтонова соответствия между функция­
ми и векторными полями в данной теории является отображение Hd: 
Q^ ->а; можно доказать, что это отображение является морфизмом ал­
гебр Ли. Подробное изложение всех этих фактов содержится в [8] — [10], 
поэтому мы не останавливаемся на них и переходим к определению симп-
лектической структуры. 

Если имеется кососимметричный оператор Я: Q^ -^а , то легко пока­
зать, что на его образе L = 1т Н С а корректно определено спаривание 

(ОН {а, Ь) = {а, Н-Щ e l ^« , (4) 
Т. е. если а, 6 е Ь = Im Я , то сон {а, Ъ) определено однозначно. Более 
общо, формула (4) имеет смысл для всевозможных пар (а, Ъ) ^ L^ X L, 
где L = 1т Н, L^ = (Кег Н)^ — подпространство в а, состоящее из все­
возможных а таких, что (а, | ) = О для всех | ЕЕ Кег Н. Очевидно, что 
L CZ Ь^. Мы охарактеризуем теперь гамильтоновы операторы в терминах 
спаривания (4). Введем некоторые определения. 

Пусть в алгебре Ли а зафиксированы два линейных подпространства 
L CZ L^ CZ й так, что [L, L] С! Li (подчеркнем, что ни L, ни Ь^ не обязаны 
быть подалгебрами алгебры Ли а). 

О п р е д е л е н и е . Билинейное отображение со: L^X L -^Q^ бу­
дем называть обобщенным 2'Коциклом на (й, Q), если 

(а) со кососимметрично на L X L, 
(б) для любых а ,̂ «2, а^ ^ L выполняется соотношение 

а̂ со («2, «з) — О) ([«1, а^], а^) + (цикл) = 0. (5) 
Очевидно, в случае, когда L является подалгеброй алгебры Ли а, 

данное определение переходит в обычное определение 2-коцикла на этой 
подалгебре (со значениями в Q^). 

Будем теперь рассматривать элементы ^ е й^ только на подпростран­
стве L^. Таким образом, два элемента l i , 2̂ ^ ^^ мы отождествим, если 
(?i7 ^) = (?2» ^) для всех а е Z/i- Соответствующее фактор-пространство 
обозначим через QLI« 

О п р е д е л е н и е . Обобщенный 2-кодикл со будем называть невы­
рожденным^ или обобщенной симплектической структурой на (а, й) , 
если существует изоморфизм i: L - ^ Q L такой, что 

(а, 1Ъ) ^ (д {а, Ь), а ^ L^, b ^ L. (6) 
Т е о р е м а . Всякий гамильтонов оператор Н: Q^ ^>-а определяет 

обобщенную симплектическую структуру соц на (а, Q), если положить 
L - Im Я , Li - (Кег Я)^-, сон (а, Ъ) = (а, Н'Щ. 

Обратно, по всякой обобщенной симплектической структуре можно 
построить гамильтонов оператор. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Н: Q^ ^^а — гамильтонов оператор. 
Проверим, что [L, L] d L^, т. е. что для любых а ,̂ % S Im Я имеем 
[«1, а^] е (Кег Я)-^. Пусть at = Я^ь I ^ Кег Я. Тогда, согласно (3), 
имеем 
о ^ _ i - [Я, Я] (|х, и, I) = {ЬниЬ, Щ) 4- (ЬньЬ ^ i ) + {LHIIU Hh) = 

= (ЬньЬ Hli) = - il, 1Щ2, Щ1]) = (I, [л^/аа]). 
что и требовялось. -̂  

1» 
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Кососимметричность соя на L X L, очевидно, следует из кососиммет­
ричности оператора Н, Далее, для а^ = Hit, i == 1, 2, 3, имеем 
ai(OH («2, аз) — соя ([«ь аа], аз) + (цикл) = (Щг) (Я^2, h) — ЦЩъ Щ2Ь Ы) + 

+ (цикл) = - (Я^з, ЬньЫ + (цикл) = 4 - [Я, Я] (^1, ^2, Ы = Or 

т. е. условие (5) выполнено. 
Проверим невырожденность (Оя* Построим сначала отображение i^ 

Всякому b ^ L = 1ш Н сопоставим класс эквивалентности элемента 
Н'^Ь е Й^ в фактор-пространстве Qii (поскольку всякие два прообраза 
элемента b отличаются на элемент из Кег Я , а L^ == (КегЯ)-^, данный 
способ сопоставления корректен). Обозначим этот элемент через Н'^Ь е 
е QLI» МЫ получим отображение i: L -^fi i i^ задаваемое формулой ib = 
= H^^b. Оно является изоморфизмом. В самом деле, очевидно, что это есть 
отображение «на». Далее, если b е Кег i, то, по определению QLI, имеем 
(а, Н'^Ъ) = О для всех а ^ L^ = (Кег Я)-^ и, в частности, для всех а,. 
имеющих вид а = Я | , I е Q^. Отсюда (^, Ь) = О для любого I е Й^^ 
и, следовательно, 6 == 0. Итак, всякий гамильтонов оператор определяет 
обобщенную симплектическую структуру. 

Обратно, пусть заданы пара L d Li CZ й я невырожденный обобщен­
ный 2-коцикл (О на (<t, Q). Для всякого элемента ^ е Й^ рассмотрим соот­
ветствующий класс эквивалентности i ^ Q i r В силу невырожденности,, 
существует однозначно определенный элемент b = i"^ ^ ЕЕ L такой, что 
(а, Н) = со (а, 6), а е L^. Сопоставляя элементу 5 S ^^ элемент b = 
= Г^5 е Z/, мы получаем линейный оператор Н: Q^ ^- L CZ й такой, что 
(а, ^) = (О (а, Я^) , 5 е Й^, а ^ L^. Кососимметричность оператора Я 
легко следует из кососимметричности со на L X L. Обращение в О скобки 
Схоутена [Я, Я ] вытекает непосредственно из условия (5). Итак, оператор 
Я — гамильтонов и теорема, таким образом, доказана. 

З а м е ч а н и е . Для кососимметричного оператора Я условие га-
мильтоновости [Я, Н] = О молшо переформулировать следующим экви­
валентным образом: для любых | , т) е Q^ выполнено условие 

[HI, Нц] = Я {iHidri — iHr^dl + diHit])-
В частности, образ Im Я гамильтонова оператора замкнут относительно 
коммутатора в а^). Из этого факта и доказанной теоре^мы вытекает, что не­
вырожденный обобщенный 2-коцикл определяет подалгебру L алгебры Л и 
а и обычный 2-коцикл на ней. 

4. Интерпретация классического уравнения Янга — Бакетера. Пусть 
алгебра Ли й является топологической алгеброй Ли. Построим специаль­
ного вида комплекс Q над а, введя пространства £2^, g ^ О, а также опе­
раторы d и ia, а е а, следующим образом. Положим Q® = R (или С); 
далее, пусть Q^ есть пространство полилинейных, кососимметричных и 
непрерывных по своим аргументам форм co(ai,. . ., а^), принимающих 
значения в R (или С). Полагаем 

d(o (ai, . . . , aq+i) = 2 (— 1)'"̂ *̂ ^ ([«i» ^Л» a i , . . . , й г , . . . , й^-, . . . , Uq+i), 

(г'асо) (ai,. . ., a^^i) = со (a, «i , . . ., a^.i). 
Как нетрудно проверить, все необходимые требования (см. п. 2) при этом 
выполнены и, таким образом, возникает комплекс Q над алгеброй Ли а. 

О п р е д е л е н и е . Гамильтонов оператор Я : Q^ - > а мы будем 
в данном случае называть оператором Янга — Бакетера, а условие обра-

)̂ Это независимо заметил также Ю. Л# Далецкий. 
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щения в О скобки Схоутена Ш, Я ] , приобретающее в этой ситуации вид 
(li, [щ^, щ,]) + (цикл) = О, 1„ и, I, е QS (7) 

— классическим уравнением Янга — Бакстера. 
Дадим наобходимые пояснения. Поскольку Q^ = а*, оператор Н 

является элементом пространства Нош (а*, а). В случае конечномерных 
или ядерных пространств имеется естественное соответствие между 
Н о т (а*, а) и а (8) л. Поэтому неизвестную функцию, входящую в класси­
ческое уравнение Янга —Бакстера, обычно рассматривают, как элемент 
а(х)<^« Неестественность подобной интерпретации, на наш взгляд, сказы­
вается в том, что для определения классического уравнения Янга— Бак­
стера (см. п. 1) приходится вкладывать алгебру Ли в ассоциативную ал­
гебру с единицей, а затем доказывать, что оно не зависит от способа вло­
жения. То определение классического уравнения Янга — Бакстера, ко­
торое мы привели, не требует никаких дополнительных структур. 

Традиционная форма классического уравнения Янга — Бакстера 
(п. 1) может быть получена из нашего определения следующим образом. 
В качестве алгебры Ли й рассмотрим алгебру токов на С со значениями 
в конечномерной алгебре Ли g. Будем предполагать, что топология в а 
и а* выбрана таким образом, что элементы Нош (а*, а) задаются ядра­
ми г {щ, ^з), принимающими значения в ^ ® ^; кососимметричные опе­
раторы Н\ И^ -^ й тогда задаются ядрами, удовлетворяющими условию 

г (и^, и^) = — а̂ ^ г (^2, J^i), ^8) 

где сг̂ :̂ 3 g) ^ -> ^ ® ^ — оператор перестановки, действующий по пра­
вилу о'^^ (а (Я) Ъ) = b ^) а (ср. (8) с условием унитарности (2)). Зафикси­
руем базис е^,. . ., е^в алгебре Л я ^. Тогда, как нетрудно проверить, ра­
венство (7) может быть переписано в терминах ядра г следующим обра­
зом ^): 
S (г̂ °̂  (W2, иг) г̂ Р (W3, ui) [Са, е^у + г^« (мз, и^) г̂ Р (wi, ŵ ) [^а, e^Y + 

+ Г'"" (Ml, Мз) г̂ Р (^2, Из) [Са, e^f) = 0, ^ у, А: = 1 , . . . , п. (9) 

Остается лишь убедиться, что система полученных равенств является 
(с учетом условия (8)) координатной записью уравнения (1). Мы видим, 
таким образом, что система (1) — (2) есть запись условия гамильтоново-
сти оператора Н. Поэтому, в силу теоремы п. 3, мы можем охарактеризо­
вать решения этой системы, как обобщенные невырожденные 2-коциклы 
на (а, Q). 

В случае, когда алгебра Ли а конечномерна, обобщенный невырожден­
ный 2-коцикл на (а, Q) является R-или С-значным 2-коциклом на подал­
гебре алгебры Ли й (в самом деле, простое рассуждение, использующее 
соображения размерности, показываег, что из условия невырожденности 
вытекает в случае конечномерной алгебры Ли а совпадение подпространств 
L и L^). В случае же, когда а есть бесконечномерная алгебра Ли, вообще 
говоря, существуют и такие реншния классического уравнения Янга — 
Бакстера (7), для которых включение L d Li — строгое. 

Отметим, что тот факт, что уравнение Яига — Бакстера входит в раз­
витую нами схему, понял В. Г. Дрпнфельд, Он также для случая конечно­
мерных алгебр Ли, для которых алгебра Ли интегрируется до группы, 
сформулировал (при Q^ = С, Q^ = g*) соответствующее условие 
в групповых терминах [161. 

)̂ Не следует путать координаты тензора г̂ ^ с обозначениями г^^, г̂ ,̂ г̂ з, тради­
ционно принятыми в данной теории. 
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5. Дифференциально-геометрические объекты формального вариацион­
ного исчисления. Рассмотрим кольцо А многочленов от букв Ua\ где а 
пробегает некоторое множество/, конечное или бесконечное, i = 0 , 1 , 2 , . . . 
Прежде чем ввести связанные с формальным вариационным исчислением 
алгебру Ли и комплекс над ней, мы опишем вспомогательный объект — 
комплекс де Рама кольца А, Рассмотрим алгебру Ли а всех дифферен­
цирований д кольца А и введем пространства Q^, состоящие из всевозмож­
ных кососиммегричных полилинейных над А форм со (^i,. . ., dq), при-
нимаювл,их значения в кольце А. Операторыd: Q^ -> Q̂ '"̂ ^ и г'а : ̂ ^ -> Q^" ,̂ 
д ^ й, определим, соответственно, по формулам 

г 

+ 2 ( ~ 1)̂ ^̂ " со {[di, dj], 5 i , . . . , ^„ . . . , 5 , . , . . . , 5g+i), 

(Jaco) ( ^ 1 , . . . , dq^i) = 0) (^, (9i , . . . , dq^i). 

Возникает комплекс Q (Л) над алгеброй Ли й дифференцирований кольца 
А, KSLShiBdieMbm комплексом де Рама KORhiidi А. В алгебре Ли а мы выде­
лим дифференцирование, обозначаемое d^dx, и определяемое формулой 
{d/dx)f = ^ u^^^^dfjdu^a' Рассмотрим подалгебру «1 алгебры Ли а, состоя-

г,а 
щую из дифференцирований, коммутирующих с didx. 

Основной комплекс (Q, d) мы введем следующим образом. Будем счи­
тать со е Й^ эквивалентной О, если со есть производная Ли La/dx^i не­
которой формы coi GE й^. Совокупность ^-форм, эквивалентных О, обозна­
чим через Qo и положим Q̂  = Q /̂Qo- В пространстве Q = 0 Q '̂ коррект­
ным образом определены отображения d: Q^ -^^ Q̂ +̂  и г̂ : Q^ -> Q^^^ при 
любом д G= ui- Нетрудно проверить, что для d и ?а выполнены требования 
п. 2 и, таким образом, возникает комплекс (Q, d) над алгеброй Ли aj. 

Пара, состоящая из алгебры Ли дифференцирований д кольца А та­
ких, чго [д, d/dx] ^ О, и построенного выше комплекса (Q, d), и является 
основным объектом формального вариационного исчисления. 

Алгебру Ли Й1, а также пространства QQ И Q^ МОЖНО описать несколько 
более содержательным образом. Как нетрудно видеть, всякое дифферен­
цирование из ui имеет вид д =^ ha^d/dua, где h^^ == (dldxyha*^ Обозна-

г, а 
чим через А^ совокупность всевозможных последовательностей h ~ 
= {Аа}7 ha^A, а S / . Всякую такую последовательность мы будем 
называть векторным полем. Поскольку всякое дифференцирование 
д ^ui однозначно определяется набором h^ = dua, можно интерпрети­
ровать алгебру Ли а ,̂ как пространство векторных полей А^, наделенное 
коммутатором к = [h, g], где 

а, г ^ а ос / 

Коммутатор в пространстве векторных полей был впервые введен по фор­
муле (10) в [4]. Далее, пространство Q ,̂ очевидно, совпадает с фактор-
пространством А — A!{dldx)A и состоит, таким образом, из элементов 
вида ; такие элементы в формальном вариационном исчис­
лении называются функционалами. Наконец, можно проверить, что про­
странство Q^ отождествляется с пространством А таких последователь-
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ностей ^ =^ {ьа}? ^а S ^? ее е / , ЧТО la ¥= (^ ЛИШЬ ДЛЯ конечного набора 
Индексов а. Спаривание (g, /г) ^ Л между 1-формой I ^ Л и векторным 
полем h ^ А^ определяется формулой (g, Щ = \^ ^а^а dx^A. Детальное 

а 
изложение этих фактов имеется в работе НО], 

Рассмотрим гамильтоновы операторы. Пусть Н: Q^ -> di — гамиль-
тонов оператор. Согласно принятьш нами соглашениям, можно считать, 
что Н действует из пространства А 1-форм в пространство А^ векторных 
нолей, и, тем самым, может быть задан бесконечной матрицей Н =--
= (11а^,На^:А -> Л , а , р е / . Обычно в вариационном исчислении пред­

полагают операторы На^ дифференциальными, т. е. имеющими вид )̂ 
n(a,j3) 

Косая симметрия такого оператора Н сводится к соотношениям 

Условие обраш,ения в О скобки Схоутена [Н, Н] можно, как показано в 
[8], переписать следуюш;им образом: 

{{DHh)Hl„ |з) + (цикл) = О, l i , 1„ | з е А, (12) 

где через DH^, при фиксированном ^ ^ Л , обозначается оператор {DHD-
Л -^ А с матричными элементами 

г,3,У Р 

Основываясь на формулах (И) —(12), удается записать условия гамиль-
тоновости оператора Н в виде системы уравнений на коэффициенты «арг S 
е А, решая которую, в конечном счете получаем примеры гамильтоновых 
операторов вариационного исчисления. Подробное описание гамильтоно-
ва формализма вариационного исчисления, а также разбор примеров мож­
но найти в работах [8] — [10]. 

6. Конечномерные гамильтоновы многообразия. Пусть М — гладкое 
ттг-мерное многообразие, а — алгебра Ли векторных полей па М, (Q, d) — 
комплекс дифференциальных форм на М, т. е. комплекс де Рама кольца 
С°° (М) гладких функций на М(см. п. 5). Пара, состоящая из указанных 
алгебры Ли а и комплекса (Q, d) над ней, и является основным объектом 
рассмотрения данного пункта. 

Предположим, что всякой точке х ^ М поставлен в соответствие ли­
нейный оператор Н (х): Т^М -> Т^М, гладко зависящий от х и кососим-
метричный при всяком д; е М, т. е. такой, что (Я {х)1, т]) = — (^, Н {х)^]), 
1^ ц ^ ТхМ, Иначе говоря, мы предполагаем, что па М задано бивектор-
ное поле Н (х) = {W^ {х)}. Такое поле определяет, очевидно, некоторый 
кососимметричный оператор Н: 0} ->а. Условие гамильтоновости опе­
ратора Я, т. е. условие обращения в О скобки Схоутена [Я, Я], как не-

)̂ То, что Н^о имеет такой вид, означает локальность скобок Пуассона, т.5 е. 
других обозначениях {и^ {х), и^ (у)} = Ея̂ р,̂ '̂̂  {х ^ у). 
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трудно видеть, может быть записано в координатах следующим образом: 

V дх^ дх^ дх"^ ' 
(13) 

О п р е д е л е н и е . Многообразие М, снабженное бивекторным по­
лем Н (х), удовлетворяющим условию (13), мы будем называть гамилъто-
новым многообразием. 

На всяком гамильтоновом многообразии, согласно изложенной выше 
общей схеме, может быть построен гамильтонов формализм, т. е. введены 
скобки Пуассона функций 

удовлетворяющие тождеству Якоби, указано соответствие между функ­
циями на М (гамильтонианами) и гамильтоновыми векторными полями 
и т. д. Гамильтоново многообразие является весьма естественным обобще­
нием симплектического многообразия. В самом деле, согласно теореме 
п. 3, со всяким гамильтоновым многообразием М можно связать пару 
пространств L а Lid й и невырожденный обобщенный 2-коцикл со, 
определенный на L^ X L. Если оператор Н (х) при всяком х tE: М осу­
ществляет изоморфизм ТхМ с ТхМ (что возможно лишь при четном т), 
то, как нетрудно видеть, пространство L совпадает со всей алгеброй Ли 
а, а указанный 2-коцикл со — это замкнутая невырожденная билинейная 
форма на ЛГ, т. е. симплектическая структура. 

Случай, промежуточный между гамильтоновыми и симплектическими 
многообразиями, исследован А. Лихнеровичем [17]. Это — так называе­
мые пуассонови многообразия, т. е. многообразия, снабженные бивектор­
ным полем постоянного ранга 2п << т, удовлетворяющим условию (13) 
Как показано в работе [17], всякое пуассоново многообразие допускает 
слоение коразмерности ттг — 2д на симплектические многообразия. Слои 
касательны к подпространствам Im Н {х) С Г с̂М, а симплектическая 
структура на них индуцирована бивекторным полем. Этот результат мо­
жет быть получен на основе упоминавшегося выше свойства гамильтоно-
вых операторов, состоящего в том, что образ такого оператора замкнут 
относительно коммутатора в а. В самом деле, если рассмотреть распре­
деление {Im Н {х)) на многообразии М, то, по теореме Фробениуса, оно 
будет интегрируемым, и, тем самым, определяет указанное слоение. Более 
сложен общий случай гамильтонова многообразия, когда ранг оператора 
Н (х) может меняться от точки к точке. Ряд возникающих здесь структур 
исследован в работе А. А. Кириллова [19]. 

Отметим, что рассмотренный комплекс (Q, d) не исчерпывает инте­
ресных примеров комплексов над алгеброй Ли векторных полей. Важен, 
например, комплекс ( 0 А^а*, д), возникающий при рассмотрении кого-

Q 

мологий алгебры Ли а с постоянными коэффициентами (см. [И] — [13]). 
Другой интересный комплекс над а получается, если в качестне Q^ 
взять совокупность всевозможных д-линейных отображений а и себя; 
действие алгебры Ли а на Q^ индуцируется присоединенным дейст­
вием на а. Этот комплекс тесно связан с деформациями алгебр Ли 
(см. [13], [18]). 

Заслуживают внимания также комплексы над алгебрами Ли, возни­
кающие в связи с расслоенными пространствами. Пусть имеется векторное 

л расслоение Е —> М, Обозначим через G группу его автоморфизмов. Пусть 
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(Q, d) есть комплекс дифференциальных форм на £', удовлетворяющий 
естественным требованиям согласованности со структурой расслоения 
(или, в наших терминах, являющийся комплексом над алгеброй Ли груп­
пы G). Согласно общей схеме, здесь могут быть определены гамильтоновы 
операторы. Поскольку группа G содержит в качестве подгруппы группу 
токов на многообразии М со значениями в GL (п), а также (в случае три­
виального расслоения) группу автоморфизмов базы М, условие гамильто-
новости здесь обобщает классическое уравнение Янга — Бакстера, с од­
ной стороны, и условие гамильтоновости (13), с другой. Соответствующие 
формулы будут опубликованы отдельно. 

Интересен бесконечномерный аналог этой ситуации, который полу­
чится, если алгебру Ли векторных полей на базе М заменить алгеброй 
Ли векторных полей формального вариационного исчисления. 
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