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Введение

1. С каждым линейным дифференциальным уравнением р-го порядка

(1) 0<Р> + ? 1 (z) уйь-Й + . . . + qp (z) у = 0

с рациональными на комплексной плоскости С коэффициентами qi (z) можно
связать некоторую группу, называемую группой монодромии уравнения (1),
Обозначим через D множество {аг, . . ., ап} особых точек уравнения (1) на
сфере Римана СР1. Множество D состоит из полюсов коэффициентов q1 (z), . * .
. . ., qp (z) в конечной комплексной плоскости и, быть может, точки оо (в той
случае, когда какой-либо из коэффициентов приведенного уравнения, по-
лученного из (1) заменой переменной £ = 1/z, имеет полюс в точке £ = 0)»
Зафиксируем точку z0, лежащую в СР1 \ D и базис (уи . . ., ур) в простран-
стве решений уравнения (1) в окрестности О (z0) d CP1 \ D. Функции
Ух, . . ., ур допускают аналитическое продолжение вдоль любого пути, же
пересекающего D. Пусть у — петля с началом и концом в точке z0, лежащая
в СР1 \ D. После аналитического продолжения функций ух, . . ., ур вдоль <у
получим функции ух, . . ., ур, которые вновь образуют базис в пространстве
решений уравнения (1) и, стало быть, связаны с исходными функциями со-
отношением следующего вида

{ух, . . ., yt)'G = (ух, • • ., Уг).

зависит лишь от гомотопическ
м

(2) к щ (СР1 \ D, z0) -» GL (р; С)

Сопоставление у >-*• G зависит лишь от гомотопического класса [у! петли
и задает гомоморфизм

' @ А. А. Болибрух, 1990
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фундаментальной группы пространства СР1 \ D в группу невырожденных
комплекснозначных матриц порядка р *). Гомоморфизм (2) называется пред-
ставлением монодромии или просто монодромией уравнения (1), а группа
I m ^ — группой монодромии этого уравнения. При замене точки z0 на z0 или
при замене базиса (уг, . . ., ур) матрицы монодромии G переходят в S^GS,
где S — неособая постоянная матрица. Тем самым монодромия уравнения
(1) определена с точностью до эквивалентности.

Аналогично определяется представление монодромии и для систем ли-
нейных дифференциальных уравнений

(3) df = со/,

где со = |] <»y|j, 1 «С h I ^Pi — матрица дифференциальных 1-форм, голо-
морфных на СР1 \ D (подробнее см. [30]).

Среди систем (3) можно выделить класс систем типа Фукса. Это такие
системы, матричные дифференциальные формы со которых имеют в точках
из D особенности типа простых полюсов. Обозначим через Вг = res со вычеты

<Ч
формы со в точках а%. Если точки оо нет среди особых точек фуксовой систе-
мы (3), то она принимает вид

причем

(5) J В1 = 0.

Все особые точки являются для фуксовой системы (4) регулярными осо-
быми точками. Последнее означает, что любое решение / при приближении
к особой точке а\ по любой секториальной окрестности с вершиной в точке-
Oi, не совпадающей с С, растет не быстрее некоторой степени расстояния
\ Z — Яг | ДО ЭТОЙ ТОЧКИ.

Класс систем (3) с регулярными особыми точками содержит в себе класс
фуксовых систем, но не исчерпывается им (см. [1]).

В отличие от систем для уравнений (1) понятия фуксовостии регуляр-
ности эквивалентны. Если точка а 4 Е ^ является регулярной особой точкой
для (1), то можно показать, что

( 6 ) Я] (z) = ' j ,, 7 = 1 , . . •, Р,

где г,- (z) — голоморфные в окрестности точки аг функции. Уравнения (I),
(6) называются фуксовыми в точке аг.

2. Задача восстановления фуксова уравнения по его монодромии (2)
впервые упоминается Риманом в одной из заметок конца 1850-х гг. В 1900 г.
она была включена Д. Гильбертом в число его «Математических проблем»
под XXI номером и сформулирована следующим образом Е2]:

«Показать, что всегда существует линейное дифференциальное уравнение
фуксова типа с заданными особыми точками и заданной группой монодро-
мии».

Сложилась традиция, по которой эта проблема применительно к фук-
совым системам называется в литературе проблемой Римана — Гильберта 2 )

х) Собственно, речь идет о гомоморфизме группы скольжений универсального на-
крытия S пространства СР1 \D в GL (р; С), однако, как правило, удобнее иметь дело»
е более конкретно заданным объектом — фундаментальной группой, которая известным
образом отождествляется с группой скольжений.

а) Аналогичное название^употребляется и для другой задачи, которая здесь не рас-
сматривается (см., например, [11]).
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( Р . — Г . ) . Конформным преобразованием СР1 всегда можно добиться того,
чтобы точки оо не было среди особых точек системы (3), поэтому проблему
Р. — Г. можно сформулировать так:

«Дано представление (2). Показать, что всегда существует система
(4), (5) с заданной монодромией (2)».

Проблема Р. — Г. являлась объектом исследования многих математи-
ков. Имеется ряд положительных результатов о ее разрешимости (в классе
систем с регулярными особыми точками аналогичная проблема разрешима
всегда). Краткий обзор этих результатов дан в § 1 настоящей работы.

В § 2 излагаются принадлежащие А. X. М. Лёвелю [3] результаты
о строении пространств решений фуксовых систем и систем с регулярными
особыми точками.

§ 3 носит подготовительный характер. Здесь сформулированы некото-
рые факты из теории приводимых систем и описаны основные технические
приемы, используемые в дальнейшем.

В § 5 вводится понятие фуксового веса представления (2) и исследуют-
ся его свойства.

Основными результатами настоящей работы являются следующие (см.
[4]).

Т е о р е м а 1. Для любого неприводимого представления(2) размер-
ности / ? = 3 проблема Р. — Г. разрешима.

Т е о р е м а 2. Для любых трех точек а1, а2, а3

 и любого представле-
ния (2) размерности р = 3 проблема Р. — Г. разрешима.

Т е о р е м а 3. Для любого п ^> 3, любого набора точек а ъ . . ., ап

и любого р ^ 3 найдется такое представление (2), для которого не существу-
ет реализующей его фуксовой системы.

Теорема 3 означает, что проблема Р. — Г. имеет отрицательное решение.
Теорема 1 доказывается в § 4. Теоремы 2 и 3 доказаны в § 6 на основа-

нии результатов § 5. Здесь же описаны все представления размерности
р = 3, не реализующиеся фуксовыми системами (следствие 6.1) и приведен
конкретный пример такого представления для п = 4 (пример 6.1).

В § 7 индексы Гротендика [5] двумерного голоморфного векторного рас-
слоения на СР1 с неприводимой связностью интерпретируются в терминах
фуксового веса монодромии этой связности.

В заключении указана связь между разрешимостью проблемы Р. — Г .
в различных постановках, включая постановку в классе систем с регуляр-
ными особыми точками и уравнений с ложными особенностями, а также
дан краткий обзор литературы по многомерной проблеме Р. — Г.

Я глубоко благодарен В. А. Голубевой и В. П. Лексину, сообщивших
мне о работе [6], а также Д. В. Аносову и А. В. Чернавскому, сделавших
ряд ценных замечаний по улучшению доказательств.

§ 1. Краткий обзор результатов

1.1. Долгое время считалось, что проблема Р. —Г. полностью решена
И. Племелем в работе [7] 1908 г. Однако в начале 1980-х гг. в его доказа-
тельстве были обнаружены лакуны (см. [8], [9]). Метод решения, предло-
женный Племелем, состоял в сведении проблемы Р.— Г. к так называемой
однородной граничной задаче Гильберта теории сингулярных интеграль-
ных уравнений. Подробное исследование последней задачи содержится
в книгах Н. И. Мусхелшпвили [10] и Н. П. Векуа [11]. Упомянутое сведе-
ние осуществляется следующим образом.

Пусть все точки ах, . . ., ап лежат в конечной комплексной плоскости.
Соединим их простым замкнутым контуром L (рис. 1). Зададим на L кусоч-
но-постоянную невырожденную матричную функцию g (t) следующим обра-
зом:

g (t) = Gv. . . -Glt t<= [а
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где Gi — матрица монодромии (2), соответствующая обходу точки щ по «ма-
лой» петле. Обозначим через С+ область конечной комплексной плоскости,,
ограниченную контуром L, через С' — дополнение к С+ в СР1.

Рассмотрим следующую задачу: найти все такие пары вектор-функций
Ф+ = (ф(1), • • •, ФЙ») и ф~ = (ф^), . . ., ф^р)), что:

1) Ф+ (z) голоморфна в С+, ф (z) голоморфна в С~ и имеет конечный по-
рядок в точке оо;

2) ф+ (z), ф~ (z) непрерывны вплоть до контура L, за исключением то-
чек % , . . . , ап, и на (ai; a-i+1) связаны соотношением

Ф+ (t) g (t) = ф" (t);

3) ф± (z) (z — ui)8 стремится к нулю для некоторого 0 <^ е < 1 при
приближении точки z к а, по областям С+ и С" соответственно.

Эта задача сводится к задаче с непрерывной функцией g (t) (Племель
и Векуа осуществляют это сведение по-разному), которая затем решается

методами теории сингулярных интеграль-
ных уравнений. При этом оказывается,
что всегда существует такая система ре-
шений фг,. . ., Фр , для которой выпол-
нены следующие условия:

а) определитель матрицы Т, строчки
которой составлены из вектор-функций
Ф1 (z), . . ., ф^ (z), отличен от нуля во
всех точках комплексной плоскости С, за
исключением точек из!);

б) матрица zs-T(z), где S —некото-
Рис. 1 рая целочисленная диагональная матрица^

голоморфно обратима в точке оо.
Функция ф;+ (z) из этой системы решений допускает аналитическое про-

должение вдоль любого пути, не пересекающего множества D особых точек,,
в любую точку С \D. Из свойства 2) следует, что при продолжении q>f
вдоль «малой» петли, обходящей точку а*, ф/" переходит в ф^С^на рис. 1
i = 2), поэтому то же самое верно и для матрицы Т (z). Таким образом,,
при аналитическом продолжении вдоль петли у с началом и концом в точ-
ке z0 матрица Т переходит в Т, где

Тп же самое верно и для матрицы

Г = (z - ъ

которая уже является голоморфно обратимой в точке оо согласно свойству
б) построенной системы решений.

Отсюда и из свойства а) следует, что матричная форма

(1.1) со = 6.Г (Г)" 1

однозначна на СР1 и голоморфна вне особых точек аъ . . ., ап из D. Система
(3) с матричной формой (1.1) имеет заданную монодромию (2), а точки
аи . . ., ап являются для нее регулярными особыми точками.

Далее Племель применяет некоторую процедуру, с помощью которой
переходит от построенной системы к другой с той же монодромией и с теми же
особыми точками, которая уже является фуксовой во всех точках кроме,,
быть может, одной. Доказательство Племеля в этой части не вызывает ни-
каких возражений. Что же касается утверждения Племеля о том, что в пос-
ледней точке систему также можно привести к фуксовой, то строгое доказа-
тельство в общем случае в его работе отсутствует. Однако рассуждение Пле-
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меля проходит, если одна из матриц монодромии Gt диагонализируема (см.
[91).

Итак, в работе Племеля доказана разрешимость проблемы Р. — Г. в слу-
чае, когда одна из матриц монодромии Gi, соответствующая обходу точки
ПГ ПО «малой» петле, диагонализируема.

Племель также первым решил проблему, аналогичную проблеме Р . —
Г. в классе систем с регулярными особыми точками.

1.2. После опубликования результата Племеля [7] тематика работ, свя-
занных с проблемой Р. — Г., переместилась в основном в область эффектив-
ного построения матриц фуксовой системы по заданным матрицам монодро-
мии G l5 . . ., Gn. В конце 1920-х гг. И. А. Лаппо-Данилевский с помощью
развитого им метода аналитических функций от матриц представил решения
фуксовой системы и матрицы монодромии G1? . . ., Gn в виде сходящихся
рядов от матриц коэффициентов этой системы (см. [12]). Эффективное ре-
шение проблемы Р. — Г. сводилось в этом случае к обращению получеыых
рядов и к исследованию вопроса сходимости, который был решен в [12] по-
ложительно для матриц Gx, . . ., Gn, близких к единичной матрице.

Тем самым Лаппо-Данилевский доказал разрешимость проблемы Р.—
Г. для представлений (2), матрицы монодромии которых, соответствующие
обходам точек at по «малым» петлям, близки к единичной матрице.

В 1956 г. разрешимость проблемы Р. — Г. для представления (2) раз-
мерности р = 2 в случае трех особых точек доказал Б. Л. Крылов в [13],
построив эффективное решение задачи.

Аналогичную задачу для четырех особых точек рассмотрел Н. Д. Еру-
гин [14], установивший, в частности, ее связь с уравнением Пенлеве.

Задача эффективного построения уравнения типа Фукса тесно связана
с чрезвычайно важной для приложений задачей вычисления акцессорных
коэффициентов, которая в настоящей работе не рассматривается. Информа-
цию по этому вопросу см. в [15, 16, 14].

1.3. Новый этап в изучении проблемы Р. — Г. открыла работа X. Рёр-
ля [17] 1957 г., впервые применившего к ее решению методы теории расслое-
ний 1). По представлению (2) Рёрль строит главное расслоение на СР1 \ D
со структурной группой GL (р; С). Нам в дальнейшем понадобится коорди-
натное описание этого расслоения.

Рассмотрим конечное покрытие {Ua} множества CPX\D связными
односвязными открытыми множествами Ua со связными односвязными пе-
ресечениями. Зафиксируем пути уа, ведущие из точки z0 в фиксированные
точки z« ЕЕ Ua. Пусть z ЕЕ Ua П U§, обозначим через ta (z) путь от точки
za к z, лежащий в Ua. Зададим на Ua f] U$ функцию перехода

(1.2) fop (z) = % (Ша (z) if (z) Yp1]).

Ясно, что функции fop (z) постоянны на Ua f] £/p. Нетрудно проверить,
что fop = gja, и условие коцикла

gafr-gfry = gay

выполнено. Обозначим построенное голоморфное расслоение на СР1 \ D
через F'.

База СР1 \ D расслоения F' стягивается на свой одномерный остов,
поэтому комплексное расслоение F" топологически эквивалентно тривиаль-
ному расслоению (см. [18]). Поскольку множество СР1 \ D является мно-
гообразием Штейна, то F' голоморфно тривиально (см. [19]). Пусть
{Та (z)} —голоморфная тривиализация расслоения F'. Рассмотрим семейст-

х) Фактически соображения такого рода восходят к Биркгофу, передоказавшему в [211
результат Племеля, однако в то время адекватного геометрического языка для соответ-
ствующего описания не было.
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во матричных дифференциальных 1-форм {соа}:

(1.3) « а = -T^-dTa.

Из того, что Та1 (z) g'ap (z) = Гр" (z) на C/a П С/р и gap (z) постоянна, сле-
дует, что соа = сор на Uа П Up, тем самым семейство (1.3) задает глобаль-
ную матричную дифференциальную форму со, голоморфную на всем СР1 \
\ D. Из построения следует, что система (3) с указанной формой со имеет
заданную монодромию (2). Затем Рёрль продолжает расслоение F' с помощью
сечения {Та} на всю сферу Римана СР1. Продолженное расслоение всегда
имеет мероморфное сечение, голоморфно обратимое вне точек из D. Построен-
ная по этому сечению система (3) имеет заданную монодромию, а точки
% , . . . , ап являются для нее регулярными особыми точками.

Таким образом, Рёрль передоказал результаты Племеля, а также дока-
зал разрешимость проблемы Р.— Г. на некомпактной римановой поверхнос-
ти. Кроме того, Рёрль в [171 доказал также разрешимость в классе систем
с регулярными особыми точками проблемы, аналогичной проблеме Р . — Г.
для произвольной римановой поверхности (при этом, правда, у построенной
системы появляются, вообще говоря, дополнительные «ложные» особенности»
не дающие вклада в монодромию).

«Топологический» подход позволяет оценить множество тех представле-
ний, для которых разрешима несколько модифицированная проблема Р. — Г»
(Ю. С. Ильяшенко [9]): «В пространстве (GL (р; С))п~х существует счетное
объединение собственных аналитических подмногообразий, каждый набор
Gi, . . ., Gn-i из дополнения к которому обладает следующим свойством-
Для каждого набора (z — a^)Kl , . . ., (z — ап)

Еп фуксовых главных частей
п

exp 2niEj = Gj, j = 1, . . ., п, Gn = {Gv . . . • GW-i)"1, 2 Sp#7- = 0 су-
ществует фуксова система, фундаментальная матрица решений которой име-
ет фуксовы главные части из данного набора.»

1.4. В 1979 г. появилась работа [6] В. Деккера, из результатов которой
вытекает разрешимость проблемы Р. — Г. для любого набора точек а1? . „ ,
. . ., ап и любого представления (2) размерности р = 2. Метод решения со-
стоит в подправлении системы (3) с регулярными особыми точками и задан-
ной монодромией до фуксовой с помощью калибровочных преобразований

(1.4) g = T(z)f,

при которых система (3) переходит в систему dg = co'g с формой

(1.5) со' = ЙГ-Г"1 + ГСОГ"1.

Если матричная функция Г (z) мероморфна на СР1 и голоморфно обратима
вне точек из D, то система (3), (1.5) вновь является системой с регулярными
особыми точками о1 } . . ., ап и той же монодромией. Используя результат
П. Делиня [20] о виде матрицы коэффициентов системы с регулярными осо-
быми точками, Деккер доказывает существование матрицы Г (z), приводя-
щей матрицу со к со' из (1.5), которая в точках из D имеет особенности типа
простых полюсов.

§ 2. Критерии фуксовости системы с регулярными особыми точками

2.1. Рассмотрим произвольную систему (3), форма со которой голоморф-
на на СР1 \ D. Множество решений X такой системы является /ьмерным
линейным пространством вектор-функций, голоморфных на универсальном
накрытии
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Будем в дальнейшем точки из S обозначать через у, а соответствующие им
точки я (у) из СР1 — через z.

После фиксации точек z0 £Е СР1 \ D и у0 ЕЕ я~х (z0) фундаментальная
группа щ (СР1 \D, z0) отождествляется с группой скольжений накрытия,
поэтому можно определить действие g* элемента g ЕЕ. nt (CP1 \D, z0) на
функцию / (у) ЕЕ X следующим образом:

(2.1) (g*f) (У) = / (g-'y).

Это действие задает представление монодромии (2) системы (3). Дейст-
вительно, если (е) = (ех (у), . . ., ер (у)) — некоторый базис в I , то для фун-
даментальной матрицы Т (у) пространства X, построенной по базису (е)
согласно (2.1) имеем

(последнее, в частности, означает, что пространство решений X инвариантно
относительно действия (2.1) фундаментальной группы n1(CP1\D, z0)).

Обозначим через Oi связные односвязные и попарно непересекающиеся
окрестности точек ai в СР1, а через

(£„ yb -X(Ot\airzb
— соответствующие универсальные накрытия. Пусть 8* — петля с началом
и концом в точке z?, целиком лежащая в О* \ а\ и соответствующая одно-
кратному обходу точки пг в отрицательном направлении (по часовой стрел-
ке). Зафиксируем пути у г в СР1 \ D из точки z0 в точки z? такие, чтобы пет-

п

ля 11 (Vi'Sj-vT1) была гомотопна постоянному пути (соотношение обхода)^
€ = 1

обозначим класс петли yi-Si-yi1 через gi. Тем самым определяются вложения
Si Q. S (при этом вложении точка i/? переходит в уоу% — конечную точку
ПОДНЯТОГО ПуТИ yi) И

(2.2) yf: Я1 (Oi \ щ, а?) -• я, (СР1 \ D, *„).

Гомоморфизм

(2.3) Xi= " i (Ог \ о,, z?) ^ GL (р; С),

где %г = % ° yi, будем называть i-м локальным представлением, построенным
по представлению (2).

Вложение (2.2) позволяет определить действие описанного выше эле-
мента gi ЕЕ я х (СР1 \D, z0) на любую функцию, заданную на &\, в част-
ности, на функцию In (у — а,), которая определяется следующим образом!

d (z — a . )

где у — путь в Oi \ аи соединяющий точки z; и iii (у) и такой, что у\у = у.
Из (2.1) и (2.2) следует, что

(2.4) g* In (у — Oi) = Ы(у — пг) + 2яг".

Всюду в дальнейшем под функцией (у — а,)Е' будет пониматься функция

(у — ai)Ei = exp (Ei In (у — пг

заданная на Si
Фундаментальную группу %1(CP1\D,z0) можно рассматривать как

группу с п образующими gx, . . ., gn и единственным соотношением gx~ . . .
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• • • 'gn — £• Обозначим через Gu ЕГ матрицы

(2.5) Gi = x(gi)r ЕГ=^-ЫСЬ 0<Rep|<l,

где pi — собственные значения матрицы Е\.
2.2. Перейдем к описанию строения пространства X решений системы

(3) в окрестности регулярной особой точки аи данному А. X. М. Лёвелем
в [3].

Любая компонента fj (у) вектор-функции / (у) е= X |g. может быть

представлена в виде так называемой конечной логарифмической суммы (см.
[1]):

(2.6) fj(y) = 2 (у-а1)
р*кы(г)1пьЦу-1ц)%

К, tea

где сумма конечна, 0 ^ Re рк < 1, Ь; ЕЕ Z, bt > 0, Ь,ы (z) — ряды Лорана
с конечной главной частью, и подобные члены (относительно наборов
(Рк, hi)) приведены.

О п р е д е л е н и е 2.1. Нормированием фг (hkl (г)) в точке аг или г-ж
нормированием ряда Лорана hn (z) с конечной главной частью называется по-
рядок нуля (порядок полюса со знаком «минус») функции hu (z) в точке аи

О п р е д е л е н и е 2.2. 1-м нормированием фг (fj) конечной логариф-
мической суммы (2.6) называется число

1-м нормированием вектор-функции f (у) ёЕ Х\% называется число

Фг (/ (У)) = m i n ф г (/_;).
3=1,- ...р

Нормирование функции / (i/) ^ 0 положим по определению равным оо»

П р и м е р 2.1. Для функций jx (z) = z2 — — , /2 (z) == г/1/, _ _ l n

a yt

/з (j/) = (z> z ^ n У' z 2) нормирования ф (/) в точке 0 равны:

ф(А) = - 1 , ф ( / 2 ) = - 3 , Ф(/3) = 1.

Из определения 2.2 и вида логарифмической суммы (2.6) легко устанав-
ливается, что нормирования обладают следующими свойствами:

1) ф; (gif) = Фг(/), i = 1, . . ., тг;
2) V e e C \ 0 ф» (с/) = ф; (/) щ {f + g)> min (ф4 (/), ф» (g)), при-

чем если ф; (/) ф щ (g), то ф; (/ + g) = min (ф4 (/), ф{ (g));
3) VX < ф; (/) / (у) (у — ai)-% -> 0 при стремлении z к точке аг по лю-

бой секториальной окрестности О с вершиной в точке аи не совпадающей со
всей комплексной плоскостью С (при этом предполагается, что у ЕЕ я^ 1 (z)
остается внутри одного листа я, 7 1 (О)), причем число ф, (/) является макси-
мальным из всех целых чисел к, обладающих этим свойством \А <^ к.

Пространство X |g раскладывается в прямую сумму инвариантных от-
носительно действия оператора g* подпространств тХ размерности рт, со-
ответствующих собственным значениям х т оператора g*. Нормирование ф{

принимает на тХ кт различных конечных значений т ф | ^> . . . ^> т ф ? т (кт ^
^ рт) и задает фильтрацию пространства тХ подпространствами

о с " i 1 с . . . с тхгш = *х,

где mXl = {f €= mX/q>i (/) 5> тфг), причем оператор монодромии g* согласно
свойству 1) сохраняет эту фильтрацию. Выберем в тХ1 базис те1, . . ., meht

в котором оператор g* \mxi имеет верхний треугольный вид, дополним его
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до базиса в m Z 2 так, чтобы g* | m j f s по-прежнему имел верхний треугольный
вид и т. д., получим базис (те) пространства тХ. Составим из (те) базис (<?)
пространства X; этот базис, названный в [3] ассоциированным, обладает сле-
дующими свойствами:

а) нормирование ф̂  принимает на элементах базиса (е) все свои значения
с учетом кратностей;

б) Vm, / Ф1 (mej) > (fi (mei+1);
в) матрица Gi оператора gf в базисе (е) имеет верхний треугольный вид.
Обозначим через Аг диагональную матрицу нормирований Ах =

= diag (ер, (ег), . . ., цч (е,,)) ассоциированного базиса (е) пространства X \~s.
Из свойств б) и в) сразу получаем

П р е д л о ж е н и е 2.1. Матричная функция

(2.7) (z - ai)
AiEi (z - ад~\

где Е\ из (2.5), голоморфна в окрестности О\ точки ПГ. ДЛЯ любого е ^> 0 мат-
рица

(z - ai)
Ai (у -ai)Ei"\z - ai)-Ai (у - aiy

стремится к нулю при стремлении z к ai по любой векториальной окрестнос-
ти О с вершиной в точке пг, не совпадающей со всей плоскостью С (при этом
предполагается, что у €S nj1 (z) остается в одном листе я* 1 (О)).

Обозначим через Тг (у) фундаментальную матрицу пространства X |g.e

построенную по ассоциированному базису (е).
П р е д л о ж е н и е 2.2. Матрица Т% (у) может быть представлена

в виде

(2.8) ТГ (у) = Ui (z) (z - ui)
Ai (у - aifi,

где Ex из (2.5), а матрица Ui (z) однозначна и голоморфна в окрестности точ-
ки а%.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Однозначность матрицы Ui (z) следует из
того, что в силу (2.1) и (2.4) 111.:

• («fyO[(») = G1 = g f(y-o 1 ) E ' .

Для голоморфности Ui (z) достаточно показать, что для любого е ^> О
Ui (z) (г/ — aj)s ->- 0 при стремлении г к а; по любой секториальной окрест -
ности, не совпадающей с С. Но

Ui (z)l(y _ а ^ > Ti (у) (у - ai)-Ei (z - ai)-Ai (у - aif = St (y) S2 (у),

где

S2 (У) = (2 - ai)
Ai (у - aiy

Ei (z - ai)-Ai (y - aiyi\

Поскольку /-и столбец матрицы Sx (у) равен е} (у)-(у —аО~ф*(е^ 2, то из
свойства 3 нормирований следует, что St (у) -> 0 при стремлении z = nt (у)
к точке пг по любой секториальной окрестности. Из предложения 2.1 то же
самое получаем и для S2 (у).

З а м е ч а н и е 2.1. Из свойств ассоциированного базиса и определе-
ния 2.2 нормирований следует, что первый столбец матрицы Ui из разло-
жения (2.8) не обращается в 0 в точке а\.

О п р е д е л е н и е 2.3. Собственные значения матрицы Ai + E\, чис-
ла р | = ф; + p|i называются i-ми показателями пространства X в точке а\
(в некоторых работах числа pf называются экспонентами пространства X).

П р е д л о ж е н и е 2.3. Система (3) с регулярной особой точкой а%
является фуксовой в точке ui тогда и только тогда, когда в разложении (2.8)
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для пространства X решений этой системы

(2.9) det Ui (at) ф 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Д о с т а т о ч н о с т ь . Матричная форма со
системы (3) в окрестности точки а^ согласно (2.8) имеет вид

(2.10) а) = ЛТгТ?=:

{A { ^ i E < ^ > щ Х ) d z -

Если det Ui (ai) Ф 0, то форма со имеет в точке а% полюс первого порядка^
т. е. система (3) фуксова в точке а\.

Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть форма со системы (3) в окрестности точ-
ки а\ имеет вид

со = dz + 1|э,

где i|) — голоморфная форма. Из (2.10) получаем

(2.11) В*иг (at) = Ui (at) Lu

Ц = At+ lim (z — a^Ei (z — аг)'лк

Предположим, что det Ut (at) = 0. Обозначим через Y ядро преобразо"
вания Ut (ai):

7 = { » е Cp/Ui (ai) v = 0}.

Из (2.11) следует, что преобразование Li переводит пространство Y в себя.
Пусть v — собственный для Li вектор из Y, тогда

(2.12) L i V = pfc?

для некоторого /, где р] — один из показателей пространства X в точке а*.
Из (2.12) и вида матрицы Li следует, что вектор-функция w = Ti-v, коорди-
натным столбцом которой в базисе (ё) является вектор v, принадлежит неко-
торому подпространству тХ1 и имеет нулевые коэффициенты в разложении
по части базиса (е), принадлежащей подпространству тХ1~1. Поэтому

фг (w) = ф! = " > ' И

(2.13) (z - at)'Aiv = v (z - алу^.

Обозначим через Ai матрицу Аг = diag (|3f, . . ., pf), а через Ei — нильпо-

тентную матрицу Ei — R , где R = diag (p\, . . ., pf). Из (2.13) получаем

ы> (У) (У - «гН = Tt (у) v (у - а^ = Щ (z)(y - afyy - af1 (у - atf
Ai v =

1=0

P-i

= C/i (2) У + О (Z - «О Г У ± In '(I/ - fl,)l У-
1=1

Поскольку 0 <; Re p,- < 1 и Ui (at) v = 0, то отсюда следует, что VA, <
<С ф| + 1 w (у) (у — aiY% -*• 0 при стремлении z к а; по любой секториаль-
ной окрестности точки а^. Поэтому из свойства 3) нормирований вытекает,,
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что ф, (w) ;> ф| + 1, что противоречит равенству ф* (w) = ф/. Полученное
противоречие означает, что det Ut (ai) Ф 0.

С л е д с т в и е 2.1. Собственные значения матрицы Вх фуксовой си-
стемы (4) совпадают с i-ми показателями пространства решения X этой си-
стемы.

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из (2.10), так как

(2.14) ВГ = lim (z ~ at) - ^ - Т? = U{ (аг) ЦЩ1 (af>.
Z-Hl.

П р е д л о ж е н и е 2.4. Сумма 2 всех показателей пространства X
решений системы (3) с регулярными особыми точками а1г . . ., ап является це-
лым числом и не превосходит нуля:

(2.15) 2 = 3 Sp|<0.

Система (3) с регулярными особыми точками является системой типа Фук-
са на СР1 тогда и только тогда, когда

(2.16) 2 = 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим форму Sp ю на СР1. Если
Т (у) — фундаментальная матрица пространства решений X, то

Sp со = d In det Tfi

поэтому из (2.8) получаем, что

Р

resSp© = bt + 2 %
ai 5 = 1

где bi — порядок нуля функции det Ui (z) в точке а\. По теореме о сумме вы-
четов

п р п

Предложение 2.4 следует теперь из предложения 2.3 и того, что Ы Е=Ъ,Ы~^
> 0 , Г = 1, . . ., ».|

§ 3. Предварительные сведения. Метод решения

3.1. Метод доказательства теорем 1, 2 введения состоит в следующем:
система (3) с регулярными особыми точками % , . . . , ап и заданной монодро-
мией (2), существование которой доказано в [7], мероморфными в СР1 голо-
морфно обратимыми вне точек аи . . ., ап преобразованиями (1.4) подправля-
ется до фуксовой. При этом используются критерии фуксовости из предло-
жений 2.3, 2.4 и некоторый технический прием, который мы назовем «проце-
дурой А (аг, I, /, к)» и опишем в следующей лемме.

Л е м м а 3.1. Пусть 1-я строка Ui (z) голоморфной в окрестности 0%
точки пг матрицы U (z) имеет вид

(3.1) щ (z) = (z - aif vx (z),

где j-я компонента vtj (z) вектор-строки vt (z) голоморфна в OiU v^ (04) Ф 0,
Существует такая мероморфная в СР1 голоморфно обратимая вне точки
ai матричная функция Г (z), что j-й столбец Xj (z) матрицы U' = Г U имеет
вид

(3.2) х} (z) = (z - aif X) (г),
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где х] (z) голоморфен в 0%, xl§ (ai) Ф О, x'mj (а») = 0̂  при* т Ф I для т-х ком-
понент x'mj вектор-столбца х].

Если строка vt (z) из (3.1) голоморфна в О\, то все элементы, матрицы
XJ' также голоморфны в Ои

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим элемент umj (z) матрицы U (z)f

т Ф I. Если umj (z) ф 0, то этот элемент можно записать в виде (z — ai)s t (z)t

где t (z) — голоморфная в Oi функция и t (а*) Ф 0. Пусть 0 <^ s ^ к. Существу-
„ / 1 \

ет многочлен От г _ степени к — s такой, что

(3.3)

где функция / (z) голоморфна в Oi.

Коэффициенты многочлена Qv

(z — а$) + / (z),

определяются следующим об-

•-разом. Старший коэффициент сх при I г _ а

R-S

берется равным

с, =
*(«,)

Ясно, что

^ — ц„ (z) + umj (z) = (z - aty t' (z),

где s <Z г и i' (z) голоморфная в Oj функция, f (ai) Ф 0. Если г ^ kf

то коэффициент с2 при следующем члене — ^ - возьмем, равным

с2 = , и т. д. Если же порядок s нуля функции мт^ (z) в точке

больше /с, то положим Qm ^ 0. Рассмотрим матрицу

0 . . . 0\( Ч 0 . . . 0

'о •

(3.4) T(z) =

(о . . . о Qp о . . .

Из построения Г (z) и (3.3) получаем утверждение (3.2) леммы.
Если строка vt (z) из (3.1) голоморфна в Oi, то голоморфность матрицы

U' = Ft/следует из голоморфности U (z) и того, что deg Qm ^.k,m = i, . . .

Л ж., I, . . ., p .
Переход от матрицы U к V = TU и от пространства 1 к Г = F Z , где

Г (z) из (3.4), будет в дальнейшем называться «процедурой A (aj, I, j , к)».
Рассмотрим пространство X решений системы (3), фуксовой в точках

% , . . . , I, . . ., ап с регулярной особой точкой а*. Рассмотрим разложения
(2.8) для пространства X в точках % , . . . , ап.

Л е м м а 3.2. Пусть 1-я строка иг матрицы Ui из разложения (2.8)
для пространства X в точке at имеет вид

(3.5) и, (z) = ( z - <ц)Чг (z),
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•где к ^> О, v( (z)J— голоморфная в Oi вектор-строка и vu (ПГ) Ф 0. Если для
нормирований ф* пространства X выполнено неравенство ф'~г > ф| + к, то
пространство X' — Г (z) X, полученное из пространства X в результате
применения процедуры A (at, I, t, к), является пространством решений си-
стемы (3), фуксовой в точках a l t . . ., t, . . ., ап, а нормирования 'ф™ и фт
пространств X' и X связаны следующими соотношениями:

'фт = Фт, / = 1, . . ., р; тфц
'ф' = ф! + к, 'ф| > фг

?, / = 1, . . ., i, . . ., р.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Фуксовость системы (3) с пространством ре-
шений X' в точках % , . . . , I, . . ., ап и первое равенство из (3.6) следуют
из предложений 2.2, 2.3 и из того, что разложения (2.8) для X' имеют вид

Т'т (у) = Г (z) Um (z) (z - ат)Лт (у - amfm%

где det Г (ат) Ф 0 при т Ф i для матрицы Г (z) из (3.4).
Обозначим через С матрицу С = diag (0, . . ., О, kt, 0, . . ., 0). Из лем-

мы 3.1 следует, что матрица Г (z) Ut (z) может быть записана следующим об-
разом

Г (z) Ui (z) = Ul (z) (z - ai)c

M

где Ui (z) голоморфна в Oi и û i (a,) =/= 0. Поэтому матрицу Ti можно пред-
ставить в виде

Т ;• (у) = С/; (z) (z - а г ) А ' + с (у - atfi.

Из условия ф'"1 > ф! + А; и из определения 2.2 нормирований получаем

'ф' = «Pi + ^ 'ф? > <Pi» / =5̂  f-

З а м е ч а н и е 3.1. Если в условии леммы 3.2 опустить условие голо-
морфности компонент viиг (z)> • • ••> viv (z) вектор-строки vt (z) из (3.5), то
условия (3.6) примут вид

(3.6') 'ф| > Ф {, / < t; 'Ф' = Ф! + к, 'ф!+8 > ф Г - кШг s = 1 , . . . , . р - U

где kt+1 = max (0, к — Z m ) , & m = max (0, /с — Z<+1, к — 1иг), . . ., кр =
= max (0, А; — Z t + l r . . ., к — lp), lj — порядок нуля элемента yi;- (z) в точ-
ке пг, если Vij (г) ф 0 и Z7- = к, если г;г7- (г) = 0.

Неравенства (3.6') следуют из того, что матрица Г (z) Ui (z) в этом слу-
чае может быть записана в виде

Г (z) Ui (z) = U'i (z) (z - аг)
с\

где С" = diag (0, . . ., 0, к, —kt+1, . . ., —kp), Ui (z) —голоморфная в Oi
матрица и к > —ft?+1 > . . . > —ftp.

Опишем еще одну процедуру, которая будет применяться при доказа-
тельстве теорем 1 —3 введения. Эта процедура состоит в переходе от прост-
ранства X к X' = Г (z) X, где

( z — а. С

С = diag (c u , . . ., сРр), с„ E Z , I = 1, . . ., р,

тазовем ее «процедурой В (а4, а;-, с1Х, . . ., срр)».
3.2. В дальнейшем нам понадобятся некоторые утверждения относи-

Нельно системы (3), связанные с приводимостью ее монодромии (2).
Л е м м а 3.3. Если для некоторой компоненты fj (у) какой-либо функ-

ции f (у) из пространства X решений системы (3) с монодромией (2) имеет
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место тождество

U (У) = о.
то представление (2) приводимо.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим базис (е± (у), . . ., ер (у)) про-
странства X такой, что

*i (У) = / (У), еп (У) = • • • = еп (У) = 0

я функции eji+i (у), . . ., е1р (у) линейно независимы. Ясно, что число I должно
удовлетворять неравенству 1 <1 I < р. Пусть т < I, g е= ях (СР1 \ D, z0).

v
Рассмотрим g*em = ^ Х,ег. Поскольку для 1 ^ m <^ I по построению

г = 1

e J m (у) = 0, то из (2.1) следует, что
р

(8%т) (У) = еЗт (g~%y) = 0 = 21 ^Н (У)-

В силу линейной независимости функций e_,w+i(#), . . ., ejp (у) получаем
Яг+i = . . . = Яр = 0. Последнее означает, что подпространство ХГ CZ X,
порожденное функциями ех (у), . . ., ех (у), является общим инвариантным
подпространством для операторов монодромии и значит, представление (2)
монодромии системы (3) приводимо.

Л е м м а 3.4. Если для матричной дифференциальной формы о» системы
(3) выполнено условие

(3.8) ещ = 0, i = 1 + 1, • • -,р; / = 1, • • •, I; 1<Р,

то представление (2) монодромии системы (3) приводимо.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим систему df = &'f, где to' = || ©^ ||,

i ^ i ^ I, I ^ j <^ I. Если /' — решение этой системы, то вектор-функция
/ = (/', 0, . . ., 0) является решением исходной системы (3). Лемма 3.4 сле-
дует теперь из леммы 3.3.

Рассмотрим вновь систему (3), фуксовую в точках а15 . . ., i, . . ., ап

с регулярной особой точкой а^. Рассмотрим разложения (2.8) для простран-
ства X решений этой системы.

Л е м м а 3.5. Пусть матрица Ui (z) из разложения (2.8) для простран-
ства X в точке а% имеет вид

' " " (3.9) У> Щ (z) = (z - а)с V (z),

где С = diag (0, . . ., 0, ci+u+i, • • •, cpp), cn e Z, cu > 0, / = 1+ I, . . .
. . ., p, V (z) = || vkm || — голоморфно обратимая в окрестности О\ точки «ц
матрица. Если для элементов и{т матриц U], / = 1, . . ., п, из разложений
(2.8) в точках ах, . . ., ап и для элементов i?kTO матрицы V имеют место
равенства

(3.10) и{п (а,) = 0, vKm (Щ) = 0, 1+ 1 < к < р, 1 < т < I,
/ = 1, . . ., п,

то представление (2) монодромии системы (3) приводимо.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из вида матрицы Щ (z) следует, что элементы

и{т матрицы Щ1 (z) при I ^ к ^ р, 1 ^ т < I голоморфны в окрестности
Qi точки «j и для них имеет место (3.10). Ясно, что равенство (3.10) имеет
место и для элементов матриц Щ1 (z), . . ., г, . . ., Un1 (z), которые голоморф-
ны в окрестностях точек ах, . . ., I, . . ., ап соответственно в силу предло-
жения 2.3. Из формулы (2.10) получаем, что элементы &кт матричной диф-
ференциальной формы о при I -\- i ^. к ^ р, 1 <^ т ^ I голоморфны во
всех точках аг, . . ., ап. Поскольку о голоморфна на CPX\D, то отсюда
получаем, что указанные формы щт голоморфны на всем СР1, поэтому
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Щт = 0 для указанных номеров к, т. Лемма 3.5 следует теперь из лем-
мы 3.4.

Л е м м а 3.6. Пусть представление (2) монодромии системы (3) с регу-
лярными особыми точками ах, . . ., ап приводимо, и пусть подпространство
Xt пространства X решений этой системы является общим инвариантным
подпространством для операторов монодромии. Тогда сумма st показателей
пространства Xt no всем точкам ах, . . ., ап является целым числом, и удов-
летворяет неравенству

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем в пространстве Хг базис (е1} . . ., ег)
и рассмотрим фундаментальную матрицу Т (у), построенную по этому ба-
вису. Обозначим через Т' (у) матрицу, составленную из элементов базисного
в точке у0 Е=. 3 минора матрицы Т (у), тогда det Т' (у0) Ф 0. Пространство
X', порожденное столбцами матрицы Т (у), является пространством реше-
ний системы I линейных дифференциальных уравнений df = as'f, где и ' =
*= dT' • (У)" 1 . Множество особых точек построенной системы состоит из то-
чек аг, . . ., ап и дополнительных «ложных» особенностей a'n+i, . . ., а'г.
К числу последних относятся те точки, для которых det Т' (у) = 0, у 6Е=
£Е я " 1 (a't). Заметим, что если det T' (у) = 0 для некоторого у ЕЕ я " 1 (ai),
то в силу (2.1) det Т' (у) = 0 для любого у GE тГ1 {a't).

Из последнего замечания следует, что число дополнительных особых
точек конечно, ибо в противном случае либо имеется предельная точка у Е= S
для множества {a'n+i}, либо множество {я {ап+г)} имеет своей предельной
точкой особую точку aj для некоторого / = 1, . . ., п. В первом случае из
теоремы единственности для аналитических функций, примененной к
det T' (у), а во втором случае из той же теоремы, примененной к функции
det U] (z) из разложения (2.8), получаем det 7" (у) = 0, что противоречит
условию det Т' (у0) Ф 0.

Показатели 'f>n+i пространства X' в точках a'n+i совпадают с нормиро-
ваниями 'ф^-и, которые в свою очередь неотрицательны в силу аналитичности
Т' (у) в точках я " 1 ^

(3.12)

Нормирования 'ср| пространства X' связаны с нормированиями cpf про-
странства Xt в точках а-у, . . ., ап неравенствами

(3.13) 'ц>1 = ср4 (e'j) > фг (ej) = ф | ,

которые следуют из определения 2.2 нормирований и из того, что вектор-
столбец ej (у) матрицы 7" (у) получается из вектор-функции ej (у) вычерки-
ванием некоторого числа компонент.

Из предложения 2.4 и неравенств (3.12), (3.13) получаем

i SLfi 1=13=1 i = n + l j = i

где si — сумма показателей пространства X'.
Л е м м а 3.7. Пусть представление (2) размерности р = 3 приводимо,

и все операторы монодромии имеют общее инвариантное, подпространство
размерности I = 1 или 1 = 2. Тогда существуют такая система (3) с регу-
лярными особыми точками а^, . . ., ап, фуксовая в точках а2, . . ., ап, моно-
дромия которой совпадает с (2) и такая фундаментальная матрица Т (у)
пространства X решений этой системы, для элементов е}!т которой имеют
место следующие тождества

(3.14)
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим систему (3) с регулярными осо-
быми точками Ох, . . ., ап, фуксовую в точках о2, . . ., ап, монодромия кото-
рой совпадает с (2) (существование такой системы доказано в [7]). Выберем
ассоциированный базис (е) в пространстве X \^ этой системы так, чтобы
первые I его элементов являлись базисом инвариантного для операторов
монодромии подпространства Хг d X. Можно считать, что для элементов щт

матрицы U1 (z) из разложения (2.8) для фундаментальной матрицы Т (у),
построенной по базису (е), имеют место равенства: 1й1-11!ЁЯЯ Ш

(3.15) и21 (ах) = и31 (%) = и3 2 (ах) = 0. 1

Выполнения условий (3.15) всегда можно добиться с помощью линейных
преобразований строк матрицы Ux (z), чему соответствует переход от систе-
мы (3) с пространством решений X к системе с пространством решений X' =
= SX, где S — постоянная неособая матрица.

1. Рассмотрим вначале случай 1 = 1. Предположим, что

(3.16) UjX (UJ) ^= 0, / = 2 или / = 3.

Обозначим через г порядок нуля функции ujx (z) в точке av из (3.15) сле-
дует, что г ^> 0.

Применим к пространству X процедуру А (аг, /, 1, г), получим простран-
ство X' = Гх {z)X. Согласно замечанию 3.1 сумма s' показателей пространства
Хг = Т1 (г)Хг связана с суммой s показателей пространства X г неравенством

(3.17) s' = s + r > s . |

Приведем пространство X' вновь к виду (3.15). Если для некоторого
элемента иц (z) матрицы Ux (z) имеет место (3.16), то вновь применим про-
цедуру А (аг, j , 1, г') и т. д. Из леммы 3.6 и из (3.17) следует, что через
конечное число шагов получим пространство X решений системы (3) с ре-
гулярными особыми точками аг, . . ., ап, фуксовой в точках а2, . . ., ап с за-
данной монодромией (2) такое, что в разложении (2.8) для элементов матрицы
Ог (z) имеют место тождества и21 (z) = и31 (z) = 0, а, значит, и е21 (z) =•
= еа (z) = 0.

2. Рассмотрим теперь случай I =.2. Возможны два подслучая:
а) двумерное представление %2 монодромии пространства Х2 приводимо;
б) %2 неприводимо.
В случае а) согласно разобранному случаю I = 1 можно считать, что

Т (у) уже имеет вид

/«и
(3-18) [

где Т2 (у) — фундаментальная матрица пространства решений системы (3),
представление монодромии которой совпадает с соответствующим фактор-
представлением представления (2). У этого факторпредставления имеется
одномерное инвариантное подпространство, порожденное вектором е2 =
= (е22, е32), поэтому из разбора случая 1 = 1 вытекает существование такой
матрицы Г' (z), что для элемента t21 матрицы Т'2 = Т'Т2 имеет место равен-
ство t21 (у) = 0. Рассмотрим матрицу

/ 1 0 0

Т (Z) = | 0

\0 Г' (г)/

Для матрицй Т (у) = Г (z)T (у) получаем

(3.19) е2 1 (у) = е31 (у) = е32 (у) = 0.
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В случае б) предположим, что w31 (z) ^ 0 и обозначим через гг и г2 по-
рядки нулей соответственно функций и31 (z) и u3 2 (z) в точке %. Из (3.15)
следует, что гг ^> 0, г2 ^> О (если u3 2 (z) = 0, положим г2 = гг). Применив
к X процедуру А (аг, 3, 1, гг), получим пространство X' = I\ (z)X. Со-
гласно замечанию 3.1 сумма s' показателей пространства Х2 — Гг (z)X 2 свя-
зана с суммой s показателей пространства Х2 неравенством

(3.20) s' > s + гх — max (0, гх — г2) > s.

Приведем пространство X' вновь к виду (3.15). Если элемент u31 (z) матрицы
Xj\ (z) = Tĵ f/ĵ  (z) не равен тождественно нулю, то вновь применим процедуру
А (а1? 3, 1, г'х) и т. д. Из леммы 3.6 и из (3.20) следует, что через конечное
число шагов получим пространство X решений системы (3) с регулярными
особыми точками av . . ., ап, фуксовой в точках а2, . . ., ап с заданной моно-
дромией (2) такое, что в разложении (2.8) для элемента п31 (z) матрицы Ux (z)
имеет место тождество м31 (z) = 0. Поэтому е3 1 (у) s 0 и в силу неприводимос-
ти %2: 3̂2 (у)= 0 (в противном случае вектор ех (у) является общим собствен-
ным вектором для операторов монодромии согласно лемме 3.3, и %2 — при-
водимо).

С л е д с т в и е 3.1. Если все матрицы монодромии представления (2)
размерности р одновременно приводятся к верхне-треуголъному виду, то
существует такая система (3) с регулярными особыми точками аг, . . ., ап,
фуксовая в точках а2, . . ., а„, монодромия которой совпадает с (2), и фун-
даментальная матрица Т (у) пространства решений которой имеет верх-
ний треугольный вид.

Д о к а з а т е л ь с т в о легко проводится по индукции, первый шаг
которой воспроизведен при разборе случая 2а) леммы 3.7.

§ 4. Разрешимость проблемы Римана — Гильберта
для неприводимого представления размерности три

Рассмотрим пространство X решений системы (3) с регулярной особой
точкой пг и разложение (2.8) для пространства X в точке ai.

Л е м м а 4.1. Существуют такая мероморфная на СР1 голоморфно об-
ратимая вне точки ai матрица Г (z) и такая голоморфно обратимая в ок-
рестности О\ точки ai матрица Vi (z), что для матрицы U\ (z) из (2.8)
имеет место разложение

(4.1) T(z)Ut(z) = {z - aifVi (z),

где С = d i a g ( c n , . . ., cvv), cn (= Z , 1 = 1,.. ., p , 0 < c n < . . . < cVP.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение о существовании разложения

(4.1) с некоторой диагональной целочисленной матрицей С для голоморфно
обратимой в Oi\ at матрицы Ut (z) эквивалентно теореме Биркгофа —
Гротендика [5] о разложении голоморфного векторного расслоения на сфере
Римана в сумму одномерных, поскольку матричную функцию С/г (z) можно
рассматривать как функцию перехода голоморфного расслоения Е (СР1 \
\ в„ Ои U, (г)).

Покажем, что в (4.1) все сп 1> 0. Перепишем (4.1) в виде

(4.2) Vi (z) FT1 (2) = Г"1 (z)(z - «4)0.

Предположим, что сп < 0 для некоторого I. Матрица, стоящая в левой
части (4.2), голоморфна в точке а\, поэтому l-Ш столбец t (z) матрицы, стоя-
щей в правой части (4.2), также голоморфен в точке аи но

t (z) = (z - аг)
с»у (z),

где у (z) — 1-й столбец матрицы Г"1 (z), стало быть, у (z) ->- 0 при z•-*- а4.
Отсюда по теореме Лиувилля следует, что 7 (z) = 0, что противоречит голо
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морфной обратимости матрицы Г (z) вне точки о*. Полученное противоречив
означает, что си ]> 0. Линейным преобразованием строк матрицы Г (z) Ui (z)
(т. е. умножением Г (z) Ui (z) слева на некоторую постоянную невырожден-
ную матрицу S) можно добиться того, чтобы выполнялось условие 0 <^ Сц ^
^ . . . ^ срр.

З а м е ч а н и е 4.1. Разложение (4.1) используется в работах Племеля
•J7] и Биркгофа [21]. Утверждение леммы 4.1 можно получить также из моди-
фицированной леммы Соважа (см. [9]).

Перейдем теперь непосредственно к доказательству теоремы 1 введения»
Будем считать, что а( = 0 и точки оо нет среди точек из D (выполнения
этих условий всегда можно добиться конформным преобразованием сферы
Римана).

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Рассмотрим пространство X
решений системы трех уравнений (3) с регулярными особыми точками а4, . . .
. . ., ап, фуксовой в точках а%, . . ., ап с неприводимым представлением мо-
нодромии (2). (Существование такой системы доказано в [7].) В силу крите-
рия фуксовости (2.16) и условия (2.15) для доказательства теоремы достаточ-
но показать, что существует такая мероморфная на СРХ голоморфно обрати-
мая вне точек аи . . ., ап матричная функция Г (г), что для пространства
X' — Г (z)X выполняются следующие условия:

(4.3а) пространство X' является пространством решений системы (3),
фуксовой во всех точках аи . . ., ап кроме, быть может, одной;

• (4.зб) is i 'й > s s й.
г=Х 3=1 i=l j= l

где р?, '|3i — показатели соответственно пространств X и X'.
Рассмотрим разложение (2.8) для пространства X в окрестности точки

at = 0. Перейдем от пространства X к X' = Г (z)X, где Г (z) — матрица,
определенная в лемме 4.1. Обозначим через V1 (z) матрицу U± (z) =

Дальнейшее доказательство разбивается на три случая:
1) еи > 0;
2) сп = 0, с22 > 0;
3 ) с41 = с22 = 0, с3 3 > 0.
1. Рассмотрим случай 1. В этом случае из определения 2.2 нормирований

и вида разложения (2.8) для пространства X' следует, что

' ф 1 > «Pi + с14, / = 1, 2, 3,

для нормирований ф| и 'ф^ пространств X и X' соответственно. Из послед-
них неравенств получаем условия (4.3а) и (4.36).

2. Рассмотрим случай 2. Обозначим X' вновь через X, U[ — через Е/4.
Из неприводимости представления (2) и леммы 3.5 следует, что либо vH (0) Ф 0,
где I = 2 или I = 3 для элементов матрицы У4 (z) из (4.1), либо найдутся
такие числа 2 <[ t ^ и , 2 < ^ Z = ^ 3 , что элемент и а (z) матрицы C/j (z) из
разложения (2.8) пространства X в точке aj отличен от нуля в точке af.
ип (пг) Ф 0. В первом случае 1-я строка матрицы U± (z) имеет вид (3.5)
с t = 1. Применим к X процедуру A (at, I, 1, Сц) из леммы 3.2, получим,
что условия (4.3а) и (4.36) для пространства X' = Г (z)Z выполнены. Если
же м а (ui) Ф 0, то применим к пространству X процедуру В (а^ аи 0, с22, с33)>
получим пространство X' = ГХ, являющееся пространством решений сис-
темы (3), фуксовой в точках аи . . ., I, . . ., ап. Строка щ голоморфной мат-
рицы TJ\ = TUi будет иметь вид (3.5) с t = 1 и к = сп ^> 0. Применим к X'
процедуру А (аи I, 1, си). Для пространства X" = Т'Х' вновь получим
условия (4.3а) и (4.36).
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3. Обозначим через и]т, 1 <^ I, т ^ 3 элементы матрицы Ui (z) из
разложения (2.8) для пространства X в точке аи а через vm — элементы
матрицы Vi (z) из (4.1). Третий случай разбивается на два подслучая:

а) одно из чисел v3i (0), и1ъ(аг), • • •> U3i(«n) отлично от нуля;
б) функции v3i (z), u\x (z), . . ., u3i(z) имеют в точках at, . . ., ап нули

порядков ki, к%, . . ., кп соответственно, причем кг^> 0, i = 1, . . ., п.
Случай За) сводится к разобранному случаю 2. Рассмотрим случай 36).

Из неприводимости представления (2) и леммы 3.3 следует, что числа Al7 . г »
. . ., кп конечны. Обозначим через s сумму

(4.4) s = ki + с33 + /с2 + . . . + кп

порядков нулей функций м31 (z) в точках аи i = 1, • • ., п. Также из непри-
водимости представления (2) и леммы 3.5 следует, что либо v32 (0) Ф 0, либо
найдется такое i, что иг

32 (яО ф 0. В последнем случае, применив к простран-
ству X процедуру В («1, аи 0, 0, с33), получим пространство X' = Г {z)X,
являющееся пространством решений системы (3), фуксовой в точках аи . . .
. . ., i, . . ., ап. Сумма s из (4.4) при этом не изменится. Обозначим это про-
странство вновь через X. Матрица Ui (z) из разложения (2.8) для этого
пространства имеет вид (4.1), где С = diag (0, 0, с33).

Дальнейшее доказательство теоремы опирается на некоторую процедуру,
которую мы назовем процедурой L и опишем ниже.

О п и с а н и е п р о ц е д у р ы L. Из замечания 2.1 следует, что либо

и\\ (аг) Ф 0, либо Щ\ (аг) ф 0. Перейдем от пространства X к X' = SX,

где S — постоянная невырожденная матрица вида

/S' ON

(4.5) S = 0

V 0 0 1 /

ш такая, что первый столбец xt матрицы U{ (a») = SUi (аг) имеет вид

(4.6) xi = (1, 0, 0).

Применим к пространству .X' процедуру А (аи 3, 2, с3 3), получим простран-
ство *Х = FjX' такое, что матрица xUi (z) = Г4 (z)U\ (z) имеет вид

/ 1 0 *N

(4.7) 1Ui(ai)= 0 0 *

\о о о;

Из леммы 3.5 следует, что найдется такое /, что значение xi4i (aj) эле-
мента ги\х (z) матрицы XUj (z) в точке а, отлично от нуля: 1гг|1 (а}) Ф 0. При"
менив к ХХ процедуру А (аь 2, 1, 0), получим пространство 2Х = Г2 (z^X.,
Из вида применявшихся преобразований следует, что матрицы 2Um (z) =
= Г2 (zYUm (z) удовлетворяют следующим условиям:

1) третьи строки матриц 2Um (z) совпадают с третьими строками матриц
Um (z), т = 1, . . ., п;

2) матрица Юг (аь) имеет вид (4.7);
3) первый столбец матрицы 2Uj (UJ) имеет вид (0, 1 и | 1 (а^), 0).
Применим к пространству 2Х процедуру В (at, ah 0, 1, 0), обозначим

полученное пространство через Ж. Описание процедуры L закончено.
Из вида (4.7) матрицы ЮГ (at) следует, что

/Г О\ ^"1 1 ~ 2 - ^ 2 '*^3 — 3 л
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где <р{ и ф| — нормирования пространств 1 и 1 соответственно. Из вида 3)
первого столбца матрицы 2Uj {aj) следует, что

(4.9) ф| = Ф} + 1, Ф! = ф|, Ф' = Ф|,.

причем разложение (2.8) для пространства X в точке UJ имеет вид

(4.10) Tj (у) = U](z) (z - ajfi+N (у - ajfi,.

где N = diag (I, 0, 0), U] (z) = U} (z)(z — a})~N. Из 1) и (4.10) получаем,
что суммы s и s из (4.4) для пространств X и X связаны соотношением

(4.11) s = s -Ks.

Из (4.8), (4.9) следует, что пространство X удовлетворяет условию (4.3а) и

(4.12) a i к* > s ki Р?.З
Вернемся к доказательству теоремы 1. Применим к X процедуру L.

Если X удовлетворяет условию 36), то вновь применим процедуру L. Из=
п

(4.11) следует, что не более, чем через 2] (кг — 1) + 1 шагов получим
1=1, l¥-i

пространство, удовлетворяющее условию За). В силу неравенства (4.12)
доказательство теоремы в этом случае вновь сводится к разобранному слу-
чаю 2. Теорема 1 доказана.

Другой вариант доказательства теоремы 1 приведен в [22].

§ 5. Фуксовы системы двух уравнений на сфере Римана.
Фуксов вес представления

5.1. Рассмотрим фуксову систему (4) двух уравнений на СР1 и разло-
жения (2.8) для его пространства решений X в точках аи . . ., ап. Можно
считать, что для i-x нормирований пространства X выполнены условия

(5.1) ф} > ф!.

Действительно, если матрица Gi монодромии, определенная в (2.5), недиа-
гонализируема, то согласно свойству б) ассоциированного в точке аг базиса
имеет место (5.1). Если же матрица Gt диагонализируема и ф* <С ф| (такое
возможно, так как в этом случае элементы е^ и е2 ассоциированного базиса
(е) соответствуют разным блокам матрицы Gt), то перейдем от базиса (<?t, e2)
пространства X \g в точке (ц к базису (е2, е4), вновь получим (5.1).

О п р е д е л е н и е 5.1. Фупсовым весом уа фуксовой системы (4) двух
уравнений назовем число

я.

Yco = S (Ф1 - ЧН8)-
i=l

Рассмотрим множество О всех фуксовых систем двух уравнений на СР1

с данным представлением (2) монодромии (согласно [6] это множество не-
нусто).

О п р е д е л е н и е 5.2. Фуксоеым весом Yx представления (2) назовем
число

ух = min "iv

П р е д л о ж е н и е 5.1. Для любого представления (2) размерности
р = 2 имеют место неравенства

(5.2) у м > 0 , Vx>0,
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п

причем четность чисел уа, ух совпадает с четнЬстъю числа ^j Sp Ei.

Если (2) — коммутативное представление, не разлагающееся в прямую сумму
одномерных, то у% = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первая часть предложения следует из (5.1)
ж того, что

i = l г = 1 г = 1 г = 1

Действительно, из (2.16) получаем
п п п

21 Ф! + S Ф? = — 2J S P £»
i= l i= l i = l

поэтому

Y<O = 2 (Ф1 - Ф!) = - 2 sp£* - 2 2 Ф?.
i= l i= l j=7

Если (2) — коммутативное представление, не разлагающееся в прямую
сумму одномерных, то матрицы Gt одновременно приводятся к виду

Д , **>

V0

Поэтому матрица
п

_ J_ 2 Sp Е. п

(5.3) Г (у) = (z - аг)
 2 «=i П (2 - оО j

i=l

является фундаментальной матрицей фуксовой системы (4) с заданной моно-
дромией и весом 0.

Л е м м а 5.1. Для любой фуксовой системы (4) с фуксовым весом уа и с
пространством решений X найдется такая точка аг £Е D и такая меро-
морфная на СР1 голоморфно обратимая вне точек из D матричная функция
Г (z), что пространство X' = Г (z)X удовлетворяет следующим условиям:

а) X' является пространством решений некоторой фуксовой системы (4);

б) 'q>i = 'ф? = 0, i = 1,. . ., I,. . .,. re; 'ф; — 'ф? ^ 7<о»

г9е 'ф! — нормирования пространства X'.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим в каждой точке а\ разложение

(2.8) для пространства X, удовлетворяющее условию (5.1). Обозначим через
J множество индексов, для которых

Если это множество пусто или J = {1} для некоторого I, то применим к X

преобразование Ц B(ai,at, <р\, ц>\) (в случае / = 0 индекс I выбирается

произвольно). Утверждение леммы в этом случае легко следует из вида
разложений (2.8).

Пусть множество / содержит элементы i, т, . . . Для доказательства
леммы достаточно показать, что с помощью замены X = ТХ количество
элементов множества / всегда можно уменьшить, не увеличивая фуксова
веса системы.

Перейдем от пространства X к X' = Щ1 {ai)X, которое вновь обозна-
чим через X. В разложении (2.8) для пространства X теперь

(5.4) Щ (ъ) = /.
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Применив к X процедуру В (аи ат, 1, 0), получим пространство X' =
= Ti(z)X. Из вида матрицы Г4 (z) U\ (z) следует, что нормирования 'щ
пространства X' связаны с нормированиями ф| пространства X следующими
соотношениями:

где Л» = ф! — ф|.
Рассмотрим матрицу Um (z) из разложения (2.8) для пространства X.

Дальнейшее доказательство разбивается на два случая:
а) и£ (ат) ф 0;
б) «S (ат) = 0.
Рассмотрим вначале случай а). В этом случае первая строка матрицы

Ti (z)Um (z) имеет вид (3.5) с t = 1, к = 1. Применив к пространству X'
процедуру 4 (а т , 1, 1, 1), получим пространство X" = Г2Х', для нормиро-
ваний "фт которого в точке ат согласно лемме 3.2 имеем

(5.6) у т = фа

т + 1 , у т = ф2

т, А ; = д т + 1 .

Рассмотрим случай б). В этом случае из предложения 2.3 следует, что
"12 (й т) т^О и, значит, первая строка матрицы Fj (z) Um (z) имеет вид (3.5)
с t = 2, fc = 1. Применив к пространству X' процедуру А {ат, 1, 2, 1),
получим пространство X" = Г2 (z)X', для нормирований "ф„ которого в силу
леммы 3.2:

(5.7) > L = (f]n, "Ф

2

т = ф2

т + 1, Ат = Ат — 1.

Из (5.5)—(5.7) следует, что как в случае а), так и в случае б) для про-
странства X":

(5.8) S V - > 2 < Y c o , . A ; : = A i - l -

Если А* ^> 0, А т ^> 0, то повторим описанную процедуру еще раз.
Из (5.8) следует, что не более, чем через А, = <р] — ф| шагов получим про-
странство X = Г (z)X, для которого имеет место (5.8) и либо А* = 0, либо
А т = 0. Последнее означает, что количество элементов множества / умень-
шилось. Из (5.5)—(5.8) и предложения 2.4 получаем, что X является про-
странством решений фуксовой системы (4), фуксов вес которой не превы-
шает 7ш-

С л е д с т в и е 5.1. Любая фуксова система двух уравнений вида (4)
фупсова веса у®' с помощью преобразования (1.4) может быть приведена к та-
кой фуксовой системе (4), фуксов вес уа которой не превосходит уа, и разло-
жения (2.8) для пространства X решений которой имеют следующий вид:

(5.9) Ti (у) = Ut (z)(y - ai)\ i ф I,

(5.10) Tx (у) =lPMz) (z - a{)Ai (у - ulfi,

где все матрицы U, (z) голоморфно обратимы в точках я,-, Е\ — верхние
треугольные матрицы,

(р) 8

(5.11) Ех =

(5.12) Аг =

(5.13) Ut(z)=
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где

УХ = — ^ ' Yl + ?2 = У(ЛГ т > Or & > 0..

если и[2 (z) ^ 0; s Ф 0, если М21 (z) ф 0; [ж] — «елая часть х.
Л е м м а 5.2. Пусть фуксова система (4) приведена к виду (5.9)—(5.13)

и у№ ^> 0. Если все матрицы Gj монодромии этой системы недиагонализи-
руемы, то найдется такое i Ф I, что значение элемента и\\ (z) матрицы
Ui (z) из разложения (5.9) в точке а\ отлично от нуля:

(5.14) и{\ (аг) Ф 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условия следует, что все матрицы Е{ из
{5.9), (5.10) — жордановы клетки. Предположим, что иц (а*) = 0, i = 1, . . »
. . ., I, . . ., п, тогда из (2.14) и (5.9) получим

Из^(2.14), (5.13) и того, что уа > 0 следует, что В1 = diag {$}, pf), поэтому
из (5) получаем

+ P«= 2 р* + р! = о,

откуда pl = |5? и с учетом р| = р? имеем ср} = <р?, что противоречит условию
7а, > 0 .

Л е м м а 5.3. Пусть фуксова система (4) с монодромией (2) приведена

к виду (5.9)—(5.13) и числа с, т из (5.13) таковы, что с Ф 0, т ^ - ^ - у в .
h < Та-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим к пространству X решений системы
(4) процедуру А (аг, 1, 2, т), получим пространство X' = Г (z)X. Из лем-
мы 3.1 и вида (3.4) матрицы Г (z) следует, что матрица

(5.15) Ui = Г (z)Ui (z) (z — Й;)С,

где С = diag (m, —m), голоморфно обратима в точке аг. Поскольку ф} —
— т ^ ф? + т в силу условия леммы, то разложение (2.8) для пространства
X' в точке аг принимает вид

(5.16) Т\ (у) = U\ (z) (z - aif1 (у - afi,

где A'i = At — С, поэтому ух <^ у^ = уа — 2т,
В некоторых случаях фуксов вес представления (2) можно определить

по фуксову весу какой-либо системы с монодромией (2),
П р е д л о ж е н и е 5.2. Пусть фуксова система (4) с монодромией (2)

приведена к виду (5.9)—(5.13). Если число с из (5.13) равно нулю, то 7х = Уе>»
Если с Ф 0, то у% = у а, в том и только в том случае, когда т ;> уа.

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1. Докажем вначале, что если с Ф 0, т < ут

то у% <С Уа,- В силу леммы 5.3 достаточно разобрать случай

(5-17) 4т»<О

Для матрицы Ei из (5.11) имеются две возможности:
а) Ег — диагональная,
б) Е{ — жорданова клетка.

В случае а) применим к X процедуру А (аг, 1, 2, т), получим простран-
ство X' = Г (z)Z, для которого имеет место разложение (5.15), (5.16) и " 7 ^ *=
= фг — т, 'ф? = ф| + т. Переставим столбцы матрицы Т\ = ГГ г, получим
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разложение для X' вида (2.8) (поскольку Е1 — диагональная матрица) с мат-
рицей Ai = diag (<p! + т, ф* — т), Et = diag (р?, p]). Из (5.17) следует, что

(5.18) 7т' = ф? + т — (ф! — т) = 2т ~ уа < уа,

поэтому 7х < Yco-
Рассмотрим случай б). Если для некоторого i Ф I ЕГ — диагональная

матрица, то переставив в случае необходимости столбцы матрицы Ts (у),
получим, что для Ui (z) из (5.9) выполнено условие (5.14). Если все Ej,
j Ф I — жордановы клетки, то в силу леммы 5.2 также найдется i Ф I,
для которого имеет место (5.14).

Применим к пространству X процедуру В (аг, аг, 2т — уа, 0), получим
пространство X' — Г4 (z)X. Матрица

U\(z) = Tl(s)Ur(z-a{f,

где С = diag (2m — уа, 0), голоморфно обратима в точке аг и ее первая
строка имеет вид

((а, - аО 2 т ~Ч с' (z - а г )^- т )(1 + о (1)),. с' ф 0,,

а нормирования 'ф' пространства X' в точке аг равны: 'ф! = фг — (2т — уы),
'ф? = ф?. Заметим, что 'ф] — 'ф| = 2 (у© — т), поэтому применив к X'
процедуру А [а1, 1, 2, уа — т), получим пространство X" = Г2 (z)Xr, нор-
мирования "ф| которого согласно доказательству леммы 5.3 равны:

(5.19) " Ф ! = " Ф 1

Процедура A (at, 1, 2, уа — т) не меняет вида (3.5) первой строки мат-
рицы Г4 (z)Ut (z) с t = 1, к = 2иг — ую. Применим к X" процедуру
A (fli, 1, 1, 2m — уа), получим пространство X = Г3 (г)Х", для нормиро-
ваний ф| которого в силу леммы 3.2 и (5.18) имеем

(5.20) чр} = ф! + 2 т - у», Ф? = Ф?•

Из (5.19), (5.20) и (5.17) для пространства 5* получаем
«

№i - ф!) - 2т — Т

Значит, и Yx <! 7«-
2. Покажем, что если с Ф 0, m ^> 7« и л и с = 0, то 7х = Т«>- Предполо-

жим противное. Пусть существует фуксова система (4) с пространством
решений X', с той же монодромией, что и исходная, фуксов вес которой
равен ущ' < 7а- Согласно следствию 5.1 можно считать, что эта система
приведена к виду (5.9)—(5.13) с заменой точки ах на точку a f и чисел Yn Y2
на 7ii 7г- Из предположения уш' •< 7« и одинаковой четности чисел 7<о'» Y<»
(см. предложение 5.1) следует, что

(5-21) 7х < Yi. Y2 < Y2-

Выберем в пространстве X' базис (е') такой, что для фундаментальной
матрицы Т' (у), построенной по этому базису, и для матрицы Tt (у) про-
странства X из (5.10) имеет место равенство

(5.22) (g? Г)(у) = (g* Г,)(У). i = 1, . . ., п.

Рассмотрим (e')|g . Для нормирований ф( базиса (е') имеются две воз-

можности:
а) Ф4 ( 4 ) Ф ф* (ва)';
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б) <Pt (ei) = Ф* (е2) = Ь — 72-
В случае б) найдутся такие А̂  ^ 0, ^2¥= О, что ф{ (^ei + A êj) = b + Yi.
Перейдем от базисов (е) пространства X и (е') пространства X' к (?) =
= (e)S, (?') = (е')5, где

(5.23) 5 = ( 1 "17 |
\0 1 /

в случае б) и S = I — в случае а).
В случае б) по построению cpt (?i) = b — у'2, cpf (?г) = & + vi и матрица

Et в этом базисе имеет нижний треугольный вид (поскольку eg является соб-
ственным вектором для Gt в силу свойств 1) и 2) нормирований), поэтому
базис (?) формально не является ассоциированным, но, как легко видеть,
для него также имеют место предложения 2.1—2.3.

Случай а) либо сводится к б), если <pt (ei) < q>t (е^), либо ф; (ei) ]>
^> ф* (бг)> матрица Е 4 — верхне-треугольная, и вновь имеют место предло-
жения 2.1—2.3. Итак, для фундаментальной матрицы Т' = 7"£, где £ из
(5.23), имеет место разложение (2.8), (2.9) с матрицей

(5.24) At = diag (bn, Ьм),

где одно из чисел bjj равно Ъ -J- yi» другое — 6 — 2̂-
Для матрицы Т[ = TyS, рассматриваемой на St, вновь имеет место

разложение (5.10)—(5.13) с заменой матрицы Vl (z) на Ui (z) и Ег на S~xEiSf

где

Ot (z)(z - ai)Ai = Ut (z)(z - atfi S = Ut (z) S (z)(z - a^',.

(
\0 1 . /

в случае б) и S = / в случае а), поэтому в случае б)

Поскольку по условию либо с ^ 0, wi ^> 7ш, либо с = 0, то иг (z) вновь
имеет вид (5.13) с заменой с на с', m на те', и либо с' Ф- 0, т' ~^ уа, либо
с' = 0.

Рассмотрим матричную функцию

(5.25) У (г/) = Тг (у)(Г (у))-\

Из (5.22), (5.23) следует, что Y (у) — однозначная функция на СР1. Из
(5.9) получаем, что Y (z) — голоморфно обратима вне точек щ, at, а из
(5.10)—(5.13)— что в окрестности точки аг имеет место разложение

У (z) = Ux (z)(z - at)
Ai (#;)-!,

поэтому первая строка yt (z) матрицы Y может быть там представлена в виде

ух (z) = (о (z - aif^, pc' (z - а,)Ь+™'-т.)1(1 + о (1)),

откуда в силу условия га' ^> уш, если с' Ф- 0 (и, конечно, в случае с' = 0),
получаем!

(5.26) . у, (z) = (z - о,)ь+* i t (z),

где ?t (z) — голоморфный в точке аг вектор.
В окрестности точки at матрица Y имеет вид
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где Ж\ имеет вид (5.24). В этом случае для той же строки yt (z) матрицы Y
получаем

{) t()(5.27)
(z - at)

где t2 (z) — голоморфный в точке at вектор.
Из (5.21), (5.26), (5.27) и из голоморфности yi (z) вне точек а{, at сле-

дует, что степень дивизора каждой компоненты функции г/j (z) на СР1 строга
больше нуля, поэтому i/j (z) = 0, что противоречит голоморфной обрати-
мости матрицы Y (z) вне точек аг, at. Полученное противоречие означает,
что ух = 7<о-

Л е м м а 5.4. Пусть фуксова система (3), (4) приведена к виду (5.9)—
(5.13). Тогда форма со этой системы в окрестности точки аг имеет вид

(5.28)

-±~ с (т — PJ + Pf)(z — а;)"1"1 + 8 (z — а{)
<0 = [

•.ft—1

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (5.13) получаем

0(1)),

где ti ^ 0, t2 ^г 0. Соотношение (5.28) следует теперь из (2.10).
Л е м м а 5.5. Пусть элемент afq dz матричной формы ю фуксовой сис-

темы (3), (4) имеет в окрестности точки at разложение вида

(5.29) сом = - ^ ell + сГ + (z - a,) cf + . . .

Элементы bpq матриц Вг из (4) связаны с числами c%q следующими соотно-
шениями:

(5.30)

Opq

1Ь

Z j J'9' (а. _ а )г ~

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (5) получаем

откуда и следует доказательство леммы.
П р е д л о ж е н и е 5.3. Фуксов вес у% любого представления (2) удов-

летворяет неравенству ух <^ п — 1. Если представление (2) неприводимо, то

(5.31) у% < п - 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим фуксову систему (4) с монодро-
мией (2) и фуксовым весом у%, приведенную к виду (5.9)—(5.13). Предпо-
ложим, что у%^> п — 2. Тогда согласно предложению 5.2: т ~^> п — 1 для
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числа т из (5.13). Из леммы 5.4 в этом случае следует, что элемент со12 фор-
мы со этой системы в окрестности точки at имеет вид ю12 = о ((z — ai)n~3)dz,
а из (5), (2.14) и условия у%^> 0 следует: bi2 = О, Ъ\2 + . . . + bi2 = 0, по-
этому из леммы 5.5 получаем, что числа b\2, i Ф I удовлетворяют системе-
п — 1 уравнений (5.30)

•

У 4

определитель которой является определителем Вандермонда чисел

— — — , . . . , ? , . . . , и поэтому отличен от нуля. Значит, b{2 = 0г

i = 1, . . ., п, поэтому все матрицы Вг системы (4) имеют нижний треуголь-
ный вид, и из следствия 2.1 получаем

(5.32) Ьп = р; + фь, Ь22 = рг + Фь Ъ\х = рь Ъ\2 = р,-,. i ФI-
п

Поскольку из (5) следует, что S Pi ~Ь ф; = О, / = 1,2, а из (2.5) — что-
j=l

п

О <[ Re 21 р\ ^ п — 1' 7 = 1, 2, то из последних двух равенств имеем —
i=X

(re — 1) <^ ф| ^ 0, 7 = 1,2, поэтому фг — цп ^ п — 1, что вместе с пред-
положением Ух^> п — 2 приводит к равенству ух = п — 1.

Из нижней треугольности матриц Вг в этом случае следует, что пред-
ставление (2) приводимо.

П р е д л о ж е н и е 5.4. Для любых точек a t, . . ., ап и любого числа
у, удовлетворяющего неравенствам

(5.33) 0 < у < п - 2,

существует такое неприводимое представление (2), что у% = у и все мат-
рицы Gi монодромии группы Im % из (2.5) недиагонализируемы.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть, как и ранее, а± = 0, и точки оо нет
среди точек D (этого всегда можно добиться конформным преобразованием,
сферы Римана).

1. Докажем предложение вначале для случая четного у = 2у'. Рассмот-
рим следующие две системы уравнений относительно неизвестных d2, . . ., dn\
с2, . . ., сп:

(5.34)

(5.35) у а -^ = х*8г, м г

где г = 0,, 1, . . . , п — 2; 6j =

i=2

0,.

11, i = / .
Поскольку определитель систем (5.34), (5.35) отличен от нуля, то для

решения d системы (5.34) найдется такое /, что dj Ф 0. Всякое же решение с
системы (5.35) имеет вид с = хН, U ф 0, i = 2, . . ., п, поэтому можно выбрать

7Ь

такие значения корней У~й»£», что s = 21 У ^ Л ^ О . Выберем число х в (5.35)
i=2
п

равным ж = ^ - = ^-,. тогда \ jAdjCj = a:s = 1- = — т'». поэтому
г = 2
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матрицы

(5.36) £ i = 1 , , £г = Г

удовлетворяют условиям (5).
Рассмотрим фуксову систему (4), (5.36). Из следствия 2.1 и вида мат-

риц (5.36) для показателей пространства X решений этой системы получаем

(5.37) ! -1 .' х

1р? = р? = Ф? = 0, 1фи / = 1,2.
Рассмотрим разложение (2.8) для пространства X в точке ах = 0:
(5.38) Тг (у) = U, (г) г^уЕг.

Из (5.37) следует, что

(5.39) А± =

Из (5.36) и (2.14) получаем

(? о
\ ° —у'.

поэтому
(ии 0

Сделаем в пространстве X U замену базиса: ех = -^- , е2 = ^—. В новом

базисе, который мы вновь обозначим через (е), матрицы из (5.38) примут вид

(5.13), (5.39) с заменой at на ах = 0 и а на е = а - ^ - . Из (5.34) и леммы 5.5

для матричной формы со построенной системы (3), (4), (5.36) получаем:|

(5.40) <в«

Из (5.40) и леммы 5.4 следует, что число те в (5.13) для матрицы Ux (z) удовле-
творяет неравенству m ^ у, а из этого неравенства и предложения 5.2 по-
лучаем, что для построенной системы у© = Yx = У-

Осталось показать, что матрицы монодромии (?х, . . ., Gn построенной
системы (4), (5.36)недиагонализируемы и ее представление монодромии не-
приводимо.

Для недиагонализируемости матриц Glt . . ., Gn в силу (2.5) достаточно
показать недиагонализируемость матриц Еи . . ., Еп. Из (5.37) и (2.11) сле-
дует, что матрицы Lt в (2.14) при i ^= 1 совпадают с Ei, поэтому в силу (2.14)
недиагонализируемость матриц Е-ъ следует из недиагонализируемости Вг

из (5.36) при i Ф 1.
Покажем, что Ег также недиагонализируема. Заметим, что при с ^ О ,

m = 7 и П Р И с = 0 выражение с (т — $\ -\- §\) в (5.28) в силу (5.37) зануля-
ется, поэтому элемент со12 из (5.28) при т ^ у имеет вид

ш12 = (г£!®-* + о (z^" 1)) dz.

Сравнивая последнее равенство с (5.40) и учитывая доказанное равенство

У а ~ У% = 7i получаем е = 1, а = ^2-ф 0, значит, Ех — недиагонализируе-

мая матрица.
Если бы представление монодромии построенной системы (4), (5.36) было

бы приводимым, то из недиагонализируемости матриц Gx, . . ., Gn следовало
бы, что оно коммутативно. В этом случае из предложения 5.1 мы получили бы
7х = 0, что противоречит доказанному равенству ух == 7 !> 0.
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2. Рассмотрим случай нечетного у = 2у" -f- 1. Доказательство предло-
жения в этом случае полностью повторяет случай четного у с заменой матриц
ВГ ИЗ (5.36) на

(5.36')

2га — 2 /

матрицы Ах — на

и показателей из (5.37) на
_ -1 1 г» // г> 2 2 л п

Й = Р? = -ёЕг.^1,/=1.2.
З а м е ч а н и е 5.1. Из того, что в (5.38) матрица Тг имеет вид (5.10)—-

(5.13) следует, что

Ф1 (бц) = у') Фх (ец) ^> 0, ф 2 (e2i) ^ у ' , Ф1 (̂ 22) = — ? '

для элементов e\j матрицы Тг.
П р и м е р 5.1. Представление монодромии фуксовой системы

1 0 \ dz , 1 / - 1 1\ dz ,
0 — 1У "^ ' 6~ V— 1 1

Т"/— 1 —IV Uz . 1 /—1 *\ ^.

с четырьмя особыми точками ах = 0, а2 = — 1 , а3 = 1, а4 = V2 имеет фук-
сов вес 7х = 2, при этом матрицы монодромии G l t . . ., G4 недиагонализи-
руемы.

5.2. Обозначим через Fn группу с п образующими пх, . . ., hn и единствен-
ным соотношением ht • • . • • hn = е, а через х а — изоморфизм

(5.42) ха: n1(CP1\D, z0) -»- Fn,

при котором ка (gi) = hi для образующих g1,, определенных в начале § 2.
Любое представление (2) может быть записано в виде % = %' о ха, где

Ш (5-43) х'- Fn-+GL(p; С)}

некоторое представление группы Fn. Будем в дальнейшем обозначать % че-
рез х (a)i г Д е а = (%, • • -, аэт)-

Доказательство следующего предложения очевидно.
П р е д л о ж е н и е 5.5. Если для наборов точек а = (а17 . . ., ап) и

b = (Ьг, . . ., Ьп) существует конформное преобразование г: СР1 —*- СР1 такое,
что

г (ai) = bi, i = 1, . . ., п; г (yf) = yi, i — 1, . . ., n,

для путей у и определенных в начале § 2, т о 7х(о) = 7х(Ь)«
П р е д л о ж е н и е 5.6. Пусть фуксов вес Yx(o) представления % (а)

с недиагонализируемыми матрицами монодромии %' (/гх), . . ., %' (/in) больше
единицы. Существует такое г ^> 0 и такой индекс I, что для любого набора
точек а' = (ах, . . ., aj_i, аг + f, a;+i, . . ., ап), где 0 < | f | <C s, имеет место
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неравенство
Two') < YWa> - 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим фуксову систему (4) с монодромией
(2) и фуксовым весом у = Vx(a), приведенную к виду (5.9)—(5.13) к некоторой
точке П[. Из предложения 5.4 следует, что в (5.13) либо с Ф О, т 1> у, либо
с = 0. Переведем конформным преобразованием точку at в точку 0 и точку оо
в оо. Обозначим полученный набор вновь через а,, . . ., ап.

Рассмотрим изомонодромную деформацию

(5.44) df =
!г=2 *

построенной системы, где

(5.45)
= 0.

и параметр t изменяется в малой окрестности точки 0. Система (5.44) имеет
при достаточно малых £ту же монодромию, что и исходная система (4) (см. [23])-

Из (5.12), (5.13) и (2.14) получаем

поэтому из (5.45) следует, что
/ О

ш

(5.46) Bf(t) =

Отсюда и вновь из (5.45) имеем

(5.47) &(t) = YBi(t)=(b + yi+'oW. [0{t)

поскольку, в силу лемм 5.5, 5.4 и предложения 5.3, выполнено равенство

(5.48)

Разложение (2.8) для пространства X решений системы (5.44) в точке t
имеет вид

Тг (У, t) = Ux (z, 0 (z - О^1 (2/ - t)El-

Из (2.14) следует, что Ut (t, t) В1 (0) = В1 (t) Ux (t, t), откуда

+ Xvt + 0{t) 0{t)

Приведем систему (5.44) к виду (5.9)—(5.13). Для этого перейдем от
пространства X решений этой системы к ! ' = U"1 (t, t) X. Матрицы коэф-
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фициентов новой системы будут иметь вид

в
(5.49)

Из (5.49) и (5.48) получаем

г—2 i

поэтому для формы 5 новой системы в окрестности точки z = t согласно лем-
ме 5.5 имеем с̂ -2 (t) ф О в (5.29) для достаточно малых t. Отсюда и из (5.28)
с учетом равенства уа = у получаем с # 0 , т ^ у - 1 в разложении (5.13)
для новой системы. Из предложения 5.2 заключаем, что Yx(a') <С Тх(«)- Из
предложения 5.1 следует, что числа 7х(а) и ух(а') имеют одинаковую четность,
поэтому Yx(a') < 7х(а) — 1 Д л я набора а' = (ах + i, а2, . . ., ап) при доста-
точно малых t. Для завершения доказательства предложения осталось лишь
применить конформное преобразование, обратное к тому, которое было ис-
пользовано в начале доказательства, и воспользоваться предложением 5.5.

§ 6. Проблема Римана — Гильберта для системы трех уравнений

В этом параграфе будут описаны все те представления (2) размерности
р = 3, для которых проблема Р.—Г. имеет отрицательное решение.

П р е д л о ж е н и е 6.1. Пусть представление (2) размерности р = 3
приводимо и каждая из образующих G\ группы Im %, определенная в (2.5),
приводится к жордановой клетке. Проблема Р.—Г. для представления (2)
разрешима тогда и только тогда, когда для соответствующего двумерного
подпредставления или факторпредставления %2 представления (2) имеет
место равенство

(6.1) 7 Х 2 = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь . 1. Рассмотрим систе-
му (4) с монодромией (2). Пусть Xi — подпространство размерности i = 1
или i = 2 пространства X решений этой системы, инвариантное относительно
действия операторов монодромии. Из того, что матрицы Е} в разложениях
(2.8) имеют вид жордановых клеток, следует, что первые I элементов ассоции-
рованного в точке а3- базиса образуют базис в пространстве Xf |g , а из свой-
ства б) ассоциированного базиса следует, что ф) ^ ф| > ф|, откуда

(6.2) Re р*} > Re р| > Re pf, / = 1, . . ., п,

где PJ, . . ., Р5 — показатели подпространства Xi в точке а,-. Из условия фук—
совости (2.16) и (6.2) получаем

3 = 1 1 = 1

что вместе с неравенством (3.11) влечет

(6.3) я4 = 0,

2 УМН, т. 45, вып. 2
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откуда в силу (2.16), (6.2) заключаем, что

(6.4) Re pj- = Re pf = Re $% ф) = ф| = ф|,. / == 1, . . . , п.

2. Рассмотрим фундаментальную матрицу Т (у) пространства X, первые-
i столбцов которой образуют базис пространства Xt. Тогда матрица Т' (у) =
= Щ1 (а,]) Т (у) имеет вид (3.14) (ибо в противном случае согласно доказа-
тельству леммы 3.7 сумму (6.3) можно было бы увеличить, что невозможно
в силу (3.11)):

(Т (у) * \ fen * * \
(6.5) Г (у) = \ * , Г (у) = о т (и) •

V 00 е„) \0 TW)
a) i = 2 б) » = 1

В (6.5) матрица Т является фундаментальной матрицей пространства X ре-
шений системы (4) с монодромией %2, поэтому из (6.4) и (6.5) а) для нор-
мирований ф* пространства X получаем ф} = ф}, Щ = ц% и у%2 = 0 для
i = 2.

В случае (6.5) б) согласно определению 2.2 нормирований ф) ~^? ф|,
ф| ^ ф|, откуда в силу (6.3) и условия фуксовости (2.16) вновь ф) = ф|»
ф| = ф| и у%2 = 0 для i = 1.

Д о с т а т о ч н о с т ь . 1. Рассмотрим систему (4) с регулярными осо-
быми точками fflj, . . ., ап, фуксовую в точках а2, . . ., ап с монодромией (2),
и фундаментальной матрицей Т пространства X решений вида (6.5) (существо-
вание такой системы доказано в лемме 3.7). Из [6] и следствия 5.1 получаем,
что существует такая мероморфная на СР1 голоморфно обратимая вне точек
ах, . . ., ап матрица Г (z), что пространство X' с фундаментальной матрицей
Т' = Г (z) Т имеет разложение (5.9)—(5.13), где Yi = Тг = = 0 в силу усло-
вия уХг = 0.

Обозначим через с,- число ф;- (е3з) в случае (6.5) а) и число ф;- (еп) в слу-
чае (6.5) б). Перейдем от пространства X к X' = Г (z) X, где

(6.6) Т(г) =

Гх z) =

3=1,3

Фундаментальная матрица Т' = Г (z) T пространства X' вновь имеет
вид (6.5), причем для нормирований 'ф* этого пространства имеют место сле-
дующие равенства

'<Pi = 'ф? = Фу (е3з) = cj>. ; = 1, • • -,,'ге, в случае а),

Cj = 'ф^ = ф7- (в]) = фу- (ё2), / = 1 , . . . , п, в случае б),

где ?! и ?2 — столбцы матрицы Т. Равенства (6.7) при j ф I следуют из вида
матрицы I\ (z) и (5.9). Докажем их при / = I. Обозначим через р7- собственные
значения жордановых клеток Е}. Для функций е п (у) и е33 (у) имеем

п

(6.8) 2 (Ру + Cj) = 0.
3 = 1

С другой стороны, для пространства X' получаем в силу (2.16)

%
3 = 1

(6.7)
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Так как 'ф) = 'ф|, то отсюда и из (6.8) следует, что

Случай j — I следует теперь из равенств (6.7) при / ф I.
2. Дальнейшее доказательство разбивается на два случая: a) i = 2,

б) i = 1.
Рассмотрим вначале случай б). Из (6.7) и построения матрицы Т следует,

что в окрестности точки a,j матрицу Т' (у) можно представить в следующем
виде

(6.9) Г (у) = Uj (z) (г - aj)eJl (у - а,)Еи
где

(Иц «12 «1з\

I ',«)•
un (dj) Ф 0; Uj (z) — голоморфно обратима в точке ау, и12 (z), и13 (z) имеют
в точке а,-, вообще говоря, полюсы порядков р и q соответственно.

Обозначим через щ (z) и и3 (z) строки матрицы Uj (z). Поскольку
щ (dj) и и3 (dj) линейно независимы, то существуют такие многочлены

) Q\ (степеней не более,! чем max (p, q), что вектор
— аз I

+ ( ) ф (П Q Q
\ i 1 \ з I

t (z) = Qzu2 + Q3u3 + (м12, и13) голоморфен в точке a,j. (Построение Q2 и Qz

проводится аналогично построению Q в лемме 3.1.) Перейдем от пространства
X' к гХ' = Г2 (г) X', где

Матрица 1С/3- = Г2 (z) Uj будет уже голоморфно обратима в точке а3-, поэтому
равенство (6.7) б) примет вид 'ф} = 'ц>) = 'ф^ = Cj.

Проделаем описанную процедуру для всех / = 1, . . ., п, получим про-
странство пХ'. Из голоморфной обратимости матриц nUj, вида разложений
(6.9) и формулы (2.10) следует, что пХ' — пространство решений фуксовой
системы (4) с заданной монодромией (2).

Рассмотрим случай а). Применим к матрице Т' (у) (у — dj)~Ei процедуру
Л (cij, 3, 3, Cj), получим пространство гХ', для которого в разложении (6.9)
матрица 1Uj (z) уже голоморфно обратима. Проделаем указанную процедуру
для всех j = 1, .... ., п; дальнейшее доказательство полностью повторяет слу-
чай б).

З а м е ч а н и е 6.1. Пусть представление (2) приводимо и каждая из
образующих Gi приводится к жордановой клетке. Если существует фуксова
система (4) с монодромией (2), то для показателей р' пространства решений
этой системы имеют место соотношения:

pi = . . . = pr, i = 1, п.

Доказательство проводится аналогично п. 1 необходимости предложе-
ния 6.1.

З а м е ч а н и е 6.2. Доказательство достаточности предложения 6.1
проходит, если условие приводимости, каждой матрицы Gi к жордановой клет-
ке заменить следующим: каждая из, матриц Gi = %2 (gi) приводится к виду

Xi *

о ХГ
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Если каждая из матриц Gi имеет кратное собствен-
ное значение кратности три, то доказательство то же, что в предложении 6.1.
Если же для некоторого I имеет место неравенство pi Ф р\ или pf Ф р?*
то доказательство повторяет доказательство достаточности предложения 6.1
до формулы (6.7) (последняя формула имеет место для / Ф I), а затем — от
пункта 2 до конца. При этом описанная в пункте 2 процедура приведет к ра-
венствам 'ф* = 'ф| = 'ф* = cj, j Ф I, 'ф? = 'ф? и, вообще говоря, 'ф! Ф 'ф?
(в частности, может быть 'ф! <^ 'цп). Поскольку матрица Ег имеет в предпо-
ложении pi Ф pf вид

-1 о о\

Е\

то фуксовость построенной системы вновь следует из (2.10).
П р е д л о ж е н и е 6.2. Для любого представления (2) размерности

р = 3, образ которого лежит в множестве верхних треугольных матриц,
проблема Р.—Г. разрешима.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим систему (3) с регулярным особыми
точками аг, . . ., ап и заданной монодромией (2), фундаментальная матрица
Т (у) пространства X решений которой имеет вид

(6.10) Т(у) =

Существование такой системы доказано в пункте 2а) леммы 3.7. Обозначим
через с\ = фг (ejj) нормирование элемента е̂ - (у) в точке i. Можно считать, что

(6.11) с\ = с\ = с\ = 0, i = 1, . . ., I, . . ., п,

где I — произвольный индекс из множества {1, . . ., п). (В противном слу-
чае применим к пространству X преобразование [[ В (а,, аг, с\, с\, с\), полу-
чим фундаментальную матрицу вида (6.10) с условием (6.11).) Матрицы Gi
операторов монодромии g* в базисе из столбцов матрицы Т (у) имеют верхний
треугольный вид, поэтому то же самое верно и для матриц Ег из (2.5).

Дальнейшее доказательство сводится к разбору следующих случаев:
1 1) одна из матриц Et диагонализируема;

2) Уг pi = pf или Vi pf = pf;
3) УГ pi = pf, pi Ф p2i для некоторого I;
4) pi Ф p? для некоторого I.
Случай 1) разобран в [7]. Случай 2) следует из замечания 6.2 и предло-

жения 5.1. Рассмотрим случай 3). Заметим, что в этом случае фг (еп) =
= Фг (езз) = ci B силу (6.11) и равенства (2.16) для еп (у) и eS3 (у). Перейдем
от фундаментальной матрицы Т (у) к Ts (у) = Т (у) S, где S — верхняя
треугольная матрица такая, что

(6.12) S~1ElS = El =

-Es

Применим к матрице Ts-(y — аг)
 1 процедуру

(6.13) 4(а«г2Аф,(в82)).Л(а„3,3,«р,(езз))- П А (о4,.2, 2,0). А (о*,3,3.,. 0).

9)

0

0

0

р?
0

1

0

р)
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Получим пространство X', для которого имеет место разложение (2.8), (2.9)
в точках a», i Ф I, а в точке at матрица Ts (у) может быть представлена в виде

(6.14) Та (у) = U (z) (z ~ ulfi (у - atfl,

Аг = diag (сг, фг (<?22), сг),

a Ut (z) — голоморфно обратима в точке «;• Д л я матриц Е], А х имеет место
предложение 2.1, поэтому из (2.10) получаем, что X' является пространством
решений системы (4), фуксовой также и в точке аг.

В случае 4) локальное представление %г из (2.3) раскладывается в пря-
мую сумму одномерного у} и двумерного представлений и собственный вектор
е представления уг

г либо является собственным вектором для всех (?, (когда

р) ф pf), либо определяет собственный вектор факторпредставления %г пред-
ставления % (когда pf ф р!). Доказательство в случае 4) предложения 6.2
будет следовать из доказательства следующего предложения 6.3.

П р е д л о ж е н и е 6.3. Пусть представление (2) размерности р = 3
таково, что одно из локальных представлений %г из (2.3) раскладывается
в прямую сумму одномерного %] и двумерного представлений. Тогда проблема
Р. — Г. для представления (2) разрешима.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим систему (3) с регулярными осо-
быми точками аг, . . ., ап, фуксовую вне точки аг с заданной монодромией (2).
В силу (2.15), (2.16) для доказательства предложения достаточно показать,
что сумму s показателей пространства X решений этой системы всегда можно
увеличить.

Рассмотрим разложение (2.8) для пространства X в окрестности точки аг,
выбрав в качестве ассоциированного базиса такой, в котором матрица Ех имеет
вид

'. ° °'
(6.15)

В силу леммы 4,1 можно считать, что матрица Uг (z) при этом уже имеет вид
(4.1). Пусть для определенности c3S > 0 в (4-1). Дальнейшее доказательство
сводится к разбору следующих случаев:

!) Фг (е31) < фг (е32); изг (г) ф 0;
2 ) Фг (e3i) > Фг (е32);
3) и\х (z) = Ида (z) = 0, и{2 (аг) = 0, ui2 (z) ф 0;.
4) u'sl (z) = г4г (г) = и[2 (г) = 0.
В случае 1) применим к пространству X процедуру А (аг, 3, 1, фг (e3i)),

в случае 2) — процедуру А {аи 3, 2, ф; (е32)), в случае 3) — процедуры
A (ah 3, 3, фг (е33)) и А (аи 1, 2, фг (е12)). Во всех трех случаях, как это сле-
дует из замечания 3.1, получим s' j> s, где s' — сумма показателей простран-
ства X' = Г (z) X.

Если же ul

31 (z) = uS2 (z) SE Щ2 (Z) = 0 (случай 4)), то из (6.15) получаем,
что в разложении (2.8) в точке «; имеет место тождество е3 1 (у) = е32 (у) =
^ ei2 (j/) ^ 0, т. е. представление % — верхне-треугольное, причем собствен-
ный вектор е локального представления у} не является собственным вектором
всего представления % и не определяет собственного вектора в соответствую-
щем одномерном факторпредставлении. В этом случае предложение 6.3 сле-
дует из доказанных пунктов 1) — 3) предложения 6.2.

Из теоремы 1 и предложений 6.1—6.3 получаем
С л е д с т в и е 6.1. Проблема Р. — Г. для представления (2) размер-

ности р = 3 имеет отрицательное решение тогда и только тогда, когда вы-
полнены следующие три условия:
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а) каждая из образующих Gi группы Im % приводитсяк жорданоеой клетке;
б) представление (2) приводимо;
в) соответствующее двумерное подпредставление или факторпредставле-

ние %2 неприводимо и у%2 ^> 0.
Перейдем к доказательству теорем 2, 3, сформулированных во введении.
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Рассмотрим приводимое пред-

ставление (2) размерности р = 3, для которого все матрицы Gi приводятся
к жордановым клеткам и соответствующее двумерное подпредставление или
факторпредставление %2 неприводимо. Из приводимости (2) следует, что для
соответствующего одномерного подпредставления или факторпредставления
число

— целое, где pi — собственное значение жордановой клетки Е^. Поэтому из
предложения 5.1 заключаем, что уХг — четное число. Из неприводимости %2

и предложения 5.3 для п = 3 следует, что уХг ^ 1, поэтому Yx. = 0. Теорема 2
вытекает теперь из следствия 6.1.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3.
1. Докажем теорему вначале для случая р = 3. Для этого достаточно

построить представление (2), удовлетворяющее условиям следствия 6.1.
Рассмотрим систему ((4), (5.36)). Поскольку число точек п больше трех,

то найдутся такие 2-векторы b\, . . ., Ъп, что bj Ф 0, / = 2, . . ., и, и

(6.16) %Ь}=0, rank 'Bj = 2, / = 2, . . ., п,
j=2

где через 'Вг обозначены матрицы

/о Z-У о\ . /о ь4ч
(6.17) 'Д1= о , 'Вг= 0

\0 5V \0 В7

J91 — матрицы из (5.36), у' = -п- ух> Yx — фуксов вес представления (2)

монодромии системы ((4), (5.36)), ух ^> 0.
Рассмотрим систему ((4), (6.17)), в силу (6.16) она удовлетворяет усло-

вию (5). Покажем, что представление монодромии этой системы удовлетворяет
условиям следствия 6.1.

Из построения системы ((4), (6.17)) следует, что условия б), в) следст-
вия 6.1 для нее выполнены.

Поскольку матрицы 'В1 из (6.17) при i ^> 1 приводятся к жордановым
клеткам, то из (2.11) и (2.14) получаем, что то же самое верно для матриц Ег
и, значит, для Gi = exp (2niEi).

Рассмотрим пространство решений системы ((4), (6.17)) в окрестности
точки а1 = 0. Пусть Тг (у) — фундаментальная матрица для системы ((4),
(5.36)) из (5.38). Тогда матрица

( 1 «12 «13 \
0 г
0 y i )

является фундаментальной матрицей для системы ((4), (6.17)). Подставляя
Т (у) в эту систему, получаем

(6.19)
dz гг

г=2
п

(Ь\2е22 + Ь\3е32),
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Поскольку из замечания 5.1 следует, что

Ф1 (е22) = Y'. Ф1 (е2з) > 0, 4>i (е33) = —У', <Pi (e 3 2 ) > у',

где через ц>х (/) обозначено нормирование функции / в точке ах = 0, то из (6.19)
получаем, что

(6.20) q

Из (6.20) следует, что точка ах = 0 является для системы ((4), (6.17))
регулярной особой точкой.

Матрица Ех из разложения (2.8) для Т (у) имеет вид
/0 а р\

(6.21) Е1=\0 0 1 \ .
\0 0 0/

Если бы выполнялось равенство а = 0, то матрица уЕ^ имела вид
/1 0 pinz/\

уЕ, = 0 1 In г/
\0 0 1 /

и элемент е12 из (6.18) был бы однозначной мероморфной функцией в окрест-

ности точки ах = 0, но тогда число фх (
 е}г ) было бы неотрицательным в слу-

чае голоморфности е12 (z) и меньшим —1 в случае, когда функция е12 имеет
в точке аг = 0 полюс. Получаем противоречие с первым равенством в (6.20).
Значит, а ^ = 0 в (6.21) и ЕХ приводится к жордановой клетке. Поэтому то же
самое верно и для Gx. Условие а) следствия 6.1 выполнено.

Итак, для представления (2) монодромии системы ((4), (6.17)) проблема
Р. — Г. имеет отрицательное решение.

2. Рассмотрим матрицы
v

(

(6.22) 'vB
l =

0

0 'В\

Для представления (2) монодромии системы ((4), (6.22)) не существует реа-
лизующей его фуксовой системы. Теорема 3 доказана.

П р и м е р 6.1. Для представления (2) монодромии системы

(6.23) * / = 0 , 0 « + J L 0 - 1 1 « +

с регулярными особыми точками 0, — 1 , 1, у не существует реализующей

его фуксовой системы.
Из следствия 5.1 и доказательства теоремы 3 получаем в силу (2.10)
С л е д с т в и е 6.2. Пусть представление (2) размерности р = 3 удовле-

творяет условиям а), б), в) следствия 6.1. Тогда существует система (3) с моно-
дромией (2) и с регулярными особыми точками а±, . . ., ап фуксовая во всех
точках, кроме одной, в которой порядок полюса матрицы коэффициентов

v
равен —г*- + 1, и не существует аналогичной системы с полюсом меньшего

порядка.
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Из предложения 5.3 и следствия 6.2 получаем
С л е д с т в и е 6.3. Для любого представления (2) размерности р = 3

существует система (3) с регулярными особыми точками аг, . . ., ап и моно-
дромией (2), фуксовая во всех точках кроме, быть может, одной, в которой

порядок полюса матрицы коэффициентов не превосходит числа -5- , где [х] —

целая часть числа х.
Запишем представление (2) в виде % = % (а) (см. (5.42), (5.43)). Из пред-

ложения 5.6 и следствия 6.1 получаем
С л е д с т в и е 6.4. Для любого набора точек а = (аг, . . ., ап), любого

представления (5.43) размерности р = 3 и любого е ^> 0 найдется такой набор
точек а' = (%, . . ., ап), что \ ai — at | <^ е и проблема Р. — Г. для пред-
ставления % (а') разрешима.

Следствие 6.4 означает, что не существует такого набора матриц G1? . . .
. . ., Gn; Gx-. . .-Gn = I, порядка (3x3), что проблема Р. — Г. для представ-
ления yv (а) имеет отрицательное решение для всех наборов точек а = (аг, . . .
. . ., ап).

§ 7. Фуксов вес и двумерные голоморфные векторные расслоения
на сфере Римана

В любом комплексном векторном расслоении с постоянными функциями
перехода можно ввести голоморфную интегрируемую связность (см. [24J).
Пусть (е\, ' .-.., ер) — произвольный базис сечений расслоения F' \и., где
через F' обозначено векторное расслоение, ассоциированное с расслоением,
построенным в пункте 1.3 § 1. Обозначим через V голоморфную связность
в F', а через —со1 — матрицу этой связности в базисе (el, . . ., ег

р). Пусть / —
координаты сечения s в базисе (ег). Тогда

V/ = (d - со*) /.

Таким образом, связность V' задает семейство локальных систем дифферен-
циальных уравнений на СР1 \ D:

(7.1) . (d - со') / = 0.

В базисе (sl5 . . ., sp) из р линейно-независимых в каждой точке глобаль-
ных голоморфных сечений, который существует в силу голоморфной триви-
альности расслоения F', семейство (7.1) задает систему линейных диффе-
ренциальных уравнений (3) на всем СР1 \ D. Из построения этой системы
следует, что ее монодромия совпадает с (2). Если от базиса (s^. . ., sp) перейти

., sp) = (s l t . . . : s-) Г"1 (z), то система (3), построенная по связности
V', перейдет в

df = со'/,
где со' имеет вид (1.5). Итак, задание связности
в тривиальном расслоении эквивалентно заданию
системы линейных дифференциальных уравнений (с
точностью до калибровочных преобразований
(1-5)). )

Продолжим расслоение со связностью (F', V/j-
до- расслоения со связностью (F0, V0) на всем СР

Рис. 2 следующим образом. Пусть окрестность Ot точкИ

at пересекается с окрестностями (7^, . . ., U\ и 3

покрытия {U%} по связным односвязным множествам (см. рис. 2, на кото-
ром к = 3).

, Расслоение F' из п. 1.3 § 1 строится так, что из функций перехода
ёш'- Ux^ f] Uxl ->- GL (р; С) лишь одна отлична от I. Пусть это g№, тогда
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gin = Gt. Выберем в Ot f] U\, ту ветвь функции (у — аг)
Е\ где Et из (2.5),

которая соответствует листу накрытия над Ot f] U^, содержащему отмечен-
ную точку yt £Е S^ Положим для выделенной ветви (z — СЦ)Е'Г:

('•*) #01 = ( z — a i ) »

^ 0 2 положим равным аналитическому продолжению функции g01 в Ot f) Ui,
вдоль пути, обходящему точку щ против часовой стрелки и т. д. Тогда на
О* П Uxk П Uii получим

(7.3) gQk = goi'Gi = goi'giK-

Расслоение F', продолженное описанным образом во все точки at ЕЕ D, обо-
значим через F0. Если (е\, . . ., е\) — базис горизонтальных сечений в F \и%

(последнее означает, что матрица со' связности V в этом базисе — нулевая),,
то из (7.2), (7.3) следует, что̂  (£х, . . ., £р) = (el, . . ., ер1) g^ — базис
в F0 \ог\{аг}- Матрица а»о связности V в базисе ( | l t . . ., | р ) [o^v^ равна
согласно (1.5):

Те , •. - 1 -г-, dz(7-4)
^

Из (7.4) следует, что связность V продолжается до связности V0 во всем F0,
голоморфной в F0, за исключением точек из D, которые являются для V0

полюсами первого порядка.
Построенное продолжение (F0, V0) называется в [201 продолжением Ма-

нина расслоения (F', V) (в [20] оно построено для и-мерного многообразия
и дивизора D с нормальными пересечениями). Связность V0 имеет заданную
монодромию (2), и если бы расслоение .F0 было голоморфно тривиальным, то
тем самым, проблема Р. — Г. для представления (2) была бы разрешима. Од-
нако F0 уже топологически, как правило, нетривиально, ибо его первый класс
Чжэня сх равен

(7.5) C l = S S p £ i

(отождествление № (СР1, Z) = Z считается заданным) г).
Рассмотрим всевозможные продолжения (F%, Vx) расслоения (F', V)

на все СР1, при которых продолженная связность V̂  имеет в точках из D
особенности типа простых полюсов. Все такие продолжения в точке ai опи-
сываются с помощью предложения 2.3. Действительно, пусть матрица Et

приведена к жордановой нормальной форме. Рассмотрим блочную матрицу A t,
каждый блок которой соответствует жордановой клетке Li матрицы Аг и
Ai = (hag (bi , . . ., ojt ),где/ст — размер клетки, о,- E Z , bi ^ . . . ;> OR
Заменим функцию перехода g01 в (7.2) на

(7.6) " goi=(z-ai)
A*\z-ai)\

где Ai1 — произвольная матрица, описанная выше. Продолжив расслоение
(F', V) с помощью (7.6) во все точки at, получим расслоение^, V )̂, Я, =
= (Ях, . . ., кп) со связностью V̂ , имеющей в точках at £E-D особенности
фуксового типа, как это следует из предложений 2.1—2.3.

х) Независимо от того, тривиально ли расслоение F", у главного расслоения, с ко-
торым оно ассоциировано, всегда существует мероморфное сечение, голоморфно обратимое
вне точек ах, . . ., ап. Используя его вместо сечения расслоения F' из пункта 1.3, получим
систему с заданной монодромией и регулярными особыми точками аи . . ., ап.
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П р е д л о ж е н и е 7.1. Проблема Р. — Г. для представления (2)
разрешима тогда и только тогда, когда хотя бы одно из расслоений F% голо-
морфно тривиально.

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из предложения 2.3.
Любое голоморфное векторное расслоение F на СР1 по теореме Бирк-

гофа — Гротендика [5] представляется в виде прямой суммы одномерных:
(7.7) Fc^O(k1)@...@O (kp),

где О (I) — расслоение, задающееся двумя окрестностями Uo = СР1 \ О,
Ux = СР1 \ сх> и функцией перехода g01 = zl, I GE Z.

Набор чисел kt > . . . ^> кр из (7.7), которые будем называть индексами
Гротендика, однозначно определяет голоморфный тип расслоения F, в то вре-
мя как топологический тип этого расслоения полностью определяется числом
c i = &i + • • • + ^Р — первым классом Чжэня этого расслоения.

П р е д л о ж е н и е 7.2. Пусть расслоение (F0, V0) построено по пред-
ставлению (2) размерности р = 2 и фуксова веса у%. Тогда

(7.8) кг - к2 = у%,

где къ к2 — индексы Гротендика расслоения F0.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим пространство X решений фуксовой

системы (4) с. заданной монодромией (2) и фуксовым весом ух. Согласно след-
ствию 5.1 можно считать, что эта система имеет вид (5.9)—(5.13), при этом
число т в формуле (5.13) согласно предложению 5.2 удовлетворяет неравен-
ству т > 7х-

Рассмотрим расслоение Ft, которое задается окрестностями U1 = C/ ) 1 \a{,
Uo = Ог и функцией перехода g'i0 = иг (z) (z — «;)Ai, где Ut (z), At из (5.12),
(5.13). Нетрудно показать, что расслоения Fx и F0 голоморфно эквивалентны.
Из (5.13) и (5.11) следует, что

(7.9) Ui (z) (z - ul)
Ai = (z - at)

Ai U\ (z),

где матрица

- a i ) X

в силу условия т^ух голоморфно обратима в Ог, поэтому расслоение Ft

голоморфно эквивалентно расслоению

О (-Ъ + у2)®0 (-Ъ - уг),
значит,

(7.10) кг = — Ъ + уа, /с2 = —6 — Yi, К — к2 = Yx-

З а м е ч а н и е 7.1. Из (7.5) и того, что кг + к2 = cv где сх — первый
класс Чжэня расслоения F0, следует, что

(7.11) A1 = _LYX + 4 -

С л е д с т в и е 7.1. Любое двумерное голоморфное векторное расслоение
на СР1 голоморфно эквивалентно некоторому расслоению F, являющемуся про-
должением расслоения Манина, построенного по неприводимому представле-
нию (2).

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из (7.7), предложений 5.4, 7.2.
Таким образом, в любом двумерном голоморфном векторном расслоении Е

на СР1 можно ввести неприводимую связность V̂ , голоморфную вне конечно-
го числа точек и имеющую в этих точках особенности типа простых полюсов;
будем называть такие связности неприводимыми фуксовыми связностями.
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Обозначим число особых точек неприводимой фуксовой связности V̂ ,
через п%. Рассмотрим множество Л всех таких связностей и обозначим через
п число

п = minre^.
л

С л е д с т в и е 7.2. Число п связано с индексами кх, к2 Г ротендика рас-
слоения Е следующим соотношением при kt ^> k2

(7.12) п - 2 = кх - к2.

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из предложений 5.4 и 7.2 (кг ^> к2).
Таким образом, голоморфный тип (кг, к2) расслоения на СР1 полностью

определяется его классом Чжэня кг + к2 (топологический инвариант) и ми-
нимальным числом п = кг — к2 + 2 особых точек всевозможных неприво-
димых фуксовых связностей данного расслоения (аналитический инвариант).

Рассмотрим расслоение (Fl

0, VQ), построенное в (7.6) с матрицами
Ai = diag (—к2, — /сх), Аг = . . ., I, . . . = Ап = 0. Из предложения
7.1 и следствия 5.1 получаем следующее следствие

С л е д с т в и е 7.3. Расслоение Fo для некоторого I голоморфно триви-
ально.

Рассмотрим конечное покрытие U сферы Римана СР1. Пусть 2В — по-
крытие с условием 3® <§̂  U (обозначение см. в [30], с. 117). Голоморфное век-
торное расслоение Е на СР1 определяется коциклом

/в е Z 1 (U; ©ецр-.о),

Из предложений 7.2 и 5.6 получаем
П р е д л о ж е н и е 7.3. Для любого двумерного голоморфного вектор-

ного расслоения Е на СР1 с первым классом Чжэня сх и для любого е ^> 0 най-
дется такое голоморфное векторное расслоение Е', что || fE — fE' ||с(Ж) <С e,j
а индексы Г ротендика ki, k2 расслоения Е' равны

/ — Г С1 + 1 1 L.' _ г Ь.'
1 — § — ' 2 ~ 1 — v

где [х] — целая часть числа х.
Из предложения 7.2 получаем следующую формулировку следствия 6.1.
П р е д л о ж е н и е 7.4. Проблема Римана — Гильберта для пред-

ставления (2) размерности р = 3 имеет отрицательное решение тогда и
только тогда, когда выполнены следующие три условия:

1) все локальные представления (2.3), построенные по представлению (2),
неразложимы;

2) представление (2) приводимо, и соответствующее двумерное подпред-
ставление или факторпредставление %2 неприводимо;

3) индексы Г ротендика кх, к2 продолжения Шанина расслоения, построен-
ного по представлению %2, различны.

Заключение

1. Из работ Б. Римана [25] можно извлечь различные постановки задачи
о восстановлении фуксова уравнения по представлению (2). Все они сводятся
к следующим четырем:

1) XXI проблема Гильберта, сформулированная в классе фуксовых
линейных дифференциальных уравнений р-то порядка (в дальнейшем будем
обозначать ее через Г.);

2) XXI проблема Гильберта в классе линейных фуксовых систем (про-
блема Р.— Г.);
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3) проблема, аналогичная проблеме Г., сформулированная в классе ли-
нейных фуксовых дифференциальных уравнений с дополнительными «лож-
ными» особенностями (т. е. такими особенностями, которые не дают вклада
в монодромию); обозначим ее через Г. Л.;

4) проблема, аналогичная проблеме Р.— Г., сформулированная в клас-
се систем с регулярными особыми точками (проблема Р. С).

Так, например, задача определения системы р функций, аналитических
вне точек % , . . . , ап, с конечными полюсами в аъ . . ., ап, претерпевающих
заданные подстановки при обходе этих точек, поставленная Риманом в 1857 г.,
очевидным образом сводится к проблеме Г. Л. (см. [25]). Проблемы Р. — Г. и
Р. С. с дополнительными ложными особенностями легко сводятся к проблеме
Р. С. (для осуществления такого сведения надо воспользоваться леммой 4.1

и калибровочным преобразованием Г* (z) = ( z _ &

1 ) % для всех ложных
особых точек bt).

Из результатов Племеля [7] следует разрешимость проблемы Р. С , из
результатов Делиня [20], а также из работы Настольда [26] следует разре-
шимость проблемы Г. Л. (О числе дополнительных ложных особых точек,
возникающих при решении проблемы Г. Л., см. [27, 28].)

Из разрешимости проблемы Г. для представления (2) следует разреши-
мость аналогичной проблемы Р.— Г. (см. [28]). Наконец, из разрешимости
проблемы P. G. не следует разрешимость проблемы Р.— Г. (пример 6.1),
а из разрешимости проблемы Р.— Г. для некоторого представления (2), не
следует разрешимость проблемы Г. для этого же представления [28]. Все
вышесказанное можно свести в следующую схему (кружок означает раз-
решимость соответствующей проблемы для всех представлений, стрелка —
то, что из разрешимости для данного представления (2) одной проблемы
следует разрешимость другой).

хх i проблема Гильберта для систем
{проблема. Римана- Гильберта)

ХП проблема Гильберта /Проблема Римана-Гильберта\
для уравнений I для систем с регулярными I

/*\ особым и то чка м и J

f Проблема Гильберта для *\
[уравнений с дополнительными]
\ложными особенностями ^/

2. Классическая проблема Р.— Г. допускает различные обобщения.
Аналогичная проблема на римановой поверхности рассматривалась в уже
упомянутой во введении работе Рёрля [17, 29], а также в работах [30—33].

Работы Рёрля [17] и Делиня [20] послужили импульсом для постанов-
ки и изучения многомерной проблемы Р.— Г., состоящей в исследовании
вопроса существования вполне интегрируемой системы Пфаффа типа Фук-
са на комплексном аналитическом многообразии Мп с заданным дивизо-
ром особенностей D и заданной группой монодромии.

Первые полученные на этом пути результаты относились к разбору
тривиальных случаев: стягиваемого многообразия Штейна (разрешимость
проблемы Р.— Г. в этом случае доказал Р. Жерар в [34]) и и-мерного комп-
лексного проективного пространства в случае коммутативной монодромии
135—37]. В [35, 38] были получены первые примеры отрицательного реше-
ния многомерной проблемы Р.— Г.

Разрешимость многомерной проблемы Р.— Г. доказана также на проек-
тивном многообразии и многообразии Штейна в классе систем с дополни-
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тельными ложными особенностями [39] и на связном многообразии Штейна
размерности два с условием Н2 (Мп, Z) = 0 [40]. Необходимые условия
разрешимости проблемы Р.— Г. в терминах представления и фундаменталь-
ной группы получены в [41]. Одним из препятствий на пути решения много-
мерной проблемы Р.— Г. является то, что до сих пор в общем случае не ре-
шена задача описания локального пространства решений системы Пфаффа
типа Фукса (строение этого пространства для дивизора D с нормальным
пересечением изучено в [42—44J).

3. Проблема Римана — Гильберта и ее аналоги имеют многочисленные
приложения в различных областях математики, физики, механики. Среди
них следует упомянуть интересные приложения в квантовой теории поля
[45—49], теории уравнения Винера — Хопфа [50], в механике — [51].
Подробнее об этих приложениях см. [52].

Различные аспекты проблемы Римана — Гильберта представлены так-
же в работах [53—59] (последние две работы относятся к многомерной про-
блеме Р.— Г.).
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