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< овым разложением. Например, для группы GL (п. С) такой базис представ­
ления с центральным зарядом т и старшим весом (к^. . ., Я„) (щ ;, Х^ > . , , 
. . . ^̂  А.̂ , ;̂ 0) нумеруется набором целых чисел а^;(—v^ <^ I -С, п, \ < у ^^ 
^ т , j ^^ К^ при i "Г" 0) таким, что а,;.; 7"» д/ i , ; для любых /! и / , а^,; "^ 
i^ ^^ i 1 'фи / ^^ 1, fitj., 5> di^n.m ^ ^ и для некоторых н,елых чисел М и .V 
верно, что i <^ N влечет uij ^ i + М для любого /. 

Из других приложений отметим возможность построения резольвенты 
неприводимого Й^^^-модуля, члены которой суть весовые подпространства 
VN.Q относительно Gt^^^} 16). 

Применению теоремы к изучению векторных инвариантов группы 
Sp (2п, С (UIJ) будет посвящена отдельная работа. 
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О СТРУКТУРЕ КВАЗИТРЕУГОЛЬНЫХ КВАЗИХОИФОВЫХ АЛГЕБР 

В. г. Д р ин фе л ь д 

Понятие квазитреугольной квазихопфовой алгебры (('()К[)а1ценно qtgll-
алгебры) было введено в Щ, чтобы в какой-то мере объяснит», связь меисду 
квантовыми группами и конформной теорией ноля. К'аждой паре {^, /}. 
где ^ — алгебра Ли над С | | /г |] , а / е£ 0 0 3 ^ симметричный инвариант­
ный тензор, в работе |21 сопоставлена (/(г/УУ-алгебра (при этом используются 
возниктие в конформной теории поля уравнения Книжника — Замолодчи-
кова). Оказывается, что с точностью до некоторых калибровочных преобра­
зований эта конструкция дает все qtqli-алгебры над С ИЛИ, являю1циеся де 
формациями универсальных обертывающих алгебр, (д)ответствуюн1ая тео­
рема доказана в [21 с помощью некоторых результатов из [1]. Цель настоя­
щей работы —- дать прямое и простое доказательство этой теоремы. 

ЬЗместо С \\h]] мы предпочитаем иметь дело с коммутативным локаль­
ным кольцом L характеристики О таким, что т / ' О для некоторого п. 
где т - максимальный идеал L (чтобы получить утверждение для С lU^L 
надо положить L C[h]!{fF') и устремить п к оо). По определению, qtqil-
алгебра над // ~ это набор (.4, Л, е, Ф, R), где Л — ассониативная ал­
гебра с единицей над L, \ : А -^ А (х) А и г: А -^ L - гомоморфизмы 
алгебр с едини}1,ей, а Ф ^ А (х) А (^, А, и R ЕЕ А (х) А — обратимые эле­
менты такие, что (id (х) Л)(Д (а)) Ф-(А (х) id) (А (а))-Ф"^ при а е А, 
А' {а) - И \ (а)./? « при а S А, (г (х) id) А ^ id (id (х) в) о А, выпол­
нены равенства 

(id (x)id (х̂  Л)(Ф)-(ACx)id (x)id)(Ф) - (1 (>s)Ф)'(id (х) А (g) id)(Ф)'(ФCx) t ) . (1) 
(id (X) г (g) id)(Ф) ~̂ 1, (2) 

(А СХ) иЩИ) Ф'^^гЦГЛ (ф132)-1у^23 ф ^ (ĵ jj ^ А)(/У) (ф231) 1/^1Лф213/^12ф- l (Я) 
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и выполнена некоторая аксиома (см. [1|), которая в хопфовом случае, т. е. 
при ф = 1, сводится к существованию и биективности антипода. Назовем 
qtqH-di^Te^^y А над L деформационной, если А — свободный //-модуль, 
Ф ^ 1 mod Шу R ^ \ mod т , а алгебра Хопфа А/тА является универсаль» 
ной обертывающей некоторой алгебры Ли д^ над L/m, Отметим, что согласно 
теореме 1.6 из [1] в деформационном случае упомянутая выше аксиома типа 
существования антипода выполнена автоматически. 

Примеры деформационных д1дН-з^лтебр доставляет следующая конструк­
ция (см. [1, 2]). Пусть g — алгебра Ли над L, являющаяся свободным 
L-модулем (такие алгебры Ли будем называть де^опмац1^онными), а ^ — сим-
метричный инвариантный элемент 9 (>>^т ^ ^^ О mod т. Положим А ~ 
= f/g, R = е^/'^, определим Д, 8 обычным образом и положим Ф == ф(^* ,̂ t^^), 
где Ц){Ху Y) — формальный ряд над Q от некоммутирующих переменных 
X, Y такой, что 

Ф(0, 0) ^ 1, (4) 

<р(Х12̂  Z23 + Х2*)ф(Х^з + Х^\ Х^^) = 
- ф(Х23^ ХЗ^)ф(Х12 -f Х'\ Ĵ 24 _J_ ;^34)^(J12^ J23)^ (5) 

^xp((Z^3 + X23)/2) --
= ф(X^^ Х12)ехр(Х1з/2)ф(Х13, X23)-i ехр(Х2з/2)ф(Х12^ ^23)^ (6 

exp((Z*2 + X'^)I2) ^ 
= ф(Х2з^ Xi^yi ехр(Х1з/2)ф (^12^ Х13)ехр(Х12/2)ф(Х12^ X'^^)~\ (7) 

где j ^ ^ - ^ — образующие алгебры с определяющими соотношениями [X^^, Х''^] •-== 
= О щя 1ф j ф гф1, [Х^^ + Z^% Z^>] - О - [Х^'+Х''у Х^Ц при г < / < г. 
Тогда {А, А, 8, Ф, i?) ~ деформационная д^дЯ-алгебра. Отметим, что сущест­
вование формального ряда ф над Q, удовлетворяющего (4) —(7), доказано 
в § 5 из [2], а формальный ряд над С, удовлетворяющий (4) — (7), строит­
ся явно с помощью уравнений Книжника — Замолодчикова (см. § 2 из [2]). 
Зафиксируем какое-нибудь ф и обозначим через AQ^I построенную выше 
^^дЯ-алгебру. Наша цель — доказать следующее утверждение. 

Т е о р е м а . Любая деформационная qtqH-алгебра (Л, А, 8, Ф, R) после 
скручивания посредством некоторого F ^ А 0 А становится алгеброй 
вида A^^f Более того, если I — идеал в L такой, что qtqH-алгебра АН А 
равна А- J для некоторой деформационной алгебры g ^«^ LII и некоторого 
симметричного инвариантного ? ^ i (х) д, то F можно выбрать сравни­
мым с 1 mod / . 

Напомним (см. [1]), что скручивание (Л, А, 8, Ф, R) посредством обра­
тимого элемента F ^ А ^ А такого, что (8 (х) id) {F) = 1 =̂  (id (х) s){F), 
определяется формулами Л = А, 8 = 8, А (а) = F* А {a)-F^^, Ф =̂  F'^^x 
X(id (X) A)(F) X Ф-(А (X) id)(F~i)-(^*TS R -= F^''R'F~K 

Для доказательства теоремы достаточно доказать ее второе утверждение 
в случае, когда ml = 0. Положим L ^ L/I. Построение тройки (F, д, t) 
мы начнем с построения t как элемента т (g)j (§ (х) ^) (после того как будет 
построена деформационная алгебра Ли g над L такая, что g//g -̂̂  g, можно 
будет отождествить т ®^ (§ 0 §) с> т 0гЛ^ 'Э ^) "̂  ^ (^ ® й))- З а м е т м , что 
In (Д^^-Я) е т (А 0 А) =^-- т (x)j {Щ (х) Щ), Обычное отождествление Щ 
и симхметрической алгебры g как L-модулей позволяет определить оператор 
проектирования £/g ~> д. Образ ln(/?^^-ff) в w (х)̂ ^ (§ (g) §) обозначим t. 
Так как Л^^ = Я mod / и Я Е - 1 mod m, то Я21^Я - RR^K Поэтому 
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t симметричен. Так как [R^^R, А (а)] ^ О при а ^ А^ то t инвариантен. 
Образ ^ в 9 (X) 9 равен 1. 

Рассмотрим t как элемент т (g)^ (C/g 0 U^) =^ т {А ® А) и положим 
i?i - ^*/2, Ф, - ф (̂ 12̂  2̂3)̂  а = R — R^, b -= Ф — Ф^, Имеем а^1 0 
® (Udo ® f^^o). Ь^1 0 (U^o 0 и^о ® С^̂ о), где Зо == S/'^S- Из {4)-~(7) 
следует, что равенства (1)—(3) остаются справедливыми при замене Л, Ф̂  
на ^ 1 , Ф^. Поэтому 

6234 >_ (д 0 id ® id){b) + (id (X) А (X) id)(fc) - (id ® id (х) А) (Ь) + Ы^^ - О, (8) 

(id ® е ® id)(fe) - О, (9) 
(А (X) id)(a) — ai3 __ ^гз _ 3̂12 „ fti32 _|- fc^ (Ю) 

(id (X) А)(а) — ai2 _ ^i3 ,,:, 2̂13 _ 2̂31 _ ь, (И) 

Кроме того, из определения t вытекает 
Л е м м а. Проекция а^'^ + а на 10 (д^ (Я) gg) равна 0. Ц 
Пусть j P e ^ ® ^ , F ™ 1 mod / . Положим 

/ -- F - 1 е / (X) (f/9o ® f/do). 
Скручивание (Л, А, 8, Ф, R) посредством F не меняет t, /?i, Фз̂ , 

а а и fe заменяются на а = а ~\- Р^ — / и t = Ь + Р^ — (А ® id)(/) + 
+ (id (Я) А)(/) — Р^. Из (8) и предложения 2.2 статьи [1] следует, что / можно 
выбрать так, чтобы 6 + /2з ^ (А ® id)(/) + (id (g) А)(/) — /̂ 2 е / ® A^g ,̂ 
Тогда из (9) следует, что после замены / на / — (£ (8) ^)(/) будем иметь (е g) 
® id)(/) == О — (id (g) е)(/), т. е. мы имеем право скручивать посредством 
JF = 1 + /. После такого скручивания будем иметь 5 G / ® Л^^о. 

Итак, можно считать, что с самого начала fee/® Л^^о- Тогда правые 
части (10) и (11) кососимметричны. Так как левая часть (10) симметрична 
по первым двум тензорным сомножителям, а левая часть (11) — по послед­
ним двум, то обе части (10) и (И) равны 0. Итак, 6 == О, а е / (х) (So ® до)-
Из леммы следует, что а^^ -\- а = 0. Поэтому скручиванием посредством F — 
~ 1 + л/2 можно добиться, чтобы а = О, 5 — 0 . 

Итак, можно считать, что а = О, b = О, т. е. Д == е^^^, ф гг= ф (̂ i2̂  ̂ 23)̂  
Тогда из инвариантности t следует, что [i?, А (а)] = О, [Ф, (А ® id)(A (а))] = 
= О, а е ^ . Поэтому А кокоммутативно и коассоциативно, т. е. (Л, А, г)— 
алгебра Хопфа. Рассуждая, как при доказательстве предложения 3.7 из [1], 
получим, что А = Ud, где g = { a e ^ | А ( а ) — a ( g ) l + l (g)a} — дефор­
мационная алгебра Ли над L, Тем самым теорема доказана. 

Элемент F, о котором идет речь в теореме, определен не однозначно, 
но если Fi — другой такой элемент, то существует и ^ i ~{- тА такое, что 
Fi = {и~^ (g) u""^)-F-A (и). Поэтому пары (g, t) и (g ,̂ ti), соответствуюп]^ие 
F и Fi, изоморфны; изоморфизм ф: (ĝ i, ^i)-^(9» О индуцируется автоморфиз­
мом Ad и: А-^ А, При заданных F и F^ в выборе и имеется произвол, 
так что ф определен однозначно лишь с точностью до внутренних автомор-
физмов 0. 
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