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Г. Г. КАСПАРОВ 

ОПЕРАТОРНЫЙ /С-ФУНКТОР И РАСШИРЕНИЯ С*-АЛГЕБР 

Введение 

Изучение операторных алгебр методами, заимствованными из гомо­
топической топологии, началось сравнительно недавно. Как и в каждой 
алгебраической науке, в теории С*-алгебр встает вопрос классификации. 
При этом, как обычно, выделяется класс более простых объектов, из ко­
торых с помощью некоторых известных операций получаются более 
сложные. Одной из таких операций является операция расширения. Ис­
следование простейших расширений вида 0~+Ж-+О-+С (Х)-нО, где Ж — 
алгебра компактных операторов в сепарабельном гильбертовом прост­
ранстве, а С(Х) —алгебра непрерывных функций на компакте Ху прове­
денное в работе Брауна, Дагласа и Филлмора (9), привело к важному 
результату (который в последние годы был в центре внимания специалис­
тов по теории С*-алгебр). Оказалось, что группа, построенная из расши­
рений указанного вида, изоморфна хорошо известному в топологии го­
мологическому ^функтору K-i(X). При некоторых дополнительных 
предположениях исходное расширение (а следовательно, и алгебра D) 
определяется элементом этой группы однозначно с точностью до изомор­
физма. Это позволило, в частности, полностью описать С*-алгебры неко­
торых разрешимых групп Ли, указав соответствующие им пространства 
X и элементы в группах K-i{X) (см. (23), (25)). 

В настоящей работе результаты Брауна, Дагласа, Филлмора (9) 
распространяются на случай самых общих расширений вида 

0+В-+О+А-+0. (1) 

В работе построен общий операторный /С-функтор К*К*(А, В), частными 
случаями которого являются как обычный когомологический /С-функтор 
К*(В), так и гомологический /С-функтор К*(А) (определенный в работе 
(15)). Этот новый /С-функтор обладает рядом простых свойств (гомото­
пическая инвариантность, периодичность Ботта, точные последователь­
ности и т. д.), которые позволяют эффективно вычислять его в конкрет­
ных примерах. Все основные результаты, относящиеся к /С-функтору 
К*К*(АУ В) (кроме точных последовательностей), получены в предпо­
ложении, что алгебра А сепарабельна, а В имеет счетную аппроксима­
тивную единицу. 
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Чтобы описать связь /(-функтора с расширениями, удобно перейти 
от расширений вида (1) к расширениям вида 

О^Г®Я-*Я->-Л->0. (2) 

Каждому расширению вида (1) однозначно соответствует некоторое рас­
ширение вида (2) (см. замечание 2 §7) . При условии, что алгебра А 
ядерна, каждое расширение вида (2) определяет элемент группы 
K-iK(A, В) =KKi(A, В). Расщепимым расширениям (т. е. расширениям, 
допускающим гомоморфизм-сечение A-+D) соответствует нулевой эле­
мент указанной группы. Обратно, каждому элементу группы КЮ(А, В) 
однозначно (с точностью до унитарной эквивалентности) соответствует 
некоторое, так называемое поглощающее расширение вида (2). Таким 
образом, классы унитарной эквивалентности поглощающих расширений 
находятся во взаимно однозначном соответствии с элементами группы 
/(/С1 (Л, В) (по аналогии с (9)). Произвольное же расширение (вида (1) 
или (2)) становится поглощающим после прибавления к. нему (одно­
значно определенного) расщепимого поглощающего расширения. (По 
поводу сложения расширений см. § 7.) Тем самым элемент группы 
КК1(А, В) определяет, так сказать, «стабильный тип» расширения. 

Отметим, что, кроме теории расширений, операторный /(-функтор, 
зависящий от пары аргументов, может быть полезен и в других вопросах. 
Так, например, семейство эллиптических операторов на замкнутом мно­
гообразии X, параметризованное точками компакта У, определяет эле­
мент группы КК°(С(Х), C(Y)), а не только элемент группы /С0(У), как 
в (7). Группы К*К*(С(Х), C(Y)) допускают также хорошее гомотопиче­
ское определение (см. § 6). 

Все результаты настоящей работы относятся одновременно к трем ка­
тегориям С*-алгебр: комплексных, вещественных и «вещественных» 
алгебр (см. §1) . При этом рассматриваются С*-алгебры с действием 
фиксированной компактной группы G (эквивариантная /(-теория и тео­
рия расширений). Оказалось также, что /(-функтор КК(А, В) более 
естественно определяется на категории 22-градуированных С*-алгебр 
(см. § 2). Обычные С*-алгебры при этом рассматриваются как тривиаль­
но градуированные: В{0) = В, £(1) = 0. Полагая затем KP-qK(A, В) = 
= ККЯ~Р(А, B)=KK(A®Cp>q, B)=KK{A, B®Cq>p), где Cp>q— алгебра 
Клиффорда, получаем градуированный /(-функтор К*К*(А, В). 

Основные результаты работы анонсированы в заметке (16). Содержа­
ние работы следующее. В § 1 приведен список обозначений и основных 
фактов, используемых в дальнейшем. § 2 содержит сведения, касающиеся 
градуированных алгебр и алгебр Клиффорда. Определение /(-функтора 
дано в § 4. Отметим, что это определение фактически включает в себя 
гомотопическую инвариантность. Основную часть § 4 и весь § 3 занима­
ет наиболее сложная техническая конструкция работы — произведение-
пересечение, которая одновременно объединяет в себе (и существенно 
обобщает) как конструкцию внешнего произведения для гомологического 
или когомологического /(-функтора, так и конструкцию индекса пересе-
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чения между этими /(-функторами. Непосредственным следствием из су­
ществования произведения-пересечения является теорема 6 § 4, которую 
можно рассматривать как наиболее общую теорему периодичности для 
/(-функтора. Из этой теоремы в §5 получены: теорема о формальной 
периодичности (Клиффорда), теорема о периодичности Ботта и теорема 
об изоморфизме Тома. 

Стоит сказать, что при определении градуированного /(-функтора 
(см. §5) встает вопрос о выборе знаков. Например, изомор(физм 
Cpiq®Ci,i—Cp+i,q+i можно определить многими различными способами, 
что приводит к различным (отличающимся знаком) отождествлениям 
KK{A®Cvq, В) с KK(A®Cp+itq+u В). Наиболее удачного, «каноническо­
го» выбора всех используемых изоморфизмов алгебр Клиффорда, по-ви­
димому, не существует. Однако некоторый согласованный выбор возмо­
жен, и он сделан в § 2. При этом оказалось полезным введенное в § 2 по­
нятие ориентации алгебры Клиффорда. 

В §6 рассмотрены частные случаи операторного /(-функтора 
К*К*(А, В), когда одна из двух алгебр А или В совпадает с полем скаля­
ров С. В случае В = С это дает гомологический /(-функтор К*(А) (см. 
(15)), а в случае А = С — обычный (когомологический) /(-функтор К*(В). 
При этом К* (В) реализуется при помощи фредгольмовых операторов 
над С*-алгеброй В, антикоммутирующих с представлением алгебры 
Клиффорда. (Впервые такая интерпретация К* (В) была дана в работе 
(15), § 8). Оставшаяся часть § 6 посвящена гомотопическому описанию 
К*К*(С(X), C(Y)) в случае, когда X и Y — конечные клеточные комп­
лексы. 

Следует особо отметить теорему 1 § 6. Вместе с леммой 1 § 6 она ис­
пользуется в § 7 для отождествления полугруппы Ext (Л, В), построен­
ной из расширений вида (2), с К К1 (А, В). В этом смысле можно рас­
сматривать теорему 1 §6 как теорему о гомотопической инвариантности 
для Ext (Л, В). Кроме того, из этой теоремы вытекает совпадение двух 
определений /(*(Л): определения работы (15) и определения заметки (14). 
Доказательство теоремы 1 §6 полностью основано на использовании 
конструкции произведения-пересечения. (Ср. также теорему 1 § б в (15).) 

Кроме изоморфизма Ext (Л, B)o^KKi(A, В), который устанавливает­
ся обычными методами ((3), (4)) с применением обобщенной теоремы 
Стайнспринга, § 7 содержит теоремы о точных последовательностях для 
/(-функтора (теоремы 2 и 3). Граничные гомоморфизмы в этих точных 
последовательностях удалось описать как индексы пересечения. В конце 
§ 7 рассмотрены расширения градуированных алгебр. 

В § 7 впервые появляется дополнительное ограничение на первый 
аргумент /(-функтора К*К*(Л, В) — условие ядерности. (Относительно 
понятия ядерности см., например, (4).) В приложениях условие ядерно­
сти, видимо, не является слишком стеснительным ограничением. Напом­
ним, что, например, все С*-алгебры типа I, все С*-алгебры связных ло­
кально компактных групп, а также С*-алгебры дискретных аменабель-

тных групп ядерны. Класс ядерных алгебр замкнут как относительно рас-
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ширений, так и относительно перехода к идеалу, факторалгебре и индук­
тивному пределу (см. (19), (21), (22)). Впрочем, стоит отметить, что в § 7 
ядерность алгебры А используется не непосредственно. В действительно­
сти нам необходимы только два технических результата, в формулировки 
которых входит условие ядерности: теорема Чоя — Эффроса о сущест­
вовании вполне положительных сечений (и) и обобщенная теорема Вой-
кулеску (см. (17) и п. 16 § 1). Вместо ядерности А можно было бы ис­
пользовать любое другое условие на А и В, обеспечивающее справедли­
вость этих двух теорем. 

Во второй части работы будет разобрана целая серия примеров рас­
ширений, связанных с С*-алгебрами групп Ли. Конструкция произведе­
ния-пересечения позволяет полностью вычислить /С-функтор (как гомо­
логический, так и когомологический) для широкого класса групповых 
С*-алгебр. В частности, если Г — односвязная разрешимая группа Ли, 
то /Cf(C*(r))~/C<+dlmr(C), К'(С*(Г))~К'+йшт(С). С использованием; 
точных последовательностей и некоторых простых геометрических сооб­
ражений это часто дает полную информацию о классе расширения типа 

о-^я-^счп-^счг/го =л->о 
в группе /С/С1 (Л, S) , а нерасщепимость расширений такого типа обычно^ 
получается просто из рассмотрения точных последовательностей. (Про­
стейший пример — группа Гейзенберга — был приведен в заметке (16).) 
К сожалению, расширения, связанные с групповыми С*-алгебрами, как 
правило, поглощающими не я в л я ю т с я , поэтому соответствующие* 
групповые С*-алгебры нельзя «вычислить» с точностью до изоморфизма,, 
используя только /С-функтор. 

В заключение автор приносит благодарность профессору А. А. Ки­
риллову за постановку задачи о «вычислении» С*-алгебры группы Гей­
зенберга. Эта задача стимулировала предлагаемое исследование. Автор 
благодарен также Л. Г. Брауну, Р. Г. Дагласу и П. А. Филлмору за 
препринт их работы (9). 

§ 1. Обозначения и вводные замечания 

1. Далее под алгеброй всегда понимается С*-алгебра, под гомомор­
физмом — *-гомоморфизм, под идеалом — двусторонний замкнутый 
идеал. Все результаты относятся одновременно к категории веществен­
ных, категории комплексных и категории «вещественных» алгебр. «Ве­
щественной» алгеброй называется комплексная алгебра, снабженная 
антилинейной инволюцией Ь-^5 со свойствами: blb2 = bi-b2, (b*) = (b)*. 
Гомоморфизмы таких алгебр должны сохранять «вещественную» инво­
люцию. Кроме того, мы будем считать, что фиксированная компактная 
группа G, удовлетворяющая второй аксиоме счетности, действует как 
группа автоморфизмов на всех рассматриваемых алгебрах, и все гомо­
морфизмы эквивариантны. Действие G на алгебре В называется непре­
рывным, если отображение GxB^B: (g, b)-^g(b) непрерывно по нор-
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ме. Группа G, действующая на «вещественной» алгебре, должна быть 
снабжена («вещественной») инволюцией g-+g и должно быть выполнено 
условие g(b)=g(b). Элемент х^В назовем инвариантным, если х = х; 
g(x)=x Vg=G. Если В — алгебра с 1, и 1—инвариантный элемент, то 
алгебра В называется унитальной. 

2. Через С обозначается поле скаляров, т. е. алгебра R или С. «Ве­
щественная» инволюция — комплексное сопряжение, действие G триви­
ально. 

3. Все тензорные произведения алгебр рассматриваются с минималь­
ной С*-нормой. «Вещественная» инволюция и действие G на тензорном 
произведении алгебр однозначно определяются условиями: 

адУа=^®62, g(61®62) = g(bi)®g(6a) V g e G . 
4. Мп — алгебра матриц пХп над С, «вещественная» инволюция — 

поэлементное комплексное сопряжение, действие G определяется некото­
рым унитарным («вещественным») представлением G в пространстве Сп. 

5. Если В — алгебра, а X— локально компактное пространство, то 
В(Х) —алгебра непрерывных функций на X со значениями в 5, стре­
мящихся к 0 на оо. Гомотопией гомоморфизмов cpt :A-+B, а ^ / ^ р , на­
зывается гомоморфизм {фt] : А->В[а, р]. 

6. Через В обозначается алгебра В с присоединенной 1 (причем 
1 = 1, g( l ) = l Vg^G). Всякий гомоморфизм ф : А-+В однозначно про­
должается до унитального гомоморфизма ф: А-+В. Если алгебра В 
сама унитальна, то Б~В®С, поэтому любой гомоморфизм А-+В про­
должается до унитального гомоморфизма А-^В-^В, где р — проекция. 

7. Напомним, что алгебра со счетной аппроксимативной единицей 
обладает строго положительным элементом, а наличие строго положи­
тельного элемента k влечет за собой наличие счетной возрастающей абе-
левой аппроксимативной единицы, которая может быть определена, на-
пример, по формуле щ = к1/{ или ui = k(k + -r)-\ t = l, 2, . . . (см. ( ' )) . 
Если элемент k инвариантен (что для алгебр с непрерывным действием 
G легко достигается усреднением), то все щ инвариантны. 

К р и т е р и й с т р о г о й п о л о ж и т е л ь н о с т и . Элемент k^B 
строго положителен в том и только в том случае, когда V эрмитова Ь^В, 
V числа 8>0 Ятакое число с>0, что в алгебре В b^.ck + e. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь . Поскольку Ve>0 Я 
такое i, что 

то b^s(ik+\)2^ck + e. 
Д о с т а т о ч н о с т ь . Если / — положительный функционал на S, f — 

его каноническое продолжение на В, то Vb^B, Ve>0 Я такое с>0, 
что f(b*b)^f(ck + s)=c-f(k)+e-\\f\\. Поэтому из f(k)=0 следует, что 
f(b*b)=0, откуда/ (Ь) =0. • 
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С л е д с т в и е 1. Из наличия строго положительных элементов в иде­
але / с :В и факторалгебре B/J вытекает наличие строго положительного 
элемента в В. Щ 

С л е д с т в и е 2. Если подалгебры А и BczD имеют строго положи­
тельные элементы, то минимальная подалгебра, содержащая А и В, так­
же имеет строго положительный элемент. Если А униталъна и сепара-
бельна, а В имеет строго положительный элемент, то минимальная под­
алгебра, содержащая А-В, имеет строго положительный элемент. • 

8. Ж (В)—алгебра мультипликаторов (двойных централизаторов) 
алгебры В. Напомним (см. (10)), что пара отображений Г(1), Г(2) : В-+-В 
называется мультипликатором, если Yx, y^B x-T{i)(y) =T{2)(x) -у. 

Строгая топология на Ж (В) порождена семейством полунорм 
{ИЛ1ь = 1|Г(1)(6)|| + ||Г12)(6)|||&еВ}> 

где Г=(Г ( 1 ) , Т(2)<=Ж(В). Непрерывное действие G на В определяет 
действие G на Ж (В): g(T(i)) (b) =g(T(i)g~i(b)), i = l , 2. В общем случае 
это действие G непрерывно в строгой топологии (но не по норме). «Ве­
щественная» инволюция на Ж (В) определяется по формуле: T(i)(b) = 
= T{i)(b), i=>l, 2. Алгебра В вкладывается в Ж (В) как идеал. Фактор-
алгебра Ж (В)/В обозначается через О (В). Если / — идеал в В, то опре­
делен гомоморфизм ограничения Ж (В)-+Ж(1), тождественный на /. 

9. Напомним, что алгебра Ж(В(Х)) изоморфна алгебре непрерывных 
в строгой топологии и ограниченных по норме функций на X со значени­
ями в Ж (В) (см. О ) . 

10. Пусть В — алгебра с непрерывным действием G. Напомним опре­
деление гильбертова В-модуля (см. (18) и (17)). Рассмотрим линейное 
пространство Е над полем С, одновременно являющееся правым В-моду-
лем, причем Yx<=E, Yb^B, YX^C X(xb) = (Xx)b = x(Xb). Пространство В 
называется предгильбертовым В-модулем, если определено скалярное 
произведение ЕхЕ-*В, удовлетворяющее Yx, yf z^E, V&eB, YX^C 
условиям: 

1°. (*, y+z) = {х, у) + (х, z); (х, Ху) =Х(х, у). 
2°. {x,yb) = {x,y)b. 
Зо. (у,х) = (х,уу. 
4°. (х, х) ^ 0 , причем если (х, х) =0, то х = 0. 
Кроме того, на Е должны быть определены линейное, непрерывное 

по норме действие G и (в «вещественном» случае) антилинейная инволю­
ция х-*х, удовлетворяющие VgeG, кроме обычного условия g(x) =g{x), 
также следующим: 

5°. g(xb)=g{x)g(b)\xb = xb._ 
6°. (g(x),g(y))=g((x,y))\ (x9y) = (x,y). 
Элемент х^Е называется инвариантным, если х = х\ g(x) =x Yg^G. 

Полагая \\х\\ = || (х, х) ||1/2, получим норму на Е. Если пространство Е полно 
по этой норме, оно называется гильбертовым В-модулем. Гильбертовой 
прямой суммой 0 Et называется пополнение соответствующей алгебраиче-
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ской прямой суммы по норме, определенной скалярным произведением: 

11. Гильбертово пространство над В определяется как гильбертова 
00 

прямая сумма Жв = © (Vi®cB), где {1Л} — счетный набор конечномер-

ных евклидовых пространств, в которых реализуются (с точностью до 
изоморфизма) все неприводимые унитарные представления группы G 
(в «вещественном» случае рассматриваются «вещественные» представле­
ния). Каждое из Vi должно повторяться в рассматриваемом наборе бес­
к о н е ч н о е число раз. Скалярное произведение на V{ считается анти­
линейным по п е р в о м у аргументу. Скалярное произведение 
на Vi®B определяется по формуле: 

(*i®&i, x2®b2) = (xl9 х2) b[b2. 

В случае В = С получается обычное гильбертово пространство Ж. (Ска­
л я р н ы е п р о и з в е д е н и я на п р о т я ж е н и и в с е й с т а т ь и 
с ч и т а ю т с я л и н е й н ы м и по в т о р о м у и а н т и л и н е й н ы м и 
по п е р в о м у а р г у м е н т у . ) 

12. Системой образующих гильбертова В-модуля Е называется такое 
множество элементов {х^^аЕ, что конечные суммы {^ xikbk\bh^B} 

k 
плотны в Е. Если В имеет счетную аппроксимативную единицу, то Жв 
имеет счетную систему образующих. 

ТЕОРЕМА СТАБИЛИЗАЦИИ (см. (17)). Пусть В —алгебра с не­
прерывным действием G, а гильбертов В-модулъ Е имеет счетную систе­
му образующих. Тогда Е@2@В~ЖВ. 

1,3. Если Е — гильбертов В-модуль, то через 3? {Е) обозначается мно­
жество отображений Т : Е-+Е, для которых существует Т* : Е-+Е, удо­
влетворяющее условию: (Т(х), у) = (х, Т*(у)) Ух, у^Е. Действие G и 
«вещественная» инволюция определяются на 2 (Е) по формулам: Т(х) = 
= Т(х)\ g(T) (x) =g(Tg-i(x)), g<^G, X(=E. Всякий элемент Т^2(Е) 
является ограниченным, линейным, В-модульным отображением (см. 
(18) и (17)). С нормой, индуцированной из пространства ограниченных 
линейных операторов на Е, 2 (Е) является С*-алгеброй. 

14. Положим при х, у, Z G £ %,y(z) =х- (у, г). Тогда Qxy^2(E). 
Замыкание в 2'(E) линейного подпространства, порожденного операто­
рами Qx> у, является идеалом в алгебре 2 (Е). Обозначим его через Ж (Е). 
Положим Ж=Ж(Ж)9 ЖВ=Ж(ЖВ). Нетрудно проверить, что Ж(В)~В, 
ЖВ~Ж®В. 

ТЕОРЕМА (см. (17)). Для любого гильбертова В-модуля Е соответст­
вие T^2(E)^(T(i)i Т{2))ЕЕЖ(Ж(Е)), где Т(1) (вя>у) = QTWlV, T(2)(Qx,y) = 
=вх,г*(У)(^, У^Е)> определяет изоморфизм 2(E) на Ж(Ж(Е)). 

С л е д с т в и е . 2 (ЖВ)~Ж(Ж®В). 
1(5. ОБОБЩЕННАЯ ТЕОРЕМА СТАЙНСПРИНГА (см. (17)). Пусть 

А — сепарабельная унитальная алгебра, В имеет счетную аппроксима-

7 Серия математическая, № 3 
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тивную единицу, действие G на А и В непрерывно, ф: А~+М {Ж ®В) уни­
кально, вполне положительно, эквивариантно и «вещественно». Сущест­
вует такой унитальный гомоморфизм р: А-^М{Мг®Ж®В) =~-2? (ЖВ®ЖВ)^ 
что Va<=A <p(a)®0=qp(a)q, где q^3S(ЖВ®ЖВ) —проектор на первое 
прямое слагаемое. 

16. Пусть £\ и Е2—гильбертовы 5-модули. Отображения ф! : Л-> 
•*»2{Е^) и ф2 : А-+3?(Е2) называются аппроксимативно эквивалентны­
ми, если существует такая последовательность G-эквивариантных («ве­
щественных») изометрий ип : Е2-^Еи что Va^A, Vn 

и"п(р1(а)ип — Ц)2(а)^Ж(Е2) и ИтЦм'ф^а)^ —ф2(а)|) = 0. 

Обозначим через Л1ПУ и <5 înv соответственно G-инвариантные элемен­
ты в алгебре А и гильбертовом пространстве Ж. Всякий гомоморфизм 
я : А-+3? (Ж) определяет путем ограничения гомоморфизм я1пу:Л1пу->-
->& {Ж1Пу). (Вложение я : АС^2? (Ж) назовем G-вложением, если: 
(1©я)1пу: {5?(Сп)®А){ъу->3?{{Сп®Ж)ту) является вложением для лю­
бого п и любого унитарного действия G на Сп. Если А сепарабельна, то 
(унитальные) G-вложения всегда существуют (см. (17)). G-вложение 
АСгЗ?(Ж) назовем правильным, если его унитальное продолжение 
А-^2? (Ж) является G-вложением и \^2'(Ж) не содержится в А+Ж*. 
Если я—G-вложение, то я©0 : А-+2? (Ж®Ж)—правильное G-вложе­
ние. 

ОБОБЩЕННАЯ ТЕОРЕМА ВОЙКУЛЕСКУ. Пусть алгебра А сепа­
рабельна, В имеет счетную аппроксимативную единицу, действие G на 
А и В непрерывно, Ac^SS (Ж) —правильное G-вложение. Предположим, 
что Vn всякое вполне положительное отображение А\(А[]Ж)-+Мп®В 
ядерно (например, достаточно, чтобы хотя бы одна из двух алгебр А 
или В была ядерной). Алгебру 5?(Ж) = Ж(Ж)®С будем рассматривать 
как подалгебру скалярных операторов в 3? (ЖВ)=М{Ж®В) и обозна­
чим композицию A<Z3?{Ж)0,2?(Жв) через я. Тогда если ф : А/(АГ\Ж)-+-
-*~.2'(Жв) —произвольный гомоморфизм, то ф®я : А-^2 (ЖВ@ЖВ) 
аппроксимативно эквивалентен я. 

Доказательство получается из унитального случая (см. (17), теоре­
ма 6) заменой Л, ф и я на А, ф и я. Щ 

Отметим, что если я[) : АС^З? (Ж)—произвольное вложение, то г|/ = 
оо 

= ©ij) обладает тем свойством, что г|/(А)ПЖ = 0. 
1 

17. Если и — унитарный элемент в 3?(ЖВ), то существует такая уни­
тарная гомотопия {ut}te[0> 1}<=3?(ЖВ[0) ^), что и0=1, и^и. Если элемент 
и инвариантен, то {ut} — тоже. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В пространстве L2[0, ^определим при fe(0, 1J 
унитарный оператор Ut по формуле: (Utf) (x) =jif(tx)9 /eL2[0, 1]. Реали­
зуем Ж как L2[0, \]®Ж и положим /?« = <7*®1. Семейства {7^}*е(о, и 
и {i?if}*e(o,i] непрерывны в сильной операторной топологии; при / -> 0 Rt->0 
сильно; RtRt = \; R±= \ (см. (12), 10.8.1). Рассматривая & (Ж) как про-
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странство скалярных операторов в 5? {Жв), получим семейство {Rt}t^(o,il B 

3? (Жв). Пусть при t > 0 щ = R*ttuRt + (1 — R*tRt)\ u0 = 1. Нетрудно про­
верить, что {ut}t(=[o,i] е 9? (Жв[о,1\) — искомый элемент. Щ 

18. Пусть Л, В, D — алгебры, ф : А-^D, ар : B-+D — гомоморфизмы. 
Подалгебра A®DB={(af b) <=А®В\ц(а) = \b(b)}czA(BB называется рас­
слоенной суммой А и В над D с проекциями ф и -ф. В частности, при а = 0 
и а = 1 определим а-цилиндр Za(A, D, ф) гомоморфизма ф : A-+D как рас­
слоенную сумму /10DZ){O, 1] с проекциями ф:Л-кО и ДО. l]-+D[a]=D. 
Если ф — вложение или проекция на фахторалгебру, то будем сокращен­
но обозначать а-цилиндр через 2а(Л, D). Конус S(A, Д ф) гомоморфиз­
ма ф:Л->1) определяется как расслоенная сумма A(BDD[0, 1) с проекци­
ями ф : A-+D и D[0, 1)->Z>[0]. Сокращенное обозначение: 5 (Л, D). Ис­
пользуя следствие 1 п. 7, нетрудно проверить, что из наличия строго по­
ложительных элементов в алгебре В и идеале JczB вытекает наличие 
строго положительных элементов в Za(J, 5 ) , Za(B, В/У), 5 ( / , В), S(B, 
В/J). Для сепарабельности или ядерности этих алгебр достаточно, что­
бы такими свойствами обладала алгебра В (см. (21), следствие 4). 

19. Пусть В — идеал в алгебре D, причем В и D имеют счетные ап­
проксимативные единицы и действие G на В и D непрерывно. Зафикси­
руем изоморфизм и: Жв®ЖвС2.Жв®2ёв (см. п. 12). Существует такой 
гомоморфизм {<pJ*e[of 1] :S?(3@D(B3lgD)^2'(3l0D[oti](B3@DiOt п ) , что ф±= 1, 
a iHpoti-1 : S(&6B®^T>)-^S{MB®^D) совпадает с гомоморфизмом огра­
ничения. При этом 

{%} (М2 ® xD) с м2 ® аг^од], {Ф/} (Ма ® #*) с м2 ® ^ [ о д ] 

(здесь Ж в рассматривается как идеал в Жв). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме стабилизации (п. 12) имеется изо­

морфизм 

{Vt}:&dD[o,l) © ^D[o,l] ^ &j(z0(B,D) © ЖщолУ 

Ввиду п. 17 можно считать, что его ограничение над точкой 0^[0, 1] сов­
падает с и, а над точкой 1е[0, 1] — с тождественным отображением. 
Гомоморфизм ограничения 

& (^Ъ[од] Ф Жо[о,1}) -+ & (fflz0(B,D) Ф fflDio.i]) 

обозначим через {я|з J . Положим {фJ = {и J -1 • {г|з J • {У J . Я 
20. Пусть Л — идеал в алгебре D, причем А и D имеют счетные ап­

проксимативные единицы и действие G на А я D непрерывно. Отождест­
вим А®ЖВ с В@ЖВ (см. п. 12) и обозначим естественные гомоморфизмы 

D = DmCrg(P®M»), D = DW->3?(A®3fgD) 

через ф и t|) соответственно. Существует такой гомоморфизм 
Ы : £ > - ^ ( D [ 0 , 1 ) 0 ^ 0 , 1 ] ) , 

что ф0 = ф, ф±=г|э. Яри эгол* {ф,}(Д)с=Х(Д0, 1 ] 0 ^ [ О ) 1 ] ) , {Ф,}(Л)с= 
czar (до, 1 jejgf̂ co. и) -

7* 
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Доказательство получается из наличия изоморфизма 

Zt (Л, D) ®ЖЩ0> 1}~D[09 1]0<5^[О, п 

тем же способом, что и в предыдущем пункте. В 

§ 2. Градуированные алгебры и алгебры Клиффорда 
Операторный /(-функтор наиболее естественно определяется на кате­

гории г2-градуированных алгебр. В этом параграфе перечислены основ­
ные факты о градуированных алгебрах, необходимые для дальнейшего. 

1. С*-алгебра В называется (Z2-) градуированной, если имеет место 
разложение Б = Б(0)©Б(1), в котором 5 ( 0 ) и 5 (1)—такие замкнутые са­
мосопряженные линейные подпространства, что B(i) -Bu)czB{i+j) при i, / e 
^Z 2 . Действие G и «вещественная» инволюция сохраняют это разложе­
ние. Гомоморфизм f:Bi-^B2 называется градуированным (степени 0), 
если f(BW)czBM (feZ2). Градуировка алгебры В называется тривиаль­
ной, если В(1) = 0. Любую алгебру В можно рассматривать как триви­
ально градуированную, полагая В(0)=ВУ S(1) = 0. В частности, алгебру 
скаляров С будем считать тривиально градуированной. Для унитальной 
алгебры В должно быть выполнено условие: 1еВ ( 0 ) . 

Равенство degx = i означает, что XGB(i). 
Градуированный коммутатор [ху у] определяется на однородных эле­

ментах х, у^В по формуле: 

1х,у) = ху-(-1)Ле"-йее1'ух. 
Это определение по линейности продолжается на все х, у^В. 

2. Градуированным называется гильбертов Б-модуль £, допуска­
ющий разложение в прямую сумму замкнутых подпространств Е = Е{0)® 
0£ ( 1 ) , причем V/, /e=Za E^.B^czE^» (действие В), (£(г'\ £«>)c=B(i+j) 

(скалярное произведение). Действие G и «вещественная» инволюция со­
храняют это разложение. Градуировка Е определяет градуировку 
алгебр S{Е) и Ж(Е) следующим образом: deg Г = /, если T(E(i))cz 
cnEii+j) (i, /€=Z2). Поскольку M(B)~g(В) (см. § 1, п. 14), алгебра Ж(Е) 
также получает градуировку. Нетрудно проверить, что изоморфизм 
2?(Е)~М(Ж(Е)) является градуированным. Противоположная граду­
ировка гильбертова модуля Е получается путем замены Е{0) на £(1), а 
£(1) на Е{0\ Очевидно, что градуировка 2'(E) сохраняется при замене 
градуировки Е на противоположную. Более того, если известно, что гра­
дуировка Ж(Е) индуцирована градуировкой £, то восстановить граду­
ировку Е по градуировке Ж(Е) можно з точности двумя способами: по­
скольку V*, у^Е degx—deg у = deg QXi У1 достаточно задать degx для 
одного элемента х^Е. 

Заметим, что если В имеет тривиальную градуировку, то Е{0) и £(1) — 
ортогональные В-подмодули и определен градуировочный оператор 
ге=3?(Е): е=1 н а £ ( 0 ) , е = — 1 на £(1). 

3. Канонически градуированное гильбертово пространство Жв опре­
деляется как прямая сумма Жв®!%?в, причем градуировки этих двух ела-
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гаемых противоположны, а градуировка первого <5#в = © V,-®5 опреде-

ляется тем, что V/, VxeVJ9 Vb^B deg (x®b) = deg 6. Теорема стабили­
зации (п. Ш § 1) дословно обобщается на градуированный случай (в до­
казательстве надо рассматривать однородную систему образующих). 

Если и^&(Жв) —унитарный элемент степени 0, то существует гомо-
топия {ttJeJ?-(<3#B[o, 1]) степени О, стягивающая и к 1 (см. п. 17 § 1). 

4. Если в алгебре В есть строго положительный элемент А, то имеется 
также строго положительный элемент k степени 0. В самом деле, пусть 
h = h0 + hu deg ft, = i. Тогда /г2^|2(/г* +AJ) =k^Bi0K 

5. Градуированное вложение JT : Лс<£?(<9^) называется градуирован­
ным G-вложением, если 

(1 ® я)Й1: (<? (С) ® Л){& - i ? ((С" ® rfv) 

является вложением для любого я, любой градуировки Сп и любого уни­
тарного действия G на Сп (ср. п. 16 § 1). Если А сепарабельна, то (уни­
тарные) градуированные G-вложения всегда существуют (доказатель­
ство сохраняется). 

6. Заметим, что тензорное произведение Л(х)В градуированных 
алгебр А я В имеет естественную градуировку: deg (a®b) = dega + 
+ deg£. Определим теперь косокоммутатиеное тензорное произведение 
А®В. Обозначим через AQB алгебраическое тензорное произведение А 
и В как линейных пространств с той же градуировкой, что и для А®В. 
Определим произведение и инволюцию по формулам: 

ifh © Ьг) (а2 О Ь2) = ( - ly^-dega . {ага2 Q Ь±Ь2), 
(aObf = (~lfega-deeb(a*Qb*)i 

а С*-норму — по обычной формуле (19): 

2 ai °bi 
i—1 

( P 6 W 

ьир-

Г / П \ 

[У^ОУ,-
LV/=i J 

r 
(РОЯ) 

\(m \ 
Ш°Гъь\ 1 \«=1 J 
- i n \ 

\?i
1

x'Qy') 

Y m \( л \ ~| 

[У ai®h S */©</,• 
V»=i ;V/=i / J 
V" M (Д*/0^/) 

где sup берется по всем ненулевым элементам y^x.Qy^AQB и по всем 

градуированным состояниям р и Я (т. е. по всем состояниям р=0 на Л(1) 

и по всем состояниям Х = 0 на £ (1 )). Пополнение ЛОВ по этой норме обо­
значим через А<§В. 

Если в А (или Ж (А)) есть такой инвариантный эрмитов элемент 
(градуировочный оператор) s, что е2= 1 и градуировка Л определяется по 
формуле ае=(—l)d e g aea (для однородных элементов а), то А®В~ 
~АОВ : aQb<-+asdegbOb. Этот градуированный изоморфизм продолжа­
ется до изоморфизма А®В~А®В. (Аналогично, если е— градуировоч-
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ный оператор в В или Ж (В), то соответствие a®b<-+-a®zdegab тоже 
определяет изоморфизм А® В на А®В). В частности, Ж®В~Х®В. 

7. Для А®В имеется изоморфизм перестановки сомножителей 
А®Вс^.В®А. В косокоммутативном случае аналогичный изоморфизм 
определяется по формуле: 

a®b-^(—l)dega-de8bb®a. 

8. (Ср. (24)). Пусть Ei и Е2—гильбертовы модули над Bi и В2 соот­
ветственно, ф : Bi-^S(E2)—градуированный гомоморфизм. Алгебраи­
ческое тензорное произведение £i©£2 является правым Л2-модулем с гра­
дуировкой deg (х±®х2) = degx1 + degx2 и скалярным произведением 
(х±0)х29 yiQy2) = (х2, ф((хь tji))y2). Факторизуя Е±®Е2 по 52-подмодулю 
N={z^EiQE2\ (z,*z) = 0}, а затем пополняя по норме ||z|| = ||(2, z)\\l,\ 
получим гильбертов Б2-модуль, который будет обозначаться Ei®BlE2 
либо Ei®BlE2. Соответствие F-+F®\ определяет гомоморфизм 
Ф*: «2?(£,

1)->2?(£'1(g)Bl£
,
2). Если <р — вложение, то ф*— тоже вложение. 

В частности, каждое точное представление Вс+&'(H) индуцирует точное 
представление 3(Е^^З?(Ei®BxH). 

В случае Е2 = В2 и <р : В^В^З(B2) имеем: ц*(Ж(Е1))^Ж (Ei®BxB2). 
В самом деле, 

Qx,y ® 1 = Hm %®ua,y®ua, 
а-н-о 

где Иа = ф((у, у) -[(у, у) +а]-1) . 
Для унитальных Bi и ф имеют место изоморфизмы: 

Ei®BlE2c^E2 «при Ei = Ви 

Ei®BlE2c^3^B2 при Ei=3HSBlj Е2 = В2 или Жв%. 
Описанное тензорное произведение обладает также следующим свой­

ством ассоциативности: (Ei®BxE2)®B2E3~Ei®Bx(E2®B2E3), где Ei®BxE2 и 
Е2®В2Е3 построены по гомоморфизмам ф! : ВУ-+5?(Е2) и ф2 : В2-^3(Е3) 
соответственно, a Ei®Bl(E2®B2E3)—по гомоморфизму Bi-^3(Е2)-+ 
-+3(Е2®В2Е3). В частности, для ф£ : Bi-+B2 и унитального ф2 : В2-^3(Е3) 
определена операция замены алгебр: 

Ei®BlE3~Ei®Bl (В2®В2Е3) ~ (Ei®BlB2) ®В2Е3. 

9. Если Ei и Е2— гильбертовы модули над Bi и В2 соответственно, то 
алгебраическое тензорное произведение Ei&E2 является ^©^-модулем: 

(Xi®x2) (bi®b2) = (—l)desx>desb>(Xibi®x2b2), 

со скалярным произведением 

(*§*. , y16y,) = (-l)d4r*'№eAWd4"k)(*i. У|)б(^,Л) 
и градуировкой deg (A;!©^2) =degx 1 + degx2. (При проверке положи­
тельности этого скалярного произведения можно считать, что Et и Е2 
конечно порождены и, пользуясь теоремой стабилизации, вложить Е± 
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в ЖВх, а Е2 — в ЖВг После этого все сводится к случаю Е^ = Ви Е2 = В2.) 
Пополнение E1QE2 по норме ||z|| = || (г, г) ||,/а, является гильбертовым 
Б^ба-модулем Ei®E2. Нетрудно проверить, что В^®Жв^^вх®В2с^ 

Если ф*: Br+2'(Hi) ( t = l , 2)—точные представления, то согласно 
п. 8 определено точное представление 

& (Ег ® Е2) -*• &ЦЕг ® Ег) §BSBI (H, ® Я2)) ~ ЯЦЕ^вЛ) ® (£2 ®в2Я2)). 

Пользуясь этим, нетрудно проверить, что естественный гомоморфизм 

^ (EJ ® ^ (£2) -v ^ (Ях ® £2): (Fх ® F2) (% <§> х2) = 

является вложением. Его ограничение Ж (Ei) ®Ж (Е2)-+Ж (Е{®Е2) явля­
ется изоморфизмом. 

Нам понадобится также следующее общее соотношение для гильбер­
товых 5г~модулей Е{ ( i = l , 2, 3, 4) и гомоморфизмов <р : В1-^2?(Е3)У 
^:В2-+3?(Ек); 

(Ег (§) Е2) §В^В2 (Е3 § £4) ~ (Е± (§BlE3) (g (Е2 §в2Е,), 

где 

10. Обобщенные теоремы Стайнспринга и Войкулеску (см. п. 15 и 16 
§ 1) переносятся на градуированный случай следующим образом. В тео­
реме Стайнспринга отображение ф и гомоморфизм р следует считать гра­
дуированными; доказательство дословно сохраняется. В определении 
аппроксимативной эквивалентности все ип должны иметь степень 0. 
В теореме Войкулеску вложение АС^2?(2№) должно быть градуирован­
ным правильным G-вложением, а гомоморфизм ф — градуированным. 
В доказательство следует внести некоторое количество очевидных уточ­
нений (например, все рассматриваемые отображения должны быть гра­
дуированными, в лемме Глимма рассматривается последовательность 
векторов степени 0, элементы аппроксимативной единицы имеют степень 
0 и т. п.). Отдельного упоминания заслуживает только следующий ана­
лог леммы 7 статьи (17). 

ЛЕММА. Если ф : А-+В — ядерное градуированное отображение, то 
Ф принадлежит замыканию в топологии поточечной сходимости по норме 
множества отображений вида А-^Мп®М2^В, где а, т вполне положи­
тельны и градуированы (градуировка Мп®М2 определяется градуиро-

вочным оператором е0= 1® 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть сг0 : А-+Мп и т0: Мп-^В подобраны так, 
что ||ф(а)—т0а0(а) ||^)б при всех а из некоторого компаюного подмно-

1 0 
0 —1 
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жества XczA. Определим а : А-^Мп®М2, т4 : Мп®М2-+В по формулам: 

а (а) = а0 (а) ® 4е*в, тх ( У, а„ ® ^ | = 1 у, т0 (а„), 

где {в^}—стандартная система матричных единице М2, ei = ei2 + e2i. 
Отображения а и xt вполне положительны, а градуировано и т1а = т0ог0. 
Обозначим через р(г) проектор на B(i) в В и положим х(а) =p ( d e g a ) ( t i (a)) . 
Если градуировка В определяется градуировочным оператором 8, то 

т(а) = ^(т1(а) + (-\)(1еёагт1(а)Е), 

откуда легко получается, что т вполне положительно. В общем случае 
полная положительность т вытекает из наличия вложения BQ,3?(H). 
Поскольку ф было градуированным, то |j(p(a)—то(а)||^8 при а е ! Щ 

11. Назовем линейным «-пространством конечномерное линейное 
пространство V над С, снабженное положительно определенным скаляр­
ным произведением (линейным по второму аргументу) и изометрической 
антилинейной инволюцией х-*х*. Через (—V) будем обозначать то же 
пространство с инволюцией х->—х*. Определим квадратичную форму Q 
по формуле: Q(x) = (x\ х). Алгебру Клиффорда Cliff (V, Q) (см. (5)) 
будем обозначать через Cv. Полагая (л̂  . . . хп)* = х*п... х*при хи . . . , х п е 
G V , получим антилинейную инволюцию на Су. Для введения С*-нормы 
поступим так. Обозначим через Кх оператор внешнего умножения на X G K 
во внешней алгебре Л*(У) (слово «алгебра» здесь не означает С*-алгеб-
ру). Отображение \i:V(B{—V)->-2?(/\*(V)) определим по формуле: 
М<(*©У) =К+у+^1*_у*у где А* — оператор, сопряженный к Кх относительно 
скалярного произведения, индуцированного из V. Поскольку (\L(X(& 
@у)У={х*—у\ х+у) =Q(x)—Q(y), отображение \х однозначно продол­
жается до ^-гомоморфизма CV(B{-V)-+3? (/\*{V)). Это изоморфизм. 
В частности, CYG>3?(f\*(V)), что дает С*-норму на Cv. 

Изометрическое действие G на V, коммутирующее с инволюцией #, 
однозначно продолжается до непрерывного действия G на алгебре Cv: 
g(Xi.. ,хп) =g{xt) .. .g(xn). Если х-^х — другая изометрическая анти­
линейная инволюция на V («вещественная» структура), коммутирующая 
с инволюцией *, то, полагая (х±... хп) = xi... хпу получим «веществен­
ную» структуру на Cv (действие G на V должно быть «вещественным»: 
g(x)=g(x)). 

Мы будем отождествлять CV®CW с Cv@w посредством изоморфизма, 
переводящего v®\ в i>®0, \®w — в 0©а>, где U G V , W^W. Зафиксиро­
ванный выше изоморфизм \i: CV@{-V)^Z3? {/\* (V)) позволяет отождест­
вить Cv®C-vcS?(/\*{V)). 

12. Пусть | — векторное расслоение над локально компактным про­
странством X, снабженное эрмитовой метрикой и изометрической, по­
слойно антилинейной инволюцией х-+х*. Такое расслоение будем назы­
вать векторным «-расслоением. Через (—£) будем обозначать то же рас-
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слоение с инволюцией я-> —х*. Рассмотрим клиффордово расслоение 
Cliff (g, Q), ассоциированное с квадратичной формой Q(x) = (x*, х) на g. 
Пространство непрерывных сечений этого расслоения, стремящихся к О 
на ею, обозначим через Сг(Х). Та же конструкция, что и в предыдущем 
пункте, позволяет ввести С*-норму на С%(Х) и получить изоморфизм 
С19<-ь(Х)~Х(Г(АЧ1)))> где Г(Д*(?))-гильбертов С(Х)-модуль не­
прерывных сечений расслоения Л*(£)> стремящихся к 0 на оо. Действие 
группы G и антилинейная инволюция х-+х на g так же, как и выше, инду­
цируют действие G и «вещественную» инволюцию на Съ(Х). 

13. А л г е б р а Ср>д. Пусть V=Vv,q = Cp®Cq. Обозначим через т по­
координатное комплексное сопряжение на V. .Положим х*=х(х) при 
X G C P ; Х* = —х(х) при x<=Cq; x=x(x)\ действие G на V тривиально. 
Алгебра Клиффорда CVpq будет обозначаться через Cp>q. Ее образую­
щие: еь . . . , ер, е4, . . . , eq (координатный базис в VPtq), ê  = l, e! = e*, 
Bi=Bi (i^p)l е) = — 1 , e*j = — -̂, ej = ej (j^q). (Заметим, что это обозна­
чение отличается от обозначения CPtq в статье (15) перестановкой р и q.) 

14. Ориентацией алгебры Клиффорда Cv назовем такой однородный 
элемент (DGC 7 , ЧТО 

1) со* = ± со; со*со = 1; со = о (в «вещественном» случае). 
2) V*e=Cy *CD=(—l)d e g* ( d e g < 0 + 1W. 
ЛЕММА. Ориентация существует и определена однозначно с точно­

стью до умножения на ±1 в вещественном и «вещественном» случаях и 
с точностью до умножения на ± 1 или ±i в комплексном случае. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если fu . . . , fn — такой ортонормированный 
базис в V, что f*k= ±fky fh=fk, то co = / i . . . /я — ориентация. С другой сто­
роны, произвольный элемент co^CV однозначно записывается в виде ли­
нейной комбинации мономов вида Д-, • • • fik, где 1\< . . . <ih. Пусть со = а + 
+ fib, где многочлены а и & е С 7 н е содержат Д. Тогда 

/i<o = ha + fib, (ok = (^\fe(° ha + (-if^-i fib. 
Сопоставление с пунктом 2) показывает, что / ^ = 0 , откуда а= ±fi (/4а) = 
= 0, т. е. a) = fib. Аналогичное рассуждение с другими fj приводит к со­
отношению (d=afi... fn, где а е С . Из первых двух соотношений пункта 
1) следует, что ос = ± а , а - а = 1 , откуда а= ± 1 или ±х. В вещественном 
и «вещественном» случаях а = а, т. е. а= ± Щ 

15. Алгебру CV с фиксированной ориентацией coy назовем ориентиро­
ванной алгеброй Клиффорда. Если ф — градуированный автоморфизм 
алгебры CV, то ф(о)у) = ±cov. В самом деле, coy и ф(соу) —ориентации Cv, 
причем либо оба эти элемента эрмитовы, либо оба косоэрмитовы, поэто­
му утверждение вытекает из предыдущей леммы. Будем говорить, что 
изоморфизм ф : Cv-+Cw сохраняет ориентацию, если ф(о)у)=сож. 

Если Cv и Cw ориентированы, то ориентацией CV®CW^=LCV®W будем 
считать элемент (Оуфсоту. Ориентацией алгебры 3?(/\*(V)) будем считать 
элемент ev, который равен (—l)k на /\h(V)- Если фиксирована ориента­
ция озу^Су, определим о)_уеС_у как такую (единственную) ориента-
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цию, что соу0(о_у = 8у при изоморфизме п. 11. Нетрудно проверить, что 
если u>v = fi--'fn, как в п. 14, причем среди элементов fu . . . , fn ровно q 
косоэрмитовых, то co_F=(—l)qfn-~fi. (Вообще говоря, ы-(-У)фыу.) 

16. Стандартную ориентацию на Ср>9 определим по формуле: сор> q= 
= (—1)дг1---гРе1'"ея в комплексном случае и по формуле (йР>д = 
= е1---еРе1---ед—в вещественном и «вещественном» случаях. Нетрудно 
проверить, что при тривиальном действии G на V алгебра Cv изоморфна 
с сохранением ориентации одной из алгебр CPtq. В частности, Cp>q<g> 

г{(§ 1 ->e,, i^p, 
ef ® 1 ->e7, /<</ , 

1 ® s, ->(—l)4+p, t<^/ / , 
1 ®e/ -*£/+*, /<<7'. 

Кроме того, C-{Ptq) = C-Vp ~CqiP. Сохраняющий ориентацию изомор­
физм определим по формулам: 

et->(—l)1'-1^, i ^ p , 
ег+(—1)Ч /<<7. 

17. Зафиксируем для дальнейшего сохраняющие ориентацию граду­
ированные изоморфизмы: f : CPtq+i-+Cp+itq в комплексном случае и 
g : CPfg+4->Cp+4|g — в общем случае. Положим 

Гомоморфизм g" определим по формулам: 

g" (еЛ) = ^ (k^ p)\ g (ej) = ер+1 • • • ер+/ • • • ер+4 (/ <£ 4); 
g(e,) = ehA ( />5 ) . 

18. Пусть У=Сп = Ср+(7, a RnczCn — координатное вещественное под­
пространство. Обозначим через т покоординатное комплексное сопряже­
ние в У. Положим х*=х(х)\ х=х{х) при X G C P ; '# =—х(х) при x<=Cq. 
Группа Spin (V) определяется как подгруппа группы обратимых эле­
ментов {g} степени 0 в алгебре CV, удовлетворяющих условиям: 

1) g*g=h 
2) gxg~l(=Rn npnx<=Rn. 

«Вещественная» структура на Spin (V) индуцирована из Су. При за­
мене инволюции * на обратную: х* = —х(х) получается группа Spin (—У), 
изоморфная Spin (У). В самом деле, полагая \iv(x) = ta+A,**, \i-v(x) = 
= КХ—!Я;. при x<=V (ср. п. И) и Еу=(—1)\ u=(—l)h^i)/2 на Л*(Ю> 
будем иметь: ^|iF(x)i/~1 = ji_y (x) -гу при X G F . Продолжая \xv и jx_y на 
CV и C-v соответственно, получим: 

u\xv{Spm (V))wi = \i-v{Spm {—V)). 

Группы Spin (У) и Spin (—У) действуют на Rn по формуле: g(x) = 
^gxg-1, JCGR". Нетрудно проверить, что при нашем отождествлении 
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действия Spin (V) и Spin (—V) на Rn совпадают. Кроме того, группы 
Spin (V) и Spin (—V) действуют на 3?(Л*(V)) по формуле: 

g И = P±v (8) ' а ' P±v (Г1), а е= 2 (Л * (V)). 
Поскольку операторы ^ (Spin (У)) коммутируют с jut_y(Spin(—1/)) 
(равно как и со всеми \i-v*{x) Vx<=V), определено диагональное дейст­
вие Spin (V) н а ^ ( Д * ( Ю ) : 

&(g)(a)=liv(g)v-v(g)-a-VLY(g-i)VL-v(g-i) при a€=S?(A4V)). 

Зго действие Spin (V) яа J?(A*(J0) индуцировано действием Spin (F) 
яа У. Для доказательства достаточно рассмотреть элементы а вида 

§ 3. Произведение-пересечение (техническая часть) 

Теоремы 4 и 5 этого параграфа обеспечивают техническую базу для 
конструкции произведения-пересечения в /(-функторе, которая будет 
рассмотрена в § 4. Мы будем работать в категории градуированных 
алгебр. Напомним, что [а, Ь] означает градуированный коммутатор: 
ab—(—l)desa-desbba (см. п. 1 § 2). 

ЛЕММА 1. Пусть А — алгебра, а, Ъ, d(=A. Тогда 
a*db + b*d*a^\\d\\-(a*a + b*b). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Вложим А в алгебру операторов в некотором 
гильбертовом пространстве Н. Тогда У £ е Я 

((a*db + b*d*a)£, g) = (d&g, al) + (rf*ag, &£)< 

ТЕОРЕМА 1. Пусть А—унитальная алгебра, В — подалгебра с не­
прерывным действием G, имеющая строго положительный элемент. 
Предположим, что семейство элементов {Fx}xeXczA в совокупности огра­
ничено по норме; Vx^X, Vb^B [Fx, b]^B и Vb(=B замыкание множест­
ва {[FX9 b]\x^X} компактно в В. Тогда V числа т ^ О б алгебре В суще­
ствует такой строго положительный инвариантный элемент h степени О 
и 3 такое число £>0, что Vx^X 

[К Fx]• [A, FJTMK FXY• [К Fj<ch". (1) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно считать, что Vx<=X H^JI^l . Обозна­

чим через {щ} счетную возрастающую абелеву аппроксимативную еди­
ницу в В, состоящую из инвариантных элементов степени 0. Построим 
возрастающую последовательность целых чисел {k{} следующим обра­
зом. Пусть k ^ \ . Если ki9 . . . , kT уже построены, то kr+i выберем так, что­
бы Vx^X 

||(1-%JV<41^2~(2"2). (2) 
l(i-4H)'/4-^4l<2'lw*. (3) 
ю-Чн^-^Чк2^ (4) 
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Это возможно благодаря компактности множеств {Fxtik*— Uk*Fx}u {Fxu^— 
— Ukr

4F*x}. Введем обозначения: Ьг = Uk19 bt = uki — u^ при i > 2; e M =Tv~q 

при | p — q | > 2, z^q = 1 при | p — q | ^ 1. Тогда 
CO CO 

V f e e s yjbib=y.bbl=b, (5) 

Vp,q i W l l ^ W (6) 
Yx e= X, V/7, ̂  « # ^ # « I < ep>?. (7).. 

В самом деле, если, например, p^q+2, то при p = i+2 получим: 

q^i, #<(l-u fc,+1)* bf^uf., 
Wb'J'FjJ* f = [ b'J'F^Flb1^ I < 1 б^'Ы* fj>!< || = 1 #'F,u£ |p = 

Пусть п — целое число ^ т а х (1, (т—2)/2). Положим А,»= (,1Л')1/П> 
\1{ = К—h+i (i^l). Искомый строго положительный элемент h определим 

оо со 

по формуле: h= J\ М-Л^^ , hbi. Мы докажем требуемую оценку для 
t = i i=i 

первого слагаемого левой части неравенства (1). Оценка второго слага­
емого получается точно так же. Пользуясь соотношениями (5), имеем: 

(hFx - Fxh) (hFx - Fxh)* = | S (Xh - %k) (%h - Xh) (R + R*), 
'» (2fH-3 
/l >2П+3 

где 
# = Kn+3biin+2 • • • bhFxbhbi/xbh • • • bim+2bjm¥3 = 

= bLs • • • #<0&«>(*&«*&*) • • • №Ъ№FJ%)x 
xФМ)ФУы4)ФЫ4) • • • AJ/;nJ(b'tJtJ# • • • C+3-

Из соотношений (6), (7) и леммы 1 вытекает оценка: 

Я + ^ * < %П+3>*2П+2 ' # * 8 ' . . ' i 8 W i 8 / i . / . * * ' 8/2Л+2./2Л+3 ^2/1+3 ' * ' 6<» + Ь /« ' ' * ^ 2 / 1 + 3 ^ 

Выражение в квадратных скобках не превосходит 
1 \tfn+2 4- . . . 4- h2n+2 4- h2^2 4- . . . 4- h2n+2 1 

2пЛ-2 [ H ^ ^ %/l+3 + °/« ^ ' * * "Г Я/ал+дЬ 
поэтому 

№ - F̂ ) (AF, - W < —l— S I k ~ КI ' 14 - 41 x 4/1 + 4 ,. 
i i»....t 2/t+s 
/i /*2/г+з 

м 2/1+2 . . t 2Л+2 , * 2Л+2 , . * 2/1+2 i 
X Fi2n+3> {2n+2 ' ' ' 8 W J ' ' ' 8/г/г+2'/2/г+з " - ^ ' ' * * ' ^ 2/1+3 * °h " Г * * ' ~T ^/г /г+з^ 

Введем новое обозначение: гр
к\ = 2~p"q(kp%qYk при |/? — g | > 2 , е^ = 1 

при | р — 91 ^ 1 • Нетрудно проверить, что 



ОПЕРАТОРНЫЙ К-ФУНКТОР 589 

Используя 

V/?, q | Кр — %Q \ • 
V/7, <7, М Я* • 

эти неравенства, 

(hFx-FJi)(hFx-Fxhy 

Х [ ( ^ Г + ' - - + ( ^ + з 

' ^p,q <=- ы^р ' ^p,q у 

cp,q - ^ ^'^q ^p^q • 

перепишем 

' ^ const 

1 \2П+2 

нашу оценку в виде: 
у. (з/г+з) . 
*~-1 12Л+3'*2/г+2 

'!• —»1*2Л+3 
/» /г/г+з 

+ ( W + • • • 

. . . 8 < 3 " + 3 ) . х 

hn+2 '/г/г+з 

+ (^/гл+з^/гл+з) ^ Правая часть не превосходит c-h2n+2^c-hm. • 
ЛЕММА 2. Пусть А — алгебра, Bi и В2 — nz/ше подалгебры, что 

BrB2czBi. Тогда 5 4 + 5 2 — подалгебра е А, а В± — идеал в В^ + В2. 
(В частности, если подалгебры В^ и В2 удовлетворяют условиям: ВГВ2 = 
= В1Г}В2 = В, то Bi + B2 — подалгебра в А, а В, Bi и В2 — идеалы в 
Bt + B%.) 

Если элементы h и k строго положительны в В± и В2 соответственно, 
то h + k строго положителен в Bi + B2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Замыкание Е = В1-\-В2 является подалгеброй 
в Л, причем Bi—идеал в Е: Bi-EczBi-\Bi

JrB2)ciBiciE. Поскольку сум­
ма идеала и подалгебры в Е замкнута (см. (12), 1.8.4), В1-\-В2 = Е. Стро­
гая «положительность h + k вытекает из критерия п. 7 § 1. Щ 

Напомним (см. (8)), что функции f(x)= ——при а ^ О и f(x)=xa 

х -\- а 
при O ^ a ^ l являются монотонными операторными функциями в интер­
вале 0 ^ х < о о , т. е. в любой алгебре для любых эрмитовых элементов 
у, z, спектр которых лежит в указанном интервале, из неравенства y^z 
вытекает, что f{y)^f(z). Монотонность легко проверяется непо-

х~\- а 
средственно, а монотонность ха проще всего получить, например, из та­
кого интегрального представления: 

xa=zSinnaC^c dt_ 0 < a < 1 
Л J X + t fi-<* 

учитывая, что все монотонны. 
х-\- t 

ТЕОРЕМА 2. Пусть А—унитальная алгебра, Ви В2—такие подал­
гебры с непрерывным действием G, что В1-В2 = В1Г\В2, причем Bi и В2 
имеют строго положительные элементы. Предположим, что семейство 
элементов {Fx}xeX<z:A в совокупности ограничено по норме; Yb<=Bt, 
Vx(=X [FXy Ь]^В{ (£=1, 2) и Vb^Bi + B2 замыкание множества {[Fxy b]\ 
Х(=Х) компактно в В^ + В2. Тогда существуют инвариантные элементы 
степени 0: строго положительный элемент h^Bu положительный эле­
мент feeB2, строго положительный элемент l^Bi + B2 и такая константа 
£>0, что Vx^X 

1) h2 + k2 = l\ 
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2) А4^/4 , £ 4 < 4 / \ 
3) [A, FJ.[ft, FJ+[h, FJ.[h9 FJ<cA4, 
4) [ / , f J - [ / , ^ r + [ / , F J * . ^ ^ K ^ 4 . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть элементы степени 0 А0 и £0 инвариантны н 

строго положительны в ^ и В2 соответственно. Тогда {щ = Aĵ } и {vt = 
= (А0 + k0)1/l} — инвариантные абелевы возрастающие аппроксимативные еди­
ницы в В± и Вг + В2 соответственно. Выберем возрастающую последователь­
ность целых чисел {щ} так, чтобы выполнялись условия (2) — (4) для {ип.у 
и одновременно аналогичные условия для {vn.}. При этом можно считать, 

оо оо { { 

что все Я;> 4. Положим А = У, | W , / = ^ (№•> гДе И* = • 
•~J l •/—' l i i + \ 

Как показано в доказательстве теоремы 1, условия 3) и 4) будут выполнены в„ 
Далее, V i vn. — ип. <= 52, откуда Z2 — А2 е 52 . Поскольку все я / > 4, из 
операторной монотонности ха при O ^ a ^ l следует, что А 2 ^/ 2 , А 4 ^ / 4 . 
Положим k = (l2 — А2)1/2. Тогда /г4 ̂  2/4 + 2А4 ̂  4/4. Ц 

ЛЕММА 3. Пусть А — алгебра с 1, х, у^А, х^О. Существование 
предела lim (x+a)_1z/ эквивалентно условию: 

а->+о 
Ve>0 Яс>0 уг/*^^ 4 + ех2. (8) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По критерию Коши наличие предела эквива­
лентно тому, что Ve>0 Яб>0 при 0<ос, р ^ б 

[(x + a ) - 1 - ( x + p ) - V [ ( ^ ^ ) - 1 - ( ^ P ) - I ] < e . 

Это условие легко .получается из (8). Обратно, из этого условия вытека­
ет, что 

у у* <- е /v ^ "а ) ПРИ ^ ^ ^ 

Переходя к пределу при (3-^0, приходим к (8). • 
ТЕОРЕМА 3. Пусть В± и В2 — такие подалгебры с непрерывным дей­

ствием G в алгебре J((D), что Bi-B2 = BiDB2 = B, Da.Bl + B2 и алгебры 
Bi и В2 имеют строго положительные элементы. Предположим, что X — 
компакт и X-^M(D): x-+Fx—такое отображение, что нормы {\\Fx\\}xeX 
ограничены в совокупности; Vb^Bu Vx^X [Fx, Ь]^В{ и Vb^B{ отобра­
жение x->[Fx, b] непрерывно по норме на X (i=l, 2). Тогда в алгебре 
M{D) существует пара инвариантных элементов М, N степени 0, удов­
летворяющая условиям: 

1) Af + JV = l , A l > 0 , t f > 0 . 
2) M-B.czB, N-B2czB\ M-B2czB2, N-B.czB,. 
3) V X G I [M, FJe f i , [N, FX]<=B, причем эти коммутаторы непре­

рывны по норме как функции от х<=Х. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим теорему 2, положив A=Jt(D). 

Пусть при a > 0 Ма=Ц+а)-Чг2(1+а)-1, Na= (Z+a)-1A2(/ + a)- 1 . Пока­
жем, что Vb^Bi + B2 Я пределы при а-* + 0 от выражений МаЬ, ЬМа,. 
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Nab, bNa. Согласно лемме 3 и п. 2) теоремы 2 существуют пределы 
lim (l+a)-1/? и lim (/+а) - 1 /2 , поэтому существует предел 
а -Ч-о а-Н-о 

lim (/ + а) - 1 А2 (/ + а) - 1 / 2 = lim MJ\ 

Согласно (Критерию ш. 7 § 1 Ve>0 Я такое с>'0, что ЬЬ*^с1^ + е, откуда 
Va, |3>0 

|| (Ма - МЭ) bb* (Ma — Afp) || < с || (Ma - Afp) /4 (Ma - Щ || + 4e. 

Теперь существование предела lim Maft получается из критерия Коши. 
a->-fo 

Аналогично доказывается существование остальных пределов. 
Положим M = limMa, N=limNa, где пределы понимаются в смысле 

а-Н-о a->-f-o 
строгой сходимости. Пункт 1), очевидно, выполнен. Соотношения п. 2) 
следуют из того, что Ма<=В2, Na^Bt. Сейчас мы покажем, что при 
а-* +0 выражения 

\(Ma + N*)Fx-Fx(Ma + Na) nNaFx~FxNa 

сходятся по норме равномерно по J C E I И З ЭТОГО будет следовать, что 
MaFx—FxMa также сходится, а поскольку NaFx—FxNa^Bu MaFx—FxMa^ 
G B 2 , TO NFX—FXN= —(MFx—FxM)^BiriB2 = B. 

Согласно лемме З и п. 4) теоремы 2 существует предел 
lim {l + ay1{lFx — Fxl) 

(равномерно по x e l ) , 

lim | — / " , -
a-н-о II / + a 

откуда 

- Л 

a-^+o 

поэтому 
/ 11 

f /+a | | lim 
a-^+o | 

= 0, 

lim | (Ma + Na) Fx - Fx (Ma + Na) |j = 0. 

Для доказательства сходимости выражения FxNa—NaFx перепишем его 
в виде: 

[(/ + a)"1 (IFX - Fxt)] -N« + Na- [(IFX - FJ) (I + a)"1] + 
+ [(/ + «Г1 (Fxh - hFx)] h{l + « П + (/ + a ) ^ h [(Fxh - hFx) (/ + a)"1]. 

На основании теоремы 2 и леммы 3 все выражения в квадратных скоб­
ках сходятся при а-> + 0 (равномерно по х). Поскольку Yb^B^Bz 
b-Na и Na-b сходятся и Na ограничено по а, то первые два слагаемых 
сходятся. Обозначим lim (l+a)~x(Fxh—hFx) через а. Очевидно, а<=Ви 

а-*+о 
Согласно критерию п. 7 § 1 Ve>0 3 c > 0 a*a^ch2 + z, откуда ha*ah^ 
^ch^ + etf^cl^-j-sl2. По лемме 3 существует предел lim ah(l + a)~\ Так 

а-Н-о 
как h(l + a)~l ограничено по а, то третье слагаемое сходится. Аналогич­
но получается сходимость четвертого слагаемого. Щ 
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ТЕОРЕМА 4. Пусть Еи Е2 и Е — подалгебры с непрерывным действи­
ем G в Jl{D), причем Е — идеал в Еи Е^Е2аЕ, flc£i + £2, Et и Е имеют 
строго положительные элементы, а Е2 сепарабельна. Предположим, что 
% — инвариантное относительно действия G и «вещественной» инволю­
ции градуированное (т. е. § = §(0)+S(1)) сепарабельное линейное подпро­
странство в Jf(D), причем G непрерывно действует на %, и Vf^%, Vb<=E, 
Vbi^Ei ,[/, b]^E, [f, b^^Ei. Тогда в алгебре M(D) существует пара 
инвариантных элементов М, N степени О, удовлетворяющая условиям: 

1) M + N=l9M^zQ,N^0. 
2) M'E.czE^N-E.czE^N'E.czE,. 
3) VfzE% [f, M]GE£, [f, N]EEE. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заменяя % на S+S*, можно считать, что § — 
самосопряженное линейное подпространство. Обозначим через E2>i мно­
жество, состоящее из элементов вида [/4, {f2, • . . , [fu b]. . .], где b^E2, 
fi, . . . , /г^55. Пусть Е2 — минимальная подалгебра в J((D), содержащая 
Е2 и все E2t г при i^ 1. Ясно, что Е2 сепарабельна и [ft, E2]czE2. По индук­
ции нетрудно проверить, что ErE2iicnEy поэтому Е^Е/аЕ. Согласно 
лемме 2, E2

f = E2+Е — подалгебра в M(D). Пусть {/,-} —счетное всюду 

плотное подмножество в S. Обозначим компакт {0} U | . [через X. 

Подалгебры Еи Е2" и тождественное вложение X-+A\(D) удовлетворяют 
условиям теоремы 3. Построенная там пара М, N является искомой. Щ 

О п р е д е л е н и е 1. Подалгебры So^StiD.. .ZD$5nzjD в алгебре Jt(D) 
образуют я-цепочку, если все 39* имеют строго положительные элементы, 
G действует на каждой 33* непрерывно и % — идеал в 33» при £=^/. Кроме 
того, требуется, чтобы существовало такое инвариантное относительно 
действия G и «вещественной» инволюции градуированное сепарабельное 
линейное подпространство Lcz330, что Sn + L=330. 

ТЕОРЕМА 5. Пусть 8Э0=з8Э±1=).. .=э»п— п-цепочка в Jl{D), а Яь . . . 
. . . , 91п—сепарабельные подалгебры с непрерывным действием G в 
J((D). Кроме того, пусть Fu . . . , Fn<=J({D)—инвариантные элементы 
степени 1, a Qu . . ., Qn<^M(D) —конечные или счетные множества, со­
стоящие из инвариантных элементов степени 0. Предположим, что вы­
полнены условия: 

1° «be:»!, 9i-«H-iCz8<+1 при l < i < n — 1 . 
2° TVSJCSJ , » г ^ с : 8 , при 1 < £ < / < м . 
3° У&,е=8< [&„ F,+1}e8 i+1 при 0 < i < / x — 1 . 
4° V^GES,-, Vq^Qi [bh ?Де8,- яри 0 < / ^ я , 1 ^ i ^ f t . 

Тогда в алгебре M{D) существуют инвариантные элементы Ми . . . 
. . . , Мп степени 0, удовлетворяющие условиям: 

п 
1) Mi^Onpu l^i^n; y\ Mi=l. 

2) Мг^с=8Эп, М4 •»«<=»„ upu l < i < n . 
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3) [Mj9 Л]€=»„ при 1 ^ / < / < л ; 
ЛфИ* FJeE©» npul^j^i^n; 
[Mi9 Л^]<=33п /г/ш l^ij^n. 

4) Yqi<=Qj при 1^л, / ^ я ; 
[ M , ? i ] G 8 n , [Af„ ^ ] Е Э П ; 

5) V&EE330 [6, М,]е=9плри K ^ n . 
6) V6eS 0 Af4[6, ^ ] е в п /i/ш 1 < 1 < л . 
7)9 j_1.[Mb^.]c:S3n, [Mi,^]-S3i-iC=S3n /г/ш l < i < / < / x . 

Такой набор операторов с точностью до гомотопии определен однознач­
но, т. е. любые 2 набора операторов (М[, . . . , М'п) и (М*),, . . . , М*п 
удовлетворяющие условиям 1)—7), связаны между собой непрерывной 
по норме гомотопией (M±(t)9 . . . , Mn(t))9 O ^ / ^ l , удовлетворяющей 
при всех t условиям 1)—7). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Построение требуемых операторов Mi9 . . . , Мп 
проведем по индукции. Индуктивное предположение номер k: существу­
ют операторы Ми . . . , Mh9 удовлетворяющие условиям 1)—3) и 5)—7) 
с заменой п на k, а также условию 4) с заменой 33„ на S3fe при l ^ i ^ / г , 
1 ^ / ^ д (вместо l ^ i , j^n). При k=l можно взять Мх=\. Предполо­
жим, что операторы М'г , . . . , M'k удовлетворяют индуктивному предпо­
ложению номер k. Пусть §Г^+1—минимальная подалгебра в M(D)9 содер­
жащая %k+i\ [ЛГ., Fk+i] при всех / < £ ; [qj9 Fk+i] при всех q^&Qh / < £ ; 
[6, ^A+i] при всех &eL (см. определение 1). Из условий 1°—3°, 6° и 
М'.-$Ька$Ьк нетрудно получить, что ЭА-9^+1с:©Л+1. 

Пусть g — линейное подпространство в Jl(D), натянутое на M'v . . . 
. . . , M'k ; Fi9 . . . , ,РА+1; Q4, . . . , Qn; Qif ь . . . , QnJFw; L. Положим 
£'1=9A, £,

2 = ЭС̂ +1 , E=$5k+i. Теорема 4 дает пару элементов М9 N^.M{D). 
Операторы М*=УЛ1Л11'УЛ1 при i^k, Mk+i=N удовлетворяют индуктив­
ному предположению номер (&+1). Проверка не представляет затруд­
нений. 

Утверждение о существовании гомотопии доказывается следующим 
образом. Пусть QJ = Q<U{^}U{Mj}- Применяя уже доказанную часть 
теоремы к я-цепочке 330:э . . . =эвя, подалгебрам %i9 . . . , 91п, операторам 
Fi9 . . ., Fп и множествам Q^, . . . , Q'n, получим набор Ml9 . . ., Мп. Иско­
мая гомотопия задается при О ^ / ^ / г по формуле: М;(/)=2Ш* + 
+ (l—2t)M'i9 а при 7 2 ^ / ^ 1 по формуле: M^t) = (2—2/)М,+ 
-f-!(2/—1)Ж . Выполнение всех условий 1) —7) очевидно, за исключе­
нием второго и третьего соотношений п. 3). Эти 2 соотношения выте­
кают из п. 3) для наборов (М[ , . . . , М'п ), (М[ , . . . , М"п ) и (Ml9 . . , Мп) 
и п. 4) для набора (Mi9 . . . , Мп). Ш 

8 Серия математическая, № 3 
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§ 4. Операторный /(-функтор. 
Произведение-пересечение 

В этом параграфе определяется операторный гомологическо-когомо-
логический /(-функтор КК(А, В). Все рассматриваемые алгебры, подал­
гебры, гомоморфизмы считаются градуированными. (Напомним, что 
[х, у] означает градуированный коммутатор ху—(—l)degx-degyyx.) Обо­
значения KUGK(A, В), KOGK(A, В) и KRGK(A, В) относятся к /(-функто­
ру на категориях комплексных, вещественных и «вещественных» алгебр 
соответственно. Буквы £/, О, R, G мы обычно будем опускать. Действие 
G на всех алгебрах, рассматриваемых как аргументы /(-функтора, счи­
тается непрерывным. 

О п р е д е л е н и е 1. Пусть А и В — алгебры с непрерывным действи­
ем G. Обозначим через <§(А, В) множество троек (е, ф, F), где е— гра­
дуировка пространства Жв (см. п. 3 § 2), ф : А>-+3?{ЖВ) —гомоморфизм, 
Е^З?{ЖВ)—инвариантный оператор степени 1, причем Va^A эле­
менты 

[ Ф ( а ) , Л , 0 Р - 1 ) ф ( а ) , (F-F)v(a) (1) 

принадлежат ЖВ=Ж(ЖВ). Через 3){А, В) обозначим множество вы­
рожденных троек, т. е. таких, для которых все элементы (1) равны 0. 

О п р е д е л е н и е 2. 
1° Тройки (еь ф!, Л) и (е2, ф2, F2)^S'(A1 В) называются унитарна 

эквивалентными, если существует такой инвариантный унитарный эле­
мент и^9?{Жв), который переводит (еь фь Ft) в (е2, ф2, F2), т. е. 
VZ^S^B deg2 (и (z)) = degx (z); V а е А ф2 (а) = шрх (а) и'1 и F2 = uF^tT1. 

2° Гомотетией, соединяющей тройки ха=(га , фа, .Fa) и хэ = 
= (ер, фр, F^)^S{A, B)t называется тройка 

{**} = ( {е J , Ы , {Л})*е [а,э]егГ(Л,5[а,р]), 
ограничения которой на концы отрезка [а, р] (т. е. образы при ограни­
чениях ЖВ1а.п^ЖвшСхЖв1а.п®в1«,ъВУо] и 27(^В[а,Р])~>2?(<^В[<0]), где 
t0=a или Р) совпадают с исходными тройками xa и хр. 

3° Операторной гомотопией называется такая гомотопия, что W e 
^ [ a , p] 8f = e a=e p , <р, = фа = фр, а функция ^-кР* непрерывна па 
норме. 

О п р е д е л е н и е 3. Пусть <%{А, В)—множество классов гомотоп­
ных троек, а ~&)(А, В) —образ 3){А, В) в 8 (А, В). Отождествим 
Жв®3ёв с <5̂ в при помощи инвариантной изометрии степени 0 (любые 
две различные изометрии гомотопны — см. § 1, п. 17, и §2, п. 3) и введем 
сложение на 8 (А, В) : (еь <pi9 Ft) Ф(е2, <р2, Fa)=-(*i©ea> ф!®ф2, F^F,). 
Факторполугруппу 8(А, В)[Ш>(АУ В) обозначим через КК(А, В). 

З а м е ч а н и е 1. Если гильбертов В-модуль Е имеет счетную систе­
му образующих, то любая тройка (е —градуировка Е, ф : Л-vi? (£) , 
F^3? (£")), удовлетворяющая условиям определения 1 (с заменой Жш 
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на Ж(Е)), может рассматриваться как элемент КК(Л, В). Стабили­
зация 

Е^Е@Жв, (е, Ф, F) =± (8, Ф, F) ф (е0, Фо, F0), 

где (е0, фо, F0)^2)(A, В), переводит (е, ф, F) в элемент &(А, В). 
Как следует, например, из той же теоремы стабилизации (см. п. 3 

§ 2 и п. 12 § 1), любые две канонические градуировки Жв отличаются 
на изометрию. Поэтому можно было бы зафиксировать одну градуиров­
ку е для всех троек (е, ф, F). Однако удобнее не фиксировать е. 

ТЕОРЕМА 1. КК(А,В) —группа. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (е, ф, F)^&{A, В). Обозначим через 

(—е) противоположную к е градуировку на Жв, а через (—ф): Л->-
-+2?{ЖВ)—гомоморфизм, определяемый по формуле (—ф)(а) = 
= (—l)degc4p(a). Тогда элемент (—е, —ф, —F) является обратным к 
(е, ф, F). В самом деле, операторная гомотопия 

(••<-*(:-гит! _?«у) 
при 0 < г < - у с в ° Д и т (8 ,ф,/?)©(— е , - ф , — F) к 1 г © ( - е), I* _ ), 

(J J))e»M.«.B 
З а м е ч а н и е 2. Если алгебра А унитальна, а В имеет счетную ап­

проксимативную единицу, то в определении 1 можно дополнительно по­
требовать, чтобы гомоморфизм ф был унитален. От этого группа 
КК(А, В) не изменится. Действительно, во-первых, множество троек 
(е, ф, F), в которых ф унитален, непусто: если ty:A&Cif0

,->'3'(3l$)CZ 
0,3?(ЖВ)—унитальное представление (см. п. 5 §2), то, полагая ф0 = 
= 1|?1Л§С, -Fo=i|>(l®8i), получим элемент (е0, ф0, F0)^3)(A9 В). Далее 
если (Е, ф, F)^S,(Ai В), то Р=<р(1) —эрмитов проектор степени 0 в 
&(ЖВ). Относительно разложения <5^B=ImP©Im (1—Р) тройка 
(е, ф, F) операторно гомотопна (е/, ф, PFP)(B(e", О, 0). Применяя заме­
чание 1 при Е=1тР, получим требуемое. 

Отметим, что для троек (е, ф, F)^S'(Ay В), в которых ф унитален,, 
F2—1^ЖВ и F—F*^LXB. В случае А = С мы обычно будем считать, что-
Ф унитален, и будем опускать ф в обозначении элемента (е, ф, F)^-
егг(с,в). 

ТЕОРЕМА 2. Пусть А — идеал в Аи В — идеал в Ви причем Л, В, Л* 
и Bt — алгебры со счетными аппроксимативными единицами и действие 
G на А, В, А^ и Bi непрерывно. 

1° Группа КК(А, В) не изменится, если в определениях 1—3 всюду 
заменить 9? (Жв) на 2? (ЖВх), сохранив в определении 1 условие принад­
лежности элементов (1) идеалу Жв {заметим, что Ж7

ваЖ7
Blc:2}{ЖВ))К 

2° Группа КК(А, В) не изменится, если в определениях 1—3 потре­
бовать, чтобы гомоморфизм ф продолжался на Л4 (т. е. вместо <о(А, В) 

8* 
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рассматривается множество троек (е, ф: Аг+3? {2@в), F). В список (1) 
входят те же элементы, что и прежде, при а^А, а в п. 1° определения 2 
a^Ai). 

Допустимы также оба эти изменения одновременно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1°. Обозначим новую группу через KKf(A, В). 

Гомоморфизм г:КК'(А, В)-+КК(А, В) получается путем ограничения 
S{3^Bx)-^S{^B). Гомоморфизм s:KK(A, B)-+KK'(A, В) получается 
при помощи стабилизации (ср. замечание 1): рассматривая Жв как 
гильбертов Bi-модуль и используя изоморфизм 3^в®3/ёв~-3>бвх, добавля­
ем к (е, ф, F) вырожденную тройку (е0, ф0, ^о) и получаем элемент 
КК' (Л, В). Сквозной гомоморфизм r-s тождествен по очевидным при­
чинам, a s-r тождествен ввиду того, что гомоморфизм ограничения 
&(9@B1®SI$B1)->~S&(3I0B(B2I$B1) гомотопен тождественному автоморфизму 
(см. § 1, п. 19). 

2°. Новую группу обозначим через К'К(А, В). Гомоморфизм 
К'К (А, В)-+КК{А, В) получается очевидным образом. Для построения 
обратного гомоморфизма рассмотрим тройку (е, ср, F)^S>(Af В). Про­
должим ф до ф: A-+SB {Жв) и обозначим через if) гомоморфизм 
&(А®Ж%)-+3?(Э@в®(28®3@в)), индуцированный гомоморфизмом ф, че­
рез Ф —оператор F®{\®F)<=2'{Зёв®{Зв®Жв)), а через 1— градуи­
ровку е© (e'<g)e) пространства Жв® {Ж®ЖВ). 

Пусть \\А= Л 0 О С ^ ( Л 0 ^ ) и Ц:А= А® Ос; & (А® Ж^) — ес­
тественные вложения. Очевидно, что (е, я|), Ф) можно рассматривать как эле 
мент S {Ж {А © ЖА), В) и (е, <р, F) = (е, о|> • g, Ф) в группе КК (А, В). Ото­
ждествим «^(Л© Ж%) с SB (А © Ж%) посредством изоморфизма А © Ж^ a± 

^ А © Ж%. Согласно п. 20 § 1 тройки (&, я|э • !•, Ф) и (е, я|э • т], Ф) гомотоп­
ны. Гомоморфизм о|) • т], очевидно, продолжается на SB (А) = Л (А), а следо­
вательно, и на Ах. Поэтому можно определить гомоморфизм КК(А,В)—> 
-+К'К{А, В), считая что (е, ф, F) переходит в (е, г|з • г), Ф). Взаимная обрат-
ность построенных гомоморфизмов вытекает из п. 20 § 1. Ц 

С л е д с т в и е 1. 1) КК(А, В,@В2)~КК{А, В,)@КК{АУ В2). 
2) Если алгебры Аи А2, В имеют счетные аппроксимативные едини­

цы, то КК{А,@А2у В)~КК{Аи В)®КК(А2, В). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Очевидно ввиду того, что SB(^ёВ1®в2)~ 

~&(ЭвВ1)®&(ЭвВл). 
2) Если (еь фь Fi)^&<(Ai9 В) при / = 1 , 2, то (ei©82, <pi®<p2, Fi®F2)^ 

€=&(А±®А2, В). 
Обратно, пусть (е, ф, F)^&>(Al(SA2, В). Пользуясь теоремой 2, мож­

но считать, что ф продолжается на Ai@A2. Пусть Р=ф(1Ф0) , El = lmP, 
E2 = lm (1—Р), 8г — градуировка Е{. Нетрудно проверить, что тройки 
(е4, Фи^о, PFP) и (е2, Ф|ОФА2, (1— P)F(\— P)) удовлетворяют условиям 
замечания 1 и, следовательно, определяют элементы из КК{Аи В) и 
KK(A2i В) соответственно.Н. 
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О п р е д е л е н и е 4 (функториальные свойства). Гомоморфизм 
f:A2-^Ai индуцирует гомоморфизм групп f*:KK(Aiy В)-^КК(А2, В) ш 
формуле: /*(е, <р, F) = (е, |ф-/, F). Пусть алгебры В^ и В2 имеют счетные 
аппроксимативные единицы. Гомоморфизм g: Вс+В2, согласно п. 8 § 2, 
порождает g"#:3?(Ж^-^З' (Ж^®^-^г) и индуцирует гомоморфизм групп 
g.: КК (А, Вг) --• /С/С (А В2) по формуле: g, (8, <р, F) = (ё, ^ • Ф, £# (Z

7)), где 
е — соответствующая 8 градуировка Ж^^)^хВ2. 

Для любой алгебры D гомоморфизм xD : /С/С(A, B)-+KK(A®Dy B®D) 
определяется по формуле тР(е, ф, F) = (е, <р<£>1, F(g)l), где е — соответ­
ствующая е градуировка Жв®&-

ТЕОРЕМА 3 (гомотопическая инвариантность). Если гомоморфизмы 
U и fi'A2-^Ai гомотопны, то f* и f*±:KK(Au В)-+КК(А2, В) совпадают. 
Если гомоморфизмы g0 и gl:Bi-^B2 гомотопны, то (go)* и (gi)*' 
КК(А, Bi)-^KK(A, В2) совпадают. Щ 

ТЕОРЕМА 4. Пусть алгебры А^и А2 сепарабельны, a D, Bt и В2 име­
ют строго положительные элементы, причем действие G на всех этих ал-
гебрах непрерывно. Определено билинейное (дистрибутивное) спарива­
ние (произведение-пересечение): 

КК (А. Вг ® D) ®D КК (D ® А2, В2) -у КК (А, ® А2, В, ® В2). (2) 

Это спаривание контравариантно по А{ и А2, ковариантно по В{ и B2i и 
для любого гомоморфизма f : D^Dt имеет место соотношение: 

f*(x)®Bxy = X®Df*(y). 

Далее, спаривание (2) ассоциативно, т. е. (xi(g)Dlx2)®D2x3=xi(&Dl(x2® 
®D2XZ) при х^КК(Аи B^DJ, x2<=KK(D~®A2, B2®D2), X3EEKK(D2® 
®Л3, B3) (здесь алгебры Аи А2, Л3, D± должны быть сепарабельны, а 
остальные должны иметь строго положительные элементы). Кроме того, 
это спаривание коммутирует с гомоморфизмом т из определения 4, 
т. е.: 

1) ъя (*I) 0D&D%Dt
 Т А (Ь) = xt (g)D х2 при хг е= КК (Аъ B10D1(§ D), 

х2 е КК (D ® D2 ® А*, В2) (здесь алгебры Аъ A2J D2 должны быть сепара­
бельны, а остальные должны иметь строго положительные элементы)-, 

2) rDi (хг (g)D х2) = rDl (хг) (S)D§Di rDl (Х2) при х± е КК (Аъ Вг ® D), х2 е= 
^KK(D® Л2, В2) (здесь алгебры Аъ А2, D± должны быть сепарабельны, а 
остальные должны иметь строго положительные элементы). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Зафиксируем элементы хг = (гъ фъ F±) e 8(Аъ 

В± ® D), #2 = (е2, ф2, F2) е # (D ® Л2, 52). Пользуясь теоремой 2, можно 
считать, что ^.\->2(Жъ^ъ\ Рг<=2?(Жшъ), Ф2 : 5 ® Л2 ^ J ? ( % 2 ) , 
F2EE5?(Ж%), причем гомоморфизмы ф! и ф2 унитальны. Отождествив 

( % © S ® A ) ® B « £ ( £ I ® % )
 с ^ ® в 2 (см- § 2 . п- п- 8 и 9), получаем 
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градуировку г1(^)0г2 на 3tg$g и гомоморфизм 

(см. § 2, п. 8). Композиция с ограничением & (З^Е $%)-+• 9? (% в$в) Дает: 

Ф 2 : 2 {Жтъ) ® Л2 + i? WB^BJ. 

Этот же гомоморфизм получается в результате композиции: 

Ф2:Л(Ж(§)В1(§ D)® 22-+Л{Ж(§ B±(§D (g) Л2)-> 
(1®ф2)*-> М (Ж ® В1 ®Щ<#® B2)) >Л (Ж§В1(§Ж ®В2)^Л(Жв&Жвг). 

Положим 

Фх ® о Ф2 = Ф2 • (Ф1 ® 1) •• А ® А2 -> 2 (ЖвЛв) ~ Л {ЖвЛв). 

Для построения оператора F^pFz введем следующие обозначения. 
О п р е д е л е н и е 5. Пусть 9ti— минимальная подалгебра в Ж(ЖВ{® 

®ЖВ^), содержащая при всех а^А1®А2 элементы: 

Ф 2 ( (^ -1)®1) . ( ф 1 (8 )оФ 2 ) (а ) , 
[Ф2(^1®1), (ф1®оФ2)И1. 

Пусть % — минимальная подалгебра в Ж{ЖВх®Жв^), содержащая при 
всех а^А^А2 элементы: 

\®(F2-F*2); 1 ® ( F 2
2 - 1 ) ; 

[ ( I ® / 7 . ) , (Ф1®яФ2)(а)]; 
[ Ф 2 ( ^ ® 1 ) , 1<§FJ. 

Обозначим через S(xu x2) множество пар инвариантных элементов 
Ми М2<=Ж (Ж Вх®Ж в2) степени 0, удовлетворяющих условиям: 

1) М^О, М 2 ^0 ,М 1 + М 2 = 1 . 

2) М - . ^ с ^ в , ® ^ , . 
3) Л4Х и М2 коммутируют по модулю WBl(£jЖв, с Ф 2 ^ х ® 1), 1 ® F2, 

(Ф1®оФ2)(Л1(§) Л2). _ _ 
При (Мь М2) е= S (*!, х2) положим Fx S&D F2 = У Л^ • Ф2 (Fx ® 1) + VM2 • 

• (1 ® F2). Используя то, что ]/"М* приближается по норме многочленами 
от Mi с нулевым свободным членом, нетрудно проверить, что x1(g)Dx2 = 
= (8i ® D еа, фх ® D Ф2, Fi &D F2) ЕЕ »(Лх ® Л2, Вх ® В2). Если (Л4 Л£) — 
другой элемент из 5 (хъ х2), то V t е [0, 1 ] (/Л^ + (1 — /) УИХ, Ш^ + (1 — 
— t)M2)EzS(xli х2), поэтому с точностью до операторной гомотопии 
(гг(^)0г2у Ф1®£>Ф2, F - L ^ D ^ ) не зависит от выбора (Мъ М2) ^ S (хъ х2). 

Покажем, что множество S (х1у х2) не пусто. Обозначим через $х мини­
мальную подалгебру в Л (ЖВх ® ЖВ2), содержащую 1, Ф2 (Fx ® 1), 
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(Ф1®£>ф2)(^1® А*)- Пусть ©1—минимальная подалгебра в М («Я^® &ва), 
содержащая $х • 9tle Ясно, что »i С Ф2 ( ^ S D ® з̂)> откуда легко выте­
кает, что ©1 • % CZ ЖВх ® ЯГ^. Положим 252 = CfCBx (§ ЯГд,, »i = B[ + в 2 , 
©о = (<Pi ®z> Ф2) ( Л ® 4 ) + Bi- Тогда 80 Z) »i Z) В2 — 2-цепочка (см. опреде­
ление 1 § 3 и лемму 2 § 3). Подалгебры 9^, %2 и элементы Ф2(Рг(£) 1)* 
1 ® ^2 в М {Жвх ® «#*я2) удовлетворяют условиям теоремы 5 § 3 (при Qx = 
= Q2 = {0}). Эта теорема и дает искомую пару (Мъ М2)^8(хъ х2). 

Если хМ = (е([ , qf\ Ff)t=8(Au 5 J 0 , \]®D) — гомотопия тройки хи 
то х® ®Dx2— гомотопия Xi®Dx2. Аналогично для гомотопии х2. Наконец, 
если х± вырождена, то, полагая Mt=l, М2=0, получим вырожденную 
^I®D^2- Если х2 вырождена, то можно взять 7^ = 0, М2=\. Тем самым 
спаривание (2) корректно определено. 

Билинейность построенного спаривания очевидна. Функториальность 
по At также очевидна, а функториальность по А2 и D вытекает из соот­
ношений п.п. 8 и 9 §2. Аналогично, для любых гомоморфизмов В^В^ 
В2-+В'2 получаем (замена алгебр): 

№ . ® 5 ® 4 ) ® Щ Й (Вг ® Жш)\ ®Ш% {К <§) К) ^ 

1 1 2 

Если бы оператор F ^ o / ^ был построен в £(3tg$g), а не в &{iftB§B\ 
то отсюда немедленно вытекала бы функториальность по Вг и В2. Чтобы 
устранить это затруднение, воспользуемся стабилизацией: Жв ==> ЖВ( © Ж%., 
Ъ = (ei> %, Fi)=$yi = (е*, Ф*, F,) 0 (е-, 0, 0), i = 1, 2. Произведение операто­
ров (Fx 0 0) T£D (F2 © 0) записывается в виде: 

[ / Л ^ - Ф 2 ( ^ 1 ® 1 ) + Км"2-(1 ®/7
2)1©[0-Ф2( /7

1®1) + 1 -О]0 
© [1 • 0 + 0 • (1 ® Ft)] 0 [1 . 0 + 0 • 0] е 

е 2> ( Я ^ 0 ЖвЖ © % ^ 2 © % ^ ) с* <? (йГ 5 а а ) . 

Операторы Л^ = Мх © 0 © 1 ф 1, Д^ = Л42 ф 1 0 0 ф 0 е ^ ( % д ) удов-
летворяют по отношению к F[ = Fx 0 0 и f i = F2 © 0 условиям 1) — 3) оп­
ределения 5. Тем самым произведение F^^DF* определено в 2? (Ж£-$%), 

откуда и следует функториальность по Вх и В2. 

Для проверки коммутирования спаривания (2) с т надо снова вос­

пользоваться заменой алгебр: Bi®Di на Ъ^Ви {D2®A2) на В2®Ж2, 
(£i®Z)(g)Z)2) на Dt®D®D2. Аналогично получается и второе соотноше­
ние коммутирования с т. 

Осталось доказать ассоциативность. Поскольку спаривание (2) ком­
мутирует с т, мы можем переписать искомую формулу в виде: 
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После переобозначения Ai®A2ig)A3 через Л, D&A2®AZ— через Du 

D2®AZ — через D2, tAt§Aa (*I) —через хи TA3(*2) —через х2 все сведется 
к доказательству соотношения 

(*1 ®Dt X2) ®D2 Х3 = Ч ®Dt (X2 ® D, *3) , 

где *!<=##(Л, B^Dt), x2<=KK(Du B2®D2), X3EEKK(D2, B3), причем ал­
гебры А и Di сепарабельны, а остальные имеют строго положительные 
элементы. 

Мы будем считать, что x^=\{eiy ср» Л-)» r = 1> 2, 3, где 

ф 1 : Л ->• <? ( % S S i ) f F, е= i? ( % s a ) ; 
Ф ^ х - ^ ^ щ ) , F , e i ? ( % D 7 ) ; 

Ф3 :52->2>(%3), F3 €=<?(%;). 

Заметим сразу, что градуировка E i ® ^ ® ^ на 26вг®в2®в3
 н е з а в и " 

сит от расстановки скобок в нашем произведении. Это вытекает из 
соотношений п.п. 8 и 9 § 2. По аналогии с предыдущим рассмотрим 
гомоморфизмы: 

Ф2 = (1 ® Ф а ) . : Л (ЖвЖ) -* Л (ЖВ1§>вМ), 
Ф; = (1 ® Фа). = М ( Я ^ ) - М (ЖВ2%В), 

Ф3 = 1 ® Ф;: Л KXBMS) -v Jl {ЖвМв). 
Очевидно, 

(Ф1 ® D 1 9 2 ) ®я2Фз = Фз ' Ф2 * <Pi = 9i ® D , (Фа ®я2Фз), 

поэтому остается проверить, что операторы (F1 ^Dl F2) 9£D2 F3 И 
F1^D1(F2^D2F3) гомотопны. 

Обозначим Ф3 • Ф2 (Fi) через Тъ Ф3 (1 ® F2) — через F2, 1 ® 1 (§) F3 — 
через F3, Ф3 • Ф2 • Фх (Л) — через А'. Подалгебры Чъ %, *зСЛ(&в&Вш$Вш) 
определим следующим образом. 9^ — минимальная подалгебра, содержащая 
при всех а е А' элементы: 

(Fl-l)a, (Рг-К)а9 [?ъа]. 

При i = 2 , 3 % — минимальная подалгебра, содержащая Va^A' эле­
менты: 

( F * - l ) , ( F , - K ) , [Ft, a], 
[Fiy Fj] при всех / < i. 

Далее, при i = 1, 2 обозначим через & минимальную подалгебру в 
^ №в®в®в)> содержащую 1, Flyfiy Л'. Пусть теперь ©i — минимальная 
подалгебра в Л (Жв §5г§Вз), содержащая gx • \ \ ®j — минимальная подал­
гебра, содержащая Э^ . 2t2 и [Ь, F2] при всех Ь^®5[\ Э^ — минимальная под­
алгебра, содержащая g2 • ®"2. Ясно, что З ^ С ^ С Ф з • « M ^ S D ^ в * ^ 
С Ф. (**§*§*)• Наконец, положим %=^в^вЛВз, »» = » ; + »8, ®i = 
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= ©1 + ©2, S0 = Л' + ©х. Нетрудно, проверить, что %0Z)®1Z)%2Z)®3 — 
3-цепочка, а подалгебры Я1э 3t2, Э13

 и элементы F t , F2, F3 удовлетворяют 
условиям I0-—3° теоремы 5 § 3. Сейчас мы представим каждый из двух 
операторов (F1 &Dl F2) 9£Dz F3 и F± &Dl (F2 &D2 F3) в виде УТ± Fx + YW2 F 2 + 
+ yN3F3, гдеА^, N2, N3 удовлетворяют условиям 1) — 3) и 5) — 7) теоремы 
5 § 3. На основании этой теоремы наши операторы будут гомотопны. (Легко 
проверить, что условий 1) — 3), 5)-—7) достаточно для того, чтобы 

(8Х ®Dl г2 (g)Dz е3, фх 0Dt ф2 ® D, фз, У Ж Fx + КЛ^ ^2 + К ^ з ?з) е 
е » ( Л , 5 !®5 2 ®В 3 ) ) . 

Начнем с оператора (F1^DF2)iiirD F3. Применяя тот же прием, 
что и при доказательстве функториальности, можно считать, что 

f i « л ^2 = У Ж . Ф2 (^) + /М~2 • (1 ® F2) е Л ( Я Г ^ й а ) , 
где Aflf Af2 e J£ (^^g^gs; ) Удовлетворяют условиям 1)—3) определения 
5 (с заменой В2 на B2®D2). Пусть Mt = Ф3(М/), £ = 1,2. Обозначим че­
рез 3t3 минимальную подалгебру в ^ (^вг^в%®в)^ с°ДеРжащую 9l3; [Miy F3] 
при f = 1,2; [b, F3] при всех b^ A' + ©i + ®2. Кроме того, пусть §f — ли­
нейное подпространство, натянутое на УИЬ 7И2, Fb F2, F3, Л'. Положим 
Ег = ®ЛХвЛвЛг)) + ЖвМвгЕ2=К,Е = ЖвЛв^в. Теорема 4 § 3 
дает пару элементов М, N е «^ (^в,®в2®в )• Нетрудно проверить, что эти 
элементы удовлетворяют по отношению к операторам F1^DlF2 и F3 услови­
ям, аналогичным пунктам 1) — 3) определения 5, и, кроме того, операторы 
N± = УМ М[ УМ, N2 = ]/~Al М2 УМ, N3 = N удовлетворяют условиям 
1) —3), 5) —7) теоремы 5 § 3. Поэтому (Fx &Dl F2) 9&£>2 F3 с точностью до 
элемента из Ж' в,®вг®вг записывается в требуемом виде У А ^ F± + УЫ2 F2 + 

+ УлГз?з. 
Рассмотрим теперь оператор F1^:Dx(F2

:^:D2F3). Пусть р2 &D, / v = уж2. Ф; (F2) + уж3 (1 ® F3), 
где Af2 и М3 е J£ («5^ g 5 ) удовлетворяют по отношению к операторам 
(I)3(F2), 1 ® F3 и алгебре Dx (вместо Л х® А2) условиям 1) — 3) определения 
5. Дополнительное условие, которое мы хотим наложить на М2 и М3, состо­
ит в том, что они должны переводить в себя подалгебру Е[ = Ф3 (Ж'B^D ) + 
+ ^в2®в С«^(*^\в2®я)- Д л я построения таких М2 и М3 обозначим через 
Е2 минимальную подалгебру в М (Жв ^в), содержащую элементы 1 ® (F2

3 — 
— 1); 1 ® (F3-F3*); [1 ® F3, Ф3 • q>2(d)] при всех d e ^ ; [0'S(F2), 1 ® F3]. 
Применяя к подалгебрам Еъ Е2, Е' = Ж в^в и линейному подпространству 
g, натянутому на Фз (F2), 1 ® F3, Ф3 . ф2 (Ох), теорему 4 § 3, получим иско­
мую пару М2, М3. 
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В алгебре Л (Ж в @В2§В) рассмотрим подалгебры Ег '= Ф3 • Ф2 (ftB&D) "^ 
+ ф^ЖвЛвЛо) + Ж

В1%вЛв> й Е = •#*§*§*. а т а к ж е элементы М\ = 
= 1®М-, i = 2 ,3 . Из построения М2 и А43 следует, что У д ; е Ф 3 -
• ф2 ( ^ ® D > ) 1М<> х] Е £ , / = 2, 3. Кроме того, Л1 i • Ф3 (^ l g B , g D , ) С Я. 
Следовательно (поскольку Л1з = 1—Л12), соотношение [Мс,х]^Е выпол­
няется также и при х<=Ф3(Жв^в£0^у 1 = 2, 3. Поэтому, это соотношение 
справедливо Vх^Ег. Аналогично проверяется, что V х е Е г [MiF£y x] e £ , 
/ = 2 ,3 . (Здесь дополнительно используется тот факт, что при #<= 
^фв(^вЛвЛо) (F»x]<=E.) 

Обозначим через Е2 минимальную подалгебру в Л(Е), содержащую 
при *=2, 3, / = 1, 2, 3 и при всех а^А' элементы: 

М\ (F)- 1), Mt (Ft-?l)9 M3 [F2, F3l [M\ Ff\9 

[Ml a], [M-h a], [M'tFt9 Ft]. 
Учитывая сказанное относительно М'2 и М'г, нетрудно проверить, что 

ЕгЕ2с=.Е. 
Применим теорему 4 §3 к подалгебрам Еи Е2, Е и линейному под­

пространству g, натянутому на Fu F2l М'2, M'r M3F3, А'. Получим пару 
элементов М, N^Jt(E). Эти элементы удовлетворяют по отношению к 
операторам Ft и F2^D F3 условиям, аналогичным пунктам 1)—3) опре­
деления 5, и, кроме того, операторы N^=M, N2=yNM'2yN, Nt = 
—-^NM'3yN удовлетворяют условиям 1)—3), 5)—7) теоремы 5 §3. Про­
верка условий 1)—3) теоремы 5 § 3 не вызывает затруднений. Пункт 5) 
вытекает из того, что любой элемент b^Ar+^b,

1
J
rW2 приближается по 

норме суммами произведений элементов а^А\ Fu F[, F2 и Р*2. Пункт 6) 
получается так. При Ъ<=А' [Ьу Рг]<=%, поэтому N%[b, F{]^E. Поскольку 
%iCiEu то при &€=»! N^[b, FAezE. При 6<=Э2 [6, F2]<= 
^QsiKz^B^nJ+E, поэтому N2-[b, F2](=E. Соотношения N2\[b, F2]^ 
^E при 6 ^ 8 / и N3[b, F3]^E при fteSZ + SV получаются из тех же 
соображений, что и пункт 5). Например, при /<0* 

1 Nt [Th FA = ([Г,, Ff] Nty es ([Fu F,] - Щт + Е с ЛГ, • % + E ciE. 

Пункт 7) при / = 3 следует из того, что все Ni переводят в себя подалгебру 
ф з ( ^ B S B S D ) + £ » которая содержит й2, В результате F1&Dl{F2&DzF3) 
€ точностью до элемента из Жв$в§в также записывается в виде V~NX F± + 

+ W2+yw3F3.m 
З а м е ч а н и е 3. В следующих двух случаях можно определить спа­

ривание (2) без использования техники §3: 
3.) / i ^ ^ C / , /i2'^=L/. 
б) А, = С, D = C. 

Для этого сначала заметим, что если xi=(&u F^^&iC, B&D), то мож­
но с помощью операторной гомотопии сначала заменить Fi на F/i= 
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= JL (F1 + F[), а затем F[ на такой Fl9 что У[ = Тъ F i ^ l . Будем счи­
тать, чю исходный оператор Fx уже удовлетворяет этим условиям. Пусть 
х2 = (Е2, ф2, F2) E ? ( D ® Л2, В2). Оператор F± QD F2 определим по формуле: 

Ф2 (^i ® 1) + Ф2 (Vl — ̂ i ® 1) • (1 ® F2)- Э т о н о в о е определение, конечно, 
эквивалентно старому, а именно, имеется гомотопия: 

/ Щ 7 ) . Ф 2 ( ^ 1 ® 1 ) + У'ЩГ) . ( i ® F 2 ) , о < / < 1 , 

где Mi(t)=tMi+ (1—0, М 2 ( 0 = Ш 2 + ( 1 - 0 - Ф 2 ( ( 1 - / 7
1

2 ) ® 1 ) , (Mi, 
JW2)eS(^, х2). 

ТЕОРЕМА 5. Яг/сгь Tt: Ж0)-+3@{1)— инвариантный фредгольмов 
оператор, причем \—Т $\*=№(Ж"), 1—Г;7\еЕХ(<5Г0)), а индекс Т± icaic 
элемент R(G) (соответственно RU(G), RO(G) или RR(G)) равен L 
S градуированном гильбертовом пространстве <5^=^(0)©<5^(1) рассмот-

7 О Т*\ pt/ж оператор Т = 1 ] i / обозначим через ci элемент (ги 7 ) е 
\т\ о / 

^КК(С, С), где 8i — градуировка Ж. Этот элемент является единицей 
относительно операции произведения-пересечения, т. е. Vx^KK(A, В) 
x®ccY—x, ci®cx='x. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Изменив 7\ на компактный оператор, можно 
считать, что 7\Г* = 1, 7,*7'1= 1—р4, где pt — проектор на одномерное 
подпространство Е°а2ё{0\ все элементы которого инвариантны. Дей­
ствительно, так как индекс 7\ равен 1, то существует инвариантный эпи­
морфизм t: Ker 7Y->Ker Г*. Продолжим £ нулем на (Кег^)-1- и заменим 
Ti на 7\-И. Оператор 7\Г* станет обратимым. Искомый оператор равен 
<7\г; )-''•. 7\. 

Пусть х = (е, ф, F). Согласно замечанию 3, с^сх можно представить 
в виде (8i®8, 1®ф, /? = 7,.®l+yi—T2(§)F). Разложение 

ж®шв = (Е° ® ад е ((£°)х е ^(1)) ® я?Б 
приводит оператор R. На первом прямом слагаемом он равен F, а на 
втором прямом слагаемом после отождествления (Е0)1- с <5#(1) посред­
ством 7\ оператор 7? будет равен ( |®1. Тем самым с^сх=х® 
(элемент из 3)(А, В))Щ 

ТЕОРЕМА 6. Пусть алгебра А сепарабельна, а В, D и Е имеют стро­
го положительные элементы. 

1) Предположим, что существуют такие элементы a^KK(D, E), р е 
€=КК(Е, D)I4TO 

а ®яР = ± T D (q ) e KK(D, D), p (g)Da - ± хЕ (q) е= # # ( £ , £). 

Тогда гомоморфизмы 

®D<I:KK(A,B®D)-+KK(A,B&E), 

®E$:KK(A,B<§E)-+KK(A,B&D) 
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являются изоморфизмами. Если D и Е сепарабельны, то 

Р ®D : КК (А ® Д В) - КК (А ® Е, £), 
a®E:KK(A(§E,B)-»KK(A(§D,B) 

— тоже изоморфизмы. 
2) Предположим, что алгебры D и Е сепарабельны и существуют та­

кие элементы a<=KK(D®E, С), р<=/(/((С, D®£) , что 
Р 0Da = ± r £ (q) GE #/((£ , £), р ® £ а = ± TD(q) e /СЯ(Д D). 

Тогда гомоморфизмы 

$®D:KK(A&D,B)^KK(A, B(§E), 
$®Е:КК(А®Е,В)-^КК(А, 5 ® D ) , 

®Dcc:KK(A, B0D) ->КК(А(§)Е В), 
(g)Ea:KK(A,B®E)-,KK(A§)D,B) 

являются изоморфизмами. 
Доказательство сразу получается из теорем 4 и 5Щ 

§ 5. Периодичность. Изоморфизм Тома 

В этом параграфе определяются группы КгК(А, В) и устанавливает­
ся формальная периодичность (Клиффорда) и периодичность Ботта. 
В качестве топологического следствия будет получен изоморфизм Тома. 
Мы продолжаем работать в категории градуированных алгебр. Далее 
всюду предполагается, что А — с е п а р а б е л ь н а я алгебра, а В име­
ет с ч е т н у ю а п п р о к с и м а т и в н у ю е д и н и ц у , причем действие 
G на А и В непрерывно. 

О п р е д е л е н и е 1. Положим 

KP,qKp''q' (Л, В) = КК(А® Ср,д, В ® Ср>.д>). 

Вообще, если У и W — линейные ^-пространства, то 

KvKw (А, В) = КК(А® Су, В ® Cw). 

(В случае ]/={0} обозначение K{0}KW сокращается до K0KW или KKW. 
Аналогично для W={0}.) Гомологический и когомологический /(-функ­
тор определим по формулам: Kv(A)=KvK(Ay С), KW(B)=KKW(C, В). 
Приведенный /(-функтор для унитальной алгебры А и произвольной В 
определяется следующим образом: 

KvKw (А, В) = Ker [f: KvKw (Л, В) - KvKw (С, В)]9 

KvKw (Л, В) = Ker [g.: KvKw (A,B)-+ KvKw (Л, Q], 
KvKw(A, В) = Кег/*ПКегА, 

rnef:C-+A,f(l) = l;g:B-+C,g{l) = l. 
ТЕОРЕМА 1. Пусть Н — сепарабельное гильбертово пространство 

{возможно конечномерное) с действием G и «вещественной» инволю-



ОПЕРАТОРНЫЙ ^-ФУНКТОР 605 

цией. Алгебру Ж{Н) будем рассматривать как градуированную по­
средством некоторого разложения # = # ( О ) 0 # ( 1 ) (причем возможно, что 
# ( 0 ) или # ( 1 ) = {0}). Существуют канонические образующие осе 
<=К0(Ж(Н)), $^К°{Ж{Н)), произведение-пересечение с которыми ин­
дуцирует изоморфизмы: 

КК(А®Ж(Н),В)~КК(А, В), 

/С/С(Л, В®Ж(Н))~КК(А, В). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим указанную градуировку Ж{Н) 
через е. Пусть Т^3?(9/ё) —оператор из теоремы 5 §4. Положим 

а = (е1®е, 1 (§) id: Ж (Н)-^2> (Ж §Н) , 7 ® 1). 

Обозначим через Т2<=3?{Ж(&Н) ==Ж{Ж®Ж{Н)) оператор, соответ­
ствующий Т при произвольном изоморфизме Ж®Нс^.Ж. Положим р = 
= (8i®©, T2). Соотношение $®Ж(нуа = с^КК(Су С) получается непо­
средственно из определений. Соотношение р®с ,а=тс^н) (сО получается 
с помощью очевидной гомотопии оператора T2^c(T(g)l) к виду Г3®1, 
где Т3^3?((3@ЪН)Ъз@)—оператор, соответствующий Т при изомор­
физме Ж®Н®Жс^Ж. Применяя теорему 6 § 4, получим искомые изо­
морфизмы. В 

ТЕОРЕМА 2. 
Kve(-V)K(A,B)~KK(A,B)t 

KvKv(A,B)~KK(A,B), 
KvK(A,B)~KK-v(AyB). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку Су(§)С-ус^Ж(A*(V))f первое со­
отношение вытекает из теоремы 1. Второе соотношение получается из 
того, что композиции 

КК(А9 В) - ! ^ U KvKv(A, В) - ^ U Kvm~v)Kv®(-V) (А, В)^КК{А, В), 
KvKv(A, В) - ^ - > KvewK*®™ (А, В)с~КК(А, В) - ^ U KvKv(A, В) 

тождественны. Третье соотношение следует из первых двух: 

KvK (Л, B)~Kvm-v)K-v(A, B)^KK~v(Af В). Щ 

ТЕОРЕМА 3. Пусть действие G на V тривиально и ц : CV-*CV — гра­
дуированный автоморфизм. Если ц сохраняет ориентацию (см. § 2, 
п. 15), то Vx(=KvK(A, В) (1®г))*(*)=*, а если ц меняет ориентацию, 
то (1®т|)*(д:)=—х. Аналогичное утверждение справедливо для 
KKV(A,B). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть сначала г\ сохраняет ориентацию. Поль­
зуясь теоремой 2, перейдем от KvK {А, В) и автоморфизма ц : Cv~+Cv 

к KV®H-V)OV]K(A, В) и автоморфизму т|®1®1. Обозначим через £ авто­
морфизм т)<§>1 алгебры Су®С-у^&(Л*(У)). Одной из ориентации ал-
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гебры 3?(/\*{V)) является оператор градуировки е^—(—l)ft на /\k{V)\. 
Как известно, любой автоморфизм £ алгебры 3?[(/\*(V)) записывается 
в виде £(а)=шш _ 1 , где u^3?(/\*(V)) —унитарный элемент («вещест­
венный»— в «вещественном» случае). Поскольку 5(ev)='8y, элемент и. 
коммутирует с е^, откуда deg^ = 0. Пусть х= (е, <p, F)^KK(A® 
®2\(/\*(V))®CV9 В). Считая, что <р продолжается на &®3?(/\*(V))® 
®CV (теорема 2 § 4), обозначим ф(1®и®1) через U. Тройка (е, <ф-'(1® 
.®£®1), /7)= :е, Uq>U-\ F) унитарно эквивалентна (а следовательно,, 
ввиду п. 3 § 2 и п. 17 § 1, гомотопна) тройке (е, ф, U"lFU), которая в 
свою очередь операторно гомотопна (е, ф, F), так как V a e 
^A®S>(/\*(V))®Cv^(a)(U-iFU—F)^XB. 

Рассмотрим теперь случай, когда т) меняет ориентацию. Обозначим 
через | автоморфизм Су, порожденный переменной знака у одной из 
образующих, скажем, у [ G F . Поскольку g меняет ориентацию CV, g-rj 
сохраняет ориентацию. Доказанная часть теоремы сводит наше утверж­
дение к проверке того, что (е, фо(1®£), F) = — (е, ф, F) в группе 
KvK{А, В). Это вытекает из соотношения: 

(С/еС/-\ 17(фо(1®6))С/Л C/Ft/-1) = (—е, -<р, -F)e=KvK(A, В), 
где £/=ф(1®/).И1 

З а м е ч а н и е 1. Если действие G на V тривиально, то Cvc^.CPtq при: 
некоторых р и q (см. §2, п. 16), поэтому KvK(Ay B)c^Kp,qK(Ay В). Со­
гласно теореме 3, для того чтобы зафиксировать такой изоморфизм 
/(-функтора, достаточно задать ориентацию алгебры Cv. 

ТЕОРЕМА 4. При фиксированной разности (р—q)— (//—qf) все 
группы Кр, qKp''qr (А, В) канонически изоморфны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 2 

KK(A®Cp,q, В® Ср>,q>) ~ KK(A® Cp,q® C-{p>,q>h В)~ 
^КК(А®См.ю>9В). 

Все изоморфизмы алгебр Клиффорда, использованные здесь,— это со­
храняющие ориентацию изоморфизмы п.п. 15 и 16 §2. (Конкретный вид. 
их не имеет значения ввиду теоремы 3.) Поскольку при k^l 

Ck.l£*Ck-i,o& (С/,о ® С-(/,о)), 

а при k^.1 

Ck,l £* C0tl-k ® (Cfc,e ® C-(fef0)), 

то, снова применяя теорему 2, получим требуемое. • 
О п р е д е л е н и е 2. При любых целых р п q положим 

K,~qK(A, B)=KPKq(A В)=КК«-р(А, В) = 

_ iKp-<j,oK {А, В)> если р > q, 
1 Ко,д-рК (А, В), если p^q. 
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ТЕОРЕМА 5 .(формальная периодичность). Группы КпК(А,В) перио­
дичны по п с периодом 8, а в частном случае KUnK(A, В) —с перио­
дом 2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Изоморфизмы алгебр Клиффорда, зафиксиро­
ванные в п. 17 §2, индуцируют изоморфизмы KKv'q+L{At B)-*~KKp+/tq-
•(Л, В) и KUKp\q+i(A, B)~>KUKp+i'q(A, В). Вследствие теоремы 3 эти 
изоморфизмы согласованы между собой и с изоморфизмами теоре­
мы 4.Щ 

ТЕОРЕМА 6. Спаривание (2) § 4 индуцирует спаривание 

KtK{Al9B1^D)(g)DKiK(D^A29B2)^Ki+/K(A1^A29B1^)B2)9 (1> 

которое коммутирует с изоморфизмом периодичности, а при D=C (слу­
чай произведения) является косокоммутативным: 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Искомое спаривание получится, если подставить в 
спаривание (2) § 4 А1(§Ср,д вместо Лх и Л2® Ср\я» вместо Л2 при р—q=ir 

р' — q' = /, а затем отождествить Ср,д(><) Ср>,д> с CPvp>,q+q> (см. п. 16 § 2). 
Коммутирование с изоморфизмами теорем 4 и 5 получается из теоремы 3» 
Для проверки косокоммутативности отождествим (Лх ® Ср,д) (§) (Л2® СР',^) с 
(Л2 ® Ср>,д>) ® (Л2 ® СР)<7) и .#£» ® «Я 2̂ с ЗСВ% ®WBi посредством изоморфизма 
п. 7 § 2. Легко проверить, что автоморфизм 

(•sfH-f)',q+q' — ^P,Q Qy ^P',q' — t>p' ,q' Qy ^p,q ^^ ^PvP'>q\-q' 

умножает ориентацию в точности на (—i)^)^4?') = (—1) 1 ' .Щ 
З а м е ч а н и е 2. Если D = C(X), где X — локально компактное про­

странство, то можно определить спаривание (1) со значениями в группе 
Ki+jK(A^D®At, В^В2). Для этого надо воспользоваться наличием 
диагонального отображения А : Х-*ХхХ, индуцирующего (А*)*: KjK-
• (D®A2, B2)~^KjK{D®D®A2, 52), после чего применить спаривание (1). 
Более того, если /, / — идеалы в D = C(X), то умножение А*: D®D-*D 
переводит / ® / в If)J. Поэтому из спаривания 

KiK (А19 Вг ® /) ®/ К/К (I&J® Л2, В2) -> КЧК (А1 ® J <§ Л2, Вг ® В2) 

получается спаривание 

Л Я (Л1Э fix ® /) ®/ /С,/С ((/ П J) ® Л , 5а) — Л + Д (Лх ® / ® Л2, 5Х ® 52). 
(2) 

В частности, если У и Z замкнуты в J , то определено спаривание 

К1 (С (X\Y)) ®C(x\Y) К/ (С (X\(Y U Z))) -у Кн (С (X\Z)). (3) 

О п р е д е л е н и е 3. Пусть X — локально компактное пространство. 
Положим Kv(X)=Kv(C(X)), K7{X)=KV{C(X)). 
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К а н о н и ч е с к и е о б р а з у ю щ и е в /Cn(Rn) и /Cn(Rn). 
I. Мы построим элементы р„ е /Ct/spm(V) (Rn), Рл'е Wspin(v> (Rn), $P,q e 

^ /C/̂ fn(V) (RM). (Группа Spin(F) определена в п. 18 § 2; R ^ — это коор­
динатное пространство R" = Rp 0 Rg с «вещественной» инволюцией: х = # 
при X G R P , я = — х при х е R*.) 

Рассмотрим для определенности «вещественный» случай. Нетрудно 
проверить, что линейное *-пространство V, определенное в п. 18 §2, 
изоморфно VPtq. Пользуясь замечанием 1, достаточно зафиксировать 
ориентацию coy = t98i . . . eP+g в алгебре Cv (здесь е ь . . . , &P+q — коорди­
натный базис в V=Rp'q®C)y а затем построить элемент рР, д е 

^ KRspin(V) (R ' )• 
ЛЕММА 1. Пусть G = Spin (V), VG=V. Будем считать, что G дейст­

вует на V тривиально, а на VG действие G индуцировано действием G 
на Rp q. Тогда 

KKV(A,B)~KKVG(A,B), KVK{A,B)~KVQK (А, В). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 2 

KKVa(A,B)^K-vKVG^V)(A,B). 
Отождествим CyGe(_y) с 2(f\*(V)) посредством изоморфизма |х (см. 

п. 11 § 2). Действие G на CVG0(_V) соответствует унитарному представ­
лению \xv группы G в пространстве A*{V) (см. п. 18 §2). По теоремам 
1 и 2 

K-VKVG^V) (А В) ^ K-vK (А В) с~ K-vKv@{-V) (А В) ~ KKV (А В). Ш 
Лемма 1 сводит построение элемента $p>q к построению элемента 

fiv^KRV
G

G (Rp> q). Ввиду наличия гомоморфизма Spin ( V ) ^ 0 ( p + g), где 
0(Р + Я) —ортогональная группа пространства Rp,g (с «вещественной» 
структурой, индуцированной из Rp,g), мы можем дальше считать, что 
G = 0(p + q). Обозначим через D алгебру C(Rp>q)®Cv. Очевидно, 
<M(D)=2?(D) можно рассматривать как алгебру ограниченных непре­
рывных функций на Rp>q со значениями в Cv. Инвариантный элемент 
F<=JL(D) степени 1 определим как функцию F(x) =x(l + IUII2)"72. По­
скольку VXGERP-9 х*=х, х2=\\х\\\ то F'=F, 1— F*= (l.+ |UH2)-'Ae= 
^X{D)=D. Если е — обычная градуировка D, то |З у =(е, F) согласно 
замечанию 1 §4 можно рассматривать как элемент KRV

G
G(Rp'q). 

Построенное семейство образующих мультипликативно: 

Ръ ®CPF 2 = $v1@v2 е= KRGGflG2{Rp^xRp^) 

(группа 0{(pl + p2) + (qi + q2)) ограничивается до GiXG2=0(pi+-ql)X 
XO(p2 + q2)). Аналогичное свойство справедливо для элементов (3Р)д. 

В случае p = q Rp>q совпадает с Ср и имеется другая каноническая 
образующая в KR°U{p) (О): 

F (х) = (Кх + Хх) (1 + [| х f Г* е= М (С (Ср) ® 2 (?\ * (Ср))). 
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Отождествляя CV с 9?(1\*((?)) посредством отображения х -+кх + кх и ис­
пользуя известное вложение U(p)d Spin (У), нетрудно проверить, что обе 

р(р-Р 
эти образующие KRu(P) (Ср) с точностью до знака (—1) 2 совпадают. 
Знак обусловлен нашим выбором ориентации в алгебрах Клиффорда. 

II. Построим теперь элементы ап <= KUf'm{V) (R"), ап GE КО?in{V)(Rn), 
aPtQ^ KRp-™iV) (RP'q)- Снова ограничимся «вещественным» случаем. Пусть 
Q* (R^) = С°° (Л с (Rp'q)) — пространство комплекснозначных С°°-форм на Rp'g, 
d и б —оператор внешнего дифференцирования и сопряженный к нему в 
смысле римановой метрики, А = db + bd — оператор Лапласа. Обозначим 
через Н гильбертово пространство /Лформ L2(/\c(Rp'g)), градуированное по­
средством обычного разложения /\* = /\ev © A°d (формы четной и нечетной 
размерности). 

Градуировку обозначим через г'. С помощью преобразования Фурье 
легко определяется (псевдодифференциальный) оператор Q=(d+&) • 
• (1+А)~1/2е27(Я). Это инвариантный эрмитов элемент степени 1. Ум­
ножение на функции из C(Rp>g) и действие Cv посредством представле­
ния [iv (см. пп. 11 и 18 § 2) дают представление ф : C(RP> q)®Cv-+9?(H). 
Нетрудно проверить, что тройка av=(e\ <p, Q) является элементом 
группы KRy (Rp<2), где G = 0(p + g). В силу леммы 1 это дает требуе­
мый элемент ap,q e= KRT~g

n{V) (R™). 
Построенное семейство образующих мультипликативно: 

aVl ®cay2 = aVl@V2 e KRv%®bQt (RPuQl X RPz'Q2) 

(группа 0((pi + p2) + (qi + q2)) ограничивается до GixG2 = 0(pi + qi) X 
XO(p2 + q2)). Аналогичное свойство справедливо для элементов aP>q. 

При p=q в группе KR%iP) (Ср) имеется еще одна каноническая обра­
зующая (см. пример 7 § 2 работы (15)). Пусть д: Q0- *(СР)-*Й0' *(СР) — 
оператор антиголоморфного дифференцирования, А=дд*+д*д, Н= 
=L2(A0 ,*(CP)) . Если через е' обозначить градуировку Н посредством 
разложения Д°>*= A°'ev®A0 'od, через ср : С(С*)-+2(Н) —умножение на 
функции, через Q — оператор (д + д*) (1+Д)- , / , е5 ' (Я) , то (е', <р, Q)^ 
^KR^ip){Cp). Изоморфизм теорема 1 с точностью до знака отождест­
вляет эти две образующие. 

ТЕОРЕМА 7 (периодичность Ботта). Если группа G действует на Rn 

(соответственно Rp> q) посредством спинорного представления, то произ­
ведение-пересечение с построенными элементами ап и |3П (соответствен­
но ар> q и pPi q) определяет в комплексном и вещественном случае изо­
морфизмы 

Ki+nK(A(Rn),B)~KtK(A, Я)~/С,-„Я(Л, fi(R»)), , 

а в «вещественном» случае изоморфизмы 

Киьр-ММК*-*), B)~KiK(A, B)~Ki-v+qK(A, B(R*>«)). 
9 Серия математическая, № 3 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Вследствие теоремы 6 §4 достаточно прове­
рить соотношения: 

а) Пользуясь замечанием 3 § 4, представим оператор F 9£C(Rp,<7)(g)C Q в виде 

(A* +Ai)(l +1*РГ* + 0 + |*РГ* • (d + 6)(l + ДГ*. 

Известно, что его «вещественный» О {p + q) -индекс как оператора 
L2(ASV (КР ' "))-^^2(Л^ (Rp'9)) Равен 1 (см. (6) или (15), § 4, теорема 5). 
Это доказывает первое соотношение. 

б) Переходя к доказательству второго соотношения, обозначим ал­
гебру C(Rp 'g)g)Cy через D и отождествим D®D с C(RP>9©Rp'9)®CV©y.-
Поворот 

R M 0 R M -*Rp,*©R™:(x, y)->(cost -x — sint -у, sin? -x + cos^ • */), 

0 ^ / ^ я / 2 , индуцирует непрерывное семейство автоморфизмов алгебр 
C(R* '*0RP.«) и CV9V (напомним, что V®V= (Rp 'g0Rp^)(g)C). В резуль­
тате получается гомотопия автоморфизмов алгебр D®D и 
J({D®D), которую мы обозначим через {уt} : Jt(D®D)-+ 
-^J[(D®D<§>C[0f я/2]). Обозначим временно через Ж алгебру 
Ж(Ь2(/\*с(Кр>д))). Естественный гомоморфизм 1®ф : В->М{0®Ж) про­
должается до Ф=(\&®у)*:Ж{0®0)~+М(Р®Ж). Пусть ф , = ф . у ь 

ф , = ф г (l®id). Ориентацию CVey обозначим через со, соответствующий 
ей элемент в Jt{D®D) — через и, а Ф(и) — через U. 

Мы построим сейчас такую пару {Mt}, {Ы^(=Ж(В(§)Ж®С[0, я/2]),, 
что тройка {(•рУ®ау)*}=!(е®е,

> {<pj, {JMt-Ф,0Р®1) +//V,(1®Q)}) бу­
дет элементом <?f (Д £)[0, я/2]), причем при / = 0 (lpv®o&v)*,==iPv®c,av, а 
при t = n/2 ($v&av)t = U%D($v®Dav) U~\ Это завершит доказательство. 

В алгебре Ж{В®Ж®С[0, я/2]) рассмотрим подалгебры Е = 0®Ж® 
®С[0, я/2] и £\ = (<P(D(g)Z))®l) + £. Кроме того, пусть Е2 — минималь­
ная подалгебра, содержащая элементы 1®(Q2—1)®1; [{<Pf(F®l)}, 
1®Q®1]; [{%}(d), 1®Q®1] при всех d<=D. Обозначим через g линей­
ное пространство, натянутое на {ФД/7®!)}, l®Q(g)l и {<pt}(D). Приме­
няя теорему 4 §3, получим требуемую пару {Mt}y {Ыг}.Щ 

Переходим теперь к вопросам, связанным с изоморфизмом Тома. 
О п р е д е л е н и е 4. Пусть | и т] — векторные ^-расслоения (см. 

п. 12 § 2) над локально компактными пространствами X и У соответст­
венно. Группу КК(Сг(Х), В) будем обозначать через KtK(X, 5 ) , группу 
КК(А, СЧ(У))—через / ( /СИ, Y), а группу КК(Сг(Х), Сл(У))—через. 
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Рассмотрим следующую ситуацию. Пусть я : Р^Х— главное Grpac-
слоение, Z— пространство с действием Gly причем пространства X и Z 
локально компактны, группа Gt компактна и X, Z, G1 удовлетворяют 
второй аксиоме счетности. Кроме того, пусть £ — векторное *-расслоение 
над X, а т] — векторное «-расслоение с действием Gx над Z. Обозначим 
пространство ZxGlP через У, проекцию Y-+X— через р, а векторные 
«-расслоения р*(5) и TJXG.P над У — соответственно через £ и т|. Мы бу­
дем считать, что на Р, X, У, Z, g и г) определено действие группы G, ком­
мутирующее с действием G^ на Р, Z, г], а в «вещественном» случае так­
же определена «вещественная» структура (причем группы G и Gv «ве­
щественны»). 

ЛЕММА 2. Имеют место естественные гомоморфизмы: 

jz:K%xGl(Z)->K~BlK*(Y,X), 

/f:<XV(Z, Z) -^4Г /(^(Г, У), 
удовлетворяющие условиям: 

1) /z(a)®c6w/ z(6) = /z(fl®c6), 
2) /Z(*0 ®с~@~<у) /г (а) = TCg<x) (& ®сл(г) а), 

3) / ! (TCT| (Z) (<а)) - т с ? е 1 ( Ю (^) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем обозначение SectT(£) для простран­
ства непрерывных, стремящихся к 0 на оо сечений векторного расслое­
ния I над локально компактным пространством Т. Наше основное гиль­
бертово пространство Ж мы будем считать наделенным действием груп­
пы GxGt в том смысле, как это определено в п. 11 § 1. Очевидно, что 
Sectx(CT](Z) Хс.Р)^С-(У) . Пространство E = Sectx(2@XGlP) является 
гильбертовым С(.X)-модулем, a Ez=Sectx(3@c1](Z)XG1P)—гильбертовым 
С~ (К)-модулем. Алгебру C^rOQ можно рассматривать как косокоммута-
тивное алгебраическое тензорное произведение над С (X):C~(Y) ®<эд С| (X)* 
Введем на алгебраических тензорных произведениях Е®с(Х)С%(Х) и 
£z ®c(X) Q (X) скалярное произведение: 

со значениями в C(X)®c<x)Q(X) = Cg(X) и Су(У)^едС { (Х) = С~@г(У) 
соответственно. Кроме того, на £ г ® е д С | ( Х ) можно определить правое дей­
ствие алгебры 

Сп®1 W = Сп ^ ® ОД C l W : (« ® о) (а ̂ ) ft) = ( - 1 )deg u d e g a (ua ® об). 

Нетрудно проверить, что мы получим гильбертовы модули: Е <3)цх) Q (X) над 
С|(Х) и £z®ctf>Cs(X) над С~@Г(Г). 

9* 
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Пусть теперь (е, ф, F)e^>(CT1(Z), С). Гомоморфизм ср естественно 
продолжается до 

<Р ® i d : с?©г (7) = Sect* < c ^ z ) x°«р) ® с<*> С^ W --*^ (£ ® а д c i W)-
Поскольку оператор F коммутирует с действием G4 на Ж, существует 
F ® l e ^ ( £ ® c < x A ( X ) ) . Полагаем 

/Z (8, ф, F) = (8 ® 8', ф ® id, F ® 1 ), 

где е' — градуировка Сг(Х). Если (е, F)<=<g(C, C4(Z)), то существует 
F®le=24£z®e<x>C6(X)). Полагаем 

/ z ( 8 , F) = ( 8 ®8' , l ® i d , F(§1) . 

Аналогично определяется /f: 
/f(e, Ф, F) = (8®8' ф(§) id, F ® 1 ) . 

Соотношения 1)—3) легко проверяются. • 
Всякое n-мерное вещественное расслоение г\ над X можно рассмат­

ривать как расслоение RnXGlP'-^Xy где Gi = 0(n), а Р-^Х— расслоение 
ортонормированных п-реперов, ассоциированное с г\. (Действие G на т], 
очевидно, определяет действие G на Р, коммутирующее с действием Gt.) 
В «вещественном» случае будем считать, что на г\ определена «вещест­
венная» структура, т. е. линейная инволюция, согласованная с «вещест­
венной» инволюцией на X. Пусть р и q — соответственно размерности 
положительного^ и отрицательного подпространства этой инволюции. 
Тогда r\ = Rp>qXo(P+q)P- Обозначим через У̂  пространство расслоения т], 
через г]о — поднятие ц на У„. Положим г|=г|о в вещественном случае и 
ту—г|0ХС — в комплексном и «вещественном» случаях. Определим на 
т] инволюцию * и вещественную структуру как антилинейные продолже­
ния соответственно тождественного отображения и «вещественной» ин­
волюции на т]. 

ТЕОРЕМА 8 (изоморфизм Тома). Пусть I — произвольное ^-расслое­
ние на X, | — его поднятие на У„. Тогда 

к% (X) ~ кш (у„), к1 (X) ~ г*%,,). 
£сли г] — спинорное расслоение, то в комплексном и вещественном слу­
чаях 

Ki(X)^Ki+n(Y1i)9 К{(Х)~К{+п(У.)> 

а в «вещественном» случае 
Ъ (X) ~Ki+P-q (У,), К* (X) ~Ki+»-« (У,). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ограничимся «вещественным» случаем. Пусть 
Z=Rp*g, действие G на Z тривиально; Gi=0(p + q)\ V=Rp>q®C. Оче­
видно, ~T[=VxGlP, Y^=Rp'qXGlP. Положим a=/z(otv), P=/Z( !M> гДе 
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av^K^1 (Z), p v e / C ^ (Z) —построенные выше образующие. Из лем­
мы 2 и соотношений (4) следует, что 

На основании теоремы б §4 гомоморфизмы 
Къ (X) -* /С~@1 (Гл): а -* a <g)C|(J0 а, 

являются изоморфизмами. 
В спинорном случае заменим G1 на Spin (У), а элементы ау и Р^—на 

aPtg <= /cfPin(V) (Z) и рр><7е Kspin(V) (Z), где действие Spin(F) на V тривиально. 
Предыдущее рассуждение дословно повторяется с заменой расслоения ц на 
£ = Vxspm(V)P, которое тривиально ввиду тривиальности действия Spin (У) 
на V. • 

§ 6. Другие определения /С-функтора 

В этом параграфе устанавливается, что для тривиально градуиро­
ванных унитальных алгебр А и В определение гомологического /С-функ­
тора Ki(A) эквивалентно определению, данному в статье (15), а группа 
К0 (В) изоморфна обычной группе Гротендика проективных модулей над 
В. В заключение для конечных клеточных комплексов X и Y мы даем 
два гомотопических определения группы КгК(Х, У). В этом параграфе 
снова предполагается, что а л г е б р а А с е п а р а б е л ь н а , а В име­
ет с ч е т н у ю а п п р о к с и м а т и в н у ю е д и н и ц у . Действие G на 

А и В непрерывно. 
ТЕОРЕМА 1. Пусть А и В—градуированные алгебры. Группа 

КК(А, В) не изменится, если в определении 3 §4 заменить гомотопи­
ческую эквивалентность троек на совокупность унитарной эквивалент­
ности и операторной гомотопии. Более точно: если тройки х0 = (е0, <р0, ̂ о) 
и xi=(si, ф1, Fi) связаны гомотопией {xt} = ({st}, {<p<}, {Ft}), то сущест­
вуют такие х0', х/^3)(А, В), что х0®х0

/ операторно гомотопна хфх/. 
(При этом если {<pt} продолжается на алгебру A^ZDA, в которой А яв­
ляется идеалом,— см. теорему 2 § 4, то это же имеет место для х0' и х/. 
Если {<р*} унитален, то же самое выполняется для xQ\ х/.) Обратно, уни­
тарно эквивалентные тройки гомотопны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нам удобно будет считать, что гомотопия 
{xt} параметризована точками отрезка [0, 2я], а не [0, 1], т. е. {**}<= 
^&(А, В[0, 2я]). Кроме того, мы предположим, что при 0 ^ / ^ 2 я / 3 и 
при 4 я / 3 ^ / ^ 2 я гомотопия постоянна по t, т. е. xt=x0 при ^ 2 я / 3 , 
Xt=x2n при ^ 4 я / 3 . Напомним некоторые обозначения из §2 работы 
(15). Оператор d:L2[0, 2n]->L2[0, 2я] определяется в базисе (1), . . . 
. . . , (cos пх), . . . , (sin пх), ... по формулам: 

d ( l ) = 0 , d(cos пх) = — (s'mnx), d(sin пх) = (cos nx). 
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ное представление, T(f)- , определяет элемент из 

Оператор d косоэрмитов, d2+ L&3$f(L2[©, 2я]), d коммутирует по моду­
лю компактных операторов с умножением на функции из С(0, 2я). 
Пусть feC[0, 2я]—непрерывная вещественная функция, удовлетво­
ряющая условиям: |f (л:) | ^ 1 , f(0) = l, Д2я) = — 1. Положим T±(f) = 
= f—yi—/2-d^27(L2[0, 2я]), где через f обозначен оператор умножения 
на /. Оператор T±(f) фредгольмов, индекса 1, причем 1—Ti(f) -Tl(f)* и 
1—Ti(f)*-Tl(f) компактны. Кроме того, 7\(f) коммутирует по модулю 
компактных операторов с умножением на функции из С[0, 2я]. Ясно, 
что любые 2 оператора вида 7\(f) (при разных /) соединяет непрерыв­
ная по норме гомотопия, состоящая из операторов того же вида. 

Пусть Я(0) = Я(1> = 12[0, 2я], Я=Я(0>©#(1> —градуированное гиль­
бертово пространство (действие G тривиально). Тройка c1(f) = 
= (е, id, T(f))9 где е — градуировка Я, id : С[0, 2л]->27(#) —естествен-

/ о TAfP 
KTAf) о , 

KK(C[Of 2я], С). Пересечение {jtJ®C[o, 2n]Cl(f)^KK(A, В) записывается 
в виде: 

(8̂  ® 8, id, о {Ф,}: А -> Л/ (Ж ® В ® С [0, 2я]) ^ 
-> J£ (Ж ® В ® Л* (Я)), F (/) - УМ • id, ({Ft}) + VN(\^T (/))). 

При этом можно считать, что пара (М, А^)е5({л:*}, Ci(/)) не зависит от 
f и коммутирует по модулю Ж®В®Ж{Н) с 1®С[0, 2я]. Для построения 
таких М и N достаточно воспользоваться теоремой 4 §3 в случае, 
когда 

"" Е1= id, (Ж ® В ® С [О,2л]) + ЯГ ® В 0 ЯГ (Я); Е^Ж^В&Ж (Я); 

£2 — минимальная подалгебра в М{Ж®В®Ж{Н)), содержащая 1® 
® Х ( Я ) ; [id*o{(p,} (a), l®r(f ) ] У а е Л , Vfe=C[0, 2я]; [ id.({FJ), 1® 
®7(/)] V/eC[0 , 2я]; 

§— линейное пространство, натянутое на \&*({Ft})\ \®f и l®T(f) 
Vfe=C[0, 2я]; (id,o{cpJ) (Л). 

Положим теперь 

cos 3/, 0 ^ t •. 
t 

: 3 

1 л 
- 1 , — : 

: / ^ 2 я . 

Оператор T-L^) коммутирует с проектором Р на L2 0, — , причем Р • 7\(/) — 

оператор индекса 1 на L2 о,2-^ , a ( l - P ) T 1 ( f ) = - l на Ь«[?5-,2я 

Выберем a (i) е С [ 0 , 2я] так, что 0: ;а(0<1; а(0 = 0 при г<—; 
О 

2я а (̂ ) = 1 при £ > — . При помощи непрерывной по норме гомотопии можно 
о 
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заменить М и Лг на 

М = ] Л ® ( 1 — а) • М • | Л ® ( 1 — а ) , 

/V = 1 ® а + ]/"l ®(1 —а) • ЛГ • ] Л <§) (1 — а). 

Новый оператор P(f) коммутирует с 1®(Р©Р) и относительно разло­
жения tf=Im(P0P)eim(l— P 0 P ) получаем: 

{xt} ®с[о, 2л]̂ 1 (/)i= (^0®c^i) Ф (элемент из ^) (Л, В)). 

(Здесь Ci — единица по умножению — см. теорему 5 § 4. Напомним, что 
при t^.2ji>/3 xt—x0.) 

Если теперь положить 

— cos3^, ^ - < ^ < ^ 2 я , 

то аналогичным образом можно будет показать, что {xt}®C[0j 2п]С{(!) 
операторно гомотопна {х2л®сс])® (элемент из 2D (Л, 5 ) ) . Остается при­
менить теорему 5 § 4. Обратное утверждение следует из п. 17 § 1 и п. 3 
§ 2. • 

О п р е д е л е н и е 1. Пусть алгебры Л, В и Ж имеют тривиальную 
градуировку. Обозначим через &v, 9(Л, В) множество пар (ф, F), где 
<р : Л®Ср+1> Ч-+М{Ж®В)—гомоморфизм (не градуированный), F — ин­
вариантный элемент в М(Ж®В), причем Уа^Л, Vb^Cp+iyq элементы 

q>(a®b).F—(—l)desbF-q)(a®b)y {F2— \)<p(a®b), (Р—F*)y)(a®b) 
принадлежат Ж®В. Пусть SDP) д(Л, В) — множество (вырожденных) пар, 
для которых указанные элементы равны 0. Кроме того, через <Ер,д (Л, В) й 
3)р,я(А, В) обозначим множества пар (ф: Л (х) Ср+1,д->-М(Ж (>§ В), F), удов­
летворяющих тем же условиям (при а е: Л). Гомотопия и операторная гомо-
топия определяются так же, как в § 4 (для &р,д(А, В) и $)PtQ(A9 В) гомо­
топия считается определенной на Л ® C0+lt<7). Пары (ф, F) и (фь Fx) уни­
тарно эквивалентны, если существует такой инвариантный унитарный эле 
мент и <= Ж (Ж ® 5), что 

V a e Л ® Cp+i,̂  Ф1 (#) = Ф̂ (я) и~\ ^i = uFW1 

(для <о'р,д(А, В) — соответственно а^ A<g) Ср+1,д). 
Обозначим через $р,д(А, В) множество'классов эквивалентности Щр,д (Л, 5) 

по модулю гомотопии, через 33PtQ (Л, В) — образ ЗЗр,д(Ау В) в $p,q(A9 В). 
Аналогично определим &р$д (Л, В) и 25р,̂  (Л, В). Кроме того, пусть Wp,g (Л, В)— 
множество классов эквивалентности $Ргд(А, В) по модулю унитарной экви­
валентности и операторной гомотопии, 33р,д (Л, В) — образ 3)'р,д(А, В) в 
<Ер,д (Л, В). Прямая сумма (см. определение 3 § 4) превращает эти множе­
ства классов эквивалентности в полугруппы. 
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ТЕОРЕМА 2. Для тривиально градуированных А и В 

1 М (Л, B)/&p,g(A,.B)^Wp.g(A9 B)/Wp,g(A, В)с* 

~ КР>дК (А, В) ~ Wp.g (Л, B)/%,q (Л, В). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первый изоморфизм получается так же, как в 
доказательстве теоремы 2 § 4. Второй и третий изоморфизмы получают­
ся следующим образом. Пусть Ж=Ж{0)®Ж{^ и е — градуировочный опе­
ратор (Х ° V Очевидно, Ж(Ж)&В = Ж(Ж)®В, Л ® Cp,g=A(g)Cp,g. 

Тройке (е, ф, F) е & (Л ® CPtq, В), где ф продолжается на Л ® CPf<7, поста­
вим в соответствие пару (q/, ? ) б ? ^ ( Д 5), гдеф' | j 0 C =ф, ф /(а®ер+1)= 
= Ф (а ® 1) • е. Обратное отображение (ф', F) -> (s, ф, F) получится, если 
положить 8 = ф' (1 ® 8р+1). Разложение Жв = Im ( ) 0 Im [——] дает 

градуировку Жв- Операторная гомотопия позволяет заменить оператор F на 

— (F — &F&), который имеет степень 1 относительно градуировки е. (В слу­

чае третьего изоморфизма надо еще применить теорему 1.)В 
С л е д с т в и е 1. Для тривиально градуированной униталъной алгеб­

ры А определение KP,q(A) эквивалентно определению 1 § 1 работы (15)\ 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что для унитальной алгебры Л в 

формулировке теоремы 2 не обязательно требовать, чтобы гомоморфизм 
Ф : A®Cp+i> q-+Jt(X®B) продолжался на A®Cp+i>q (доказательство со­
храняется). Изоморфизм алгебр Клиффорда 

Lq+l,p ~ ^p+l,q • e t ~"> ^fip+Ъ * ̂ £ Qt 

ej —> 8y8p+1, / :<C p\ Eg+1 - > 8p +i 

с одновременной заменой оператора F на /71 = /7-ф(1®еР+1) переводит 
пару (ф:Л(8)Ср+1>д->^(Х(8)5), F) в пару (ф4: A®Cq+it Р-+Ж{Ж®В), Л Ь 
которая удовлетворяет условиям: Va^A®Cq+ij p 

^ . ф ( а ) - ( - 1 ) ^ > ( а ) ^ е Л , (Л + 1) Ф (а)еЭ?в, 

(/Ч + ^ )Ф (а) €=.#*. 

Поскольку 1<=Л, последние два условия заменяются на F* + l^Jj£Bl Fi + 
+ F*xz=XB. (В работе (15) В = С.) И 

ЛЕММА 1. Пусть А и В — градуированные алгебры и (е, ф, { F J ) & 
е ^ ( Л , 5(0, 1J)—операторная гомотопия. Существует непрерывная по 
норме функция [0, \\-+3?(Жв): / - ^ , удовлетворяющая Vfe[0, 1] уело-

1) ы4— инвариантный унитарный элемент степени 0; £/0=1-
2) У а е Л ^ф(а)—^(а)и1^:Жв. 
3) У а е Л (Ftut—utF0)<p(a)£Ej?B. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 6>0 таково, что при \s—/|^б оператор 

(2—Fl + FtFs) обратим. Покроем отрезок [0, 1] отрезками {[ti9 ti+i]} дли-
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ны ^ 6 . Сначала построим по индукции обратимую (а не унитарную) 
функцию v\ [О, AY+3? (Жв), удовлетворяющую тем же условиям. Поло­
жим v0=l. Если при te[0, ti] vt уже построена, то при t^[tif ti+l] поло­
жим vt = —(2 — Fj + FtFti) - Vtr Условия 2) и 3) легко проверяются. Ос­
тается заменить функцию vt на щ = Vt {vtvt)~4\ которая унитарна. Щ 

О п р е д е л е н и е 2. Пусть В — тривиально градуированная униталь-
ная алгебра. Рассмотрим категорию конечнопорожденных проективных 
правых В-модулей с левым действием группы G, совместимым с дейст­
вием G на В. (5-модули — комплексные, вещественные или «веществен­
ные», в зависимости от того, какая категория алгебр В рассматривает­
ся.) Группу Гротендика этой категории относительно операции прямой 
суммы модулей обозначим через ®°(В). Для неунитальной алгебры В 
положим ®0(5)=@0(Я)=Кег[^:@0(Л)-^©°(С)], где g:B-+C, g(l) = l. 

ТЕОРЕМА 3. К0 (В) ~@° (В). 
Доказательство использует несколько лемм. 
О п р е д е л е н и е 3. Пусть В — тривиально градуированная алгебра. 

Обозначим через <о°(В) множество инвариантных элементов F^3?(3eB)r. 
удовлетворяющих условию: 1—FF*, 1—F*F̂ %fB, а через 2)°(В) —мно­
жество инвариантных унитарных элементов в &(ЖВ)- Назовем элемен­
ты F± и F2^(QQ(B) эквивалентными, если существуют такие инвариант­
ные унитарные элементы и, v<=3? {Жв), что uF^v—Рг<=Жв. Обозначим 
через &Q (В) множество классов эквивалентности в ^Г°(В), а через 
]Ь°(Я) — образ 3>°{В) в <Г°-(Я). Введем в 8°(В) сложение — прямую 
сумму. 

ЛЕММА 2. ltG(B)/g)0(B)~K0(B). Элемент F*EE&°(B) является об­
ратным к F<=(oQ(B) в группе К0{В). Сумма Fi®F2 равна F^F^ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В алгебре 2? (Ж{в ф Ж{в) всякий элемент F сте­
пени 1 имеет вид | 2 ) . Из условий F2 — 1 е Ж в, F* — F е Ж в сле-

\Fi 0 / 
дует, что F2 — Fl, 1 — /4/4, 1 — ' F 1 F 1 ^ X B - Соответствие F -F1 определя­
ет отображение <о(С,В) в &°(В). Обратное отображение определяется по 
формуле: 

«~'< Я-
Нетрудно проверить, что унитарная эквивалентность элементов F и Т в 
ё{С, В) соответствует наличию инвариантных унитарных и, v<=3? (Жв), 
удовлетворяющих условию uFiv = Ti. Если F и Г^<?Г(С, В) операторно 
гомотопны, то по лемме 1 существует такой инвариантный унитарный 
элемент и<=£'(Жв) степени 0, что Т—иРи-1^Жв. Обратно, если элемен­
ты Fu Т^<о°(В) связаны соотношением Fi—Т^Жв, то соответствую­
щие им элементы F, Т<=&(С, В) операторно гомотопны: tF+(\—t)T>. 
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является элемент По теореме 1 § 4 обратным к F = I" ^г 

&(Ж{в 0 Жв}) (градуировка Ж в меняется на противопо-0 — F1 \ г- а? / <з/(1) as з/<°>' 
- F I О 

ложную). Поэтому элемент (— F{) = (— 1) • F*ly а также Fi будет обратным 
к FX^:CS0(B). Элементы F-^^F^ и FXF2® I ^S°(B) связаны гомотопией: 

/F x OWcos* — s i n A / 1 0\ / cos/ sin Л я 
VO \)\sint cost) \0 Fj[—sin t cost)' ^ ^ ~ 2 ~ ' 

поэтому соответствующие им элементы <§(С, В) операторно гомотоп­
ны. • 

ЛЕММА 3. Пусть алгебра В унитальна. В определении ®°(В) мож­
но вместо конечнопорожденных проективных В-модулей рассматривать 
конечнопорожденные проективные гильбертовы В-модули. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если V®W~Bn и р : Вп-+Вп — инвариантный 
проектор на V, то, заменив р на pi= [ (2р*—1) (2/7—1) + 1]1/2-р- [(2р*—1) • 
• (2р—1) + 1]_1/2, получим эрмитов проектор в S(Вп) с образом, изоморф­
ным V. Изоморфизм Impi на V определяет структуру гильбертова В-мо-
дуля на V. Если и : Vr^V2— изоморфизм (не изометрический) двух гиль­
бертовых В-модулей, то и0 = и(и*и)-ч* — изометрический (т. е. сохра­
няющий скалярное произведение) изоморфизм. Щ 

ЛЕММА 4. Если р и q — инвариантные эрмитовы проекторы в алгеб­
ре D, причем \\р—q\\ < 1 , то существует такой инвариантный унитарный 
элемент u^D, что upu~1 = q. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим v=(2q—1) (2р—1) + 1. Тогда 
| |2-и| | = | | ( 2 р - 1 ) 2 - ( 2 ^ - 1 ) ( 2 р - 1 ) | | ^ 2 | | р - ^ | | < 2 . 

Значит, v обратим. Легко проверить, что v(2p—l)v~i = 2q—1, откуда 
vpv~i = q. Остается положить u = v(v*v)-l/2. Щ 

ЛЕММА 5. Пусть алгебра В унитальна. Для того чтобы образ эрми­
това проектора р^& {Жв) был конечнопорожденным проективным В-
модулем, необходимо и достаточно, чтобы р^Жв. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если Imp конечнопорожден и проективен, то 
существует такой В-модуль W, что Imp®Wc^.Bn. Как видно из доказа­
тельства леммы 3, можно считать, что W — также гильбертов В-модуль 
и изоморфизм сохраняет скалярное произведение. По теореме стабили­
зации (п. 12 § 1) W@MBC^LMB, поэтому в 9ёв существует эрмитов проек­
тор q с образом, изометрически изоморфным W. Рассмотрим в Жв@3ёв 
проектор p®q. Его образ изометрически изоморфен Вп. Если хи . . . , хп — 

п 
ортонормированный базис в Im (р©#), то р©# = ^ ®*Р xi- Поэтому 

p®q<=J£{Z6B®2eB), откуда следует, что р^Ж{Жв). 
Обратно, пусть р<=Ж(Жв). Обозначим через рп^Ж{Жв) проектор на 

первые п координат в Жв. Существует такое /г, что рп инвариантен и 
,||(1—рп)р11<1/8 (последнее вытекает из легко проверяемого соотноше-
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ния: У&&Х°вНт||(1— -рп)&11=0), откуда \\р—р„ррЛ< 1/4. Положим # = 
л-*оо 

= Pn-f(Pnppn) -рпу где f(x) —вещественная функция: 
' 1 

0, *<4"' 
4 

v ) 2 4 4 

1, * > — . 
4 

Тогда #— эрмитов проектор, причем \\р—q\\<l/2. По лемме 4, р и q уни­
тарно эквивалентны, поэтому I m p ^ I m ^ . Однако q обладает тем свой­
ством, что pnqPn=q, поэтому lm q конечнопорожден и проективен. • 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3. Сначала будем считать, что В 
унитальна. Гомоморфизм ®°(В)-+-К°(В) определяется так. Пусть V — 
конечнопорожденный проективный гильбертов S-модуль. Тогда Жв® 
®У~ЖВ, поэтому существует оператор Fv^3? (2@B®V) с^З? (Жв), изо­
метрически отображающий Жв®{0} на ЖВ®У и равный 0 на {0}©У. 
Ясно, что FvFy=l, F*vFv=l—p, где р<=Ж(Жв®У) —проектор на V. 
Сопоставление [VJ-HTv] продолжается до гомоморфизма ®0(В)-^К°(В)1 
так как К0 (В) — группа. 

Обратно, пусть F(=<ro(£). Тогда FF*=\—k, к^Ж{Жв). Существует 
такое п, что ||(1—pn)k(l—р„)||<1 (где рп — инвариантный проектор на 
первые п координат). Положим 

оо 

Л = ( 1 - / 7 „ ) * ( 1 - я , ) , 1 = (\-Рп) + Ул h\ Fx=YlF. 

Ясно, что Fx—Р^.ЖВ. Кроме того, ")//(1—pn)=^U поэтому FiF*t = 
= VlFF*Vl = j/7(l -p„)FF*(l -рп) \fl= 1/7(1 ~Pn—h)VT = \-Pn-
Тем самым F ^ (а значит, и F ^ ) — эрмитов проектор. Сопоставление [F] -> 
—• [Ker FiF-i) — [Ker FxFi] = [Ker F-J — [Ker F{] определяет гомоморфизм 
К0 (В)-»®0 (В). 

К о р р е к т н о с т ь . Надо доказать, что если Fx—• Р2ЕЕЖв, причем FJ? 
и F2F2 — проекторы, то [KerFJ— [Ker F[] = [Ker F2]—[Ker Fa]. Заменяя Fx 

на I „ I , a F2 на * ^ ^ , можно считать, что F2 
ч 0 FJ' •' \\-?JPt ^ Fl 

e 25° (5). Теперь замена Fx на F^F^ сводит все к случаю Fx — 1 ^ Ж в. 
Итак, пусть F—1^ЖВ, FF*=1—р. Используя конструкции лемм 4 

и 5, нетрудно построить такую последовательность целых чисел Пг+оо 
и инвариантных унитарных элементов {щ}, что 

Pnt {щрщ1) pnt = ЩрЩ1 и lim [| щ — 11| = О, 

причем все рп. инвариантны. Так как F—\^ЖВ, то при п-^оо 
| | F * ( l - p n ) F - ( l - p n ) | | ^ 0 , 
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поэтому при i->oo 
at = | uftft1 (1 - Pni) UiFul1 - (1 - рП1) || -> 0. 

Значит, существует такое /, что а г < 1 . Заменим F на UiFuj1 и обозначим 
я* через я. Имеем: 

(l-Pn)FF(l-pn) = l-pn, \\F*(l-pn)F-(l-Pn)\\<l. 

Применяя лемму 4, мы видим, что оператор Ф = (l—pn)F имеет нулевой 
«индекс», т. е. 

Im (1— ФФ*) = Im pn, Im (1—Ф*Ф) ~ Im pn. 

С другой стороны, 
Im(l—ФФ*)=1т(1 —FF*)mm{pn—р), 

1т (1— Ф*Ф)=1т(1— F*F+F*(pn—p)F)=Im(l—FF)0 
0 Im(F*(p n -p )F) . 

(Последнее равенство получается из ортогональности проекторов (1— 
—F*F) и F*{pn—p)F.) Так как Im(pn—р) ~ I m (F*(pn—p)F) (оператор Р 
определяет этот изоморфизм), то Im(l—F*F) стабильно изоморфен 
Im(l—FF*). Корректность доказана. 

Нетрудно проверить, что.построенные гомоморфизмы взаимно обрат-
ны. Это дает требуемый изоморфизм в случае, когда В унитальна. В об­
щем случае достаточно сослаться на следствие 1 § 7. Такая ссылка кор­
ректна, так как никакие утверждения настоящего параграфа, кроме тео­
рем 1, 2 и леммы 1, в следующем параграфе использованы не будут. Щ 

С л е д с т в и е 2. Пусть В — тривиально градуированная алгебра, опе­
ратор e e i ? (Вп) определяет градуировку алгебры 2'(Вп), a F<=2 (Вп) — 
инвариантный эрмитов оператор степени 1, удовлетворяющий условиям 
\\F||^1 и F2—1^Ж(Вп). Тогда образ элемента (е, F)^K°(B) в группе 

К0 (В) равен разности двух проективных модулей Im ( ) и Im (——) , 

где Ф = (\ —2F)E + 2FV\—F\ 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Оператор 8 можно рассматривать также как эле 

мент 3? (Вп). Обозначим гильбертовы подмодули Im(——) и Im(-==-^j 

в Вп через Ег и Е2, а аналогичные подмодули в Вп — через Ех и Е2 соот­
ветственно. Относительно разложения Вл = £ ,

1 ф £ 2 оператор F имеет вид 
/0 Т*\ 

. Оператор Т : Ег -> Е2 можно (после стабилизации: Т ф 1 : Ег © 
ф % - > £ 2 Ф % ) рассматривать как элемент &°(В). Мы рассмотрим дру­
гой оператор 5 : Ег © Е2 -> Е2: 5 (х, у) = Т (х) + ] Л — ТТ* (у). Поскольку 
1—ТТ*^Ж(Е2), в группе К° (В) разность двух элементов [5] — [Т] сов­
падает с проективным модулем Е2 = Im (——]. Заметим также, что 55* = К 
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Поэтому наше утверждение вытекает из равенства 1—5*5 = —(1 + Ф), 

которое проверяется непосредственно с использованием соотношения 
Т • У 1 — Т*Т = ]/~1 — ТТ* • Т. Это последнее соотношение получается пе­
реходом к пределу из Т • р (Т*Т) = р (ТТ*) • Г, где р — многочлен. Щ 

Рассмотрим теперь гомотопические определения групп KiK(X, У) для 
локально компактных пространств X и У, когда одноточечные компакти-
фикации Х+ и У+ являются конечными клеточными комплексами. Мы 
ограничимся случаем комплексного и вещественного /(-функтора с три­
виальным действием G, оставив в стороне возможные обобщения. В на­
ших рассмотрениях будет использован тот факт, что К.К{Х, У) является 
обобщенной теорией гомологии по X и обобщенной теорией когомологии 
по У. Это вытекает из теорем 3 § 4, 7 § 5, 2 и 3 § 7. (Ссылка на § 7 кор­
ректна, так как приводимые здесь гомотопические определения не ис­
пользуются в § 7.) 

Классифицирующее пространство 3TVt q для приведенного /(-функтора 
KUp~q(Z) или KOp~q(Z), где Z—компакт, реализуется следующим обра­
зом (ср. (13)). Рассмотрим градуированное сепарабельное гильбертово 
пространство Н и фиксированное градуированное представление tyq,v: 
'Cq+it p->i?(Я), имеющее бесконечную кратность. Через @~P,q(H) обо­
значим пространство операторов F^3?{H), удовлетворяющих усло­
виям: 

F = F\ F2— 1е=ЛГ(Я); d e g F = l ; 
F%,P (а) = — %,Р (а) Z7 при а = е ь . . ., гд, еъ . . . , ер. 

Топология на &~РгЯ(Н) индуцирована операторной нормой. Через 
£ГРд(#) обозначим связную компоненту точки г|)д>р(ед+1)^£Гр>д(#). 
При фиксированном р—q все пространства &r

vq{H) гомеоморфны. Ото­
бражение 5 : 2TVt g+1-^Q^P) q (где Q означает пространство петель) опре­
делим по формулам: 

i|W (ъ) = ^ I . P (e/+i)» 1 ^ i < </ + 1, 
i|W fa) = ^+I ,P (^), 1 ^ i < py 

5 (F) (0 = i|vufP (BJ.) cos / + ^ sin /, 0 < / < я, 
5 (F) (t) = I)VI,P (£i) cos / 4- I|VI,P (ê +2) sin t, я sg: / ^ 2л. 

В результате получается спектр пространств g~p_q=@~p> q(H). Нетрудно 
проверить, что для компакта Z изоморфизм надстройки Rn(Z)c^ 
cx.Kn+i(SZ), индуцированный описанным выше отображением Si/\&~rr+' 
—rSTn+u совпадает с периодичностью Ботта: Ri(Si)®Rn(Z) ^ Rn+i(SZ). 

Если Р и Q — пространства, с отмеченными точками, то через Q(P) 
обозначим пространство непрерывных отображений P-+Q, сохраняющих 
отмеченную точку (Q(P) наделяется компактно-открытой топологией). 
Для любого пространства R с отмеченной точкой естественное отобра­
жение RxQ{P)^{RxQ) (Р), переводящее (г, /) в fr:p-*(r, f{p))9 фак-
торизуется до отображения R/\Q(P)-+(R/\Q) (P). 
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О п р е д е л е н и е 4. 
HtK(X, Y) = \imnnH(X+ Д ¥п{У+)\ 

п 

KIT1 {X, Y) = lun я„+,- ЦХ+ Д F«) (F+)) = Шп [Sn+iY+, X+ Д F „ ] . 
П П 

Согласно теоремам 5.2 и 5.10 работы (20) на категории конечных кле­
точных комплексов Н{К(Х, У) —обобщенная теория гомологии по X (при 
фиксированном У), а КН~1(Х, У) —обобщенная теория когомологий по 
У (при фиксированном X). 

ТЕОРЕМА 4. £сли Х+ и У+ — конечные клеточные комплексы, то 
Н<К(Х, Y)~KH-*(X, Y)~KiK(X, У). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через а г(У)^ДЖ(1^Х У, У) = 
=К{К(8*/\У+, У+) образ канонической образующей oc^/C^R*) при го­
моморфизме тС(У). Гомоморфизм t:KH-i(X,Y)-^KK~i(XiY) определим 
следующим образом. Для любого отображения / : Sn+iY+-+X+ /\&~n суще­
ствует такой компакт Z и отображение g : Z->^~n, что / разлагается в 
композицию 

Sn+iy+ _ Х+ д z _idAg _v Х + Д J ^ 

Отождествим Kn+iR{X+/\Z, У+) с 

Ker [ W C (Л+ х Z, У+) -> & * # (Л- V 2, У+)]. 
Образ ап+г(У) при отображении 

Rn+cK(Sn+iY+, Y+)->Kn+iK(X+ Д Z, F+) 
обозначим через [/], а элемент Rn(Z), соответствующий отображению 
g,— через [g]. Положим 

t(f) = [g] ®c(Z) If] e R;K(X\ У+) = /C^(X, F). 
Корректность легко проверяется. 
Для компактных X и Y t является изоморфизмом. Действительно, 

если X и У — одноточечные пространства, то отображение t — тождест­
венный изоморфизм. Если У — точка, то КН~1(Х, У) является обобщен­
ной теорией гомологии по X. Поэтому в этом случае / — изоморфизм тео­
рий гомологии 

КН~{(Х, точка)-+КК-1{Х, точка). 

Рассматривая теперь КН~((ХУ У) как теорию когомологий по У (при фик­
сированном X), получим, что t — изоморфизм теорий когомологий. В слу­
чае, когда X и У не компактны, достаточно перейти к соответствующим 
приведенным группам (от Х+ и У+). 

Заметим теперь, что отображение Х+/\2Tn(Y+)-+(X+/\&~п) (У+) ин­
дуцирует гомоморфизм w: Н{К(Х, Y)-^KH~i(X, У), который является 
изоморфизмом, если хотя бы одно из пространстве или У одноточечно. 
Поскольку Н{г\(Х, У)—обобщенная теория гомологии по X, гомомор­
физм t-w, а следовательно, и w, являются изоморфизмами. Щ 
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§ 7. Расширения 
В этом параграфе будет рассмотрена группа Ext (Л, В), построенная 

из расширений вида 
0-+X®B-+D-+A^0, (1) 

где все алгебры Л, В, Z), Ж г р а д у и р о в а н ы т р и в и а л ь н о . Мы 
установим изоморфизм Ext (Л, B)c^KKi(A, В), а также получим точные 
лоследовательности для Л^-функтора (гомологическую и когомологиче­
скую). В конце параграфа будут рассмотрены расширения градуирован­
ных алгебр. Далее всюду предполагается, что а л г е б р а Л с е п а р а -
б е л ь н а , а В и м е е т с ч е т н у ю а п п р о к с и м а т и в н у ю еди­
н и ц у . 

Начнем со следующего замечания (см. (10)). Расширение (1) одно­
значно определяет гомоморфизм В-+М(Ж®В), который после фактори­
зации по Ж®В дает 

ц:А-*Ж{Ж®В)1Ж®В=0{Ж®В). 

Мы будем предполагать, что г р у п п а G д е й с т в у е т н е п р е р ы в н о 
на Л, J5, D. Это накладывает на ф следующее условие: 

(если а*=А, ЬЕЕМ(Ж®В) и ф(а) = ЬтоАЖ^В, 1 
\то отображение в-^Л(Ж ® В): g-+g(b) непрерыв- 1 (2) 
[но по норме. } 

Обратно, если ф: А-^О (Ж®В) удовлетворяет условию (2), то, пола­
гая Б=.М{Ж®В)@(д{Ж(В)В) А (см. п. 18 § 1), получим расширение i(l), 
причем G действует на D непрерывно. При таком соответствии подмно­
жество расщепимых расширений (т. е. расширений, допускающих гомо­
морфизм-сечение: A-+D) отвечает множеству гомоморфизмов ф, допу­
скающих поднятие: А-*Ж{Ж®В). Мы часто будем отождествлять рас­
ширение с соответствующим ему гомоморфизмом ф. 

О п р е д е л е н и е 1. Множество расширений типа (1) при фиксиро­
ванных А я В обозначим через <§xt{A, В), подмножество расщепимых 
расширений — через 2Dxt{A, В). Элементы ц>1 и ^>2^&xt{A) В) называ­
ются унитарно эквивалентными, если существует такой инвариантный 
унитарный оператор и^М(Ж®В), что Va^A ф2(я) =мр1(а)гг"1. Пусть 
<£xt\A, В) — множество классов унитарно эквивалентных расширений, 
3)xi(A, В)— образ 3)xt{A, В) в &xt{A, В). Сложение <р4©'<р2 в Жх£(А,В) 
определяется как прямая сумма (Ж{ЖВ@ЖВ) отождествляется с Ж(ЖВ) 
при помощи инвариантной изометрии ЖВ®ЖВ яаЖв). Положим 

Ext (Л, В) = Ш (Л, B)l3Dxt (Л, В). 

Отметим, что прямая сумма двух расширений 0-*Ж®B-+Di г->Л->0 
(*=1, 2) представляет собой расширение 

0 - > M 2 ® ( l ® B ) - ^ D © i ^ - > 0 , 
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где 

М£ h 
'г 

Xi<=Di, Ь{<=Ж®В\ рх (хг) = р2 (х2) 

ph W)=pi{xi). 
V>2 Xj 

} ' • 

О п р е д е л е н и е 2. Назовем расширение y^g'xttA, В) поглощаю­
щим, если Vty^£Dxt(A, В) элементы .фф<ф и ф унитарно эквивалентны. 
Обозначим через &xta{A, В) множество поглощающих расширений, а 
через Exta(i4, В)—множество классов унитарно эквивалентных погло­
щающих расширений. Сложение на Ех1:а(Л, В) определим как прямую 
сумму. (Отметим, что поглощающее расширение ф не может быть уни-
тальным, так как ф и ф©0 унитарно эквивалентны.) 

О п р е д е л е н и е 3. Пусть А и В — тривиально градуированные ал­
гебры. Мы будем считать, что алгебра Ж также градуирована тривиаль­
но. Обозначим через <%^{А, В) множество пар (ф, Р), где ф: А~^Ж(Ж® 
®В) —гомоморфизм, Р<=М{Ж®В) —инвариантный элемент, причем 
Va^A элементы 

Ф (а) Р-Рф (а), (Р*-Р) ф(а), (Р'-Р) Ф (а) (3) 

принадлежат Ж®В. Пусть 2D1 (А, В) —множество (вырожденных) пар, 
для которых все элементы (3) равны 0, Пары (фь Pi) и (ф2, Р2) унитар­
но эквивалентны, если существует такой инвариантный унитарный эле­
мент и<=М(Ж®В), что Va^A ф2(а) = uq>i(a)tri

9 P2=uPiu~i. Пары 
(фь Pi) и (ф2, Р2) назовем гомологичными, если Va^A Pl(pl(a) — 
—Р^г{^)^Ж®В. Пусть &V{A, В)—множество классов эквивалентности 
&1{А, В) по модулю унитарной эквивалентности и гомологичности, 
&{А, В) —образ £Dl(A, В) в &1(А, В). Сложение классов эквивалент­
ности определим как прямую сумму. Положим 

Е1 (Л, В) = I 1 (Л, В)!®1 (Л, В). 

ЛЕММА 1.1) Если хотя бы одна из двух алгебр А или В ядерна, то 
Exta(A,B)~Ext{A,B). 

2) Если алгебра А ядерна, то отображение (ф, Р)->Р-ф mod Ж®В 
определяет изоморфизм у : Е*(А, В)~ЕхЦЛ, В). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Зафиксируем такое правильное G-вложе-
ние А<^М(Ж), что АПЖ = 0 (см. § 1, п. 16). Композицию Ас;Ж{Ж)С; 
С^Ж{Ж®В)-+б(Ж®В) обозначим через я. Согласно обобщенной тео­
реме Войкулеску (§ 1, п. 16) расширение я является поглощающим. Ес­
ли <$><=& xt {А, В), то, очевидно, ф©яеЕ*Гл;/а(Л, В). Поэтому вложение 
Sxt^A, B)agxt(A, В) определяет искомый изоморфизм Exta(4, В) на 
Ext (Л, В). 

2) Э п и м о р ф н о с т ь у . Пусть ф £ ^ ( Л , В). Продолжим <р до уни-
тального ф :А-+(У(Ж®В). Так как алгебра А ядерна, то существует 
вполне положительное унитальное поднятие %: &-+М(Ж®В) (см. (1L), 
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теорема 3.10, или (4), теорема 7). Из условия (2) следует, что Va^A 
функция g-^g^xiga) непрерывна по норме на G. Кроме того, Va^A, 
Vg^G g-'xiga)— %(а)еЕЖ®В, х(а)~%(а)^Ж®В. Положим 

Xi (а) = j g~4 (ga) dg, W) = Y (Xl (a) + Xl (^})-
G 

Отображение g : А-^М(Ж®В) унитально, эквивариантно, «вещественно» 
и является поднятием ф. Применяя обобщенную теорему Стайнспринга 
(см. п. 15 § 1), получим такой гомоморфизм ^ \ A->-Jt {М2<®Ж®В), что 

YCKEEA ф(а)0О=А|э(а)Л где Р= (1 °) . 

Нетрудно проверить, что Va<=A ty(a)P—Р^(а)^М2®Ж®В. В са­
мом деле, 

\Р^(а*)Р) (Р$(а)Р)=Р^(аГа)Р mod М2®Ж®В. 

Поэтому [(1— Р)^(а)Р]*[(1— Р)Ц(а)Р]£ЕМ2®Ж®В, откуда ф(а)Р— 
—Pty(a) Р<=М2®Ж®В. Подставляя а* вместо а, переходя к сопряженным 
и вычитая, получим требуемое. Тем самым ф©0=Р-я|з mod М2®Ж® В, 
где (-ф, Р)ЕЕ^(А,В). 

М о н о м о р ф н о с т ь у очевидна. Я 
ЛЕММА 2. Е1 (Л, В) ~КК1 (Л, В). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Переформулируем сначала определение <%(А, 

B®Clj0)- Алгебру Ж в, градуированную посредством градуировочного 
оператора г<=:9? (Жв), временно обозначим через Ж%. Обозначение Жв 

сохраним для алгебры Жв с тривиальной градуировкой. Отождествим 
Ж^®С1!0 с ЖВ®С10 по формуле: 

х(§у-+ (xedez У) ® (yefg x). 
Это градуированный изоморфизм. Пространство Жв будем считать гра­
дуированным при помощи оператора е. Через ц обозначим соответствую­
щую градуировку пространства Жв^с =ЖВ®С^ 0. Заметим, что любой 
элемент степени 0 в <Ж(Жв®С1г 0) имеет вид х®1, а любой элемент сте­
пени 1 имеет вид y®ei9 где х, у^Ж(Жв). Поэтому если 

(г), Ф : А ~> Л (Ж§ ® Clt0) = Л (Жв ® С1)0), F) е= Ш (Л, В (§ Clf0), 
/ Z7 ' -J- 1 \ 

то •ф=ф,(8) 1, F=F/®si. Нетрудно проверить, что ф', —!— ^ ( ^ ( Л , S) . 
Отображение (ф, Р)->(г\> ф®1, (2Р—1) <8)е±) отождествляет S>i (Л, Б) с 
аг(л,я®с 1 | 0 ) . 

Если пары (ф, Р) и (гр, Q) гомологичны, то пары (ф, Р)©(г|), 0) и 
(ф, 0 ) 0 (а|), Q) операторно гомотопны. Гомотопия определяется при 
0 ^ / ^ о о по формуле: 

//Ф 0\ _ 2 _ _ / Р tPQ\\ 
[\0 W l+t*[tQP PQ/J ' 

Следовательно, соответствующие элементы из <*?(Л, В®Ъ1>0) также опе-

Ю Серия математическая, № 3 
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раторно гомотопны. Обратно, если (TJ, ф, Ft), 0 ^ / ^ 1 , — операторная 
гомотопия в <%(А, B®Ci}\), то лемма 1 § 6 дает такой инвариантный 
унитарный элемент иг ^ Л (Жв ® Clt0) степени 0, что V a ^ А и^{а)и^ — 
I—Ф (а) е Ж в ® Ci.o, (F± — Щр^щ1) • ф (а) е JSfjs ® Ci.o- Записывая мх в виде 
и ® 1 , ^ — в виде F't®el9 Ф — в виде ф' ® 1 , получим, что Vae=A 

шр' (а) 1Г1—ф' (a);e Jf л, (fi — uF'oW1) ф' (а)(=ЖВ- Поэтому пары (ф', * ] 

и I щ'иГ1, и — и"1] гомологичны. Применение теоремы 1 § 6 показывает,.. 

что наше отображение устанавливает искомый изоморфизм. Щ 
Объединяя леммы 1 и 2, получим следующую теорему. 
ТЕОРЕМА 1. Если алгебра А ядерна, то Exta(4, B)~Ext(A, B)~ 

~Е1(А,В)~КК1(А,В).Ш 
З а м е ч а н и е ^ В случае В —С в силу теоремы Войкулеску свой­

ство расширения быть поглощающим соответствует мономорфности го­
моморфизма ф : А-^О(К) =2? (Ж)1Ж. Наше отношение эквивалентности 
на множестве <§xt\A, В) соответствует сильной эквивалентности работы 
(9). Однако поскольку даже для унитальной алгебры А мы рассматри­
ваем все расширения, а не только унитальные, мы получаем ту же груп­
пу Ext (Л, В), что и в случае слабой эквивалентности (см. (9), 3.1). От­
метим, что в случае ВфС свойство расширения быть поглощающим 
сильнее, чем мономорфность. В частности, при B — C(Y), где У — локаль­
но компактное пространство, нетрудно проверить, что для поглощающих 
расширений должно быть выполнено условие строгой мономорфности: 
Vy^Y щ{ц)(А))~А, где щ:(У(Жс(У))-+<У{Ж)—ограничение над точ­
кой y^Y. Полезно было бы найти внутреннее описание поглощающих 
расширений. 

З а м е ч а н и е 2. Поскольку существует вложение О(B^Q.O(Ж®В1): 
х-^рх®х (где pi — ортогональный проектор в 9? {Ж) на одномерное под­
пространство, все элементы которого инвариантны), каждое расширение 
O-^-^D-^Л-Ч) определяет элемент (ф1 : А-^О {В,) С б? {Ж® В,)) е=г 
<^(gxt(A, Bt). Если применить эту конструкцию к расширению (1) при 
В{ = Ж®В, то получится элемент из КК1 (Л, Ж®В), который соответст­
вует ранее определенному элементу из KKL,(A, В) при изоморфизме из 
теоремы 1 § 5. 

ЛЕММА 3. Пусть алгебра А ядерна, а идеал JczB имеет счетную ап­
проксимативную единицу. Тогда последовательность групп 

ККЦА, J)XKK}(A, B)XKKHA, В!J) 

точна. (Здесь i: 7->В — вложение, q : В—кВ// — проекция.) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что qj* = 0. Покажем, что Кег д*с:1ггн*. 

Воспользуемся теоремой 1. Пусть y^.<§xt(A, В), д*(ф)=0 в группе 
Ext (Л, B/J), т. е. композиция q*-y : A-+0(Ж®В)-+0>(Ж®В/1) после 
добавления некоторого ty^3)xt(A, B/J) становится элементом 2Dxt(A,, 
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В/J). Зафиксируем такое правильное G-вложение АО.Ж(Ж)г что АГ\Ж— 
= 0 (см. § 1 п. 16). Композицию Ас;Ж{Ж)С;Ж(Ж®В)-+0{Ж®В) обо­
значим через я. Согласно обобщенной теореме Войкулеску (§ 1, п. 16) 
ф©д*(я) унитарно эквивалентен q*(n), поэтому элемент <7*.(<р)©а|э® 
(Bq*(ji)^3)xt(Ai В/J) унитарно эквивалентен д*(ф©я). Поднятие д*(фф 
©я) до гомоморфизма А-^Ж(Ж®В/1) обозначим через %> а сам элемент 
Ф©я для удобства переобозначим через ф. (Ясно, что [ф]=[фФя] в 
Ext (Л, В).) 

Пара гомоморфизмов (ф, %) определяет гомоморфизм 

т]: А -* Е = О {Ж ® В) ®<э(ж®ви) М {Ж ® B/J). 

Нетрудно проверить, что Е~Ж(Ж®В)/Ж®1 (гомоморфизм Ж{Ж®В)->-
->Е : х-^(х mod Ж®В, q*(x)) является эпиморфизмом, а его ядро равно 
Ж®1). Композиция г\ с ограничением Е~Ж(Ж®В)/Ж®1-+(У(Ж®1) 
дает элемент [ц] группы Ext (Л, J)c^.KKi(Ai / ) , причем известно, что 
композиция АХЖ{Ж®В)1Ж®1-><У{Ж®В) совпадает с ф. Остается 
проверить, что в этом случае и\[ц\ = [ф] в группе ККЦА, В). 

Конструкция, проведенная в доказательстве леммы 1, позволяет по­
строить такой гомоморфизм %: А~*Ж (М2®Ж®В) и инвариантный эрми­
тов проектор РЕЕЖ(М2®Ж®В), ЧТО VUEEA 1(a) Р—РЦа) ЕЕМ2®Ж®1 
и т)(а)®0=Р£(а) modМ2®Ж®/. Если (f, P)e=&l(A, J) —элемент, по­
лученный из (g, P) при ограничении Ж(М2®Ж®В)-+Ж(М2®Ж®1), то 
в группе Е*(А, В) u(g, Р) — (.£, Р) ввиду п. 1 теоремы 2 § 4 (здесь ис­
пользуется изоморфизм леммы 2). (Я 

З а м е ч а н и е 3. Если расширению 0-кй-кО->-Л-^0 соответствует, 
согласно замечанию 2, элемент а<^КК*(А, В)у то расширению 0-+ВФ 
©0->/)©АЛ1->Л1->0, индуцированному посредством гомоморфизма / : 
А^А, очевидно, соответствует элемент f*{a)^:KKi{Au В). Далее, 
если диаграмма расширений 

0 -> B1->D1->A~>0 
4 I ll 

0-*B2-+D2->A-+0 
коммутативна, причем либо g— эпиморфизм, либо Bi — идеал в В 2 и 
g— вложение, то при гомоморфизме g*: /(/С1 (Л, В^-^КК^А, В2) эле­
мент, соответствующий первому расширению, переходит в элемент, соот­
ветствующий второму расширению. Для эпиморфизма утверждение оче­
видно, а для вложения — содержится в доказательстве леммы 3. 

Установим теперь некоторые общие факты, касающиеся гомотопи­
ческих функторов на категории С*-алгебр. 

О п р е д е л е н и е 4. Мы будем говорить, что функтор L (ковариант-
ный или контравариантный) из категории С*-алгебр (или некоторой ее 
подкатегории) в категорию абелевых групп является гомотопическим 
функтором, если L'(f0)=L(fi) для гомотопных гомоморфизмов f0 и fi. 

10* 
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(Гомоморфизм L(f) далее будем обозначать через /* или /*.) Скажем, 
что L удовлетворяет аксиоме точности, 'если для любой алгебры D 
и идеала / имеет место короткая точная последовательность 
L{J)h>L{D)XL{D/J) в случае ковариантного L и L ( D / / ) X L ( D ) i ; 
i* 

-> L (J) — в случае контравариантного L, где i: JQ.D — вложение, q : D->-
->-£)//— проекция. Алгебра D называется стягиваемой, если тождествен­
ный гомоморфизм гомотопен нулевому. 

ЛЕММА 4. Рассмотрим гомотопический функтор L, удовлетворяю-
щий аксиоме точности, определенный либо на категории ядерных сепара-
бельных С*-алгебр, либо на категории С*-алгебр со счетной аппроксима­
тивной единицей. (В действительности годится любая категория С*-ал-
гебр, содержащая все алгебры, которые используются в доказательстве.) 
Пусть J — идеал в алгебре D. Тогда: 

1) если D/J стягиваема, то вложение i: JC^D индуцирует изоморфизм 
L(J)~L(D); 

2) вложение / = /[0]GS(D, D/J) индуцирует изоморфизм 
L(J)~L(S(D,D/J)). (Определение S(D, D/J) см. в п. 18 § 1.) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку факторалгебра S(D, D/J)/J[0]~ 
~(D/J) [О, 1) стягиваема, то 2) вытекает из 1). В доказательстве 1) бу­
дем для определенности считать, что L — ковариантный функтор. Оче­
видно, L(E)—0 для стягиваемой алгебры Е, поэтому L(D/J) = 
= L((D/J) (0, l ) ) = L ( / ( 0 , 1]) = 0 . Из точных последовательностей 

L(/)->L(D)-*L(D//)=0, 

0 = I ( (D/ / ) (0 , \))-+L(S(D,D/J))-+L(D), 

. 0 = L(/(0, \])-^L(Zi(J, D))-^L(S(D, D/J)) 

вытекает, что i* : L(J)-^L(D)—эпиморфизм, a L(Zi(J, D))^ 
~-^L(S(D, D/J))-^L(D) —мономорфизм. Однако алгебра Z±(J, D) гомо-
топически эквивалентна /, и композиция / G / [ 0 , l ]GZi( / , £))*->-
-+S(D, D/J)~*D совпадает с L Поэтому и также и мономорфизм.Ц 

ЛЕММА 5. Рассмотрим ковариантный функтор L, удовлетворяющий 
условиям леммы 4. Пусть J — идеал в алгебре D, i: JQ,D — вложение, 
q : D-+D/J — проекция. Имеет место бесконечная влево точная последо­
вательность: 

. . . i§.L(D(0, \))%L((D/J)(Q, \))Xb(J)XL(D)H-L(D/J), 

где б — композиция L((D/J) (0, l))-+L(S(D, D/J))~L(J)„ Для контрава­
риантного функтора L имеет место аналогичное (двойственное) утверж­
дение. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно проверить точность в начальных 
трех членах. Точность в L(D) имеется по условию, а точность в L(J) по­
лучается из точности последовательности 

L({DU) (0, l))-+L(S(D, DIJ))^L(D). 
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Рассмотрим теперь алгебру 
T(D,D/J)=D(-l,0]®D/j(D/J)[0, 1). 

Заметим, что L(T(D, D/J))~L((D/J) (0, 1)), так как факторалгебра 
r ( f l ; D// ) / (D/ / ) (0 , l )^ f l (—1,0] стягиваема. Кроме того, вложение 
D(—1, 0)G7'(A D/J) гомотопно отображению факторизации D(0, 1)->-
-*(D//)i(0, 1)<ZT(D, D/J). Поэтому точность в L((£//) (0, 1)) сле­
дует из точности последовательности L(D(—1, 0))->L(7'(D, £)//))->-

-+L(S{D,D/J)).m 
ЛЕММА 6. Пусть алгебра А ядерна и aD^KKl (А, В)—элемент, со­

ответствующий, согласно замечанию 2, расширению 0—кВ—KD-^Л-^О. 
Тогда при гомоморфизме 

8:КК°(А(0, 1),Л(0, 1))-+КК°(Ш l),S(D,A))~ 
~КК°(А(0, \),В)~КК1(А,В) 

каноническая образующая тА(с, i> (^l) переходит в aD. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала докажем наше утверждение для 

расширения 0->С(0, 1)->С(0, 1]->С-й). Соответствующий ему элемент 
из Ext(C, С(0, 1)) определяется гомоморфизмом ср : С-*б?(С(0, 1)), при 
котором 1 е С переходит в элемент t mod С(0, 1)^СЬ(0, 1)/С(0, 1), где 
Сь(0, 1) —алгебра всех ограниченных непрерывных функций на (0, 1), 
t—координатная функция на (0, 1). Положим P = f e C b ( 0 , 1), F=2P—1. 
При подходящем гомеоморфизме (0, 1) на R1 функция 2t—1 -переходит 
в ^•( l + ||A:||2)-1/«eCb(R1). Поэтому изоморфизм Е'(С, С(0, 1 ) ) ~ 
~КК1(С, С(0, 1)) переводит элемент (id : C->Cft(0, 1), Р) в образующую 
^ ( R 1 ) (см. §5) . 

С другой стороны, б совпадает с периодичностью Ботта, что и дока­
зывает утверждение в рассматриваемом частном случае. 

Используя теперь гомоморфизм тА, получим наше утверждение для 
расширения 0->Л(0, 1)->Л(0, 1]-^Л->0. 

Применяя вторую часть замечания 3 к коммутативной диаграмме 
0-+Л(0, 1) -> Л(0, 1] ->Л-+0 

\ \ II 
0 -+S(D9 A)->Z0(D, Л)-> Л-*0 

t f II 
0 >. В v D ^ А -у 0 

где f — композиция £>СД0, 1]->Z0(Z), Л), получим утверждение в общем 
случае. Щ 

ТЕОРЕМА 2. Пусть алгебры А и В тривиально градуированы, при­
чем А ядерна; J — идеал со строго положительным элементом в В. Обо­
значим вложение JczB через i, а проекцию B-^B/J—через q. Имеет ме­
сто бесконечная в обе стороны {когомологическая) точная последова­
тельность: 

. . . X ККп (А, В) % ККп (Л, B/J) X KKn+1 (A,J)X KKn+1 (Л, В) % . . . , 
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где пограничный гомоморфизм б определяется как композиция 

ККп(А, B/J)~KKn+1(A, (B/J)(0, 1))-+7СГ+1(Л, S(B, B/J))~KKn+1(A, J). 

Если алгебра В/J также ядерна и сепарабельна, то 8(х) = x®B/J[^]y где 
[(p]^KKl(B/J, J) — элемент, соответствующий расширению 0 -W-H3->-
-+B/J-+0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду теоремы 3 § 4 и леммы 3 функтор 
L(B)=KKi(A, В) удовлетворяет условиям леммы 5, которая вместе с 
периодичностью Ботта (теорема 7 § 5) и дает искомую точную последо­
вательность. Для доказательства второго утверждения достаточно рас­
смотреть коммутативную диаграмму 

ККп (A, BIJ) ®В/у КК° (ВАЛ BIJ) --, ККп (A, B/J) 
II J* \* 

ККп (Л, B/J) ®B/j КК1 (B/J, J) • ККп+х (Л, /) 

где 6i определяется так же, как б, и применить лемму 6. Щ 
ЛЕММА 7. Пусть алгебра А ядерна, I — идеал в A, i: IQ.A —вложе­

ние, q : A-+A/I— проекция. Тогда последовательность групп 

КК1 (АН, В) £ . КК1 (А, В) $. КК1 (/, В) 
точна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что i*q* = 0. Проверим, что Кег fczlm q*. 
Пусть q>^&xt(A, В), Г(ф) = 0 в группе Ext(/, Л), т. е. композиция ф-г: /->• 
->-0(Ж®В) после добавления некоторого ^^2)xt(I, В) становится эле­
ментом 3)xt(I, В). Зафиксируем такое правильное G-вложение 
А(^Ж{Ж), что А(~]Ж = 0. Композицию Ас;М(Ж)СХЛ(Ж®В)-+0(Ж®В) 
обозначим через я. Согласно обобщенной теореме Войкулеску (§ 1, 
п. 16), 1|зФГ(я) унитарно эквивалентен Г (я), поэтому элемент 
t*(cp)©\|)0f (я)е<0х£(/, В) унитарно эквивалентен Г(ффя). Для удоб­
ства переобозначим ф©я через ф. 

Пусть элементу y^<§xt(A, В) соответствует расширение 0-+Ж®В -!> 
1>Е ДЛ->0. Согласно замечанию 3 элементу i*{q>)e&xt(I, В) соответ­
ствует расширение 

0-^Ж^В-^О = р^(1)Л-1^0. 

Поскольку f ( ф ) е ^ Ы ( / , В), последнее расширение расщепляется: су­
ществует такой гомоморфизм s :/-W), что ps=l. Используя расщепле­
ние s, из точной последовательности теоремы 2 нетрудно получить, что 

КК1 (A/I, D) ~KKl {A/I, Ж® В) @КК' {А/1,1). 

Проекцию на первое прямое слагаемое обозначим через со. Пусть 
$^КК1(А/1, D) — элемент, соответствующий расширению 0-^D-^E->-
~+E/Dc^A/I-+Q. Покажем, что 9*(со(Р)) =[ф]. (Здесь мы отождествляем 
группу КК*(А, Ж®В) с /С/С1 (Л, В) так же, как в замечании 2.) Доста­
точно проверить совпадение элементов д*(Р) и £*([ф]) в группе KKl(A,D)9 
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так как их проекции в КК* (А, Ж® В) при аналогичном расщеплении 
КК1 (A, D) ~КК1 (А, Ж®В) ®КК' (А, I) 

равны соответственно ^*{со(|3)) и [<р]. Совпадение #*(Р) и £*([ф]) выте­
кает из замечания 3 и коммутативной диаграммы 

О-+Ж0В Д. Е £ _ + Л _ > 0 

0->(D©0)->- (Е@АЦА)Л Л->0 

где "f (х) = (х, р(х)); g (х, у)=у.Щ 
ЛЕММА 8. Пусть обе алгебры А и В ядерны и сепарабельны. Обо­

значим через aD^KKj (А, В) элемент, соответствующий, согласно заме­
чанию 2, расширению 0->Я-^£)-^Л->0. Тогда при гомоморфизме 
д:КК°(В, B)~KK°(S(D, Л), В)->КК°(А(0, 1), В)~КК1(А, В) канони­
ческая образующая rB(ci) переходит в aD. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так же, как в доказательстве леммы 6, ут­
верждение легко проверяется для расширения 0->С(0, 1)-^С[0, 1)-*-С-ИХ 
(Элемент aD в этом случае равен канонической образующей /С1(С(0, 1)), 
взятой со знаком минус.) Используя гомоморфизм тв, получаем наше 
утверждение для расширения 0-*В(0, 1)->В[0, 1)-кВ-Я). Общий случай 
следует из коммутативной диаграммы 

О-*Я(0, 1)-->£[0, 1) ->В >0 
II | | 

О-+5(0, 1)->D[0, 1) -+S(D, Л) ->0 
II f f 

0->fi(0, 1)->D(0, 1) ->Л(0, 1) ->0 
я замечания 3. • 

ТЕОРЕМА 3. Пусть алгебры А и В тривиально градуированы, причем 
А ядерна; I—идеал в А. Обозначим вложение IQ.A через i, а проекцию 
A-+-A/I— через q. Имеет место бесконечная в обе стороны (гомологи­
ческая) точная последовательность: 

. . . &Кп+1К(А,В)^Кп+1К(1,В)-^КпК(А/1,В)«1КпК(А, Я ) Д . . . . , 

где граничный гомоморфизм д определяется как композиция 
Kn+iK(I, B)~Kn+iK(S(A, Л//), B)-+Kn+iK((A/I)(0, 1), B)^KnK(A/I, В). 

Гомоморфизм д допускает также следующее определение: д(х) =[<p]®i#, 
где [ф]еКК1 (А/1,1) — элемент, соответствующий расширению 0-+I-+A-+-
->Л//-*0. 

Доказательство аналогично доказательству теоремы 2. (Ссылка на 
лемму 6 заменяется ссылкой на лемму 8.) Щ 

С л е д с т в и е 1. Пусть алгебры А и В тривиально градуированы, 
причем А ядерна. Тогда 

KtK (Л, В) ~ KiK (Л, 5) ~ KtK (Л, S) ~ Ш (Д В). • 
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З а м е ч а н и е 4. Если в расширении 0-+B-+DДЛ-Ю алгебры Л, D 
и гомоморфизм р унитальны, то соответствующий элемент из КК1 (А, В) 
принадлежит подгруппе КК1 (Л, В). Действительно, при ограничении на 
ССА получаем расширение 0-^В->-Л-^С->0, которое расщепляется. 

На основании теоремы 1 поглощающие расширения с точностью до 
унитарной эквивалентности классифицируются элементами группы 
/С/С1 (Л, В). Зафиксируем а^КК'(А, В). Пусть 0-+Ж®В-*Оа-+А-+0— 
соответствующее а поглощающее расширение. (Алгебра Л предполага­
ется ядерной.) Зафиксируем также естественное вложение DaczJ(ffl® 
®В). Как описать класс всех расширений 0-^B-^D-^-A-^O (или СМ-
-+Ж®В~+В-+А-+0), которые определяют тот же элемент а^КК^А, В)? 
Имеет место 

С л е д с т в и е 2. Если O - K B ^ D - W I - ^ О (где В4 = В или Ж®В) — 
произвольное расширение, определяющее элемент ос, то существует та­
кое вложение DQ,Da и такой инвариантный проектор Р^М{Ж®В), что: 

1) D+(W®B)=Day 
2) Р(Ж®В)Р=Ви 
3) ОП(Ж®В)=Р(Ж®В)Р. 

Обратно, если D — такая подалгебра в Daj a P — такой инвариантный 
проектор в JL'{Ж®В), что Р(Ж®В)Р~В или Ж®В и выполнены усло­
вия 1), 3), то расширению Он^Р(Ж®В)P-HMD-КЛ-И) соответствует эле­
мент а^КК1 {А, В). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прибавив к расширению 0-^51-^-/)->Л->0 
расщепимое поглощающее расширение 0-+Ж®В->О0-+А-*0, получим 
поглощающее расширение, унитарно эквивалентное 0-+Ж®В-+Оаг+А->-
—>-0. Поэтому можно считать, что Da=D8—сумма D и D0 (см. определе­
ние 1). Определим вложение DGZ)e по формуле: *-> ( ] , где 

\0 sp(x)J 
р : D-+A — проекция, 5 : A-+D0— гомоморфизм-сечение, а проектор Р по 
формуле: Р= [ J .Тогда условия 1)—3) очевидно будут выполне­

ны. Обратно, для любой пары (Д Р), согласно 3), Р(Ж®В)Р = 
=ОГ)(Ж®В) —идеал в Д а согласно 1), 0/Р(Ж®В)Р~Оа/Ж®В~А. 
Из коммутативной диаграммы 

0->Р(Ж®В)Р->Э-+А + 0 
I 1 1 

0 ->J£ ® В > Da -> А -* 0 

вытекает, что элемент Ьв%А{с^)^:К^(А, Р(Ж®В)Р) переходит при вло­
жении Р{Ж®В)Р(^Ж®В в элемент 6пахА(с,)^КК'(Ау Ж®В). 
Поэтому расширение {У->Р(Ж®В)Р-^Б-^А-^^ определяет элемент 
а^КК1(А,В).Ш 

С л е д с т в и е 3. К-функтор KKl(E, D) для алгебры Д получающей­
ся в результате расширения 0->-Д-кО—^Л->0 {где Bt = B или Ж®В, а 
алгебры А и Е ядерны и сепарабельны), зависит только от класса 
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а^КК1(А, В), определяемого этим расширением. Аналогично для 
KKl(D, Е) в случае, когда D ядерна и сепарабельна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно воспользоваться единственностью 
поглощающего расширения, соответствующего а, наличием гомоморфиз­
ма расширений D(ZDay функториальностью точных последовательностей 
теорем 2 и 3 и леммой о пяти гомоморфизмах. Щ 

Рассмотрим теперь вкратце расширения градуированных алгебр. За­
фиксируем каноническую градуировку пространства Ж и соответствую­
щую ей градуировку алгебры Ж. Определения полугрупп Ext (Л, В), 
Exta(A, В) и В1 (Л, В) остаются прежними, за исключением следующих 
поправок: все гомоморфизмы должны быть градуированными, при опре­
делении унитарной эквивалентности и сложения используются инвари­
антные изометрии степени 0, в определении 3 элемент Р имеет степень 0. 
Лемма 1 дословно сохраняется. (В доказательстве второго утверждения 
этой леммы для получения градуированного поднятия % надо воспользо­
ваться тем же приемом, что и в лемме п. 10 § 2: заменить % на %0: %0(а) = 
= p (dega )(x(a)), где р(г)— проектор на М{Ж®В)^ в Ж{Ж®В).) В ре­
зультате для ядерной алгебры А 

Ext«(A, B)~Ext(A, В)~Е*(А, В). 
Параллель со случаем тривиально градуированных алгебр обрыва­

ется на лемме 2, которая неверна в градуированном случае. Например, 
£4 fcli0, С) ̂ /С1 (С) ^/С/С1 (С,, 0, С), 
Е*(С,С^)~К1(С)* КК1(С9С^). 

(Первый изоморфизм проверяется непосредственно, а второй проще все­
го установить с помощью тех же соображений, что и в лемме 2.) Отме­
тим также, что для тривиально градуированных алгебр полугруппа 
Ei(A, В) изоморфна прямой сумме д в у х э к з е м п л я р о в группы 
КК}(А, В), так как из условия коммутирования ф и Р с градуировочным 

/1 0 \ _ / ф 1 0\ 
оператором е = пространства Жв следует, что ф = х 

\0 — 1 / \0 фа/ r=(Pl °V U pj 
Связь El(A, В) с /(-функтором неясна. Тем не менее можно изучать 

Ei(A, В) в полной аналогии с /(-функтором. Положим Еп(А, В) — 
=£'1(A(Rn~1), В) (действие G и «вещественная» инволюция на Rn_1 три­
виальны). 

ТЕОРЕМА 4. Для градуированных алгебр А и В полугруппа Еп(А, В) 
является группой, гомотопически инвариантной по А и В. Если алгебры 
Л0, В0 и D градуированы тривиально, причем А0 сепарабельна, а В0 и D 
имеют строго положительные элементы, то определены билинейные спа­
ривания: 

Е1 (А, В® D) ®DKK1 (D® Л0, В0)— Еч(А ® Л 0 , В ® В0\ (4) 

КК! (А0, В0 ® D) ®D Е1 (D ® А, В) --> Еч (А0 ® А, В0 ® В\ (5> 
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обладающие обычными свойствами функториальности, ассоциативности 
и свойством коммутирования с гомоморфизмом х {см. теорему 4 § 4). 
Далее, если Н — сепарабельное градуированное гильбертово простран­
ство, то Е1(А®Ж(Н), В)~Е'(А, В)~Е{(А, В®Ж{Н)). Если группа G 
действует на Rn посредством спинорного представления, то 
El(A (Rn), В)~Е1(А, В)с^Е'(А,В(Яп)) при п = 0 (mod 2) в комплексном 
случае и при nz=0 (mod 8) в вещественном случае; El(A (RP>g), B)~ 
~Е*(А, В)~Е{(А, B(Rp'q)) при p—q = 0 (mod 8) в «вещественном» слу­
чае. Кроме того, El{A, B)~Ei(A(Rn)i B(Rn)) при всех п. Если алгебра 
А ядерна, I и J — градуированные идеалы в А и В соответственно, при­
чем у J есть строго положительный элемент, то имеют место бесконечные 
точные последовательности: 

. . . £ . £ " ( Д В)ИЕп(1, В)ХЕп"(А/1, В)ИЕП+1(А, В)Л 

. . . Д.£Я(Л, В)%Еп(А, B/J)XEn+1(A, У)4£П + 1(Л, В)Х . . ., 

где i: IQ.A, j : / С В — вложения, р : A-+A/I, q : B-+B/J — проекции. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Заменив в определении Е1(А, В) гомологич-

ность на гомотопию, получим новую полугруппу E*t (А, В). Она являет­
ся группой: элемент, обратный к (ф, Р), равен (ф, 1—Р). В самом деле, 
операторная гомотопия 

[[о Ф Г [О О) i+*.\(i-p)t (1-я) /У 
переводит (<р, Р)©(ф, 1— Р) в (ф0ф, 1 0 0 ) е й ) 1 (А, В). Теоремы 2 и 3 
§ 4 дословно переносятся на £*t (А, В). 

Спаривания (4) и (5) мы определим сначала при £==1, / = 0 , заменив 
при этом Е1 на E^t. Для удобства будем вместо пар (ф, Р)^Е^ (А, В) 
рассматривать пары (ф, F=2P—1), считая, что degP = 0 и Va^A 
элементы ф(а)Р—Рф(а), (Р2—1)ф(а), (F—Р)ф(а) принадлежат Ж®В. 
Группу K*K{D®A^ B0) реализуем так, как указано в теореме 2 § 6. 
Пусть (ф, F)^&l(A; B®D), (ф0, Р0)&^о(о(£>®Л0, Во). Проводя те же 
построения, что и в доказательстве теоремы 4 § 4, получим гомоморфиз­
мы 

Ф 0 : 2 (Xs&s) ® Л (X) d,o -* 2 (Жвъв.) 
и 

У®оЪ:А®А0-+2>(Жв®в0). 

(Отметим, что пространство Жв, считается тривиально градуированным, 
так что градуировка 2@в®в0 определяется градуировкой Жв.) Положим 

F&DFQ = YM • Ф0(Р ® 8Х) + YN • (1 ® Р0), 

где 8j— образующая С1( 0, а М и Л/ удовлетворяют аналогу определения 
5 § 4. Второе спаривание получается точно так же. Здесь 

F0&DF = YM • Ф(Р0® 1) + У*? • Ф(ФоЫ ® 1) • (1 ® F). 
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Теорема 1 § 6 и лемма 1 § 6 дословно переносятся на ££t (Л, В), что 
дает изоморфизм £J t (А, В)~Е1(А, В) (см. вторую часть доказательст­
ва леммы 2). Периодичность устанавливается посредством произведе­
ния-пересечения с элементами anEEK0(Rn) и fin^K°(Rn) как в § 5 (здесь 

,л==0 (mod 2) или (mod 8)). Из периодичности следует, что композиции 

£ i (Л, 5) — ^ U Е1 (A (R"), В (Rn)) Tc(R™U £i (Л ( О , 5 ( R 8 * ) ) ^ 1 (Л, 5), 

£ i (Л (R"), 5 (R")) J 2 5 I 2 U £i (Л (R8/I), 5 (R8*)) ~ Я1 (Л, В) -* 

J ^ U f i ^ R " ) , £(R*)) 
тождественны. Значит, £'(.<4(Rn), B(RT?))^£1(/1, Б) . Теперь спаривания 
(4) и (5) можно определить при всех i, /. 

В случае тривиально градуированного пространства Н теорема 1 
§ 5 дословно переносится на Е1(А, В). В общем случае достаточно дока­
зать требуемые изоморфизмы при Н=Ж, поскольку тогда 

ЕС(А ® Ж (Я), В) ~£'*(Л ® Ж (Я) ® Ж, В) ~ Г (Л ® Ж, В) ~£ 1 ' (Л, Б). 

Обозначим временно через J^0 алгебру Ж с тривиальной градуировкой. 
Ясно, что Ж~Ж0®М2, где градуировка М2 определяется градуировоч-

ным оператором е — [ I (действие G на М2 тривиально). Остается 

проверить, что 
Е1 (А, В) ~ Е1 (А ® М2, 5), Я1 (Л, 5) ~ Б1 (Л, В ® М2). 

Обозначим через Жв пространство Жв с противоположной градуиров­
кой. Первый изоморфизм переводит (ф, Р) в (cp(g>l : А®Мг-*3? (Жв® 
®ЖВ), Р@Р). Обратное отображение получается ограничением на 

Л®еи (где е ц » ) Е М 2 ) . Второй изоморфизм индуцирован вло­

жением 2'{ЖВ)С^2\Жв®Жв), а обратный к нему — отождествлением 
Жвч5с?бв С Жв, 

Точные последовательности для Е{(А, В) устанавливаются так же, 
как в теоремах 2 и 3. Щ 

З а м е ч а н и е 5. Вопрос о существовании точных последовательно­
стей для /(-функтора в градуированном случае остается открытым. 

Поступило 
16.1.1979 
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