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ПРЕДКВАНТОВАНИЕ 

§ 0, Введение 

Эта статья является первой из двух частей работы, посвященной построе­
нию единой теории унитарных представлений связных групп Ли. < 

Мы обнаружили, что если подходящим образом обобщить и сделать 
строгим то, что физики имеют в виду под квантованием функции, то можно 
построить теорию, которая позволяет существенно продвинуться в построе­
нии всех унитарных неприводимых представлений связной группы Ли. 
В компактном случае эта теория включает теорему Бореля — Вейля. Обоб­
щая результаты А. А. Кириллова о нильпотентных группах, Л. Ауслендер 
и я показали, что эта теория позволяет построить все неприводимые унитар­
ные представления разрешимой группы типа I (критерий принадлежности 
группы типу I также просто формируется в терминах этой теории). В полу­
простом случае, согласно результатам Хариш-Чандра и Шмида, оказывается, 
что построенных таким образом представлений достаточно для разложения 
регулярного представления. 

х) В. К о s t a n t, Quantization and unitary representations, Lecture Notes in Mathe­
matics, № 170 (1970), 87—208. Перевод' выполнен А. А. Кирилловым. 
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Теория, о которой идет речь, основана на дифференциальной геомет­
рии х). Основное соображение состоит в том, что 2-форма симплектического 
многообразия при некоторых условиях (условиях целочисленности) является 
формой кривизны линейного расслоения со связностью; что гильбертово 
пространство, фигурирующее в теории (по крайней мере, в этой части рабо­
ты), строится из сечений этого линейного расслоения и что на этих сече­
ниях действует некоторая алгебра Ли (относительно скобки Пуассона) 
функций на многообразии» 

Эта конструкция, ставящая в соответствие функции оператор, и есть 
квантование, 

Построение гильбертова пространства и алгебры Ли, упомянутых выше, 
требует введения понятия поляризации многообразия* (В классическом 
построении квантовой механики поляризация означает, например, выделе­
ние g-координат в четномерном фазовом пространстве с каноническими коор­
динатами р л q. Однако это понятие более широкое и включает представле­
ние Бергмана — Фока — Сигала соотношений Гейзенберга в терминах 
z — q + ip так же, как и обычное представление в д-пространстве.) 

Мы займемся этим в части П. В части I мы рассматриваем только пред-
квантование (см. п. 4.3), 

Представление группы возникает из симплектического однородного 
пространства X, когда соответствующая алгебра Ли гамильтоновых вектор­
ных полей может быть поднята до алгебры Ли квантуемых функций. Один 
из наших результатов (теорема 5.4.1) утверждает, что это имеет место тогда 
и только тогда, когда X является орбитой в пространстве, дуальном к алгеб­
ре Ли (или накрытием такой орбиты); это оправдывает идею построения 
неприводимых представлений, исходя из орбит (как это сделал А. А. Ки­
риллов в гнильпотентном случае) 2)« Из этого результата вытекает также 
обобщение теоремы Уанга, характеризующей компактные кэлеровы одно­
родные многообразия. Кроме того (следствие 1 к теореме 5.7.1), обобщая 
результат Бореля — Вейля в компактном случае, мы получим, что 2-форма 
на орбите, определяемой линейным функционалом на алгебре Ли, цело-
численна, если и только если является дифференциалом некоторого характе­
ра стационарной подгруппы (быть может, несвязной) точки. 

Первая часть посвящена дифференциально-геометрическим основаниям 
теории. Для полноты мы приводим с доказательствами основные факты 
теории'линейных расслоений со связностью (многие из этих фактов извест­
ны, хотя некоторые, возможно, являются новыми; например, теорема 2.5.1, 
классифицирующая все линейные расслоения со связностью, имеющие 
заданную'кривизну). Большое значение имеет теорема 1.13.1, сопоставляю­
щая с каждым линейным расслоением со связностью некоторое центральное 

*) В однородном случае теория может быть построена чисто в групповых терминах 
(см. [6]). (Прим. пер ев.) 

2) Классификация однородных симплектических многообразий с помощью орбит 
была независимо получена около 5 лет назад Б. Костантом, Ж. М. Сурьо и А. А. Кирил­
ловым. Эти результаты опубликованы в настоящей статье (см. § 5), в [7] и в [8] соот­
ветственно. 
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расширение группы. В симплектическом случае это расширение ниже будет 
связано с центральным расширением алгебры Ли гамильтоновых векторных 
полей, определяемым алгеброй Ли функций относительно скобки Пуассона. 
Эта связь играет центральную роль в идее предквантования. 

§ 1. Линейные расслоения со связностью 

1.1. Все многообразия, рассматриваемые здесь, предполагаются диффе­
ренцируемыми класса С00, сепарабельными (как топологические простран­
ства) и, если не оговорено противное, связными. Термин «гладкое» в приме­
нении к отображениям многообразий означает «дифференцируемое клас­
са С°°». Если М — многообразие, С{М) означает алгебру всех комплексно-
значных гладких функций на М. 

Пусть тс: М -> N — сюръективное отображение множеств; сечением я 
(или просто сечением, если ясно, о каком я идет речь) называется такое 
отображение s: N -> М, что nos — тождественное отображение N* 

Пусть X — многообразие. Линейным расслоением над X мы называем 
векторное расслоение (в гладком смысле) со слоем С (комплексные числа). 
Это обозначается схематически: 

Таким образом, L является многообразием. Проекция я — гладкое 
отображение, и если положить Lp = я_1(р) для р 6 X, то Ьр — одномерное 
векторное пространство над С. Кроме того, существует такое (открытое) 
покрытие U = {Ut}, i 6 I многообразия X и такие не обращающиеся в нуль 
гладкие сечения st: U% -> L, что отображения г]*: С X Ut ->- n~\Ui), задан­
ные формулой r|i(z, q) = z-St(q), являются диффеоморфизмами. 

Множество пар {(Ut, st)}, i £ / , обладающее указанным выше свойст­
вами, называется локальной системой линейного расслоения над X. Для 
заданной локальной системы можно определить переходные функции ctj £ 
6 C(Ut П Uj), i, j 6 Ii c помощью равенства CijSt = Sj в Ut f| Uj. 

Разумеется, справедливы соотношения 

(1.1.1) cu = с# и cucjk = cik в Ut П Uj П Uk. 

Мы обозначим S(X, L) или просто S, если Х и L существуют, простран­
ство всех гладких сечений s: X ->- L. Если s: X -> L — некоторое сечение, 
а ф — комплекснозначная функция на X, мы определим cps как сечение, 
заданное формулой (<ps)(p) = q>(p)s(p)m Пространство S становится, таким 
образом, С(Х)-модулем. 

Если задана локальная система и любое (не обязательно непрерывное) 
сечение s: X -> L, то можно однозначно записать s = ф ^ в J7f, где ф* — 
комплекснозначная функция в Ui% Набор функций ф̂  называется локаль­
ными координатами сечения s. Ясно, что 

(1.1.2) CiMj = ф| в ?7, П Uj-
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Обратно, любой набор функций ф* (на Ut), удовлетворяющих (1.1.2), 
является локальными координатами однозначно определенного сечения s. 

Ясно, что s (i S, если и только если ф* £ C(Ut) для всех i. Можно, одна­
ко, рассматривать более широкое пространство Sm = Sm(X, L) всех изме­
римых сечений. Сечение s: X —>- L называется измеримым, если для всех i 
функция фг измерима (по Борелю) в Ut. Это определение, очевидно, не зави­
сит от выбора локальной системы. 

1*2. Напомним, что два линейных расслоения L1 и L2 над X называются 
эквивалентными, если существует такой диффеоморфизм т: L1 ->- L2, что 
для каждого р £ X т индуцирует линейный изоморфизм Lp -* Lp. Таким 
образом, на множестве линейных расслоений определено отношение экви­
валентности; обозначим X — Х(Х) множество классов эквивалентности. 

Известно, что на X можно ввести групповую структуру (используя 
тензорное произведение линейных расслоений) и что возникающая группа 
естественно изоморфна Н2(Х, Z) (теория первого класса Чженя). Мы напом­
ним определение чеховских когомологий Нг(Х, А) для абелевой группы А 
и конструкцию упомянутого выше изоморфизма. 

Покрытие U = {Ut}, i (z I многообразия X называется стягиваемым, 
если множества 

Uii...ik = Uii(]...[]Uih 

гладко стягиваемы при всех к и всех (£0, . * ., ih) £ Ik+1, для которых 
UtQ . . . tk ф 0 (т. е. для каждого симплекса). Известно, что стягиваемые 
покрытия существуют и, более того, каждое покрытие допускает стягивае­
мое измельчение (можно использовать, например, выпуклые окрестности 
относительно произвольной римановой метрики на X). 

Пусть А — любая абелева группа и U = {Ut}, i£l — покрытие X. Назо­
вем йхцепыо относительно этого покрытия функцию (i0, . . .,ik)-+cii t t t i ^Л, 
определенную на множестве всех /с-симплексов и принимающую значения 
в группе А. Совокупность всех fc-цепей образует группу Ck (U, А) относи­
тельно операции сложения функций. Оператор d: Ck(U, А)~^Ск^г (U, А) 
определяется равенством 

fc+i 
@a)i ih =J\ ( —IV a. * . . v / i 0 . . . i f t + 1 gQ\ ) i0...ij...ik+i 

Справедливо равенство d2 = 0 и соответствующая группа когомологий 
обозначается Hh(VL, А). Если 25 — измельчение покрытия U, определен гомо­
морфизм Hh(U, /l)->#fe(23, А), что позволяет определить индуктивный 
предел по множеству всех покрытий. Этот предел называется группой 
когомологий Hh(X,A) в смысле Чеха. Для любого покрытия U имеется 
естественный гомоморфизм Hh(tt, A)-*~Hh(X, А). Если покрытие U стяги­
ваемо, то это отображение является изоморфизмом (см. [1], следствие 
на стр. 237; см. также ниже нашу теорему 5.9.2). Таким образом, мы можем 
отождествить fffe(U, А) с Нк(Х, А), если U —стягиваемо. 

Напомним, что функция a£C2(U, А) является коциклом, если и только 
если выполняются условия 

(1.2.1) аш — аш + ain — ат = О, 
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коль скоро Uijhi^ 0 - Этот коцикл определяет нулевой элемент группы 
когомологий, если и только если существует такой элемент Ъ £ (^(U, А), что 

а>т = Ьи + bjk — bik. 
Пусть теперь L — линейное расслоение над X и {(Ut, st)}, i £ I— 

локальная система для L. Мы можем считать (переходя, если нужно, к из­
мельчению), что {Ui} — стягиваемое покрытие. Пусть ctj — функции пере­
хода. Так как множество Ut f| Uj стягиваемо (если оно не пусто) и, следо­
вательно, односвязно, мы можем определить гладкую комплекснозначную 
функцию ftj на Ut П Uj по такой формуле: 

Если Ut П Uj П Uh ф 0 , то из равенства CijCjk = cik следует, что 
ехр(2яшш) = 1, где 

aijk = fij + fjh + fhi-
Но тогда atjk должна быть целочисленной функцией и, будучи непре­

рывной, постоянна на £/̂ &. Значит, она задает элемент С2(Х, Z). Ясно, 
что это — коцикл и что соответствующий элемент [а] £ Н2(Х, Z) не зави­
сит от выбора ветви логарифма. 

Тот факт, что класс [а] £ Н2(Х, Z) не зависит также от выбора локаль­
ной системы и на самом деле зависит только от класса эквивалентности 
[L] 6 X расслоения L, следует из того, что если c\j и c\j — функции пере­
хода для расслоений L1 и L2, соответствующие локальным системам 
{(Ui, s\)} и {(Ui, si)}, i(zl, то L1 эквивалентно L2, если и только если суще­
ствуют такие гладкие функции Kt: Ui -»- С*, что 

(1.2.2) Xic1
ijXj1 = cb в UiftUj. 

Таким образом, мы имеем отображение 
(1.2.3) к: £ -> t f 2 (X, Z), 

переводящее [L] в [а]. Инъективность и сюръективность можно получить, 
используя разбиение единицы. А именно, выберем U одновременно стяги­
ваемым и локально конечным. Тогда существует разбиение единицы 2 hi = 

= 1, где ht — функция с носителем в Ut. Далее, если а £ C2(U, Z) — ко­
цикл, то элемент ftj £ C(Ut f| Uj) может быть корректно определен равен­
ством fij = 2 aijkhk, и в силу (1.2.2) мы получаем 

fij + fjh — fik = aijk 6 Z. 
Если положить теперь ctj = ехр(2я£/^), то будут выполнены равен­

ства (1.1.1). Значит, существует линейное расслоение L с локальной систе­
мой, для которой ctj являются функциями перехода. Ясно, что x([L]) = Ы, 
что доказывает сюръективность. 

Пусть теперь L1 и L2 —любые два линейных расслоения. Тогда сущест­
вует стягиваемое покрытие U = {C/i}, i£I, и локальные системы {(Ui,s\)} 
и {(Ui, sf)} для L1 и L2 соответственно. Пусть c\j и с\$ — соответствующие 
функции перехода. Далее, если х (L1) = к (L2), то мы можем так выбрать 
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логарифмы у* == -^т- In c\. (к=1, 2), чтобы выполнялось условие fij + fjk — 
— fih = 07 где fij = ftj — fb. 

Но тогда, если определить $i£C(Ui) формулой Р« = S/AiAfe, мы полу­
лег 

чим р7 — P« = /fj. 
Полагая Я7- = ехр(2яф7), мы приходим к соотношениям A ĉ̂ -Xj1 = cf7, 

что доказывает равенство [L1] = [L2], т. е. инъективность х. Итак, имеет 
место 

П р е д л о ж е н и е 1.2.1. Отображение к: % ->• Н2(Х, Z) биективно. 
З а м е ч а н и е 1.2.1. Линейное расслоение L над X называется три­

виальным, если оно эквивалентно прямому произведению С X I , т. е. 
если S(X, L) содержит сечение, не обращающееся в нуль. В силу изоморфиз­
ма (1.2.3) ясно, что это имеет место тогда и только тогда, когда к([Ь]) = 0т 

Так как для стягиваемого X, очевидно, Н2(Х, Z) = 0, то для любого X, 
любого стягиваемого покрытия U = {Ut}, i 6 I и любого линейного расслое­
ния L над X можно построить локальную систему {(£/*, £*)}> * 6 ^- Это сле­
дует из того, что ограничение L \v. является тривиальным расслоением 
над Ui и, следовательно, существует нигде не обращающееся в нуль глад­
кое сечение st расслоения L над Ut. 

Таким образом, все линейные расслоения над X можно задавать функ­
циями перехода, определенными для одного и того же фиксированного 
стягиваемого покрытия. 

1.3. Для любого многообразия X обозначим и = и(Х) алгебру Ли всех 
гладких комплексных векторных полей на X и пусть Q = Q (X) — градуи­
рованная алгебра всех комплекснозначных гладких дифференциальных 
форм на X. 

Если £ 6 it, то i(%) и 9(5) означают соответственно внутреннее произведе­
ние и производную Ли в Q относительно £. Пусть d означает внешнее диффе­
ренцирование в Q. Три оператора d, £(£;) и 9(£) связаны тождеством: 

(1.3.1) 6(1) = t(i)d + dm. 

Отметим, что £(§) понижает градуировку в Q на 1, 9(g) сохраняет ее, 
a d повышает на 1» 

Справедливо также равенство 
(1.3.2) [9(g), i(r,)l = *([£, т|1) 

для любых Е, т] 6 it-
Для любой функции ф 6 С мы имеем £(£)ф = 0, 9(£)ф = |ф, а диффе­

ренциал Ар £ Q} задается равенством 
(1.3.3) <Жр, I) = g<p. 
Если а 6 Q1, то i(%)a £ С задается формулой 
(1.3.4) i(l)a = a(t), 
6(|)а — это 1-форма, определяемая равенством 

(1.3.5) <в(6)а, л) = £<а, т]> - <«, 15. л1>. 
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а дифференциал da имеет вид 
(1.3.6) dd(£, т]) = £<а, т)> — т|(а, | ) — (а, [£, т]]). 
Если со 6 £22> то i(5)co — это такая 1-форма, что 
(1.3.7) <i(£)a>, т]) = ю(£, г)). 

Условие замкнутости со, т. е. равенства йсо = 0, имеет вид 

(1.3.8) циклическая сумма |со(т], £) = циклическая сумма со([£, т]], £). 

1.4. Пусть теперь L — некоторое линейное расслоение над X. Связно­
стью в L называется линейное отображение 

V: u ->EndS: £ t—• VE 

такое, что для любой функции ф £ С справедливо равенство 

(1-4.1) Vrt = 9VS, 
и для любого сечения s £ S — равенство 

(1.4.2) Vg<ps = 1ц) s + ф V|S. 

Из (1.4.1) ясно, что (V^)(p) для р (: X зависит только от s и касательного 
вектора | р . Таким образом, для любых s £ S, р £ X ж v £ ТРХ определена 
величина ¥vs £ Lp и Vg 5 = (V|5)(p). 

Кроме того, из (1.4.2) следует, что величина (Yis)(p) зависит только 
от ростка сечения s в точке р. Значит, если U — любое открытое множество, 
то связность V в L, индуцирует связность в L\v и, следовательно, выраже­
ние Vgs 6 £(27) = iS(Z/1 и) определено для всех £ £ ц ИЛИ и(£/) и 5 6 S(U). 

При ж, у £ Lp и х ф 0 мы определим комплексное число с = z/Ar из ра­
венства г/ = сх. Более общим образом, если М — многообразие и г, s: M -> 
-+ L — такие отображения, что nor = nos и s нигде не обращается в нуль, 
то мы определим r/s как такую функцию ф на ЛГ, что г = ф5. Ясно, что r/s £ 
6 С(М), если г ж s — гладкие сечения. 

Предположим] теперь, что (Z/,V) — линейное расслоение со связностью 
над X. Заметим, что если U s X — любое открытое множество и s £ S(U) — 
нигде не равное нулю сечение, то можно связать с s 1-форму a(s) £ Q^U) 
следующим образом. Если t £ S(U) — любое сечение, то t/s 6 C(U). Отобра-
жение и в C(U), определенное равенством § н-** ^Vgs/s , является, очевидно, 
С(Х)-линейным и, следовательно, существует единственная 1-форма а = 
= a(s) £ Q1(C/) такая, что для всех £ 6 U выполняется условие 

(1.4.3) V^s = 2ni (a, £)s, 

где, разумеется, (a, £) £ C(C/) — сокращенное обозначение для (а, 5|с/) • 
Пусть S*(U) — совокупность не обращающихся в нуль гладких сечений 

над С/. Очевидно, это модуль над группой C*(U) нигде не равных нулю 
гладких функций на U. 
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П р е д л о ж е н и е 1.4.1. Пусть (L, V) — линейное расслоение со связ­
ностью над X, U s X — открытое множество и s, t £ S*(U). Тогда 

(1.4.4) a(t) = a(8) + -±r*£-,. 

где g = t/se C*(U). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любого £ £ и имеем 

2m(a(t), l) = ^lt/t = Vlgs/gs^lg/g + Vls/s=(^ + 2ma(s), ^ ) . 

Отсюда в виду произвольности £ следует (1.4.4). 
С л е д с т в и е 1. Пусть {(Ut, st)}, & 6 i",— локальная система для 

линейного расслоения L и сц — соответствующие функции перехода. Тогда, 
если V — связность в L и at = a(st) 6 ^(Ut), то в Ut f) C/7- справедливо 
равенство 

(1.4.5) a7. = a .jL_J_i£bL 
2jti CJJ 

Обратно, если задано семейство 1-форм at £ Q1(f/j), г 6 Л удовлетворяющее 
условию (1.4.5), то существует единственная связность V, для которой at = 
= a(si)-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое утверждение вытекает непосредствен­
но из (1.4.4), так как в Ut f| Uj мы имеем сц = Sj/st. С другой стороны, 
если заданы любые 1-формы at £ Q1(f/j), удовлетворяющие (1.4.5), то можно 
корректно определить V|$ 6 £ для всех ^ ц и s £ S, полагая в Ut 

(1.4.6) Vis = (Us/st) + 2m(s/Si) {au l))st. 
Соотношение (1.4.5) гарантирует сохранение правой части (1.4.6) в 

Ui П Uj при замене индекса i на /. Очевидно, что V удовлетворяет усло­
виям (1.4.1) и (1.4.2) и, значит, является связностью. Ясно, кроме того, 
что a(si) = at и что связность V однозначно определяется этим свойством. 

1.5. Обозначим L* открытое множество в L, которое является объеди­
нением [}Lp п 0 всем р £ X, где L* получается из Lp выбрасыванием началь­
ной точки. Введем также обозначение л = п |L*. 

Тогда L* — расслоение над X 

I» 
X 

со слоем С*. В самом деле, С* действует с помощью умножения как группа 
диффеоморфизмов L*, причем орбитами этого действия являются как раз 
слои L%. Открытое подмногообразие L* cz L является, разумеется, главным 
расслоением, ассоциированным с L. 

1 dz 
Далее, 1-форма у--.—- в С* инвариантна относительно умножения на эле­

менты С*. Отсюда следует, что для любой точки р 6 X существует единст­
венная 1-форма рр на Lp такая, что для любого С* -отображения 

т: C * - ^ L | 
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По определению, форма связности в L* — это такая 1-форма а 6 
€ ЙЧ£*), что: 

(1) а инвариантна относительно С*; 
(2) а I L* = рр для всех р еХ. 
Если М — произвольное многообразие и s: M - > L * , мы определим 
(1.5.1) GS: С* X M - + L * , 

как отображение, заданное равенством crs(c, р) = cs(p)* 
Л е м м а 1.5.1. Предположим, что а — форма связности в L* и пусть 

s: М -> L* — гладкое отображение. Тогда 
1 dz (1.5.2) 0 ? ( a ) = ( _ I _ i L , s * a ) 

Кроме того, если г: М —>- L* — любое другое гладкое отображение, для 
которого л; о г = я о 5, так что g = r/s £ C*(U), то 

(1.5.3) r*a = s*a- 2я1 g 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любой точки р£М ясно из определения а, 

что а * а | с * х р = ( ^ Г ^ - , О). 
Далее, as является С*-отображением (действие С* на С* Х'М опреде­

ляется очевидным образом), так что форма aj(a) С*-инвариантна и, сле­
довательно, определяется своим ограничением a*a | IXM = (О? s*a)« 

Это доказывает (1.5.2)* 
Пусть теперь р$:. С* X М->• С* X М — отображение, заданное фор­

мулой pg(c, р) = (g(p)c, р). 
Ясно, что 

(1.5.4) p|(T?a = 0f(a)+(O, -^Гт)' 

Но ar = crsopg, так что a*oc = p|oaja, а o;ta== (y- r — , r*a] в силу (1.5.2), 
Поэтому (1.5.3) следует из (1.5.4). 

П р е д л о ж е н и е 1.5.1» Пусть X — многообразие и L — линейное 
расслоение над X. Тогда, если V — связность в L, то существует единственная 
форма связности а £ QX(L*) такая, что для любого открытого множества 
U <=. X, и любого s 6 S*(U)[(m. е. s: U -> L*) мы имеем 

(1.5.5) a(s) = s*(a). 

Обратно, если а — форма связности в L*, то существует единственная 
связность у в L, для которой имеет место (1.5.5) для всех s 6 S*(U) и всех 
открытых множеств [ / с Х , 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любого s £ S*(U) ясно, что отображение 

as: С* х U^~n-\U) 

является диффеоморфизмом (здесь os определено формулой (1.5.1)). Пред­
положим теперь, что а — форма связности в L*. Тогда для любого сечения 
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t 6 S*(U) по лемме 1.5.1 

1 2т g 

Если задана локальная система {C/f, £*}, £ £ / , то в Ui[)Uj мы получаем 

1 dew . 
5 Jos = slа - 2m 

Согласно следствию 1 предложения 1.4.1 существует единственная 
связность V, Для которой a(st) = s*a для всех i £ / . Тогда a(s) = s*a для 
любого открытого множества U ^ X ж любого сечения s £ S*(U) в | си­
лу (1.4.4) и (1.5.2). Таким образом, форма связности а в IL* однозначно 
определяет связность V в L так, чтобы выполнялось соотношение (1.5.5), 

Обратно, пусть задана связность V. Для s £ S*(U) определим 1-форму 

p s на С* X С/, полагая p s = ( j - : — , a(s) J и l-форму as на зт"1(С/) так, что 

p s = os*as. Ясно, что а8-форма связности в L* \v. Мы утверждаем, что для 
любого t £ S*(U) справедливо равенство 

(1.5.6) a s = at. 

В самом деле, если g = t/s и pg определено как в (1.5.4), то 

Но a(s) ,+ g-r — = а(£) в силу (1.4.4). Поэтому o*(as) = Р^. Так как 

o*(af) = Рь мы доказали (1.5.6). Но из (1.5.6), очевидно, вытекает (как вид­
но, например, используя локальную систему), что существует такая форма 
связности а в L*, что для любого открытого множества f / g l и любого 

s £ S*(U) справедливо равенство ofa = I— — , a(s)\. Согласно (1.5.2) a(s) = 

= 5*а. Построенная форма связности а, очевидно, является единственной 
формой со свойством (1.5.5), так как в силу (1.5.2) а однозначно определяется 
формами s*a для всех возможных s. 

1.6. Начиная с этого места линейное расслоение L со связностью V 
будет обозначаться парой (L, а ) , где а — форма связности в L*, соответ­
ствующая V. 

П р е д л о ж е н и е 1.6.1. Пусть (L, а) — линейное расслоение со связ­
ностью над X. Существует единственная замкнутая 2-форма со 6 &2(Х), 
для которой 

(1.6.1) da = я* со. 

Более того, если U — открытое подмножество в X и s 6 S*(U), то 

(1.6.2) d(a(s)) = со \v. , 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если s£S*(U), то в силу (1.5.2) а% = 

= ( - о - ^ — » ос (s)\ . Поэтому d (о*а) = (0, d (a (s))). Но d (о*а) = а% da. Значит, 

(1.6.3) da\^4U) = n*d(a(s)). 
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Далее, если t £ £*(£/), то d(a(t)) = d(a(s)) согласно (1.4.4), так как 
ds 
— — замкнутая форма. Используя локальную систему, мы видим, что суще­
ствует единственная 2-форма со на X, обладающая свойством d(a(s)) = со j ̂  
для всех s £ S*(U) и любого открытого множества U. Из (1.6.3) видно, что 
da = JT* со* Форма со однозначно определяется этим соотношением, так как 
л* является вложением Q(X) в Q(L*) (как видно, например, из того, что 
локально L* является прямым произведением). 

Замкнутая 2-форма со называется формой кривизны для (L, а) и будет 
обозначаться со = curv (L, ос). ' 

1.7, Пусть М — многообразие и р 6 М; через ТРМ мы обозначим каса­
тельное пространство к М в точке рт 

Кривой у на многообразии М мы назовем непрерывное отображение 
у: I -+• М, где / c R — отрезок вещественной прямой. Кривая называется 
кусочно-гладкой, если / является объединением конечного числа интерва­
лов, на каждом из которых у — гладкое отображение. Если у — гладкая 
кривая, то y'(t) 6 Ту{$ M означает касательный вектор к у, соответствую­
щий точке t £ I. 

Если L — линейное расслоение над X и у: I ->- X кривая в X, то сече­
нием L над у мы назовем такую кривую г: / ->- L в L, что r(£) £ Lv(i) для 
всех t £ / . Пусть а-форма связности в L*. Напомним определение самопа­
раллельного сечения вдоль кусочно гладкой кривой в X. 

Предположим, что образ кривой у: I -> X лежит в открытом множестве 
U д= X, для которого S*(U) не пусто. Тогда, если 5 £ 5*(С/), то soy — не обра­
щающееся в нуль сечение L над у и, следовательно, для любого другого сече­
ния г над у определена комплекснозначная функция ср = r/soy. Если кривая 
г (и, следовательно, ее проекция у) — гладкая, то ср £ С(1). 

Для гладких г определим ковариантную производную г как сечение 
Vr над у, заданное формулой 

(1.7.1) (Vr/soy) (t) = A (r/soY) (0 + 2m ( r / s° v ) (f) (a (s), T ' (*)>. 

Легко видеть (используя соотношение (1.4.4)), что это определение ¥г 
не зависит от выбора множества U и сечения s g S*(U) и, следовательно, 
Yr определено для всех гладких г без всяких условий на образ у. 

З а м е ч а н и е 1.7.1. Если г имеет вид г = soy, где s £ S, то Vr(t) 
может быть задано формулой 

(1.7.2) Vr(t) = VV'(*)S. 

Если сечение г не обращается в нуль вдоль кривой у, то Yr может быть 
описано более прямым образом. А именно, г отображает I в L* так, что 
г'(£) — касательный вектор к L* в точке r(t) и, следовательно, (а, г') — 
гладкая функция на / . 

П р е д л о ж е н и е 1.7.1. Если г — гладкое сечение вдоль у, не обра­
щающееся в нуль, то 

(1.7.3) Vr = 2я*(а, г')г. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как утверждение локально, мы можем 
предположить, что y(I) ^ С/, используя введенные выше обозначения. Тогда 

(а (5), у') = (s*a, у') = (y*s*a, - ^ = ((s о у)* а , - ^ . 

Но в силу (1.5.3) г*а= (so7)*a + 9jr ^(rls°i)'s°У/г- Значит, 

2ш(а, г') = 2т / r*a , -^\ = 2ni(a(s), y') + -jj-(r/soy).soy/r. 
Но правая часть равна (Чг/soy) -soy/r = Vr/r в силу (1.7.1). Следова­

тельно, Vr = 2ju(a, r')r« 
З а м е ч а н и е 1.7.2. Для любой кривой у: I -+ X легко проверяемое 

соотношение 
(1.7.4) V/r = />•+/Vr , 

где / 6 С(7), а г — гладкое сечение вдоль у, дает вместе с (1.7.2) удобное 
описание Vs для любого гладкого сечения s вдоль у. 

1.8. Сечение г вдоль кривой у в X называется самопараллельным, 
если оно (и, следовательно, у) кусочно гладко и Vr = 0 вдоль каждого интер­
вала гладкости. 

Предположим теперь, что у: I ->- X — кривая в X, y(I) g= U и s £ s*(U). 
Пусть г — гладкое сечение вдоль у. Условие Vr = 0 означает согласно 
(1.7.1), что 

— (r/s 0 7 ) = - 2JU (г/5 О у) (a (s), у'). 

Но тогда, если t0 — любая точка / , то (r/soy)(t) однозначно определяется 
значением (r/soy)(t0) (которое может быть произвольным) и выражается 
с помощью криволинейного интеграла от а: 

- 2яг \ ce(s) 

(1.8.1) (r/soy)(t) = (r/soy)(t0)e Ъ , 
где yt — кривая V I с*о, *] (ориентированная от t0 к t). Отсюда следует, что 
для любой кусочно-гладкой кривой в X и любого х £ Ly{i) существует един­
ственное самопараллельное сечение гх вдоль у, обладающее свойством 
rx(t) = х. Таким образом, для любой кривой у: [а, Ъ] ->• X можно опреде­
лить линейный изоморфизм 

Ру :• Z/V(a) ->• Ly(b), 

называемый параллельным переносом вдоль у, полагая Ру{х) = rx(b), где 

З а м е ч а н и е 1.8.1. Разумеется, равенство (1.8.1) справедливо для 
любой кусочно-гладкой кривой, а не только для гладких кривых, целиком 
лежащих в U. 

Обозначим Г = Г(Х) совокупность всех кусочно-гладких замкнутых 
кривых в X. Рассмотрим функцию (скалярную функцию параллельного 
переноса) Q: Г->•€*, определенную следующим образом. Кривая у 6 Г 
имеет одну и ту же точку р началом и концом. Поэтому Ру : Lp —>- Lp и, сле­
довательно, существует такое число Q(y), что для любого х £ Lv 

(1.8.2) Py(x)=Q(y)x. 
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Напомним, что кривая у £ Г называется гомотопной точке, если суще­
ствует такой прямоугольник R — [а, Ъ] X [с, d] на плоскости, такое непре­
рывное отображение a: R ->• X и такое кусочно-гладкое отображение 
р : / -> Л (где i? — граница й, ориентированная против часовой стрелки), что 
СГоР = У- В этом случае известно, что о можно выбрать так, чтобы при под­
ходящем разбиении [а, Ь] и [с, d] на конечное число отрезков It и /7- огра­
ничение Gtj = o\iiXj. было гладким для всех i и /. Такое отображение а 
задает ориентированную поверхность (границей которой является у), кото­
рая называется поверхностью деформации у. 

Т е о р е м а 1.8.1. Пусть (L, а) — линейное расслоение со связностью 
над многообразием X, у — замкнутая кусочно-гладкая кривая в X, гомотоп­
ная точке, и а — некоторая поверхность деформации у. Пусть со = 
= curv (L, а). Тогда скалярный множитель Q(y), соответствующий парал­
лельному переносу вдоль у, выражается с помощью поверхностного интеграла: 

- 2лг \* со 

(1.8.3) Q(y) = e ° . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что можно выбрать Rtj = It X Jj 
настолько малыми, чтобы существовало такое открытое множество Utj^ X 
с неисчезающим сечением stj 6 S*(Uij), что o(Rij) ^ Utj. Граница Rtj, 
ориентированная против часовой стрелки, определяет замкнутую кривую 
ytj в Utj и в силу (1.8.1) 

- 2яг Г a(sij) 

Q(yti) = e y» . 

По формуле Стокса это можно переписать в виде 
- 2яг V со 

Q(yu) = e аЧ , 

так как со ] и.. = da(stj) согласно (1.6.2). 
Однако ясно, что Q(y) является произведением Q(ytj) по всем i и / и, сле­

довательно, мы приходим к (1.8.3). 
1.9. Пусть L — линейное расслоение над X. Эрмитовой структурой в L 

называется функция Н на множестве всех (х, у) £ L X L с условием 
п(х) = п(у), обладающая свойствами: 

1) Н индуцирует на каждом Lp, p £ X структуру одномерного гиль­
бертова пространства; 

2) | Н |2 6 C2(L*), где через | Н |2 обозначена положительная функция 
на L*, задаваемая равенством | Н \2(х) = Щх, х). 

Мы будем писать (х, у) вместо Н(х, у) и (s, t)(p) вместо H(s(p), t(p)) 
для s, t 6 S. Ясно, что (s, t) — измеримая функция, если s и t принадлежит 
множеству Sm измеримых сечений. Используем также обозначение | s |2 

для (s, s). Очевидно, что (s, t) 6 С(Х), если s, t 6 5\ и | 5 |2 6 С*(С/), еслхт 



176 Б . КОСТАНТ 

Если а — форма связности в L*, то Я называется а-инвариантной, 
коль скоро 

(1.9.1) £(s, t) = (у 6 s, t) + (s, V^ t) 

для всех s, t £ S и всех вещественных £ £ u. 
П р е д л о ж е н и е 1.9.1. Пусть задано (L, а) . Тогда необходимым 

и достаточным условием для существования а-инвариантной эрмитовой 
структуры на L является точность вещественной 1-формы 2ni(a — а) на L*. 
(Черта означает комплексное сопряжение.) 

Кроме того, при выполнении этого условия Н определяется однозначно 
с точностью до положительного постоянного множителя и имеет место 
соотношение 

(1.9.2) 2ni{a -a)=d\H |2/| H |2 - d ln | H \\ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что Н — а-инвариантная 
эрмитова структура в L. Тогда для любого открытого подмножества U ^ 
S X, сечения s £ 5*(f/) и вещественного векторного поля £ £ и мы имеем 

(1.9.3) I \s |2 = l(s, s) = (v 6 s, s) + (s, V^ s) = 
= 2я£ (a(s), I) \s \2 — 2ni ("сфУП> I s |2, 

откуда 
(d | s |2/ | 5 |2, g> = I \s |2/ | ^ |2 = 2m (a(s) - ф), I). 

Это доказывает, что 

(1.9.4) d\ s |2/ | s |2 = 2ni{a(s) - a77)). 

С другой стороны, используя обозначения § 1.5, мы можем написать 

в С* х U. Следовательно, 

так как | Н |2 (as (z, p)) = \ z |21 s (p) |2. 

Таким образом, 2ш (а — а) = „ ' в я - 1 (С/) и, следовательно, всюду B L * . 

Это доказывает точность 2ni(a — а) и единственность Н с точностью 
до положительного постоянного множителя. (В самом деле, так как 
2ni(a — а) = d In | H |2, то In | H |2 определен с точностью до постоянного 
слагаемого.) 

Обратно, предположим, что 2ni(a — а) — точная форма. Тогда суще­
ствует такая вещественная функция g 6 C(L*)i для которой 2ni(a — а) = 
= dg. Полагая h = е8, мы видим, что fe>0n 2ni(a — a) = dhlh. Но тогда 
из (1.5.2) следует, что 

(1.9.5) o*s(dh/h) = (d\z |2/ | z |2, 2ni(a{s) - ф))) 

для любого открытого множества U ^ X и любого сечения s £ S*(U). Из ви­
да первой компоненты правой части следует, что h(zx) = \ z \2h(x) для всех 
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2 6 С* и х £ L*. Поэтому существует однозначно определенная эрмитова 
структура Н, для которой \ Н \2 = h. 

Но тогда из (1.9.5) вытекает (1.9.4), так как hos = \ s |2, а из (1.9.4) 
следует (1.9.3) в силу (1.4.3). Наконец, используя (1.4.2), мы приходим 
к (1.9.1). 

С л е д с т в и е 1. Если L обладает а-инвариантной эрмитовой струк­
турой, то со = curv(L, a) — вещественная 2-форма. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как я * со = da, мы видим, что я*со = 
— da, ибо a — a — точная и, следовательно, замкнутая форма» Поэтому 
со = со. 

Можно выразить условие существования сс-инвариантной эрмитовой 
структуры в терминах скалярной функции переноса Q, определенной 
в п. 1.8. Нам понадобится 

Л е м м а 1.9.1. Пусть (Ly a) — линейное расслоение со связностью 
над X. Пусть р — точка X и U ^ X — любая координатная окрестность 
с координатами и1, . . ., ит £ C(U), устанавливающими диффеоморфизм 
q »—*> (и1^), . . ., ит (q)) этой окрестности с открытым единичным шаром 
в Rm . Выберем U достаточно малым, чтобы существовало сечение s £ S*(U). 
Для каждой точки q £ U обозначим yq радиальную кривую, соединяющую точ­
ки р и q и пусть 

Pyq • LP -+ Lq 

— соответствующий линейный изоморфизм. 
Обозначим w сечение над U, определенное условием w(q) = Ру (s(p)). 

Тогда w — гладкое сечение, удовлетворяющее условию 
-2т f a(s) 

(1.9.6) Т^) = е Vq 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Это — непосредственное следствие (1.1.1) 
—2m \a(s) 

и очевидного факта, что функция q ,_• е vq — гладкая и не обра­
щается в нуль на Um 

П р е д л о ж е н и е 1.9.2. Если задано (L, а), то L обладает а-инва­
риантной эрмитовой структурой Н тогда и только тогда, когда множе­
ство значений, принимаемых скалярной функцией переноса Q на замкнутых 
кривых, принадлежит единичной окружности Т CZ С*« 

Кроме того, эрмитова структура Н в L будет а-инвариантной тогда 
и только тогда, когда для любой кусочно-гладкой кривой у: [а, Ъ] —>• X отобра­
жение Ру: Ly (а) ->• Ьу (Ь) изометрично. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Н — эрмитова структура на L и у: 
[а, Ъ] -»• X — гладкая кривая. Ясно, что Ру изометрично, если и только 

если J J | r(t) |2 = 0 для неисчезающего самопараллельного сечения вдоль 
у. Это можно записать в виде 

(1-9.7) -lf(r,r) = (Vr,r) + (r,Vr). 

12 Успехи матем. наук, т. XXVIII, вып. 1 
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Но, поскольку У(ци) = (~^~ф) u + yVu для любой функции србС[я, Ь] 
и любого гладкого сечения и вдоль у, то (1.9.7) равносильно условию 

—^ | и |2 =\Vu, и) + (и, Vu) 

для любого сечения и над гладкой кривой у, которое имеет вид u(t) =s(y(t)), 

s £ S*(U). Далее, так как— | и \2(t) = y'(t) \ s |2, Vu(t) = Vyyys и так как 

каждый касательный вектор является касательным к некоторой гладкой 
кривой, мы видим, что справедливость (1.9.7) равносильно справедливости 
соотношения (1.4.3) для всех вещественных £ 6 ц, всех s £ S*(U) и всех 
открытых подмножеств U. Согласно (1.4.2) это имеет место, если и только 
если Н — а-инвариантная структура. 

Это доказывает второе утверждение предложения 1.9.2, а также, что 
Q принимает значения в Т, если Н ос-инвариантна. 

Наконец, предположим, что задано (L, ос) и значения функции Q лежат 
в Т. Покажем, что существует а-инвариантная эрмитова структура. Фикси­
руем точку о 6 X и пусть Н0 — некоторая гильбертова структура в L0. 
Для любой точки р 6 X выберем кусочно гладкий путь у, соединяющий 
точки о ж р. Определим гильбертову структуру Нр в Lp так, чтобы опера­
тор Ру: L0 —>• Lp был изометричным. Заметим, что Нр не зависит от выбора 
пути 7, так как функция Q от любого замкнутого пути принимает значение 
в Т. Таким образом, мы получаем искомую эрмитову структуру Н, если 
только \ Н |2 — гладкая функция. Для доказательства ее гладкости мы 
должны проверить только, что для любой точки р g X существует такая 
окрестность U и некоторое гладкое сечение w £ 5*(С/), для которого | w |2 — 
гладкая функция. Мы можем воспользоваться сечением w, построенным 
в лемме 1.9.1. Согласно этой лемме w £ S*(U) и, по самому определению 
w, функция | w |2 постоянна в U. 

Построенная структура Н ос-инвариантна, так как Ру является по опре­
делению изометрическим отображением для всех кусочно-гладких кривых 
7 в X. 

1.10. Пусть (Z/, осг) (i = 1, 2) — два линейных расслоения со связно­
стью над X. Скажем, что они эквивалентны, если существует такая эквива­
лентность линейных расслоений т: L1 -> L2, что т*(ос2) = а1. 

З а м е ч а н и е 1.10.1. Ясно, что если т — эквивалентность линейных 
расслоений, то т определяет эквивалентность линейных расслоений со связ­
ностью, если и только если для всех £ 6 U и s 6 S(X,. L1) имеет место равенство 

(1.10.1) T ( V H = V | T ( S ) , 

где V1 (i = 1, 2) — связности в L1 и L2 соответственно. 
В самом деле, если т*(а2) = а1, то для любого открытого множества 

U gz X и любого s g S*(U) мы имеем (rs)*oc2 = s*x*oc2 = s^a1, откуда 
в силу (1.4.3) следует (1.10.1) для неисчезающих s и, значит, для всех t 6 S. 

Обращая это рассуждение, можно показать, что из (1.10.1) следует, 
что т*(а2) = а1. В самом деле, т*(а2) — форма связности для L1. Из (1.10.1) 
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следует, что s*x*a2 = s*a* для всех s £ S*(U) и всех открытых множеств 
U ^ X. Согласно предложению 1.5.1 это влечет равенство т*а2 = а1. 

Далее, если L — линейное расслоение над X и ф £ С*(Х), то ф задает 
эквивалентность расслоения L с самим собой: 

(1.10.2) тф: L-+L 

по формуле тф(^) = ц)(п(х))х для всех х £ L. 
З а м е ч а н и е 1.10.2. Разумеется, всякая эквивалентность L на себя 

имеет такой вид. 
Л е м м а 1.10.1. Пусть задано расслоение со связностью (L, а) над X 

и функция ф £ С*(Х). 
Тогда 

(1.10.3) T * a = a + _L_^L, 

где ф £ C*(L*) означает поднятие фоя. 
Кроме того, если аг — другая форма связности в L, то (L, a) u (L, о^) 

эквивалентны, если и только если аг = а + — - ^ , где ф̂ £ C*(X). 
2ш ф 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть U с= X — открытое множество, 5 £ 

6 £*(£/) и as: С* X £/->- п~\и) определено как в (1.5.1). Тогда 
(1.10.4) TyxTs = аи 

где t £ S*(U) задается формулой £(р) = ф(р)$Ср). Но это значит, что 

а*т*а- (У?а= ( g - - ^ , a ( * ) ) . 

Согласно (1.4.4) a (£) = a (s) + o—.-^-» гДе Фо = Ф |и- Значит, a j (Тфа—а) = 
Ĵ JlJ фп 

;= (°> 4 ' ^ ) =с т ? (gs i - f ) • П О Э Т О М У т ^ = а + 2 ^ - ^ на "<^) (так как 

as —диффеоморфизм). Это доказывает (1.10.3). Второе утверждение леммы 
немедленно следует из замечания 1.10.2. 

С л е д с т в и е 1. Пусть т: L -> L — эквивалентность L на себя* 
Тогда т будет эквивалентностью (L, а) на себя, если и только если т является 
умножением на постоянное число с £ С*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме 1.10.1 т^а = а, если и только если 
йф/ф = 0. Поэтому ф и, следовательно, ф должны быть постоянными. 

1.11. Пусть Li (i = 1, 2) — линейные расслоения над многообразиями 
Xt (i = 1, 2). Отображение линейных расслоений — это такое гладкое отоб­
ражение т: Li -> L2 для которого 

1) существует (с необходимостью единственное) гладкое отображение 
т: Xi —•- Х2, связанное с т коммутативной диаграммой: 

т 
Lj > L2 

Х^ > X2 

12* 
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2) для всех р £ Xi отображение т: (Li)p -> (L2)^p) является линейным 
изоморфизмом. 

Гладкое отображение р: Х\ ->• Х2 называется поднимаемым относительно 
Z/i и L21 если существует такое отображение линейных расслоений т: Li ->-
-^ L2 (называемое поднятием или лифтингом), для которого т = р. 

Л е м м а 1.11.1. Пусть р: Xi -»- Х2 — гладкое отображение, LY и L[ — 
линейные расслоения над Х ь L2 — линейное расслоение над Х2. Тогда, если 
р может быть поднято до отображения т: 1^ ->- L2 , mo ож> поднимается 
до отображения т ' : L\-+ L2, если и только если Li гг Z^ эквивалентны; 
существует единственная эквивалентность \i: L\-+ L[, для которой 
То (Ы = т \ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что если \х: L\ —•- Li — эквивалент­
ность расслоений, то т' = т о jn является поднятием отображения р. С дру­
гой стороны, если т ' : Lj ->- L2 — поднятие р, то, отвлекаясь от гладкости, 
мы получаем единственное отображение расслоений (i: L\ ->- Li, для кото­
рого (1) т ' = т о ц, и 2) jut тождественно на Xi. 

Остается только показать, что и. — диффеоморфизм. 
Пусть р^ 6 Х 4и р2 = p(pi). Обозначим U2 окрестность точки р2 и выбе­

рем s2 £ S*(U2, L2). 

Выберем окрестность U^ точки р^ так, чтобы p ( f / 1 ) ^ C / 2 , и сечения 

Пусть v: С* х £/2->С* — проекция на первый сомножитель. Используем 
обозначения (1.5.1) и положим f = voo^dxosf и / ' = V O O ^ Q T ' О S'2. Тогда / 
и / ' — гладкие неисчезающие функции на Ui. 

Но \i j(~')-i(C/i) = oSl оgоas^, где отображение g: C * x f / i - > C * x £/i задается 
формулой g=l х f/f. Значит, [i — диффеоморфизм. 

З а м е ч а н и е 1.11.1. Хорошо известно, что отображение р: Х4 ->- Х2 

индуцирует гомоморфизм групп когомологий р*: Нг(Х2, А) ->• Я { ( Х Ь Л) 
для любого i. Если Li и L2 , как и выше, линейные расслоения, то легко 
показать, что р поднимаемо относительно Li и L2, если и только если 
p*x(L2) = x(Li) (см. предложение 1.2.1). 

З а м е ч а н и е 1.11.2. Если, как и выше, т: Li ->- L2 — отображе­
ние линейных расслоений, то т индуцирует линейное отображение соот­
ветствующих пространств сечений т*: S2 ->• £i , где £г- = 5(Хг-, Lj) так, что 

(1.11.1) T[(T*s)(pi)] - *(т(р4)) 

для всех /?i 6 Xi. Для доказательства гладкости T*S заметим, что в обозна­
чениях доказательства леммы 1.11.1 мы имеем 

(1.11.2) x*s - ( s / s 2 )op . / -V 

Обобщим введенное понятие на расслоение со связностью. Пусть Xi 
и Х2 , как и выше, (Lu at) ( £ = 1 , 2 ) — линейные расслоения со связностью 
над Xt. 

Отображение т: Li ->• L2 называется отображением линейных расслое­
ний со связностью, если оно является отображением расслоений и т*а2 = а\. 
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Л е м м а 1.11.2. Пусть т: Li -> L2 — отображение расслоений. Тогда 
оно будет отображением расслоений со связностью, если и только если для 
любого сечения s £ S2, любой точки р £ Xi и любого вектора и £ TPX± 

(1.11.3) T(Vix*5) = V 5 ^ , 

где V1 — ковариантное дифференцирование для (Lt, at) и р = т. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть £/2 — Х2 — открытое множество 

с неисчезающим сечением s £ S*(U2, L2). 
Тогда x*s g S*(Uu Li), где £/i = p"1(f/2) и е с л и Р 6 U\ и z; 6 T^Xi, 

то V£T*S = 2я£ (a (T*S), ^} (т*«)(р) и, следовательно, т (V£T*S) = 

= 2JU (a(x*s), v) s(p(p)). 
С другой стороны, Vp*y s = 2ni(a(s), p*(v)) s(p(p)). Так как т*ф5 = 

= (фор)т*5 для ф £ C(U2), то (1.11.3) выполняется во всех точках C/i тогда 
и только тогда, когда 

(1.11.4) Р*(<Ф)) - CC(T*S). 

Но если положить г == x*s, то a j 1 о % о аг = 1 х р: С* х Ui ->- С* X Ui, так что 

(1 х р ) * = а?от*о(а^)*. Тогда согласно (1.5.2) и (1.5.5) (1 х р)* ( ^ у , ее (5)) = 

= о*т*а2. Поэтому а?т*а2=(2~~• — , p * a ( s ) j . С другой стороны, в силу 

(1.5.2) и (1.5.5) о*а= (о-7-—» os(T*5)) • Значит, а*аА = о*т*а2, если и только 

если имеет место (1.11.4). Но, поскольку аг —диффеоморфизм, равенство 
т*а2 = а1 в я^1 (U{) равносильно справедливости (1.11.3) во всех точках Ut. 

Ввиду произвольности Ui это доказывает лемму. 
З а м е ч а н и е 1.11.3. Существует аналог отображения (1.11.1) для 

сечений вдоль кривых. Используя введенные выше обозначения, предполо­
жим, что у: [а, Ь] ->- Xi — кусочно-гладкая кривая в Х ь так что роу — 
кусочно-гладкая кривая в Х2 . Если т: Li ->- L2 — поднятие р до отображе­
ния линейных расслоений и г—сечение вдоль роу, то (т*г)(£) £ L\(t) задает­
ся формулой Т[(Т*r)(t)] = r(t). Так как, очевидно, 

(1.11.5) т*(/г) = / т * г " 

для любой функции / £ С[я? Ь] и так как для любого s £ 5(Х2 , Z/2) 
(1.11.6) Т*(5ороу) = Т*5оу, 

то ясно (так как локально г = f(sopoy), где 5 не исчезает в рассматриваемой 
точке), что т*г гладко, коль скоро гладки у и г. 

Мы можем переформулировать лемму 1.11.2 в терминах параллельного 
переноса. 

Л е м м а 1.11.3. В предположениях леммы 1.11.2 т является отображе­
нием линейных расслоений со связностью, если и только если для каоюдой 
гладкой кривой у в Xi и гладкого сечения г вдоль кривой роу в Х2 справедливо 
соотношение 

(1.11.7) T*vr = Vx*r. 

Другими словами, т является отображением линейных расслоений со связ­
ностью, если и только если для любой кусочно-гладкой кривой у: [а, Ь] —>- Xi 
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имеет место равенство 
(1.11.8) ТОР\ = Р1УОТ 

отображений L^(a)-> Z/pov(b), где Р\ и Рр07 — параллельные переносы вдоль у 
и роу относительно (L1, а1) и (L2, а2) соответственно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что выполняется 1.11.7 для 
всех г и у. Пусть р 6 Х ь и £ TpXt и s 6 £(Х2 , L2). Тогда, если 7 — гладкая 
кривая в Х ь для которой 7(^0) = р и 7'(^о) = v-> и если г — гладкое сечение 
sepoy вдоль роу, то, применяя т к (1.11.7), получаем Vp^ s = T(V^T*S) 
в силу (1.11.2) и (1.11.6). Но тогда т является отображением расслоений 
со связностью по лемме 1.11.2. 

Обратно, предположим, что т — отображение расслоений со связно­
стью, и пусть 7 — гладкая кривая в Х ь а г — неисчезающее сечение над 
роу. Тогда, так как т[(т*г)(£)] = r(t), мы имеем т*[(т*г')(г)] = r'(t). Значит, 
(x*a2, (i*r)'(t)) = (a2, r'(t)). Но т*а2 = a4 по предположению и, следо­
вательно, ( а ь (т*г)'(£)) = (а2, г'(£)). Далее, Vr = 2ni (a2, г') г в силу (1.7.3) 
и, значит, r*Vr = 2л;£ ( а ь (т*г)') т*г в силу (1.11.5). Поэтому т*Уг = ?т*г 
согласно (1.7.3). Это доказывает (1.11.7) для неисчезающих сечений. Общий 
случай немедленно следует из (1.7.4). 

Пусть теперь 7 : [я, Ь] ->• X — кусочно-гладкая кривая и пусть 7/ -= 
= У \ [a, t] Для t 6 •[«, Ь]. Тогда, если O ^ i f LY(a) и г/ = та ^ L2

9oy(a), мы 
определим неисчезающее самопараллельное сечение г вдоль ро7, полагая 
г(£) = ^pov. У- Если (1.11.8) верно для всех кусочно-гладких кривых, то 
r(t) — тР^ х. Но s(£) = Р'у х — неисчезающее самопараллельное сечение 
вдоль 7- Таким образом, rs(t) = r(t) и, следовательно, т*г = s самопарал-
лельно. Значит, если 7 — гладкая кривая, то (1.11.7) верно для неисче-
зающего самопараллельного сечения г вдоль 7? т а к к а к °бе части этого 
равенства обращаются в нуль. Тогда, используя (1.7.3), мы получаем, что 
(1.11.7) верно для всех гладких сечений вдоль р©7, так как каждое такое 
сечение получается из сечения умножением на гладкую функцию на [a, b]. 

Наконец, (1.11.7) влечет (1.11.8) вдоль гладких кривых, так как соглас­
но (1.11.7) сечение г самопараллельно, если и только если т*г самопарал-
лельно и т[(т*г)(£)] = r(t). Но (1.11.8) для гладких кривых, очевидно, вле­
чет (1.11.8) для кусочно-гладких кривых. 

1.12. Если заданы многообразия Xi (i = 1, 2), линейное расслоение 
L2 над Х2 и гладкое отображение р: Xi -»- Х2, то, как хорошо известно, мож­
но определить естественным образом линейное расслоение p*(L2) над Xi 
и отображение тр: р*(Ь2) -+ L2 линейных расслоений, которое является под­
нятием р. А именно, в качестве р*(£2) можно взять подмногообразие в 
L2 X Xi, определенное (как множество) как объединение по всем р (Е Х\ 
подмножеств 

(1.12.1) p*(L2)p = [(L2)P(P), p] c= L2 X Xt. 

Ясно, что (L2)p(P) индуцирует на p*(L2)p линейную структуру и если 
{(Ui, st)}, i £ / ,— локальная система для L2, то {(p-1(f/j), rt)}, i 6 I,— 
локальная система для р*(£2) (здесь rt(p) = (^(р(р)), р)). 
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Отображение тр определяется равенством х9(х, р) = х для х £ (L2)p(P) . 

Ясно, что тр является отображением1 расслоений и что тр = р. 
П р е д л о ж е н и е 1.12.1. Предположим, что (L2, a2) — линейное 

расслоение со связностью над Х2 . Тогда, если Ь± — линейное расслоение над 
Х± и т: Li ->• L2 — поднятие гладкого отображения р: Xi ->- Х2 , ^ о 
(L l7 т* а) — линейное расслоение со связностью над Х\ их — отображение 
расслоений со связностью. 

В частности, (p*(L2), тра2) — линейное расслоение со связностью над 
Х\ и тр — отображение расслоений со связностью. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку т* линейно в каждой точке, ясно, 
что т*ос удовлетворяет условиям (1) и (2) из п. 1.5. 

Далее, пусть р: Xi ->- Х2 — заданное гладкое отображение и (Lt, at) 
(i = 1, 2) — линейное расслоение со связностью над X*. Мы скажем, что р 
поднимаемо относительно (Lt, at) (i = 1, 2), если существует такое отобра­
жение т: Li -> L2 линейных расслоений со связностью, что т = р. Вместо 
когомологического условия, приведенного в замечании 1.11.1 имеет место 

П р е д л о ж е н и е 1.12.2. Пусть Tt(i = 1, 2) — множество всех 
кусочно-гладких кривых в Xt и Qt — скалярная функция переноса для (Lt, at) 
(см. (1.8.2)). Гладкое отображение р: Xi -> X2 поднимается до отображения 
х: Li —>- L2 расслоений со связностью, если и только если 

(1.12.2) <?2(p°7) = ei(7) 

для всех у £ 1\. Кроме того, т определяется однозначно с точностью до гло­
бального умножения на константу с 6 С* в том смысле, что всякое другое 
поднятие х имеет вид 

(1.12.3) х - хос, 

т. е. х'{х) = х(сх) для всех х £ L\. 
Далее, если Li обладает аt-инвариантной эрмитовой структурой 

Ht(i = 1, 2) (т. е. Qt принимает значения в Т согласно предложению 1.9.2), 
то х можно выбрать так, чтобы выполнялось условие \ Н2 |2 о т = | Hi |2 

на Li (т. е. х | (L l )p — изометрия) для всех р £ Xi). В этом случае х опреде­
ляется с точностью до глобального умножения на константу из Т. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если р поднимается до отображения т: L i - > L 2 

линейных расслоений со связностью, то согласно (1.11.8) г о Ру = Р2
роу о х 

для всех кусочно-гладких кривых у в Х^ Если у б Г 4 и у: [а, 6 ] ->Х 4 , 
то для 0 =^= х^ (Li)y(a) мы имеем Pyx = Qi(y)x. Кривая роу также замкнута 
в Х2 и Р%оуу = Q2 (роу)у, где у = хх. Значит, хР\х = Qt (у)у = Р2

роуу = Q2(p°y)y. 
Следовательно, Qi (у) = Q2 (р°у). 

Обратно, предположим, что выполнено (1.12.2). Если L = р*(£2) и а = 
= т*а2, то (L, а) — линейное расслоение со связностью над Xi и тр — 
отображение линейных расслоений со связностью. Тогда из сказанного выше 
следует, что Q(y) = ( ? 2 ( P ° Y ) Д л я У 6 Г4 (через Q обозначена скалярная функ­
ция переноса относительно (L, а)). Это значит, что Qi = Q. Теперь для 
доказательства существования поднятия т отображения р относительно 
(Lt, at)(i = 1, 2) достаточно показать, что существует поднятие о: L4 ->- L 
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тождественного отображения Xi относительно (L b а4), (L, а ) , так как в этом 
случае можно положить т = тр о а. 

Определим а, взяв сначала в качестве о0 для фиксированной точки 
0 ^ Xi произвольный изоморфизм а0: (Li)0 ->- L0. Пусть теперь р — любая 
точка Xi и у — некоторый кусочно-гладкий путь из о в р. Определим 
GP: (Li)p ->• Lp равенством ар = P v оо0 о(Р^)-1, где ? у и ^ — параллельные 
переносы вдоль 7 для (L, а) и ( L b cti) соответственно. Из соотношения ^(71) = 
= <2I(YI) ДЛЯ всех кусочно-гладких замкнутых кривых 71 в Xi следует, что 
Gp не зависит от 7 и> следовательно, определено отображение о: Li — >• L, 
для которого о | (Ll)P = GP. 

Чтобы проверить, что а является искомым поднятием, нужно только 
проверить его гладкость. Для этого достаточно показать, что для любой 
точки р 6 X существует такая окрестность U и такое сечение w £ 
£ S*(U, Li I и ), что сечение GW расслоения L над U, определенное равен­
ством (Gw)(q) = G(W(Q)), является гладким. Но если в качестве и; взять сече­
ние, построенное в лемме 1.9.1, то, по определению а, сечение GW также 
удовлетворяет условиям этой леммы и, следовательно, является гладким. 
Таким образом, а — отображение расслоений. Оно является также отобра­
жением расслоений со связностью, так как по самому определению удовле­
творяет условию (1.11.8). 

Итак, существует такое отображение т: Li -»- L2 линейных расслоений 
со связностью, что т = р. Предположим, что х — другое такое отображе­
ние. Тогда по лемме 1.11.1 существует такая эквивалентность \i: Li —>- Lir 

что Тоц. = т \ Но тогда р,*т*а2 = (т')*а2 . Значит, \i*a,i = а± так, что \х — 
эквивалентность линейных расслоений со связностью. По следствию 1 к лем­
ме 1.10.1 отображение \х является просто умножением на комплексное число 
из С*, что доказывает (1.12.3). 

Предположим, наконец, что Ht(i = 1, 2) — осг-инвариантная эрмитова 
структура в Lj и xi L± -+• L2 — поднятие отображения р относительно 
(Lt, oct)(i — 1, 2). Тогда, поскольку т*а2 = а±, мы имеем на L* (см. (1.9.2)) 
т*(й | Я 2 | 2 / | # 2 |2) = d\Hi |V| ^ |2. 

Но тогда d(| Я 2 |2оТ/ | Н± |2) = 0, т. е. | Я 2 |2от = с| Я 4 |2, где с -
положительное число. Следовательно, если заменить т на тос-1/2, то 
1 Я 2 |2от = | Hi |2 на L* так, что тр будет изометрией для всех точек р. 
Такое х, очевидно, единственно с точностью до множителя из Т. 

П р е д л о ж е н и е 1.12.3. Пусть (Lt, at) — линейные расслоения 
со связностью над многообразием X и пусть Qf. Г -> С* — соответствующие 
скалярные функции переноса. Тогда (Li, ai) и (L2, a2) эквивалентны, если 
и только если Q± = Q2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно применить предложение 1.12.2 
к случаю, когда р: X -> X — тождественное отображение. 

Из предложения 1.12.3 следует, что скалярная функция переноса зави­
сит только от класса эквивалентности I = [(L, а)] расслоения (L, а) так, 
что определена функция Q1: Г -> С* для всех классов I. 

Для заданного многообразия X обозначим Хс = Хс (X) множество 
классов эквивалентности I = [(L, а)], для которых значения функции Q1 
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лежат в Т (т. е., согласно предложению 1.9.2, для которых существует а-
инвариантная эрмитова структура на L). 

Замечание 1.12.1. Согласно предложению 1.12.3 класс I £ Хс не только 
определяет функцию Q1, но и сам определяется этой функцией. 

Заметим теперь, что если р: X ->- Y — гладкое отображение многооб­
разий, то соответствие (L, а) -> (p*(L), Трех) задает отображение 

(1.12.4) # XC(Y)-+XC(X), 

переводящее I = [(L, а)] в p*Z = [(p*(L), Тра)]. 
То, что оно зависит только от класса эквивалентности, ясно, например, 

из предложений 1.12.2 и 1.12.3. Оттуда же следует, что 

(1.12.5) QP*1(V) = Q1(P°V) 
для любой кусочно-гладкой кривой у н а I . 

З а м е ч а н и е 1.12.2. Если 1(Ьг, at)] = 1г £ %с(Хг) (i = 1, 2) и 
т: Z/J -> L2 — отображение линейных расслоений со связностью, то соглас­
но предложению 1.12.2 (т)*/2 = Zj> 

1.13. Обозначим D(X) группу всех диффеоморфизмов многообразия X. 
Тогда D(X) действует на Хс (X) по правилу g-l = (g_1)*Z так, что в силу 
(1.12.5) для каждой кривой у 6 Г(Х) 

(1.13.1) Qg-l(y) = Ql(g-1°v)-

Для любого I 6 Хс обозначим Dt = Dt(X) ^D{X) стабилизатор точки I. 
Другими словами, D\ — группа всех таких диффеоморфизмов g многообра­
зия X, что для любой кусочно-гладкой кривой у в X 

(1.13.2) Ql(y) = Q'(g-^y). 

С другой стороны, если (L, а) — любое расслоение со связностью над 
X, обладающее а-инвариантной эрмитовой структурой, то мы обозначим 
E(L, а) группу всех диффеоморфизмов т: L -> L, которые 

1) являются отображениями расслоений со связностью (и, следователь­
но, определяют эквивалентность (L, а) на себя), 

2) обладают свойством | Н |2от — | Н |2. 
Таким образом (см. п. 1.11), если т g E(L, а ) , то т 6 D(X) и т индуци­

рует изометрически отображения %р: Lp -> L^vy 
З а м е ч а н и е 1.13.1. Согласно предложению 1.9.1 Е(Ь, а) не зави­

сит от выбора / / . 
Т е о р е м а 1.13.1. Пусть (L, а) — линейное расслоение со связностью 

над многообразием X, допускающее а-инвариантную эрмитову структуру; 
I 6 Хс — класс эквивалентности [(L, а)] (см. п. 1.12). Тогда имеет место 
точная последовательность групп 

1-> T - ^ £ ( L , а)-+Ог(Х)-+1, 

превращающая Е(Ь, а) в центральное расширение D г(Х) с помощью груп­
пы Т. Здесь вложение Т ->- E(L, а) определяется с помощью скалярного дейст­
вия Т на L, а отображение E(L, а) ->• D г(Х) имеет вид т —>• т (см. п. 1.11). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Если т 6 E(L, а) , то т £ Dt(X), согласно 
замечанию 1.12.2. Это отображение сюръективно в силу предложения 1.12.2 
(поднятие, очевидно, является диффеоморфизмом). Кроме того, предложе­
ние 1.12.2 утверждает, что х^ = т2, где xt £ £"(£, a) (i = 1, 2), если и только 
если Ti отличается от т2 скалярным умножением на число из Т. 

Если g£Di(X), то поднятием g в Z£(L, а) мы назовем отображение 
т £ i?(L, а) , для которого % = g. 

Предположим теперь, что группа G действует на X как группа диф­
феоморфизмов и что элемент I £ Хс сохраняется под действием G. Другими 
словами, задан гомоморфизм a: G-+Di(X). 

Поднятием а в E(L, а) мы назовем такой гомоморфизм v: G-> i?(L, a) , 
что имеет место коммутативная диаграмма: 

(1.13.3) 1->Т->- £ ( L , a ) - > Z ? z ( X ) - ^ l 

G 

З а м е ч а н и е 1.13.1. Гомоморфизм а определяет класс когомологий 
[[х] g H2(G, Т) (с тривиальным действием G на Т), где \х — коцикл, задан­
ный формулой \i(a, Ъ) = ii0(a)[i0(b)ii0(ab)-1 ^ Т, в которой |х0 означает любое 
отображение G в E(L, а ) , делающее диаграмму (1.13.3) коммутативной. 
Поднятие v гомоморфизма а существует тогда и только тогда, когда [\х] = О, 
т. е. тогда и только тогда, когда существует такое отображение р: G ->- Т, 
что \i(a, b) = p(a)p(b)p(ab)~1. 

Пространство К, на котором действует группа Н, называется главным 
однородным пространством для Н, если для любых к, I £ К существует суще­
ственный элемент h £ H, переводящий к в I. 

П р е д л о ж е н и е 1.13.1.] Если v : G ->- 2?(L, a) — какое-нибудь под­
нятие а, то самое общее поднятие однозначно записывается в виде а ->• 
-> %(a)v(a), где % — характер группы G, т, е. гомоморфизм G в Т. 

Таким образом, множество поднятий становится главным однородным 
пространством для группы характеров G* группы G, если положить 
(%v)(a) = %(a)v(a). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как Т лежит в центре E(L, a ) , из тео­
ремы 1.13.1 очевидно, что любые два поднятия отличаются на характер. 

§ 2. Условие целочисленности 

2 . 1 . Пусть I 6 Хс (X); положим по определению curv I = curv(L, a ) , 
где I = [(L, a)] . Это определение корректно, поскольку в силу предложе­
ния 1.6.1 curv (Li, ai) = curv(L2, a2) , коль скоро [(L1? ai)] = [(L2, a 2)] . 
Напомним, что согласно следствию 1 к предложению 1.9.1 cnrv l для любого 
I £ Хс является замкнутой вещественной 2-формой на X. 

Обозначим ХС(Х, со) множество тех1£Хс, для которых curv Z = со. Тогда 
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— дизъюнктное объединение по всем замкнутым вещественным 2-фор-
мам на X. 

Напомним, что группа когомологий де Рама H2
D (X, R) определяется как 

фактор-пространство пространства всех гладких замкнутых вещественных 
2-форм по подпространству точных форм. Известно также, что H2

D (X, R) 
естественно изоморфна группе когомологий Чеха Н2(Х, R), рассмотренной 
в п. 1.2. Напомним, как строится этот изоморфизм. 

Пусть со £ Q2(X) — вещественная замкнутая форма и U = {С/?}, i 6 Л— 
стягиваемое покрытие X. Поскольку Ut стягиваемо, мы можем написать 
со = dcti в Ui, где at £ Q}(Ui) — вещественная форма. С другой стороны, 
так как Ut f| Uj стягиваемо и так как d(at — а7-) = со — со = 0 в Ut f| Uj, 
мы можем написать а7- — at = dftj, где ftJ £ C(Ut f| Uj) — вещественная 
функция. Но очевидно, что dfu + dfjk + dfki = d(fu + fjk + fki) = 0 
в Ut 0 Uj П Uk и, так как это множество стягиваемо, то ftj + fjk + fhi = 
= aijk — вещественная константа, если только Ut (] Uj f| Uk ф 0 . 

Таким образом, определен коцикл а и его класс когомологий [а]. Легко 
проверить, что класс [а] не зависит от выбора покрытия, форм at и функций 
ftj и определяется классом [со] £ H2

D(X, R). 
Тем самым задан гомоморфизм 

(2.1.1) НЬ(Х, R)-+H2(X, R). 

Рассуждение с разбиением единицы, аналогичное тому, которое было 
использовано в доказательстве изоморфизма (1.2.3), показывает, что 
(2.1.1) — изоморфизм. Поэтому мы будем в дальнейшем отождествлять 
НЬ(Х, R) и Н2(Х, R). 

Если А л В — абелевы группы, то любой гомоморфизм г: А ->- В индуци­
рует гомоморфизм г: Н2(Х, А) -»- Н2(Х, В), где 'еЫ = [га]. В частности, 
вложение е: Z —>- R индуцирует гомоморфизм 

(2.1.2) е: Н2{Х, Z) -> Я2(Х, R). 

Класс у 6 Н2(Х, R) называется целочисленным, если он лежит в образе 
этого отображения. 

З а м е ч а н и е 2.1.1. Из сказанного следует, что если со — замкнутая 
вещественная 2-форма, то класс [со] £ Н2(Х, R) будет целочисленным, если 
и только если существует такое стягиваемое покрытие VL = {Ut}, i 6 / , 
многообразия X, такие вещественные 1-формы at £ Q^Ui) и такие функции 
fij € C(Ut П Uj), что со = dat в C7f, a,- — at = dfu ъ Ut {] Uj и ftj + fjk + 
+ fki = atjk — целое число для любых i, j , к, для которых Ut f) c77- f| 
П ^ ^ 0 -

pfi: Напомним, что X означает совокупность классов эквивалентности 
линейных расслоений над X и что существует взаимно однозначное отображе­
ние р: Х-+Н2(Х, Z) (см. (1.23)). С другой стороны, очевидно, имеется 
отображение 

(2.1. о) Хс~*~&ч 
переводящее [(L, а)] в [L], 
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Имеет место (см. [5], лемма 2, стр. 108) 
П р е д л о ж е н и е 2.1.1. Пусть со — замкнутая вещественная 2-фор~ 

ма на X. Тогда множество Хс (X, со) непусто тогда и только тогда, когда 
класс [со] £ Н2(Х, R) целочисленный. Кроме того, в этом случае образ 
ХС(Х, со) при отображении (2.1.3) состоит из тех [L] £ X, для которых 
8p(L) = [со]. (Другими словами, при отождествлении X с Н2(Х, Z) образ 
ХС(Х, со) совпадает с прообразом [со] при отображении (2.1.2).) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что Хс (X, со) непусто 
и [(L, а)] £ Хс (X, со). Пусть Н— а-инвариантная эрмитова структура на Н 
и {(Ut, st)}, i £ I,— локальная система для L, соответствующая стягивае­
мому покрытию. Заменяя st на st/\ st \, мы можем считать, что | st \ = 1. 

Тогда | ctj | = 1 для всех функций перехода ctj (см. п. 1.1). Далее, так 
как § | st |2 = 0 для £ 6 и из (1.9.3) следует, что формы at = a(st) вещест-
венны для всех i £ / . Поэтому функции ftj = ^—. In ctj можно выбрать веще­

ственными и, так как Cij-Cjk-cki = 1 в Ui f| Uj f| £/д, величина а ^ = /^- + 
1 dc • ' + /./& Н~ /Аг целочисленна. Но, поскольку ау- — ctj = «—: ——, согласно 

J ^ш cij 

(1.4.5) мы получаем о^ — at = dftj. Кроме того, со = dat в Ut в силу (1.6.2). 
Таким образом, [со] — целочисленный класс согласно замечанию 2.1.1. 
Кроме того, p(L) = [а] в силу п. 1.2, где а — целочисленный коцикл Чеха, 
принимающий значение atjk на U i f| Uj f| t/&. С другой стороны, по фор­
муле (2.1.2) [со] = е Ы . Итак, ep(L) — [со]. Предположим теперь, что [со] — 
целочисленный класс. Пусть {Ut}, i £ / , at, ftj и aijk — те же, что и в за­
мечании 2.1.1. Из целочисленности ftj + fjk -f- /Аг = аг-^ следует, что 
функции ctj = e2nifij удовлетворяют условиям CijCjkcki = 1 в Ui f| Uj f| #A>" 
кроме того, CJJ£/J = 1 в C7j f| С/;. Тогда существует линейное расслоение L 
с локальной системой {(с7ь st)}, i £ / , для которого сг7- являются функ­
циями перехода. Ясно, что ep(L) = [со]. 

С другой стороны, если Li —любое линейное расслоение, для кото­
рого ер (Li) = [со], мы можем выбрать ftj так, чтобы класс [L] совпал с [Li]-
В самом деле, если c\j — функции перехода для Li относительно покрытия {f/J 

(см. замечание 1.2.1) и f]j = ^-^\n c\j, то из равенства ер (1^) = [со] следует, 

что г [а1] = е [а], где a\jk = fy + f)h + Д*. Но тогда, заменяя ffj на ftj + г о ч 

для подходящей вещественной коцепи г мы получим а = аг, так что [а] = 
= [а1] и, следовательно, [L] = [Z/i], так как р [L] = [а] и p(L1) = [a1]. Далее, 

равенство а7- — oci = dftj влечет за собой а7- — аг- = ^-^ u в Ui(]Uj и, зна-
CiTii с ij 

чит, в силу следствия к предложению 1.4.1 существует такая форма связ­
ности а на L*, что a(Sz) = a j . Но, поскольку <iaz = co в С/г-, co = curv/, где 
Z=[ (L , a)] . Остается показать, что 1£ХС, т. е. что L обладает а-инвариант-
ной эрмитовой структурой Н. 

Пусть х, у £ L и я (ж) = я(г/) = р £ X. Тогда р (i Ut для некоторого 
£ 6 I- Положим Н(х, у) = xlsi(p) -y/si(p) (см. обозначения в п. 1.4). Это выра­
жение не зависит от i 6 I, так как | ctj \ = 1. 
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Гладкость | Н |2 очевидна, так что И задает эрмитову структуру на L. 
В Ut мы имеем \st |2 = 1, поэтому для доказательства а-инвариантности Н 
достаточно, пользуясь (1.4.2), проверить, что для любого вещественного 
?-.€u(V|Sb s^ + (st, V|£j) = 0- Но это немедленно следует из (1.4.3), так 
как форма а$ вещественна. 

2.2. Обозначим (X, со) многообразие X вещественной замкнутой 2-фор-
мой со на нем. Согласно предложению 2.1.1 мы знаем, что %С(Х, со) непусто, 
если и только если [со] (Е Н2(Х, R) — целочисленный класс. В этом случае 
мы можем получить больше информации о ХС(Х, со). 

В односвязном случае справедлива 
Т е о р е м а 2.2.1. Пусть задано (X, со), класс [со] — целочисленный 

и многообразие X односвязно. Тогда Хс (X, со) состоит ровно из одного эле­
мента. Другими словами, существует единственное с точностью до эквива­
лентности линейное расслоение со связностью (L, а), обладающее а-инвари-
антной эрмитовой структурой. Для соответствующего класса I = [(L, а)] £ 
£ (Хс X, со) справедливо равенство 

- 2 л г V со 

(2.2.1) Ql(y) = e ° , 

где у — кусочно-гладкая замкнутая кривая в X, а а — любая поверхность 
деформации для у (см. п. 1.8). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно предложению 2.1.1 Хс (X, со) непу­
сто. Но если I £ ХС(Х, со), то по замечанию 1.12.1 I определяется функцией 
Q1. Но по теореме 1.8.1 Q1 {у) задается явно, независимо от I, для тех кри­
вых у, которые стягиваются в точку. Поскольку X односвязно, это верно 
для всех кривых у. Следовательно, I — единственный класс. 

Пусть теперь D(X, со) означает обобщенную симплектическую группу, 
т. е. подгруппу таких g £ D(X), для которых g*co — со. Напомним, что если 
I G Хс (X), то Dt(X) означает группу тех 5 £D(X), для которых s-l = I. 

П р е д л о ж е н и е 2.2.1. Пусть I £ Хс (X, со). Тогда D г(Х) с В ( 1 , со) 
и, если X односвязно, то Dt(X) = D(X, со). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть [(L, а)] = I и g £ Dt(X). Тогда, если 
т £ Е(Ь, а) — поднятие g, то т*а = а так, что T*<ia = da. Поэтому т*со = 
= со. Но если g g D(X, со) и X односвязно, то Q^g^y) = Ql(y) для любой 
кривой у £ Г, так как Ql(y) выражается формулой (2.2.1). Поэтому g £ 
е D t(X) в силу (1.12.1). 

Т е о р е м а 2.2.2. Предположим, что X односвязно и [со] — целочислен­
ный класс, так что существует линейное расслоение со связностью (L, а) 
(единственное с точностью до эквивалентности), для которого curv (L, а) = 
= со. Тогда отображение т ->- т превращает E(L, а) в центральное расши­
рение 

1 -+ Т ->• E(L, a) -> D(X, со) -> 1 

группы D(X, со) с помощью Т. 
Доказательство следует из предложения 2.2.1 и теоремы 1.13.1. 
2.3. Рассмотрим общий случай. Пусть П — фундаментальная группа X 

и П* — группа всех гомоморфизмов (характеров) %: П -> Т. 
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Так как каждая кривая у £ Г определяет класс сопряженных элементов 
в П (без выбора базисной точки) и так как каждый характер % £ П* постоя­
нен на классах сопряженных элементов, мы можем рассматривать П* как 
множество отображений %: Г -> Т, тривиальных на кривых, стягиваемых 
в точку и обладающих свойством 

(2-3.1) x(Yi + Y2) = x(Yi)x(?2). 
где Yi + ?2 — обычная композиция кривых с одним и тем же началом 
и концом. 

Предположим, что [со] — целочисленный класс и пусть & означает 
совокупность отображений Q: Г ->- Т, удовлетворяющих (2.3.1) и таких, что 
для кривых, стягиваемых в точку, величина Q(y) задается формулой (1.8.3). 

Согласно предложению 2.1.1 £Р непусто. Ясно, что группа П* действует 
на <9\ если положить для % £ П*, Q g oP: 

(2.3.2) (x-Q)(y) = x(v)-Q(v)-
П р е д л о ж е н и е 2.3.1. & является главным однородным простран­

ством относительно П*. Другими словами, для любых Qi, Q2 £ еР существует 
единственный элемент % £ П*, для которого %-Qi = (?2-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если (?i, (?2 6 <̂  и отображение %: Г -> Т 
определено равенством %(у) = <?2(T)/^?I(T)? ТО> очевидно, выполняется (2.3.1) 
и х(т) = 1' если у стягивается в точку. Поэтому % £ П*. 

2.4. Пусть X1 — односвязное накрывающее пространство для X и пусть 
(3: X1 ->- X —накрывающее отображение. Разумеется, X1 является много­
образием и (5 — локальный диффеоморфизм. 

Фундаментальная группа П многообразия X действует на X1. Записы­
вая это действие справа, мы имеем 

X1 X П - + Х 1 : (g, b)-+q-b, 
где g 6 X1, 6 6 П. 

Пусть теперь со1 = (3*со. Очевидно, что со1 инвариантна относительно 
действия П и, следовательно, это действие индуцирует гомоморфизм 

(2.4.1) о: U-+D(X\ со1), 

задаваемый равенством o(b)q = q-b'1. 
Если [со] — целочисленный класс, то [со1] — также целочисленный 

(обратное не всегда верно). 
В этом разделе мы будем предполагать только, что [со1] — целочислен­

ный класс. Пусть [(L1, а1)] = I1 6 # С ( Х \ со1) — класс расслоений со связно­
стью, однозначно определенный по теореме 2.2.1. 

Если существует поднятие v: П ->• E(LX, а1) отображения а, то на про­
странстве L = LVv(n) орбит группы П в L1 можно ввести структуру линей­
ного расслоения над X. В самом деле, v задает отображение 

L1 X П - > L1: (ж, Ъ) ! - • х-Ъ, 
где х £ L1, b £11 н х-Ь = v ^ ) - 1 ^ . 

Пусть (3: L1 ->- L задано формулой х t—** х -П. Если U ^ X1 — такое 
связное открытое множество в X1, что U-b \] U = 0 при b Ф 1, то тем же 
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свойством обладает множество ( я 1 ) - 1 ^ ) ^ L1, где я1 : L1 ->• X1 — проекция 
расслоения. Таким образом, L является многообразием, р — накрывающее 
отображение и локальный диффеоморфизм. Кроме того, очевидно, сущест­
вует единственное гладкое отображение я : L —>• X, для которого коммута­
тивна диаграмма 

(2.4.2) 
V - ^ Х^ 

L - Л - ^ Х 

Для каждой точки р £ X в я_1(р) однозначно вводится структура линей­
ного пространства, согласованная с отображением р: (я 1 ) - 1 ^ 1 ) -*- я_1(р) для 
любого р 1 £ Р -1(р). Структура прямого произведения, которая есть в (я1)~1(£7) 
для достаточно малых U, обладающих указанным выше свойством, опреде­
ляет такую же структуру в р[(я1)~1(С/)], что доказывает локальную три-
виалоность L. 

Далее, так как а1 инвариантно относительно П, существует единствен­
ная 1-форма а* на L*, определяющая связность в расслоении L и такая, 
что р*(а) = а1. Из (2.4.2) следует, что da = я*со и, так как П сохраняет а1-
инвариантную эрмитову структуру на L1, отсюда следует, что [(L, ее)] = 
= I £ Хс (X, со). В частности, [со] — целочисленный класс. Так как класс 
[(L, а)] 6 Хс (X, со) зависит от поднятия v, мы будем обозначать его 

(2.4.3) lv = [(L, а)]. 

Обратно, если [со] — целочисленный класс и [(L, а)] = I £ Хс (X, со), 
то обозначим L2 линейное расслоение P*(L) над X1 (см. п. 1.11) и пусть р2: 
L2 ->• L играет роль отображения р. Тогда диаграмма (2.4.2) коммутативна 
(если заменить в ней р и L1 на Р2 и L2). Далее, если положить а2 = (Р2)*а, 
то [(L2, а2)] 6 Хс (X1, со1). Но по теореме 2.2.1 расслоение со связностью 
(L2, а2) эквивалентно (L1, а1) и, следовательно, существует такое отображе­
ние Р: L i - > L, для которого коммутативна диаграмма (2.4.2) и справедливо 
равенство Р*ос = ос1. Определим действие П на L1, полагая для х £ L1, Ъ £ 
£Н x-b равным единственному элементу у £ Ьпцх).ъ, для которого Р(#).= 
= Р(г/). Так как Р(#-Ь) = Р(я), форма а 1 инвариантна относительно П и так 
как L обладает а-инвариантной эрмитовой структурой, П сохраняет а1-
инвариантную эрмитову структуру на L1. Таким образом, действие П на L1 

является поднятием v: II-+- Е(Ьг, а1) отображения ст. Мы доказали 
П р е д л о ж е н и е 2.4.1* Пусть р: X1 -> X — накрывающее отобра­

жение односвязного накрытия Xх многообразия X и со1 = р*со. Если [со1] £ 
6 Я2(ХХ, R) — целочисленный класс, то класс Ы б # 2 ( Х , R) является цело­
численным тогда и только тогда, когда существует поднятие П - > Е(Ьг, а1) 
канонического гомоморфизма II-^ D(X1, со1). 

Здесь П означает фундаментальную группу многообразия X, a (Z,1, а1) — 
единственное с точностью до эквивалентности линейное расслоение со связ­
ностью над X1, для которого curv (L1, а1) = со1. 
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Другими словами, в обозначениях замечания 1.13.1 класс [со] является 
целочисленным, если и только если класс [LI] (5 Н2(П, Т) обращается в нуль. 

2.5. Предположим теперь, что [со] и, следовательно, [со1] — целочислен­
ные классы и пусть (L1, а1) — как и выше. Выберем точку р £ X и кривую 
у £ Г с началом и концом в точке р. Пусть р1 £ р 1 ^) и у1 — единственно 
кусочно-гладкая кривая в X1, накрывающая у и выходящая из точки р1. 
Если в Ъ £ П — класс кривой у, то конечной точкой у1 будет р1-Ъ и парал­
лельный перенос 

(2.5.1) Pyi: Lpi-^Lpi.b 

является линейным изоморфизмом. 
Пусть v: П->-^(1 / 1 , а1) —какое-нибудь поднятие отображения (2.4.1) 

и пусть [(L, а)] = lv £ Хс (X, со) определено, как в (2.4.3), так, что L — 
= LVv(n) и р*а = а1. Мы получаем тогда другое отображение: 

(2.5.2) v(6"i): Ыг-^Ыг.ъ. 

Сравнивая (2.5.1) и (2.5.2), мы получаем следующее выражение для 
скалярной функции переноса Q v на Г = Т(Х). 

П р е д л о ж е н и е 2.5.1. Для любого О Ф х £ L\t\ 

(2.5.3) Qlv (у) - РугхН{Ъ-г)х. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть у = $х £ Lp. Тогда, поскольку р, оче­
видно, сохраняет параллельный перенос, мы имеем Q 'v (у)у = fi(Pyix). С дру­
гой стороны, у — Р(ж-Ь), т. е. р((А (у)(^-&)) = ( Л (уЩх-b) -= ( А (у) .у = 
= $(Pyix). Поэтому Q v(y)x -Ъ = Pyix, что доказывает предложение, ибо 
х -b = \(Ъ~г)х. 

Напомним, что согласно предложению 2.3.1 совокупность всех поднятий 
отображения (2.4.1) является главным однородным пространством для П*. 
Мы можем теперь описать структуру Хс {X, со). 

Т е о р е м а 2.5.1. Пусть (X, со) — многообразие X с вещественной 
замкнутой 2-формой со. Предположим, что класс [со] £ Н2(Х, R) — цело­
численный (так что множество Хс (X, со) классов эквивалентности линейных 
расслоений со связностью, имеющих со своей формой кривизны, непусто в силу 
предложения 2.1.1). 

Сохраним обозначение оР из п. 2.3 и напомним, что оР является главным 
однородным пространством для группы П* характеров фундаментальной 
группы П многообразия X. Тогда отображение 

(2.5.4) # с (Х,со)->сЗ\ 

задаваемое формулой I ->- Q1, является биекцией, превращающей ХС(Х, со) 
в главное однородное пространство для П* относительно действия 

(2.5.5) Qxi = 1.QK 

Напомним далее (см. предложение 1.13.1), что множество поднятий v 
отображения (2.4.1) является также главным однородным пространством 
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для П*. Соответствие между этим множеством и ХС(Х, со), заданное форму­
лой v -> Zv (см. 2.4.3), является биещией и обладает свойством 

(2.5.6) ./x-v = X-*v. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно замечанию 1.12.1 отображение 

(2.5.4) инъективно. Пусть v: П ->- Е(Ьг, а1) — какое-нибудь поднятие 5 
(см. (2.4.1)) так, что Ql% v лежит в образе (2.5.4) для некоторого % £ П*. 
Но согласно (2.5.3), поскольку (X'v)(fr_1) = %(^-1) ^(Ь-1) для 7 6 Г, мы имеем 

Qh.V ( 7 ) = % (Ь) QlV (Y) = х ( т ) £lv ( ? ) = ( X .^IV ) (T)f 

так, что Qh-v = ^ . фЧ Поскольку % произволен, отображение (2.5.4) сюръек-
тивно. Это соотношение вместе с (2.5.5) доказывает остальные утверждения 
теоремы. 

2.6. Пусть задано (X, со) с целочисленным классом [со] и пусть фикси­
рован [(L, а)] = I 6 %с (X, со). Мы хотим вычислить «алгебру Ли» группы 
Е(Ь, а). Заметим, что каждый элемент т £ E(L, а) сохраняет £*, и обратно 
всякий диффеоморфизм L*, который (1) коммутирует с действием С*, (2) 
оставляет а инвариантной и (3) сохраняет | Н |2, где Н — а-инвариантная 
эрмитова структура на L, продолжается до элемента т £ E(L, a). 

Мы можем поэтому рассматривать E(L, а) как группу диффеоморфиз­
мов L*. 

З а м е ч а н и е 2.6.1. Сказанное выше является частным случаем того 
факта, что всякий диффеоморфизм главного расслоения, перестановочный 
с действием группы расслоения, определяет каноническим образом диффео­
морфизм любого ассоциированного расслоения. 

Для любого х £ L* обозначим Verx(L) двумерное касательное простран­
ство к L%,(X) (или Ln(X), что то же самое) в точке х и положим 

Hor^L) = ker ах, 
где ах — значение а в точке х. 

Если т — диффеоморфизм многообразия, то т* означает производное 
отображение (диффеоморфизм соответствующих касательных пространств). 

П р е д л о ж е н и е 2.6.1. Для любого х £ L* имеет место разложение 
в прямую сумму 

(2.6.1) TX(L) = Verx(L) © Hofc(L). 

Кроме того, если т — диффеоморфизм L*, который (1) перестановочен 
с действием С* и (2) удовлетворяет условию т*а = а, то 

(2.6.2) T,Verx(L) = VerTac(L)/ 
(2.6.3) T,Horx(L) = Hortx(L). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что ker ах = ker Re ax f| ker Im axm 

Поэтому ker ax имеет коразмерность самое большее 2 в TX(L). 
С другой стороны, поскольку 2^J— не обращается в нуль ни на одном 

вещественном касательном векторе к С*, мы видим, что кетах (] Verx(L) = 0 . 
Это доказывает (2.6.1). Соотношения (2.6.2) и (2.6.3) очевидны, так как 

%(L%ix)) = L%^x) и т*а = а. 
13 Успехи матем. наук, т» XXVIII, вып. 1 
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Пусть теперь е = e(L) — алгебра Ли всех вещественных векторных 
полей г] на L*, которые «перестановочны» с действием С* на L*, т. е. обла­
дают свойством 

(2.6.4) с*ч)х = т]сх 
для всех с £ С*, х £ L*. 

Введем также в рассмотрение вложение 
С(Х)-> C(L*): Ф н * ф, 

действующее по формуле ф(я)==ф(я(:г)). Образ этого вложения обозначим С-
З а м е ч а н и е 2.6.2. Из локальной структуры прямого произведения 

в L* видно, что С совпадает с множеством функций ф £ С(Х*), инвариантных 
относительно действия С* и, следовательно, в силу (2.6.6) С переходит в себя 
под действием e(L). 

Поле rj £ е (L) назовем вертикальным, если r)x £ Ver^(L), и горизонталь­
ным, если г\х £ Horx(L) при всех х £ L*. 

Пусть Ver L и Ног L означают соответственно пространства всех верти­
кальных и горизонтальных векторных полей из e(L). Из предложения 2.6.1 
(примененного к случаю, когда т — умножение на элемент, из С*) следует,, 
что как линейное пространство 

(2.6.5) e(L) - Ver L © Ног L. 
Если М и N — многообразия и а: М -> N — гладкое отображение, то 

векторное поле | на М и векторное поле г\ на N называется о-связанными 
в случае, когда а Д р = г|а(р) для всех р £ М. Мы можем тогда писать о*1 = 
= т]. Довольно просто установить, что если ^ cr-связано с У]г (i = 1,2), то 
Uii W а-связано с [r|i, ri2], т. е. 

(2.6.6) a jgb У = [от1и ^ W -

Далее, так как я°с = я, где я: L* -> X — ограничение я на L*, а с — 
диффеоморфизм умножения на число из С*, то в силу (2.6.4) справедливо 
соотношение n*v)x= я^.% для всех г\ £ e(L), если только я(#) = л;(г/). 

Таким образом, для заданного и g e (L) можно определить векторное поле 
т] на X равенством 

(2.6.7) т]р = я*т]х 

для любого # 6 Lp. Чтобы показать гладкость т], заметим, что для любой 
функции ф 6 С(Х) выражение т]ф = Спф)~ является гладкой функцией и, сле­
довательно т]ф — гладкая функция (так как существует локальное сечение). 

Очевидно, что г\ и ц я-связаны, так что в силу (2.6.6) справедливо соот­
ношение 

(2.6.8) [тц, %Г = [%. %]• 
З а м е ч а н и е 2.6.3. Подпространство Ver (L) является ядром гомо­

морфизма алгебры Ли e(L) в е(Х), переводящего ц в т] и, следовательно, 
является идеалом в e(L). 

2.7. Говорят, что группа Ли G гладко действует на многообразии Мг 
если задан гомоморфизм a: G-+D(M), для которого отображение 

(2.7.1) G X I » I : te, Р) -> t-(g)p 
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является гладким. В этом случае С(М) снабжается естественной структурой 
G-модуля: 

(2.7.2) £Ф(Р) = <P(rt) 
для Ф б с(м), geG, Р е м . 

Если G = R, то о называется однопараметрической группой диффеомор­
физмов. 

Вещественное векторное поле т ]наМ называется глобально интегрируе­
мым, если существует такая однопараметрическая группа диффеоморфизмов 
o(t), что 

(2.7.3) г) (Ф) (р) = 4 Ф (° (~«) Р) l*=o = -§f(o (t) Ф) |*=о 
для всех ф £ С(М). Известно, что в этом случае а (называемое порожденной 
группой диффеоморфизмов) определяется однозначно и что о в свою очередь 
определяет поле и (называемое инфинитезимальной образующей о) по фор­
муле (2.7.3). 

Напомним теперь (см. (1.10.2)), что каждая функция ф £ С* задает диф­
феоморфизм т^ пространства L* по формуле 

(2.7.4) х^х = ур(х) -х. 

Элементы Ver (L) могут быть охарактеризованы следующим образом. 
П р е д л о ж е н и е 2.7.1. Для любой функции ф 6 С(Х) существует 

единственное вещественное векторное поле т](ф) на L*, для которого справед­
ливо равенство 

(2.7.5) [П (Ф) W (х) = ±. v (е-2я**МХ) |<=0 

для любых -ф £ C(L*), x £ L*. Кроме того, г)(ф) 6 Ver (L) г/ отображение 

(2.7.6) C(X)->Ver(L), 

переводящее ф в т](ф), является линейным изоморфизмом. Поле т](ф) глобально 
интегрируемо для любой функции ф £ С(Х), а соответствующая однопара­
метрическая группа имеет вид 

t Н-*" ^ехр 2ягйр» 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно из (2.7.4), что отображение t ->- техр 2т?ф 
является однопараметрической группой диффеоморфизмов L*, перестано­
вочных с действием С* и, следовательно, определяет поле т)(ф) 6 е (L). 
Так как орбиты этой группы лежат в слоях L*, р £ X, ясно, что т)(ф) 6 
6 Ver (L). 

Пусть теперь т] 6 Ver (L). Для любой точки х £ L* определим ifa 6 
£ C(L*3X(X)) равенством я|?л(̂ ) = у/ж и положим р(х) = ^—. v)xtyx 6 С. Из того, 
что с* (фея) — tyx для любого с £ С* (рассматриваемого, как диффеоморфизм 
L*) и из (2.6.4) следует, что функция р инвариантна относительно действия 
С* и, следовательно, существует такая функция ф на X, что р(х) = ф(я(ж)) 
для всех х £ L*. Чтобы показать гладкость ф, заметим, что если s £ S*(U) 

13* 
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для некоторого открытого множества f / д Х и если функция i|)s £ С(я"1(С/)) 
определена равенством tys{y) — У^(п(у)), то 

(2.7.7) Ф \и = т]фвов. 

Теперь можно утверждать, что г) = г|(ф), так как р(х) = —̂. ^(ф)^^ 
в силу (2.7.5). Отсюда следует ^(ф)^ = г\х, так как ненулевой элемент Ver^ (L) 
не обращается в нуль на г]^. Мы доказали сюръективность отображения 
(2.7.6). Оно инъективно в силу (2.7.7), где т] = г)(ф). Последнее утверждение 
предложения очевидно из определения т)(ф). 

З а м е ч а н и е 2.7.2. Из предложения 2.7.1 следует, что Ver (L) — 
коммутативная алгебра Ли, так как группа диффеоморфизмов вида тф, 
<р £ С*(Х), очевидно, коммутативна. 

Следующее утверждение позволяет восстановить ф по т](ф). 
П р е д л о ж е н и е 2.7.2. Для любой функции ф £ С 

( а , т|(ф)> = —ф. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В ходе доказательства предложения 2.7.1 мы 
— 1 
2 т 

\ 
установили равенство p(x) = y-p-r\xtyx для x£L*. Для т](ф) в качестве г\ 
это дает 

2m' (2.7.8) ?(*) = 4чШ«. 

Но ясно, что а|г* = -тг-т-—г -̂. Так как гЬа.(ж) = 1, мы получаем 
1Ья(х) 2 т -фзс тл \ / 7 

(а, п (Ф))Я = "о"̂  "Л (ф)х'Фх- Применяя (2.7.1), получим искомый результат. 
2.8. Пусть b (X) означает алгебру Ли вещественных векторных полей 

на X (так что и = Ь (Х) + 1Ь{Х))Ф 

П р е д л о ж е н и е 2.8.1. Для любого поля I- £ b (X) существует един­
ственное такое поле ?• £ Ног (L), что £ u | п-связаны. Отображение 

(2.8.1) b(X)->Hor(L) , 

переводящее \ в £, является линейным изоморфизмом* 
Д|о к а з а т е л ь с т в о . Из локальной структуры прямого произве­

дения в L легко вытекает точность последовательности 

я. х О -*• Ver* (L) -> Г , (L) - > Гя (я) (X) -> О 

для любого х £ L*. Значит, отображение я*: Ног .̂ (£)->• Т 7 ^ (X) является 
изоморфизмом в силу (2.6.1), так что если существует поле £ 6 Ног (L), 
зх-связное с £, то такое поле единственно. 

Таким образом, для доказательства существования отображения (2.8.1) 
мы должны только проверить гладкость поля | , принимающего в точке х 
значение Сс где %х — единстве нный вектор из Horx(L), для которого п{1х) = 
= £х. (Ясно, что | инвариантно относительно действия С*.) 
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Пусть U ^ X — открытое множество, для которого S*(U) непусто. 
Для s б S*(U) определим вещественное поле ls на С* X U по формуле 

(2.8.2) (ls)c, р = {2ш [ £ ф ) , Е>р с - | ~ (а (*), £}рс -А.] , £р} . 

Ясно, что Is вещественно, гладко и что (ст?а, £s) = О в силу (1.5.2), 
так как —=- ортогонально dz. 

Далее, так как z-r- и z —- оба С*-инвариантны, \р8)* £s6Hor (я-1 (J7)). 
0z dz 

Однако если x==as(c, p), то я* ((tfs)*£s)x = £p так, что должно быть 
(2.8.3) ^ (or.^b = flsL1(U>. 

Это доказывает гладкость £. 
Отображение (2.8.1), очевидно, инъективно, но оно также и сюръектив-

но, ибо если т] 6 Hor(L), то п^г\х = п^\сх для всех с £ С*, х 6 L* в силу 
(2.6.4) и, следовательно, существует единственное векторное поле \ на X, 
для которого справедливо соотношение п*ч\х = £я(х) для всех х £ L*. Поле £ 
гладко, так как для любой функции ф 6 С (£ср)~ = т]Ф, откуда (5ф)~ и> сле~ 
довательно, £ф — гладкие функции. Очевидно, что т] = \. 

2.9. Таким образом, множество С(Х) X Ь(Х) параметризует е (L). Для 
любых ф 6 С, 5 6 Ь положим т|(ф, g) = т)(ф) + £ g e (L). 

П р е д л о ж е н и е 2.9.1. Отображение С X Ь -> е (L), заданное фор­
мулой (ф, £) |—• г](ф, 5)? является линейным изоморфизмом. Кроме того, если 
Н — а-инвариантная эрмитова структура на L, то т](ф, £) ] Н |2 = 
= 0, если и только если ф вещественна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое утверждение вытекает из (2.6.5) 
и предложений 2.7.1 и 2.8.1. Далее, согласно (1.9.2) d \Н |2/| Н |2 = 
= 2ni(a — а). Но если £ 6 Ь, то (а, ?) '= 0, и следовательно, (а, £) = О, 
так как £ вещественно. Поэтому (d | Я |2, £) = 1 | Яа |2 = 0. Так как т](ф) 
вещественно, то (а — а, т)(ф)) = ф — ф согласно предложению 2.7.2. 
Поэтому (d|#|2 , т)(ф)) = т](ф)|#|2 = 0, если и только если ф вещественна* 

2.10. Известно, что вещественное векторное поле £ на многообразием 
глобально интегрируемо, если для любой точки р £ М существует глобальная 
траектория у поля £,"выходящая из р. Это значит, что существует гладкая 
кривая у: R -> М, обладающая свойствами -у(О) = р и 7'(0 = £v(0 Дл я в с е х *• 

Заметим, что всякая кривая Y(0 В L* является неисчезающим сечением 
над кривой y(t) = Tc(y(t)) в X. Следующее утверждение обобщает предло­
жение 2.7.1. 

Т е о р е м а 2.10.1» Пусть т) • £ и (L), так что г) = г)(ф, £) для однозначно 
определенных ф 6 С(Х) и £ £ Ь(Х). Тогда rj глобально интегрируемо на L* 
тогда и только тогда, когда £ глобально интегрируемо на X. В этом случае 
глобальная траектория у, выходящая из точки х £ L*, задается формулой 

(2.10.1) 7(0 = «<*)*(*). 
где 5 — единственное самопараллельное сечение с условием s(p) = ж wad я/ж-
tfou 7» которая является глобальной траекторией поля £, выходящей из точки 
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р = л(х), а функция g на R задается формулой 
t 

- 2яг \ ф (у (г)) dr 

(2.10.2) *(*) = * 6 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как я* (т](ф, |)^) = £Я(г/)> ясно, что если 
у — глобальная траектория для г](ф, | ) , проходящая через ж, то у = п^у — 
глобальная траектория для £, проходящая через р = я(^). 

Следовательно, £'— глобально интегрируемо, если этим свойством 
обладает и. 

Предположим теперь, что £ глобально интегрируемо и у—глобальная 
траектория для | , проходящая через р = п(х). Обозначим s самопараллель­
ное сечение вдоль у, выделяемое условием s(p) = х. Тогда для любого t £ R 

*'(*) € Ногв(0 (L), 

поскольку (a, s'(t)) = 0 в силу (1.7.2). Но так как (a, s'} = /s*a, -зт-/» 
это влечет s*a = 0. Следовательно, если g —любая неисчезающая гладкая 
функция на R и r = g'S, то согласно (1.5.3) 

* 1 dg 
2m g 

Значит, (a, r') = / r*a , -jr\ =g'/2nig. Но тогда, если мы определим g 
формулой (2.10.2), мы получим 

(2.10.3) (а, г') = —фоТ. 
С другой стороны, если г)(ф) о г означает вертикальное векторное поле 

вдоль у, заданное формулой (т](ф) ог)(£) = т](ф)Г(<), то (a,j г)(ф)ог) =—фоу 
согласно предложению 2.7.2, так как ф(г(£)) = ф(я(г(£))) = q>(y(t)). Но тогда 
в силу (2.10.3) поле h = г' — т](ф) о г горизонтально вдоль у, и, следователь­
но, равенство rr = r\(cp)or + h является разложением г' на вертикальную 
и горизонтальную составляющие. Кроме того, л„. r'(t) = y'(t) = | v ( f ) . Таким 
образом, горизонтальная компонента r'(t) совпадает с £Г(*), т. е* h = gr(f). 
Поэтому для всех £ 6 R 

(2.10.4) r'(t) = Т1(Ф)Г(0 + | г ( 0 - Т|(Ф£)Г(0. 

Так как г(0) = х, мы доказали, что у = г является глобальной траекторией 
поля т)(ф, £), проходящей через точку х. 

§ 3. Алгебра Ли векторных полей, сохраняющих связность, 
как центральное расширение алгебры Ли 

гамильтоновых векторных полей 

3.1. Для любого векторного поля £ 6 и = Ь + £Ь на X обозначим через 
Pl 1-форму на X, заданную равенством $% = i(£)ca, где со = curv (L, а). 
Таким образом, если и £ и, то 

(3.1.1) <р6, Ti) = со(|, т,). 
Относительно производной Ли формы со вдоль поля | справедливо 
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П р е д л о ж е н и е 3.1.1. Для любого 5 6 и 
9(5)со = d$b 

так что 9(5)со = 0 (т . е. 5 локально гамилътоново в обобщенном смысле — 
здесь со не обязательно невырождена), если и только если Р̂  замкнута. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Это следует немедленно из (1.3.1), так как 
<о замкнута. 

Пусть и (X, со) (соответственно Ь (X, со)) — алгебра Ли всех (соответ­
ственно вещественных) векторных полей, для которого 9(5) со = 0# 

З а м е ч а н и е 3.1.1. Если 5 £ b (X) глобально интегрируемо, то ясно, 
что 5 £ Ь (X, со), если и только если соответствующая однопараметрическая 
труппа принадлежит D(X, со). 

Напомним, что если Р 6 £1(М) для некоторого многообразия М и 5 £ 
£ b (М) — глобально интегрируемое поле, то 

(9(|)Р)(р) = 4-(^(0-Р)(Р)|/=о. 
где а(£) —- однопараметрическая группа, порождения 5> а действие Z)(M) 
па Q(M) определено равенством 

(3.1.2) (т.р)(р) = ( т ^ - Ч р ^ р ) ] . 
3.2. Пусть а (X, со) ^ b (X, со) — подалгебра всех вещественных век­

торных полей, для которых форма Р| точна, т. е. Р̂  = йф для некоторой 
вещественной функции ф 6 С* 

З а м е ч а н и е 3.2.1. Очевидно, что а = Ь (X, со), если ЯХ(Х, R) = 0. 
В частности, это равенство справедливо для односвязных X. 

П р е д л о ж е н и е 3.2.1. Если £>, ц^пк^^а (X, со), то 
(3.2.1) в ( 6 ) р п = р к > ч ] . 
Кроме того, а содержит коммутант Ъ (X, со) и, в частности, а — 

идеал в Ь (X, со). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любых 5, г) 6 и известно (см. (1.3.2)), 

что [9(5), £(г])] = i([|, т]]). Если 5 € сх (X, со), то (3.2.1) получается приме­
нением 9(5) к равенству £(т])(ю = Рл, так как 9(5)со = 0. 

Если теперь оба поля 5, г] принадлежат ц (X, со), то в силу (1.3.1) 
Р[|, л] = ©(S)Pri = d[i(5)Pn] в т а к ч т о Р [ | , л] ~~~ т о ч н а я форма. Если 5 и г| 
вещественны, то вещественна и функция Д5)Ртг Значит, [5, т)1 6 а (X, со). 

З а м е ч а н и е 3.2.2. Для любых 5> Л 6 и (X, со) и р £ и справедливо 
равенство 

(3.2.2) соЦ5, г]], р) = рсо(5, л)-
В самом деле, левая часть равна (Р^, ^, р), а правая часть (<Лсо(5, г))], р). 

Но со(5, т)) = (рл, 5) = *(5)Ртг В силу сказанного выше, р к , Л] = й[^(5)Рл], 
что и доказывает (3.2.2), а также соотношение 

(3.2.3) рК | ч ] = d[co(5, г))]. 

3.3. Предположим теперь, что I = [(L, а)] £ %С(Х, со). Рассмотрим 
«алгебру Ли» e(L, а) группы Е(Ь, а) (см. п. 1.12). В качестве таковой мы 
возьмем множество всех г] £ e (L), для которых 9(т])сс = 0 и п|Я|2 = 0, 
тде Н — а-инвариантная эрмитова структура на L. 
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З а м е ч а н и е 3.3.1. Ясно, что если т] (z?(L) глобально интегрируе­
мо и G — соответствующая однопараметрическая группа, то T]£e(L, а) 
тогда и только тогда, когда o(t) £ E(L, а) для всех t £ R. 

Для т) £ е (L) форма 8(т])а может быть записана следующим образом. 
Л е м м а 3.3. Пусть ф £ С(Х) гг £ 6 b (X); тогда 

0[т1(ф, g)]a - я*(РЕ - йф). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть и = т)(ф, £) так, что г] = г|(ф) + f. 

Из тождества 9(т]) = i(rj)od + doi(y\) и равенства i(r))a = (а, т)> = —ф 
(см. предложение 2.7.2) следует, что 

сй(т))а = —йф = л;*(—<2ф). 
С другой стороны, da = л*со так, что t(T))da =i(v\)n*(0 = дг*г(?)со" = 

= ft*|3g, так как т] = £. 
Мы можем теперь явно описать e(L, a). Это описание содержит также 

инфинитезимальный вариант теоремы 1.13.1. Оно более конструктивно, чем 
теорема 1.13.1, так как e(L, a) допускает явную параметризацию. **• 

^ е о р е м а 3.3.1. Пусть r\ £ e(L), игяя, что г\ = г](ф, !•) для некото­
рых ф £ С(Х), £ 6 Ь(Х). Тогда т] = e(L, a), гс/ш и только если 1) ф вещест­
венна, 2) Р| = йф. 

Кроме того, имеет место точная последовательность алгебр Ли 
(3.3.1) 0 -> R -> е (L, a) -> а -* 0, 

превращающая е (L, а) в центральное расширение а с помощью R. Здесь 
отображение е (L, а) в а переводит г\ в т] (см. (2.6.7)), а вложение R -> е (L, а) 
задается формулой г ->/](г), где число г отождествляется с постоянной функ­
цией на X, тождественно равной г. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно предложению 2.4.1 г)(ф, Н)|Я|2 = 0Г 
если и только если ф вещественна. 

С другой стороны, поскольку л;* хнъективно, то по лемме 3.3 0(т))а = 0Г 
если и только если Pg = йф. Значит, если т] = т](ф, £) £ e^L, a), то г] = £ 6 
6 а, так как форма Pg = dcp точна. Отображение еЦЬ, а) ->• а, очевидно, 
сюръективно, так как для всякого поля ^ 6 а существует вещественная 
функция ф, для которой Р| = йф. Следовательно, £ = т), где г] =т)(ф, £). 
Функция ф определяется однозначно с точностью до вещественной констан­
ты, что доказывает точность последовательности (3.3.1). Входящие в эту 
последовательность отображения являются гомоморфизмами алгебр Ли 
в силу (2.6.1). Кроме того, образ R принадлежит' центру е (L, а) по опреде­
лению e(L). 

С л е д с т в и е . Если § 6 а — глобально интегрируемое поле и сГ— 
соответствующая однопараметрическая группа диффеоморфизмов, то для, 
любого класса I £ %С(Х, со) a(t) 6 Dt(X) для всех t £ R (см. п. 1.13). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть [(L, а)] = I 6 ХС{Х, со), ф 6 С—веще­
ственная функция, удовлетворяющая условию dy = Р̂  и т) = г](ф, £)» 
Тогда г] = £ и г] глобально интегрируемо по теореме 2.10.1. Если оц — соот­
ветствующая однопараметрическая группа, то, очевидно, Gn(t) = o(t). 
Но Gn(t) g E(L, a), так как T)£e(L, a) и, следовательно, <т(£) £Di(X) no 
теореме 1.13.1. 
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З а м е ч а н и е 3.3.2. Имеет место естественное отображение Hl(X, R) 
в П*, которое классу [х ставит в соответствие характер х^, задаваемый фор­
мулой Хм.(т) = ехр2я£ \ р, где Р— замкнутая 1-форма, принадлежащая клас-

v 
су [х. Можно легко показать, хотя мы не будем использовать этого в даль­
нейшем, что приведенное выше следствие допускает обобщение в следующем 
смысле. Пусть поле] ?• принадлежит d(X, со) вместо а так, что форма Р̂  
замкнута, но не обязательно точна. Тогда 

<*(t)-l = %щу1 
(см. теорему 2.5.1), где [ф|] 6 Н\Х, R) — класс когомологий де Рама,, 
содержащий форму ф%. 

3.4. Обозначим Sm пространство всех измеримых сечений L. Это про­
странство является модулем для группы Е(Ь) относительно действия t*s(p) = 
= T ( 5 ( T - ^ ) ) , где т 6 ОД, s 6 Sm, p 6 Х.| 

Это действие может быть сведено к действию на обычные функции сле­
дующим образом. Пусть Sm означает пространство всех измеримых комплекс-
нозначных функций и на L*, обладающих свойством 

(3.4.1) с-и = си 
для всех с £ С*. Другими словами, это те функции и, для которых и(с~гх) = 
= си(х). Так как элементы E(L) перестановочны с действием С*, ясно, что 
Sm инвариантно относительно действия E(L). 

П р е д л о ж е н и е 3.4.1. Для любого s £ Sm обозначим s функцию на 
L*, определенную формулой 

(3.4.2) 7(х) = s(n(x))/x. 
Тогда s 6 Sm и отображение 
(3.4.3) Sm^^Smi 

переводящее s в s, является изоморфизмом Е(Ь)-модулей. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (3.4.2) ясно, что ~s(c-xx) = cs(x). Кроме 

того, если г £ 5*(£/) для некоторого открытого множества С / g X , то-
(sor)r =s и, следовательно (см. (1.5.1)), 

(3.4.4) ^oar)(c,p)S=c-1(s//-)(p), 
что доказывает измеримость 5, так что s £ 5 m . 

Ясно также, что 5 = 0 влечет s = 0. С другой стороны, любая функция: 
и (zSm определяет такое сечение s £ Sm, что и = s. В самом деле, на £Г 
в качестве s можно взять (и о г)г. Так как (uogr)gr = (иог)гдля g 6 C*(U) 
в силу (3.4.1), это выражение не зависит от выбора г, что и доказывает иско­
мый изоморфизм. 

Далее, если т 6 #(£), 5 £Sm, x^L* , то (то7)(ж) = $(т-1я) = «(т-^/т"1^,. 
где р = я(ж). Из линейности т на слое L^-ip вытекает, что §(т"1р)/т"'1л; =• 
= isix^pyx = {%s)(p)lx = (TS)~ (Ж). Значит, т -1 = (%s)~.. 

Пустьа£ — образ 5 при отображении (3.4.3). Из (3.4.4) видно, что 5 
совпадает с множеством всех гладких функций из Sm. Это пространство,. 
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очевидно, инвариантно относительно E(L), а из соотношений 

C-(v\s) = (c^T])c^S = V]CS = CK]S, С £ С* , 

следует, что S инвариантно относительно е(Ь). 
Соответствующее действие на S описывает 
П р е д л о ж е н и е 3.4.2. Для любой вещественной функции ф £ С, 

поля | £Ь и, сечения s £ S справедливо равенство т](ф, £)s = t, где сечение 
t £ AS задается формулой t = (Vg + 2л£ф)£. (Здесь ф рассматривается как 
оператор умножения на функцию ф.) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению 

(Л (ф) ̂ ) (ж) = -^- 7(е-2я«Ф(x)ar)|/s=!0. 

Но ^(e-2nity(x)x} = e2nity(x)J(x}t Значит, 

Ц (ф) S = 2 я £ ф «9 = 2JU (ф5) , 
ибо, как легко видеть, 

(3.4.5) Ф 5 = (ф5) . 

Нам осталось только доказать, что %s = (Vgs)~. Так как это соотноше­
ние локально, достаточно проверить его для элемента s g S*(U), где U — 
открытое подмножество в X. Затем, используя (1.4.6), (3.4.5) и равенство 
Ы> = (Ы>)~ Д л я 'Ф 6 С, можно доказать его справедливость для произволь­
ного сечения. Но согласно (1.5.1), so os как функция на С* X U задается 
формулой (soos)(c, р)= с1. С другой стороны, если £ s — векторное поле 
на С* X С/, определенное равенством (2.8.3), то 

(ls(s°Gs))(c, р) = 2ш <<ф)р, ЪР) с1 = 2ni (a(sp), lp) [(soos)(c, p)]. 

Согласно (2.8.3), (as)*L = £. Следовательно, в п~г(и) справедливо 
равенство 

Is = 2ni(a(s), I) s = 2ni[(a(s), I) s]~ = (Vgs)~. 
Операцию коммутирования в е (Ь) описывает 
П р е д л о ж е н и е 3.4.3. Пусть ф* £ С(Х), ^ 6 Ь (X) (£ = 1, 2). Тогда 

h(<Pi» Ы> ^(Фг» 52)1 = T](£i<P2 — ^2ф1 + <*>(£ь Ы , [£ь Ы) -

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть т^ = т)(фг-, 50 и h 1 ? т)2] = r\ = т)(ф, 5). 
Ясно, что £ = [£ ь £2] ввиду (2.6.8) и равенств г\г = \ t и т) = £. С другой 
стороны, 

(3.4.6) (а, [г)ь т)2-]> = —ф 

согласно предложению 2.7.2. Далее, поскольку я*со = da и, следователь­
но, da(r\i, г)2) = a)(£i, £2)~, м ы получаем согласно (1.3.6) 

—(a, hi» Лг!) = <°(£ь Ы ~ — Л1 <а> Лг) + Л2<а» Л1>-

Но (a, T)f) = —фг и, значит, (3.4.6) принимает вид 

ф = CO.(gi, £ 2 )~ + (£1ф2)~ — (^2ф1Г-

Относительно действия на S из предложения 3.4.3 легко вывести 
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П р е д л о ж е н и е 3.4.4. Пусть It £ Ъ (i = 1, 2) и s £ S. Тогда 
([Vglf Vsa] - V[glf g2]) ̂  = 2яto (lu £a) 5. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положив cpi = ф2 = 0 в предложении 3.4.3, 
мы получим 

111, f2J = ti(o)(gi, S2), lEi, У ) = л № , У ) + Hi, У~9 
ИЛИ 

(3.4.7) [1ь 12] - [glt y ~ - T](«>(SI, Ы) . 
Теперь достаточно применить эторавенство к 5 и воспользоваться пред­

ложением 3.4.2. 
Выражение для коммутатора в предложении 3.4.2 существенно упро­

щается, если т]! £ е (L, а). В самом деле, если Р̂  = dqp для ср £ С и £ £ b , 
то для любого т] £а 

(3.4.8) ЛФ = ©(2,Л)1 
так как т]ф = (efcp, т)) = (£(|)со, т)> = со(£, т]). 

П р е д л о ж е н и е 3.4.5. 5 предположениях предложения 3.4.3, если 
*](<Pi, ii) 6 е (L, а), то 

(3.4.9) [т)(ф, £0, т|(ф2, %2)] = r](5^2, [ | ь У ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (3.4.8) и теоремы 3.3.1 следует, что ^2ф4 = 

= CD(£I, £2), откуда и вытекает искомое равенство. 
З а м е ч а н и е 3.4.1. Если поле т)(ф2, £2) также принадлежит е (L, ос), 

то правая часть равенства (3.4.9) лежит в е (L, а) так, что ^(|А ф2) =P[gi,g2]' 
Это следует из (3.2.3), так как £iq)2 = со(£ь |2) B силу (3.4.8). 

З а м е ч а н и е 3.4.2. До сих пор мы предполагали, что класс [со] 
целочисленный. Однако центральное расширение e(L, а) алгебры а, 
построенное с помощью элемента I £ ХС(Х, со), может быть определено без пред­
положения о целочисленности [со] (так что <2?С(Х, со) может быть пусто). 
В самом деле, согласно предложению 3.4.5 мы можем в качестве е (L, а) 
рассмотреть множество а' всех пар (ф, £), где ф — вещественная функция, 
а поле £ £ b удовлетворяет условию eftp = ps = i(|)co. 

Структура алгебры Ли определяется формулой 
[(фь £0, (Ф2» У ! = (£i<p2> fSi, Ы) . 

Отображение а' ->• а, переводящее (ф, £) в £, превращает а' в цент­
ральное расширение а с помощью R. Мы увидим ниже, что в симплектиче-
ском случае это расширение может быть получено гораздо более естествен­
ным способом. 

§ 4. Симплектический случай и предквантование 

4.1. Пара (X, со) определяет структуру симплектического многообра­
зия в случае, когда внешняя 2-форма сор на ТР(Х) невырождена для всех 
р 6 X. В этом случае мы будем говорить, что (X, со) — симплектическая 
пара. 

Предположим, что (X, со) — симплектическая пара, но класс [со] не 
обязательно целочисленный. Соответствие £ -*- Pg задает изоморфизм 

(4,1.1) и ( Х ) - > £ В Д , 
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при котором b (X) соответствует множеству всех вещественных 1-форм. 
и (X, о) (соответственно b (X, со)) соответствует множеству всех (соответ­
ственно всех вещественных) замкнутых 1-форм, а а (X) соответствует мно­
жеству вещественных точных 1-форм. 

Каждой функции ф 6 С мы поставим в соответствие элемент £ф из ком­
плексной оболочки ас пространства а, полагая ?ф равным тому единствен­
ному (ибо (4.1.1) — изоморфизм) векторному полю на X, для которого 

(4.1.2) *(£„)<» = Р?ф = йф-

Соотношение (3.4.8) принимает следующий вид: 
(4.1.3) тгф = ©(£„, т|) 

для любых г] £ а, я|5 6 С 
Ясно, что если обозначить i? = i?(X) пространство всех вещественных 

гладких функций на X, то имеет место точная последовательность 
(4.1.4) 0 - > R - ^ i ? - ^ a - > 0 , 

где R ->- Л — естественное вложение, а i? ->- a — отображение, переводя­
щее ф в 5Ф. 

Определим операцию коммутирования (скобки Пуассона) в С, полагая 
(4.1.5) [ф,о|>] = gvi|j. 
П р е д л о ж е н и е 4.1.1. Пространство С = С(Х) является алгеб­

рой Ли относительно операции (4.1.5). Кроме того, отображение С ->- ас, 
переводящее ф # £ф, является гомоморфизмом; R является вещественной фор­
мой алгебры Ли С и (4.1.4) является точкой последовательностью алгебр Ли, 
превращающей R в центральное расширение а с помощью R. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно (4.1.3) £фг|э = со(£ф, £ф), так что 
(4.1.6) [Ф, г|>] = ©(£ф, у , 

откуда следует, что [<р, г|э] = — [г|5, ф]. Далее, так как £ф, £ф 6 а (X, со), 
Р[1Ф,1Ф] = Л°(£Ф> ЕФ) в СИЛУ (3.2.3). Значит, p[gq>t 6ф] = й[ф, г|>]. Но d [ф, ф] = 
= Рб[ф>1|,] п о определению £[ф,.ф]. Поэтому 

(4.1.7) [£ф, У - £[ф.ф], 
так как (4.1.1) — изоморфизм. 

Пусть теперь £ £ С. Из замкнутости со следует в силу (1.3.8), что 

2 [ЫБР.ЕФ)-<°([ЬР.ЕФ]^)] = 0. 
цикл £,ф/ф 

С другой стороны, согласно (3.2.3) £сю(£ф, £ф) = —со([^ф, £ф], £;). 
Поэтому 

(4.1.8) S • & » & , £ • ) = 0. 
цикл £, ф, -ф 

Но £;(D(g9, £ф) = £;[ф» ф! = I?» [ф> фН. Таким образом, справедливо тож­
дество Якоби. Следовательно, С является алгеброй Ли и в силу (4.1.7) ото­
бражение ф ->-£ф является гомоморфизмом алгебр Ли. Ясно, что [ф, о|)] 6 -й» 
если ф, г|) £ Л. Кроме того, образ R в Л, очевидно, лежит в центре R. 
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4.2. Предположим теперь, что класс [со] целочисленный и пусть I = 
= [(L, а)] 6 ХС(Х, со). 

Покажем, что R эквивалентно е (L, а) как центральное расширение 

алгебры а. Для любого ф 6 R определим б(ф) 6 u (L) по формуле 

(4.2.1) б(Ф) = т|(Ф, 6Ф). 
Т е о р е м а 4.2.1. Лоле б(ф) принадлежит е (L, а) и отображение 

6 : Л ->- е (L, а) является изоморфизмом алгебр Ли. Кроме того, имеет 
место коммутативная диаграмма 

е (L, а) 

N R ' 

еде верхняя и нижняя точные последовательности совпадают с (3.3.1) 
и (4.1.4) соответственно» 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как dtp = |3g , б(ф) принадлежит е (L, а) 
по теореме 3.3.1. Согласно предложению 3.4.5 

[б(ф1), б(ф2)] = r](g<p/p2, [£ф1, ?ф,]). 

Но 5ф1ф2 = [фь ф2] и [£ф1, |ф1] = 5[ф1, ф2], поэтому б— гомоморфизм. 
Очевидно, что б(ф) = 0 влечет ф = 0. 

Наконец, если г\ = г](ф, £) £ e(L, а), то ф вещественна и (3| = йф. 
Значит, J- = 5Ф и, следовательно, т] = б(ф). Таким образом, б — изомор­
физм. Коммутативность диаграммы очевидна. 

4.3. Из-за наличия кривизны со, как показывает предложение 3.4.4, 
пространство S не является а-модулем относительно инвариантного диф­
ференцирования. Однако (и в этом состоит существо дела), S становится 
модулем для расширения R алгебры а. Другими словами, переход к R 
«убивает» кривизну 

Определим отображение 

(4.3.1) б: R^End S 
по формуле 

(4.3.2) б(ф)5 = (V6 + 2ni<p)s 
для ф £ R, s £ S. 

Т е о р е м а 4.3.1. Отображение б является представлением алгебры 
Ли R в пространстве S (т. е. б([ф, г|)]) = [б (ф), 6(ф)]). Кроме того, для 
любого s £ S справедливо равенство 

(43.3) (б(ф)5)- = б(Ф)1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Равенство (4.3.3) вытекает из предложений 
3.4.2. Но тогда б — представление, так как S изоморфно S, а по теореме 

4.2.1 б является представлением R в S, 
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З а м е ч а н и е 4.3.1. Отображение б, которое мы называем предкван-
тованием, является первым этапом в «квантовании» функций (грубо говоря, 
в превращении функций в операторы). 

Второй этап, использующий понятие поляризации, будет рассмотрен 
в другом месте. Напомним, что на первых порах развития квантовой меха­
ники основным математическим вопросом было нахождение представлений 
гейзенберговых коммутационных соотношений. Этот вопрос, разумеется,, 
решается теоремой Стоуна — фон Неймана. Более общий вопрос относится 
к произвольной конечномерной алгебре Ли g. Принятая здесь точка зрения 
состоит в том, что коль скоро задан гомоморфизм g в R (например, заданы 
Pi, qj и 1 для гейзенберговой алгебры), представление тем самым естествен­
но определено. Оно строится с помощью б и ограничений, налагаемых под­
ходящей поляризацией. Другой вопрос,— когда представление алгебры Ли 
приводит к представлению группы Ли? Как правило, это очень трудный 
вопрос, если гильбертово пространство задано абстрактно; здесь имеется 
только теорема Нелсона г). Однако в нашем случае может помочь форму­
ла (4.3.3). Она показывает, что R действует на S инфинитезимальными преоб­
разованиями, сохраняющими связность. Согласно одному результату Пале 
и теореме 2.10.1 дело сводится к вопросу о глобальной интегрируемости 
поля £ф для соответствующей функции ф £ •#• Если эта интегрируемость 
имеет место, действие группы в гильбертовом пространстве определяется 
не абстрактно, а с помощью точечных преобразований в L*(CM. теорему 4.5.1). 

Отметим, что хотя в определении б участвует конкретное линейное рас­
слоение со связностью (L, а ) , класс эквивалентности представления б зави­
сит только от класса I пары (L, а) , как легко проверить. 

З а м е ч а н и е 4.3.2. Даже не приводя здесь точного определения 
поляризации, мы можем указать разницу между предквантованием и кван­
тованием. Выбор поляризации F многообразия X приводит к выделению 
подалгебры RF в Л и подпространства SF в S» Подпространство SF инва­
риантно относительно 8(RF), что позволяет определить представление 8F: 
RF -+ End SF. 

Это отображение 8F, мы и называем квантованием. 
Следует отметить, что и б и 6 F зависят от выбора класса в I £ ХС(Х, со) 

(мы, разумеется, предполагаем, что [со]— целочисленный класс) и, следо­
вательно, должны обозначаться бг, 8l

F. 
Фиксируя начальную точку Z, можно отождествить ХС(Х, со) с П* = 

= Нг(Х, Т) так, что все возможные предквантования R или квантования 
RF параметрируются элементами Н\Х, Т). 

В такой форме наше утверждение обобщает теорему Сигала (см. [3], 
стр. 474). А именно, частным случаем поляризованного симплектического 
многообразия является кокасательное расслоение любого многообразия М. 
В этом случае [со] = 0, так что [со] — целочисленный класс. Пространство 
SF может быть отождествлено с С(М), a RF состоит из функций на X, огра-

г) См. статью Э. Нелсона в журнале «Математика» (Сборник переводов) 6:3, 1962». 
79—132. {Прим. пер ев.) 
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ничение которых на каждый слой является многочленом не выше первой 
степени (т. е. функций, линейных по р). Сигал, по существу, находил кван­
тование RX

F и обнаружил, что оно неоднозначно и все возможные квантова­
ния нумеруются элементами Н\М, Т). Но ^(М, Т) = / ^ ( Х , Т) и можно 
показать, что совокупность 8l

F для всех I £ ХС(Х, со) совпадает с квантова­
ниями в смысле Сигала. 

4 .4. Если группа Ли G с алгеброй Ли g гладко действует на многооб­
разии М с помощью гомоморфизма a: G ->• D(M), мы определим отобра­
жение 

da: б-+Ь(М) 

как гомоморфизм алгебр Ли, задаваемый формулой 

(4.4.1) [da (х) ф] (р) = — ц (ехр ( - tx) р) | ^ 0 = -^ [exp (tx) .ф] (р) |*=(ь 

где х £ з, ф 6 ^ (М), р £ М , а ехр означает экспоненциальное отображение g в G» 
З а м е ч а н и е 4.4.1. Если связная группа G действует на многообра­

зиях X и Y с помощью гомоморфизмов ах и а г и если т: X —>• V — гладкое 
отображение, то т будет ^-отображением, если и только если векторные 
поля dax(x) и daY{x) т-связаны для всех х 6 $- В самом деле, пусть # 6 9» 
а = е х р ж ^ б и р £ X. Траектории полей ах(х) и а г(#), проходящие через 
точки р и тр соответственно,— это кривые 7х(0 == ехР(—*#).? и 7 У ( 0 = 

= ехр(—to)тр. Если dox(^) и cfoy(;r) т-связаны, то Tyx(t) является также 
траекторией для векторного поля daY(x), проходящий через точку тр. По 
теореме единственности должно быть iyx(x) = 7r(0 Д л я всех t так, что га -р = 
= а-тр. Так как группа G порождается множеством ехр д, отсюда следует, 
что т является G-отображением. Обратное утверждение очевидно. 

Пусть теперь связная группа Ли G с алгеброй Ли $ действует на мно­
гообразии X с помощью гомоморфизма a: G-+- D(X). Мы скажем, что (X, со)— 
симплектическое G-многообразие, если форма со G-инвариантна (т. е. 
o(G) ^ 23(Х, со)). В дальнейшем будем предполагать это условие выпол­
ненным и для удобства предположим, что G односвязна. 

Если не оговорено противное, мы не будем предполагать действие G 
транзитивным на X (т. е. X не обязано быть G-однородным). 

Скажем, что (X, со) — строго симплектическое G-пространство, если 
da(g) ^ a. 

З а м е ч а н и е 4.4.2. Если класс [со] целочисленный, то согласно 
следствию к теореме 3.3.1 a(G)g=£)z(X) для любого I 6 ХС(Х, со). 

П р е д л о ж е н и е 4.4.1. Строгая симплектичностъ эквивалентна 
симплектичности в каждом из следующих случаев: (1) X односвязно, (2) 
g — [ 3, g] (например, если $ полу проста). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Это следует непосредственно из предложе­
ния 3.2.1 в случае (2), и из равенства a = Ь(Х, со) в случае (1). 

З а м е ч а н и е 4.4.3. Если X только симплектическое (а не строго 
симплектическое) многообразие, то во многих вопросах можно заменить X 
его односвязным накрывающим X, которое является (при условии, что G 
односвязна) строго симплектическим G-пространством и имеет место 
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коммутативная диаграмма 
GxX -+ X 

I I 
GxX -> X. 

З а м е ч а н и е 4.4.4. Наше определение строго симплектического 
пространства было основано на алгебре Ли. В ситуации, где имеются несвяз­
ные группы, требуется скорее теоретико-групповое, а не инфинитезимальное 
определение этого понятия. Нам это не понадобится, но это можно было бы 
сделать в случае целочисленного [со], вводя следующую группу: А = 
= А(Х, со) с= Z?(X, со). 

Каждая кривая у 6 Г определяет сингулярный 1-цикл [у]. Пусть 
D0(X) — подгруппа всех диффеоморфизмов %£D(X), которые индуцируют 
тривиальное действие на первой группе гомологии. Другими словами, 
т £D0(X), если и только если для любой кривой у £ Г 1-цикл [у] — [ту] 
является границей др кусочно-гладкой сингулярной 1-цепи р. В этом слу­
чае корректно определен интеграл \ со. Мы обозначим А группу тех т £ 

р 
<zD0(X), для которых 

2 л г V со 

е Р = 1 

для любой кусочно-гладкой 2-цепи р, обладающей свойством др = [у] — 
— [ту], где у — произвольная замкнутая кривая. 

Из предложения 2.3.1 и доказательства соотношения (1.1.3) легко 
выводится, что А является пересечением групп Dt(X, со) по всем I £ 
€ %с(Х, со). 

Далее (см. замечание 3.3.2), o(G) ^ А, если и только если do (g) ^ а. 
Таким образом, определение строгой симплектичности может быть дано 
в теоретико-групповых терминах» 

4.5. В случае, когда [со] — целочисленный класс, так что существует 
I = [(L, а)] = %c(Xi со), мы определили в п. 1.13 понятие лифтинга, или 
поднятия, v: G->- E(L, а) гомоморфизма а. Будем говорить, что это поднятие 
гладко, если G гладко действует на L*. 

Теперь, не предполагая целочисленности [со], но считая, что G строго 
симплектично действует на X, мы назовем гомоморфизм X: $ ->• R подня­
тием do, если имеет место коммутативная диаграмма 

(4.5.1) Л / 
I / do 

8 
З а м е ч а н и е 4.5.1. Отметим, что X существует тогда и только тогда, 

когда] обращается в нуль класс [|i] £ #2(g, R), содержащий коцикл |i, опре­
деляемый равенством 

\JL(X, у) = fiio(s), M*/)l — M b , /̂1) 6 R CZ # , 
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где [х0: з -> R — любое линейное отображение, делающее (4.5.1) коммута­
тивной диаграммой. В частности, X заведомо существует, если Н2(§, R) = 0 
(например, если g полупроста). 

Заметим также, что если X — поднятие, то таковым же является и X + / , 
где / 6 &' (вещественное сопряженное к $) — такой функционал, что 
/ | [9 qi = 0 (другими словами, / является гомоморфизмом алгебры $ в R 
или, что то же, / g Н\§, R). Кроме того, любое поднятие однозначно запи­
сывается в виде X + Д 

Два введенных нами определения поднятия согласованы между собой. 
А именно, имеет место 

Т е о р е м а 4.5.1. Пусть [со] — целочисленный класс и I = [{L, а)] £ 
£ ХС{Х, со). Предположим также, что (X, со) — симплектическое G-npocm-
ранство. Тогда отображение а — GX поднимается до гладкого отображе­
ния oL: G-^E(L, а) {откуда следует, что G(G) a Di{X)) так, что имеет 
место коммутативная диаграмма 

1 - ^ Т -•• Е(Ь, а) -> Di(X) -> 1 

(4.5.2) °ь / ^ t 

G 
если и только если G действует на X строго симплектично и отображение 
da поднимается до отображения X: g —v R. Кроме того, в этом случае GL 

можно выбрать единственным o6pasoMi так, чтобы оно было связано с X 
равенством (см» теорему 4.2.1) 

(4.5.3) dGL = боЯ. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G строго симплектична и А, — подня­

тие dGm Тогда по теореме 4.2.1 8оХ: g -> e(L,\ a) — такой гомоморфизм, 
что л*(8оХ)(х) — dG(x) для любого х £ д. Но так как dG(x) глобально интег­
рируемо, то же самое верно и для (8оХ)(х) по теореме 2.10.1. Согласно теоре­
ме Пале (см# теорему III на стр« 91 в [3]) существует единственное гладкое 
действие G на L*, задающее такой гомоморфизм GL: G ->- D(L*), что dGL = 
= 8оХф Ясно, что GL(G) ^ E(Lf а) (см, замечание 3.3.1). Чтобы доказать, 
что GL — поднятие а, мы должны проверить, что л — G-отображение, а это 
следует из замечания 4.4.1, так как поле dGL(x) = (SoX)(x) я-связано с по­
лем dG(x) для всех х£$. 

Предположим теперь, что GL — поднятие а. Нам осталось показать, 
что G строго симплектично действует на X и что существует поднятие X 
отображения da, удовлетворяющее условию (4.5.3). 

Мы знаем, что dGL: # -> e(L, a) — такой гомоморфизм, что 

(4.5.4) n*odGL = dG. 

По теореме 3.3.1 da(g) ^ а, так что G строго симплектична на X. 
Кроме того, по теореме 4.2.1 dGL однозначно записывается в виде dGL = 
= боЯ, где X — некоторый гомоморфизм g в i?. 

Из (4.5.6) следует, что X — поднятие da: £ ->- е. 
14 Успехи матем. наук, т. XXVIII, вып» 
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§ 5. Орбиты и гамильтоновы Сг-пространства 

5.1. Фиксируем односвязную группу Ли G с алгеброй Ли $. Симплек­
тическое многообразие (X, со) называется гамильтоновым ^-пространством, 
если задан такой гомоморфизм 

(напомним, что R — пространство всех гладких вещественных функций 
на X, рассматриваемое как алгебра Ли относительно скобки Пуассона), что 

(1) ковекторы dX(x)p, где х пробегает g, порождают кокасательное 
пространство Т%(Х) для всех р £ X; 

(2) поле £я(я) глобально интегрируемо для всех х £ $• 
З а м е ч а н и е 5.1.1. По теореме Пале из условия (2) вытекает, что 

(X, со) — строго симплектическое G-пространство, причем (так как %цх) £ а) 

(5.1.1) da(x) = 1Чх), 

так что имеет место коммутативная диаграмма 

0 - > R - ^ i ? ^ a ( X ) ^ 0 
А 

8 
а из условия (1) следует, что X — однородное G-пространство (так как 
векторы (£А,(Я))Р, где х пробегает д, порождают касательное пространство 
ТР(Х) для любого р 6 X. Обратно, если (X, со) — однородное строго сим­
плектическое G-пространство, так что do допускает поднятие, то (X, со) вместе 
с этим поднятием X определяем на (X, со) структуру гамильтонова G-npo-
странства. 

Гамильтоново G-пространство мы будем обозначать тройкой (X, со, X); 
две последние компоненты этой тройки обычно будут обозначаться сох, Хх. 
Действие G на X обозначается гомоморфизмом ох: G -»- D(X", cox). 

В свете теоремы 4.5.1 смысл понятия гамильтонова G-пространства 
заключается в том, что для любого- линейного расслоения со связностью 
(L, а) над X, для которого сох = curv (L, a), существует выделенное подня­
тие oL: G ->- E(L, a) отображения ох. Таким образом, мы получаем след­
ствие (или, точнее, переформулировку одного из утверждений) теоре­
мы 4.5.1. 

Т е о р е м а 5.1.1. Пусть (X, сох, Хх) — гамильтоново G-пространство. 
Предположим, что класс [сох] £ H2(X, R) — целочисленный и пусть [(L, а)] £• 

6 %с(Х, <*хУ . 
Тогда существует единств иное поднятие 

(5.1.2) aL: G->E(L, a) 

отображения ох, для которого doL = 6oXx. 
Доказательство немедленно вытекает из теоремы 4.5.1. Мы можем рас­

сматривать гамильтоновы G-пространства как объекты категории Ham G. 

do 
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Если (X, соХ1 Хх) и (Y, сог, Ху) — два объекта, то морфизмом первого во вто­
рой называется такое отображение многообразий 

(5.1.3) т: Х - > У , 
что 

(5.1*4) T*COF = о)х и XY(x)ox = кх(х) 

для всех х £ д. 
П р е д л о ж е н и е 5.1.1. Отображение (5.1.3) является G-отобра-

жением, так что поля %х (Х) и %xY(x) ^-связаны для любого х £ д. Кроме 
того, для любой точки р £ X отображение 

(5.1.5) т , : ГР(Х) -> ГТР(Г) 

является изоморфизмом и х на самом деле является накрытием. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как т о %Y (х) = Хх (х), мы имеем i*d (kY (x)) = 

= <̂ Я̂  (ж), или т* [i (hY(x)) <М = i (hx(x)) ®x = i (hx(x)) т*сог. Поэтому т* (£bx(*))p = 
= (lhY(x))%p Для всех р£Х, так как соу невырождена. Таким образом, 1хх(х) 
и L (х)т-связаны# Значит, т является G-отображением согласно замечанию 
4.4.1. Это показывает также, что отображение 5.1.5 сюръективно, поскольку 
пространство Тр (X) порождается векторами (1х (Х))Р, х£$. Оно также инъек-
тивно, поскольку т*соу = со^, а а>х невырождена. Это доказывает, что ото­
бражение (5.1.5) — изоморфизм и что т —накрытие. В самом деле, если р£Х 
и Gp, Gxp — стабилизаторы в G точек р и %р соответственно, то X^G/GP, 
Y = G/Gxp, как однородные пространства, и G0^Gp^Gxp, где G0 — связ­
ная компонента единицы в группе Gxp. 

Если X = (X, (ох, %х) и Y = (У, coY, Яу) — два гамильтонова G-npo-
странства и существует морфизм т: X —>• У, мы скажем просто, что X накры­
вает Y и т — накрывающее отображение гамильтоновых пространств. 
Разумеется, т является изоморфизмом в категории Ham G тогда и только 
тогда, когда оно является диффеоморфизмом многообразий. 

З а м е ч а н и е 5.1.2. Если т: X -*- Y — накрытие и (Y, coF, kY) — 
гамильтоново ^-пространство, то на X существует единственная структура 
(X, сох, Хх) гамильтонова G-пространства, для которой т является морфиз­
мом гамильтоновых пространств. В самом деле, сох и Хх определяются из 
(5.1.3). Поле £я (я) глобально интегрируемо, так как поднятие глобальной 
траектории поля £яус*) является глобальной траекторией поля £*,,(*)• 

5.2. Приведем теперь примеры гамильтоновых 6?-пространств. Для 
а 6 G и х £$ будем писать а-х вместо (Ad.a)(x). Вещественное сопряженное 
пространство § к пространству g является G-модулем относительно пред­
ставления G, контраградиентного к присоединенному. Обозначая a-f вели­
чину (Ad а_1)'(/) для а £ G и / £ д', мы имеем 

(а-/, я ) = (/, а"1-я,). ,.....- : ; -м 

Теперь з ' становится g-модулем, где y-f^, . ^ . ^ х р фя/ )J \ ч Для г/ .£». 

14 * 
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Справедливо равенство 
(5.2.1) (i/./, *> = </, [х,у]). 

G-орбитой в д' называется любое множество О ̂  $' вида 0 = G»f, где 
/6<$'- Каждая орбита является однородным G-пространством и как таковое 
эквивалентна пространству G/Gf, где / — любая точка О, a Gf={a^Gi a•/=/}. 
Мы покажем, что каждая орбита естественно снабжается структурой гамиль-
тонова G-пространства. 

Прежде всего все пространство §' является гладким многообразием, 
на котором гладко действует G, и, следовательно, определен гомоморфизм 
$->-Ь($'), переводящий х£$ в поле т]х, задаваемое формулой 

(5.2.2) КхФ)(/) = ^ - ф ( е х р ( - ^ ) . / ) | 4 = 0 

для любой функции фбС(&') и любой точки /6з'« 
Далее, для любого у £ §' определим функцию я|;у £С($') равенством 

(5.2.3) г|^(/) = (/, */>. 

З а м е ч а н и е 5.2.1. Очевидно, ковекторы dtyy, где г/ пробегает g, 
порождают кокасательное пространство к §' в любой точке д'. 

Лемма 5.2.1. Для любых х,у£§ справедливо равенство 

(5.2.4) т)*^ = ipfri vJ 
так что д-яя любого / 6 V 

(5.2.5) Of*") (/) = </, [«, J/])= - < * • / , J/)-
Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению 

(г)V) (/) = ^ *" (ехР (~ tx) f) l«-o = 4 <ехР (-гх)1'У) 1*=о. 
Правая часть этого равенства равна ( — ж-/, */) = (/, [ж, i/]) = ^x» ^ (/)« Значит, 
TJX^ = «фЕ». г/1. Определим теперь для / 6 в' подалгебру 9/ = {#€з* а>/ = 0} 
так, что 9/ — алгебра Ли подгруппы G/. Так как вектор т|/ принадлежит 
Tf(0), где 0 = G«/, мы введем в рассмотрение линейное отображение 

а,: а - * г / ( 0 ) , 
полагая сг/(#) = т]*. 

П р е д л о ж е н и е 5.2.1» Имеет место точная последовательность 
линейных пространств 

Д о к а з а т е л ь с т в о * Отображение Of сюръективно, так как орбита 
О = G •/ G-однородна. С другой стороны, ядро сг/ совпадает с $/ согласно 
замечанию 5.2.1 и равенству (5.2.5). 

Наличие симплектической структуры на любой орбите О ^ д' выте­
кает из следующего факта. 

П р е д л о ж е н и е 5.2.2 (Кириллов). Пусть О ^ g' — любая G-op-
§ита в § и f £ О. Тогда существует и единственна такая внешняя 2-форма 
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(x)f в пространстве Tf(0), что для любых х, г/6 9 справедливо равенство 

(Of{of(y), of(x)) = (/, [х, у]). 

Кроме того, со/ невырождена, так что О четномерна. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Bf—внешняя 2-форма на g, определенная 

равенством Bf(y,x) = (f,[x,y])=—(x-f,y). Эта форма индуцирует невы­
рожденную внешнюю 2-форму на фактор-пространстве g/g</), ГДе 3(/) — ядро 
формы Bf, т. е. 3</) = {#б0: Bf(y,x) = 0 для всех у £$}. Но из равенства 
Bf(x, y) = (x»f, у) следует, что д(^ совпадает с д/. Мы знаем, однако, что а/ 
индуцирует изоморфизм $/$f^Tf(0) согласно предложению 5.2.1. Это 
доказывает предложение 5.2.2. 

5 .3 . Фиксируем теперь орбиту Ocz§'. Действие G на О задает гомо­
морфизм групп а0 : G-*-D(0) и гомоморфизм алгебр Ли da0\ $->-Ъ(0)7 

где векторное поле £х = do0(x) в силу (5.2.2) имеет вид 

(5.3.1) l* = i\*\o -
для любого х £ д.-

Далее, положим ф* = г|)х|0 для ж £ д, так что фх £ C(O). По лемме 5.2.1 
справедливо равенство 

(5.3.2) £ V = <piXtVl 

Наконец, определим дифференциальную 2-форму со0 (гладкость и даже 
непрерывность которой предстоит еще доказать) на О, полагая (со0)/ = со/. 

П р е д л о ж е н и е 5.3.1. Форма со0 — гладкая и для любого т/76 & 
справедливо соотношение i(|y)co0 = о1ц)у. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если / £ О, то Of(y) = £/ согласно (5.3.1). 
В силу предложения 5.2.2 для ж, г/ £ g справедливо равенство 

(5.3.3) <Оо(^Р) = Ф [яс-^ 
так как (/, [ж, у]) = г|э£*» ^ (/) = ф[х» Я (/) для / 6 0 . 

Но так как О однородно, существуют для любого / £ О такие элементы 
xt £g (& = 1, 2, . . . , /с), что £|* образуют базис в Tg(0) для всех g из неко­
торой окрестности / . Поскольку выражение со0 (7ft, %Xj) = ф[х*' х^ является 
гладкой функцией в этой окрестности, отсюда следует, что форма <% 
гладка на О. Фиксируя г/6й» мы получаем из (5.3.2) и (5.3.3), что 

a (ty) «о, Iх)=со0 (г, v > ) = i v = w , Iх) 
для всех # 6 0- Так как векторы g* порождают касательное пространство 
в каждой точке О, предложение доказано. 

Пусть теперь В(0) — множество вещественных гладких функций на О. 
Определим линейное отображение Х0: g->-jR(0), полагая Х0(х) = Фх^ т а к 

что X0(x)(f) = </, х) для / £ О, 
Оказывается, что (О, со0) не только является симплектическим много­

образием, но и справедлива 
Т е о р е м а 5.3.2. Для любой орбиты О cz $' пара (О, со0) является 

строго симплектическим многообразием. Кроме того, отображение Х0 являет­
ся поднятием da0, так что К0 — гомоморфизм алгебр Ли {R{0) является 
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алгеброй Ли относительно скобок Пуассона) и (О, со0, %0) — гамильтоново 
G-пространство. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем сначала, что со0 G-инвариантно, т* е. 
0(gx)coo = O для всех х£§. 

Применим 0(£х) и обеим частям равенства (5.3.3). Мы знаем, что 
Q(lx)dq)y = d(lxq)y) = dylx>yl в силу (5.3.2). Но Ар[*. ̂  = i (fx*гЛ) со0 согласно 
предложению 5.3.1, так что 

(5.3.4) B(F)d<t>* = i(lix-vl)<Oo. 
С другой стороны, [О (Iх), i(ly)] = i([lx, ly]) в силу (1.3.2). Последнее 

выражение равно i (£[*' у1), так как сг0 — гомоморфизм» Поэтому 9 (gx) i (£у) со0 = 
= i(g[x' y])(u0 + i(ly)Q (Iх) (й0- Сравнивая это с (5.3.4) и предложением 5.3.1, 
мы получаем i (ly) 0 (Iх) со0 = 0 для всех х, */££• Так как векторы 1У, г/6 а, 
порождают касательное пространство к О в каждой точке О, отсюда следует, 
что G (Iх) со0 = 0 для всех х 6 $• 

Следовательно, со0 G-инвариантна. 
Далее (см. (1.3.1)), 0(gx) = i(lx) od + doi(lx) и, следовательно, равен­

ство 0(|х) = 0 влечет i(^x)d(o0 + dU(|x)co0] = 0. Но £(£х)со0 = dcpx соглас­
но предложению 5.3.1 и, следовательно, d[i(^x)co0] = ddyx = 0. Значит, 
г(£х)<2со0 = 0 для всех х £ $. Отсюда следует, что dco0 = 0, так как век­
торы | х , х £ $, порождают касательное пространство к О в любой точке. 
Значит, (О, о)0) — симплектическое многообразие* 

Применяя еще раз предложение 5.3.1, мы видим, что форма f>dGo (л.) = 
= i(do0(x))(u0 = i(£x)co0 = dcpx точна и, следовательно, do0(§) <=-. а, так 
что G строго симплектична на О. По определению £ф, отсюда вытекает, что 
для любого х 6 0 

(5.3.5) £ф* = £* = da0(*). 

Таким образом, нам остается только доказать, что отображение 
Я0: х |_*• фх является гомоморфизмом алгебр Ли и, следовательно, подня­
тием do0. Другими словами, нужно проверить равенство [фх, фу] = ф£х' ^ . 

Но, по определению, [фх, ц>у] = £ф*фу = £хфу согласно (5.3.5). Далее, 
I"фУ = ф[*. УД в силу (5.3.2). 

Наконец (см. замечание 5.2.1), формы йфх, х £ g, порождают кокаса-
тельное пространство в любой точке О. Итак, (О, со0, Я0) — гамильтоново 
G-пространство. 

Согласно замечанию 5.1.2 отсюда вытекает, что всякое многообразие, 
накрывающее G-орбиту в д\ обладает структурой гамильтонова G-npo-
странства. 

Покажем, что и обратно, множество G-орбит в д' универсально в том 
смысле, что каждое гамильтоново G-пространство X = (X, сох, Хх) накры­
вает некоторую орбиту О в g' не только как многообразие, но и как гамиль­
тоново пространство. Более того, в категории гамильтоновых пространств 
орбита О и накрывающий морфизм X ->- О определены однозначно. 

5.4. Если X — односвязное многообразие, мы будем говорить, что 
соответствующее гамильтоново G-пространство (Х, сох, %х) односвязно. 
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Т е о р е м а 5.4.1. Пусть (X, сох, Ях) — любое гамилътоново G-npo-
странство. Существует единственная орбита О, для которой существует 
морфизм гамильтоновых пространств 

(5.4.1) хх: Х-+0. 

Этот морфизм определен однозначно. Кроме того, отображение (5.4.1) 
устанавливает взаимно однозначное соответствие между классами эквива­
лентности односвязных гамильтоновых G-пространств и G-орбитами в д'. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть хх: X ->- д' задана формулой 

(5.4.2) <тх(р), х) = 1Хх(х)](р) 

для. х £ д. Поскольку tyx(xx{p)) = (xx(p)i х), м ы имеем 

(5.4.3) г|зяотх - Хх(х). 

Так как функции г|э*, a: £ #, задают систему координат на § и так как 
*кх(х) £ С(Х), из (5.4.3) следует, что хх — гладкое отображение. 

Далее, для р £ X и г/ £ $ определим вектор 

i> = (^)*[daz(y)]p € 2\*<Р) (9'). 
Тогда согласно (5.4.3) 

vV = [doifo)]j,M*) = [Mtz/, *1))(р), 

так как dax(z/) = 1кх(У) и, значит, dox(y)Xx(x) = [Хх(г/), Ях(ж)] = М1*Л ж]). 
Но [̂ х([#> ^])КР) = -ф^»^ (хх(р)) согласно (5.4.3). Поэтому utyx = 
= i|)[y. «] (тх(р)) для всех х g $. Кроме того, имеет место равенство т^сруф* = 
= г|з[/л *] (тх(]э)) для всех х £ g в силу (5.2.6), откуда у = т ]^ (Р). Значит, 
согласно (5.2.4), поля ох(у) и гр тх-связаны, т .е . (хх)#вх(у) = тр. 

Но тогда хх является G-отображением, поскольку оно является g-
отображением (см. замечание 4.4.1). Дале$, так как G транзитивно действует 
на X, образ хх является G-орбитой О ^ $'. Поэтому поля ох(х) и %* хх-
*связаны для всех х £ g, так что мы имеем 

(5.4.4) со0(6»,Е*)отх = (г»в0)(ах(»),(Тх(«)) 
для любых х,у£$ш Из (5.4.3) вытекает равенство 

(5.4.5) Ч>х°хх = Хх(х). 

Но (о0(^, £*) = ф [ х '^ согласно (5.3.3) и, следовательно, левая часть 
равенства (5.4.4) совпадает с Ях([ж, у]). С другой стороны, сох(ох(*/)> ох{х)) = 
= ^х([^> 2/1) в силу (4.1.6). Значит, сох = т^со0, ибо векторные поля ох(х), 
х £ g порождают касательное пространство в каждой точке X. Поэтому 
в силу (5.4.5) хх является морфизмом гамильтоновых пространств. Если 
Oi — любая орбита и т: X -> #i — морфизм гамильтоновых пространств, 
то [hx(x)](p) = [Aot (ж)](т(р)) для всех р 6 Х| и х £ g. Но [X0l (x)](x{p)) = 
= (т(р), я), а [Ьх(х)](р) = <тх(р), ж). 
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Значит, т = хх, откуда следует, что 0\ = О. Это доказывает единст­
венность О и хх. 

Далее, пусть X и Y — односвязные гамильтоновы ^-пространства 
и хх(Х) = Ту (У) = О cz §'. Так| как X и Y как многообразия являются 
односвязными накрытиями О, то для любой пары точек р 6 X, q £ У, обла­
дающих свойством Тх(/?) = xY(q), существует единственный диффеомор­
физм т: X -> У, такой, что Тчг о % == Ту и т(р) = д. Но тогда сох = т1со0 = 
= т*тусо0 = т*соу. Кроме того, для любого х £ g ^х(^) = ф * 0 ^ = 

= фх о Ту о т — XY (х) т. Значит, т — изоморфизм гамильтоыовых прост­
ранств, т. е. X и У изоморфны. 

С другой стороны, если хх{Х) Ф Ту (У), то X и У не могут быть изо­
морфны. В самом деле, если т: X —>• У — изоморфизм гамильтоновых 
G-пространств, то Туот и т х —накрытия двух различных орбит одним 
и тем же многообразием. Это противоречит уже доказанному. Значит, соот­
ветствие X —>- хх(Х) является вложением множества классов эквивалент­
ности односвязных гамильтоновых G-пространств в множество G-орбит в д'. 
Это соответствие, очевидно, сюръективно, так как согласно замечанию 5.1.2 
односвязное накрытие X любой орбиты О обладает такой структурой гамиль-
тонова G-пространства, что накрывающее отображение т: X -»- О является 
морфизмом гамильтоновых 6?-пространств (так что т = хх). 

З а м е ч а н и е 5.4.1. По теореме 5.4.1 различные орбиты в §' опре­
деляют неизоморфные гамильтоновы G-пространства, так как х0 является, 
очевидно, тождественным отображением для любой бг-орбиты О cz §'. 

С л е д с т в и е . Пусть X = (X, ыХ1 Хх) — гамилыпоново G^npострая-
ство. Тогда X изоморфно некоторой орбите О а §', если и только если 
функции Кх(х), х £ д, разделяют точки X (т. е. если для любых двух раз­
личных точек р и q из X существует такой х £ д, что lkx(x)](p) Ф lkx(x)](q)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть О CZ $' — G-орбита. Так как 
[К0 (x)](f) = (/, х), ясно, что совокупность функций Я0(я), х g з, разде­
ляет точки О. 

Следовательно, если X ж О изоморфны, то функции Хх(х), х £ g, разде­
ляют точки X. 

Обратно, если эти функции разделяют точки, то отображение хх, зада­
ваемое формулой (5.4.2), является вложением. Поскольку это отображение 
всегда является локальным гомеоморфизмом и сюръективным отображе­
нием на G-орбиту гх(Х), ясно, что хх — диффеоморфизм и, следовательно, 
изоморфизм гамильтоновых G-пространств. 

5.5. Если не обращать внимание на поднятие Хх и рассматривать толь­
ко симплектическое пространство (X, ых), то может случиться, что X накры­
вает орбиту (т. е. существует G-отображение т: X ->- О, которое является 
накрытием многообразий и обладает свойством т*со0 = о>х> н о отображе­
ние т или орбита О определяются неоднозначно. Например, если g = 
= |#1(3> R) — множество тех / £ g', для которых / I [n g] = 0>1 то легко 
видеть, что все элементы g являются неподвижными точками относитель­
но действия G на $', и, обратно, всякая неподвижная точка (т. е. орбита^ 
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состоящая из одной точки) лежит в д. (Это ясно из того, что условие x-f = О 
для всех х £ $ равносильно! условию / | rgл] = 0.) Таким образом, если 
X — тривиальное G-симплектическое пространство, т. е. состоит из одной 
точки, то оно накрывает любую точку из д*. 

Мы покажем сейчас, что и в общем случае вся неоднозначность связана 
ГА1 

с множеством д. 
Т е о р е м а 5.5.1, Предположим, что (X, сох) — симплектическое одно­

родное G-пространство их: X -> О — накрытие (в смысле симплектических 
G-пространств). Тогда для любого / £ д множество f + О = Of также 
является G-орбитой в §' и отображение xf: X -> О*, задаваемое формулой 
^ЧР) — / + т(р)? является накрытием. 

Обратно, всякое накрытие %': X-* О' имеет такой вид, так что, 
в частности, О' = g + О для некоторого g £ $. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть т :̂ X -> Of (i = 1, 2) — два накрытия. 
Определим отображения Хх: $-> i?(X) (i = 1, 2), полагая Ai(^) = I|)XOTJ. 

Тогда (см. замечание 5.1.2) оба этих отображения будут поднятиями dox: 
0 ^ I W i ? ( X ) - > a ( X ) - > 0 

t / 

Из точности верхней последовательности вытекает, что Х2х(х)— hx(x) = 
— (g»#)€R Дл я в с ех х£$ и некоторого однозначно определенного £бй'« 
Этот элемент^ должен принадлежать д, так как рассматриваемое расширение 
центрально. Поскольку (xt (р), х) = [кгх(х)] (р), [отсюда следует, что т2 (р) = 
= т4(р) + ^ для всех р^Х. Это доказывает существование и единственность 

эаписи т' (р) (в обозначениях теоремы) в форме х (р) + g для некоторого 
#6 3> не зависящего от р£Х. 

Пусть теперь, обратно, / £ $ . Коль скоро Ях(#) = ф*от задает подня­
тие dox, этим же свойством обладает и отображение Хх, определяемое форму­
лой Xxix) = Хх(х) + (/, х). Другими словами, (X, со ,̂ 1Х) и (X, ых, Хх) 
задают структуру гамильтонова G-пространства. Если хх и хх -^ соответ­
ствующие накрытия орбит (в смысле теоремы 5.4.1), то согласно (5.4.2) 
хх = х и xfx = тЛ так что Of — орбита и xf: X ->- О1 — накрытие этой 
орбиты. 

В одном важном классе примеров рассмотрение накрытий орбит приво­
дит к описанию всех однородных симплектических пространств. 

С л е д с т в и е т е о р е м ы 5.5.1. Предположим, что Нг(§, R) = 
= Н2($, R) = 0 (например, алгебра g полупроста). Тогда самое общее 
G-однородное симплектическое пространство (X, сох) накрывает одну из 
орбит О в д. Кроме того, накрывающее отображение х и, следовательно, 
орбита О определены однозначно. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (X, сох) — G-однородное симплектиче-
ское пространство. Поскольку, Hx(g, R) = 0, алгебра g совпадает со своим 
коммутантом [$, g], так что X строго симплектично (см. предложение 
4.4.8). С другой стороны, поскольку Н2($, R) = 0, существует поднятие 
Хх отображения dax (см. замечание 4.5.1). Поэтому (X, сох, kx) — гамиль-
тоново ^-пространство. Искомое утверждение вытекает теперь из теорем 
5.4.1 и 5.5.1. 

З а м е ч а н и е 5.5.1. В работе Уанга [4] доказано, что произвольное 
келерово пространство, однородное относительно компактной полупростой 
группы Ли, имеет вид G/H, где Н — централизатор некоторого тора в G. 
Приведенное выше следствие обобщает этот результат в нескольких направ­
лениях. Прежде всего, келеровость влечет симплектичность, так что наше 
следствие применимо. Оно утверждает, что рассматриваемое пространство 
накрывает некоторую орбиту. Но все орбиты односвязны и имеют вид G/H, 
где Н — централизатор некоторого тора. Поэтому результат Уанга имеет 
место при более слабом предположении о симплектичности. Кроме того, 
наш подход не использует компактности. 

5.6. Пусть (X, сох, Хх) — фиксированное гамильтоново G-пространство. 
Нас интересует вопрос, когда класс [сох] £ Я2(Х, R) является целочислен­
ным (так что ХС{Х, сох) непусто)? 

Пусть Gp означает стабилизатор точки р £ X, так что имеет место изо­
морфизм G-однородных пространств X ^ G/Gp. 

Обозначим через / точку хх(р) £ $ и пусть О = rx(X) с §' — орбита 
этой точки, a Gf — стабилизатор / так, что О = GIGf. Так как отображение 
хх: X -> О — локальный диффеоморфизм, мы имеем 

(5-6.1) (Gf)0 <= Gp = G„ 

где (Gf)0 — связная компонента единицы в группе Gf. 
В частности, 
(5.6.2) (Gp)0 = {Gf), 

и, следовательно, Qf является алгеброй Ли обеих групп Gf и Gp. 
З а м е ч а н и е 5.6.1. Если мы рассмотрим совокупность всех объек­

тов Y из Ham (G), для которых тг(У) = 0, то согласно замечанию 5.1.2 
группа Gp, где р £ тух(/), пробегает совокупность всех подгрупп, заключен­
ных между Gf и (Gf)0. Разумеется, односвязному Y соответствует случай 
Gp = (G/)o-

По определению $f функционал / обращается в нуль на [#/, д] и тем 
более на [g/, Qf]. Поэтому, рассматривая i R как алгебру Ли группы Т 
«(окружности), мы получ:аем гомоморфизм алгебр Лиг 

(5.6.3) 2nif: Qf-+iT\. 

Возникает естественный вопрос, когда существует гомоморфизм 
Л0: (G/)0-> T, т. е. характер (G/)0, для которого (5.6.3) является производ­
ным отображением, а если такой характер существует, то допускает ли он 
продолжение Л: Gp -> Т? 
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Пусть Gp — группа характеров группы Gp. Обозначим через GfczGp 
множество (возможно, пустое) всех характеров A : G p - v T , для которых 

(5.6.4) -тг A (exp tx) |t=o = 2я j (/, х) 
для всех х 6 fy% 

Мы можем выбрать Y = G/(Gf)0 в качестве односвязного накрытия X, 
тогда накрывающее отображение т: Y ->• X имеет вид x[a(Gf)0] = а*р. 
Рассмотрим Y как объект из Ham G, для которого сог = т*сох и Яу(я) — 
= Хх(х) о т для любого х £ д. * Мы можем тогда отождествить фундаменталь­
ную группу П многообразия X с Gp/(Gf)0: 

(5.6.5) П = ( У ^ о . 

Если Ъ = a(Gf)0 £ П так, что а £ Gp, то соответствующее преобразова­
ние 

(5.6.6) ть: У - > У 
задается формулой tb{g{Gf)o) — ga(Gf)o (напомним, что Gp нормализует 
(Gf)o). 

В силу (5.6.5) мы можем рассматривать группу характеров П* груп­
пы П как подгруппу таких характеров % £ Gp, для которых ограничение 
X | (G/)0 тривиально. 

Ясно, что %A£Gp* для любых AgGp*, %6П*, т ак что П* действует 
на G*, если последнее множество непусто. 

П р е д л о ж е н и е 5.6.1. Если G* непусто, то оно является главным 
однородным пространством для группы П*, т. е. для любого A^Gp ото­
бражение %->%А является биещией П* в G*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Это немедленно вытекает из того, что GJ 
должно быть смежным классом по П* в Gp и из того, что характер связной 
группы (Gy)0 определяется своим производным отображением. 

5.7. Если [сох] — целочисленный класс и 1 = [(L, а)] 6 %с(Х) % ) , то 
по теореме 4.5.1 существует выделенное поднятие аь : G-+ E(L, а) отобра­
жения ох, определяемое равенством (daL)(x) =&ohx(x) для любого я 6 g 
(см. (4.5.3)). Отметим, что если [(Lb at)] = I (i = 1, 2) и a: L i -> L2 уста­
навливает эквивалентность линейных расслоений со связностью над Ху 
то в силу (4.5.4) мы имеем о^оц (#) = d(JL2 (х), т&к ч т о 

(5.7.1) aoLi (а)а~1 = аи (а) 
для всех а £ G. 

.з Далее, ясно, что Lp инвариантно относительно oL(Gp) и, следовательно, 
можно определить характер Л* £ Gp группы Gp с помощью формулы 

(5.7.2) Л* (а) = aL(a)u/u 

для любого и £ Lp. Величина Л'(а), очевидно, не зависит от выбора и. В си­
лу (5.7.1) Л* зависит на самом деле не от (L, a), a только от класса I = 
= l(L, а)]. 
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П р е д л о ж е н и е 5.7.1. Характер А1 принадлежит Gp. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х £ ду. Тогда £f = 0 согласно пред­

ложению 5.2.1 и (5.3.1), так что [dox(x)]p = 0. Значит, глобальная траек­
тория 7 поля dax(x) через точку р состоит из одной этой точки, т. е. y(t) = Р 
для всех t £ R. Следовательно, если s(t) — самопараллельное сечение вдоль 7 
и s(0) = и £ Lp, то s(t) = и и для всех t. 

Но если y(t) — глобальная траектория поля daL(x) через точку и, то 
y(t) = о~ь(ехр (—ix))u. 

Кроме того, daL(x) = ц (kx(x), dax(x)) в обозначениях (4.2.1) и (4.5.3), 
поэтому в силу теоремы 10.2.1 y(t) = g(t)u, где 

-2яг|[Ях(х)](7(г))йг 

g(t) = e ° 
Но [Хх (х)] (7 (Г)) = [Хх (х)] (р) = [Я0 И ] (/) - (/, х). 
Значит, g(t) = e-2nit<f> х>, или aL (exp (tx)) и = e2niuf> x>u, или A1 (exp (tx)) = 

e2nitif, x> ^ 

Отсюда (<2Л') (х) = 2яг(/, ж), так что A'^G* 
Предполоя^им теперь, что Gf непусто и пусть А1 £ 6?*. Линейное рас­

слоение L = LA над X, соответствующее Л, можно построить следующим 
образом. Группа Gp-i свободно действует на G X С по формуле a-(g, z) = 
= (ga,A{a)z).\ 

В качестве L можно взять пространство 6?р-орбит в G X С, которое 
является фактор-многообразием, а проекцию я: L ->- X определить равен­
ством tt(Gp-(g, z)) = g-p. Структура линейного пространства в Lp = п~\р) 
переносится из С. 

В стандартной терминологии построенное таким образом расслоение 
обозначается L = G X С и называется расслоением, ассоциированным 

GP с главным расслоением 

1 
X 

над X с пространством G и слоем Gp, соответствующим характеру Л: Gp —»-
->• Aut С. 

Существование локального гладкого сечения отображения G-+- X обес­
печивает выполнение условий п. 1.1 для L. 

Далее, С* действует на L по формуле с-(Gp •(#, z)) = С?р •(#, cz), а груп­
па G — по формуле a -(Gp -(g, z)) = Gp -(ag, z). 

Поскольку действия G и С* перестановочны, действие G порождает 
гомоморфизм GJJ: 6?-> E(L). 

Покажем теперь, что L* обладает естественной формой связности а. 
Так как действия Си С* перестановочны, прямое произведение Н = G X С* 
действует на L. Это действие транзитивно на L* и определяет сюръективное 
отображение 

v: # - > L * 
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//"-однородных пространств по формуле v(g, z) = Gp-(g, z) = (g, z)-и, где 
и = Gp-{e, 1) 6 L%. Стабилизатором точки и = Gp-(e, 1) 6 Ц> будет, очевид­
но, подгруппа Ни1 состоящая из элементов вида (а, А(а)-1), где а £ Gp. 

Рассмотрим теперь С как алгебру Ли группы С* (полагая expz = ez), 
так что алгеброй Ли группы Н будет f) = 9 + C. 

Каждый элемент g из комплексного сопряжения пространства к § задает 
левоинвариантную комплексную 1-форму 8g^Q1(H) (форму Маурера — Кар-
тана), значение которой в точке (е, 1) совпадает с g. Если J£Hom c(C, С) — 

такой функционал, что (d,z)=7r— и 8 имеет вид g = {f, d), то 

(5-7.3) e*=(e / '25if-) ' 
где 8f — левоинвариантная 1-форма на С?, значение которой в точке е равно 

Далее, из сказанного выше следует, что алгебра Ли f)u группы Ни 
состоит из всех элементов алгебры Ли I) = g + С, имеющих вид 
{х,— 2JU(/» #))» гДе # 6 3/- Так как g = (/, d), мы видим, что g | ^ = 0 . 

Далее производное отображение для v в единице группы Н порождает 
точную последовательность 

0->f,u->f)^-r t t(L*) + 0. 

Следовательно, существует единственный элемент gu в кокасательном 
пространстве к L* в точке и, для которого g^v* = g. 

Далее, так как Gp cz G/, элемент / 6 й' неподвижен относительно 
группы Gp (действующей с помощью представления Ad'). Поскольку С* — 
центральная подгруппа в Я, ясно, что g £ HomR (Н, С) неподвижен отно­
сительно Ad' (Hu). Значит, gu неподвижен относительно действия Ни на 
кокасательном пространстве в точке и и, следовательно, существует единст­
венная 1-форма а на L*, которая jff-инвариантна и удовлевторяет условию 
аи = gu. Ясно, что 

(5.7.4) v*ct - 6^, 
так что из локальной структуры прямого произведения вытекает гладкость а. 

Пусть теперь q £ X и q = а-р для некоторого а £ G. Тогда v(a, 1) = 
= i; б L ; . 

Если определить отображение xv : С* -> L*, полагая т^с) = су, то 
т0 = vop, где отображение р: С* -> Н задается формулой р(с) = (а, с). 
Значит, т*а = p*v*a = р*б^ в силу (5.7.4). Но р*б^ = Т~~~ в СИЛУ (5.7.3). 
Поэтому а |ь* = рд в обозначениях п. 1.5. Из того, что С* cz H, следует, 
что а С*-инвариантна и, следовательно (см. п. 1.5), задает форму связно­
сти на L*. 

Так как значения характера А по модулю равны 1, существует такая 
эрмитова структура N на L, что для g £ G, с £ С* справедливы равенства 

\N\*lGp.(g\c)] = |tf |a(v(g,c)) = | c |2, 
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так что v*(d | TV |2/1 N |2) = (0, d \ z |2/ | z |2). Из вещественности / и соот­
ношений (5.7.3) и (5.7.4) следует, что 

v*[2ni(a - а)] - 2ni(8g - 8-) = (0, d | z |2/ | z |2). 

Но из локальных рассмотрений ясно, что v* инъективно, так что 
d \N \2/\N |2 - 2ni(a - a ) . 

Следовательно, N является а-инвариантной эрмитовой структурой 
и I = [(L, а)] е ХС(Х). 

Группа G содержится в Я и поскольку а ^-инвариантна, она С?-инва-
риантна; N также G-инвариантна, так что oL : G-+E(L, а ) . 

П р е д л о ж е н и е 5.7.2. Предположим, что С# непусто, Л £ G# 
w класс [(L, а)] = Z £ ХС(Х) определен, как и выше. Тогда сох = curv (L, а ) , 
так что I £ ХС(Х, сох). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим со = curv (L, а) и р: G ->- X — 
отображение, действующее по формуле р(а) = а-р. Обозначим, как и выше, 
через бу левоинвариантную 1-форму на G, значение которой в точке е равно Д 
Мы утверждаем, что 

(5.7.5) р*со = d8f. 
В самом деле, в принятых выше обозначениях novoi = р? где i: G-*~ Н — 

естественное вложение. Значит, р*со = (t*ov*on*)co. Но я*со = da и, сле­
довательно, V*K*CO = d8g = (d8f, 0). Это доказывает (5.7.5).j 

Далее, для х £ QI обозначим через Гх правоинвариантное векторное 

поле на Gf задаваемое равенством (Гхср)(а) = — ф(ехр(—tx)a) |*=0 для ф £ 

£ C(G) и а £ G. Тогда очевидно, что Гх и ох(х) р-связаны. Поэтому для х> у £ 
£ g имеет место равенство 

®(ох(у)> Ох(х))°Р = йбДГу, Гя) = (i(ry)d6 / f Гж>. 
Но i(Ty)d = —di(Ty) + 0(ГУ) и 0(Гу)6у = 0, поскольку б/ левоинвариантнаг 

а Ту, будучи правоинвариантным, является инфинитезимальной образую­
щей однопараметрической группы левых сдвигов. Значит, i(Ty)d8f = 
= —di(Ty)8f = —d (8fl Ту) и, следовательно, 

<*>(<Ъ(У)> <*х(*))ор = —Гх (б/, Гу). 
Из равенства 0(1^)6^ = 0 вытекает, что Tx(8f, Ту) = (8f, [Тх, Ту]) = 

= (б/> Г1>, у]) согласно (1.3.2). Поэтому со(ох(г/), ох(;г))°р = — (6 f, Г [х , у]) 
В точке е 8f = / , а Г[Х) у] = —[ж, г/]. Значит, 

сор((7х([/), <Ъ(я)) = (/, [г/, ж]) = (со0)/(а0(г/), а0(я)) 

согласно (5.3.3). 
Однако %х®о = сох и поля а0(х) и ах(ж) тх-связаны, так что полученное 

выражение можно записать также в виде ((ох)р(ох(у), ох(х)). Значит, сор =* 
= («х)р» поскольку векторы lox(x)]p, x £ #, порождают ТР(Х). Так как 
(о и (ох — G-инвариантные 2-формы на X, отсюда следует, что со = сох. 

Мы можем теперь доказать следующее утверждение. 
Т е о р е м а 5.7.1. Пусть (X, сох, Хх) — любое гамилыпоново G-npocm~ 

ранство, р £ X и Gp — стабилизатор точки р. Тогда класс когомологий 
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[со ]̂ £ Н2(Х, R) является целочисленным, если и только если множество 
характеров Gf (см. (5.6.4)) непусто. Кроме того, если А1 — характер Gp 

(см. (5.7.2)), определенный классом I £ ХС(Х, сох), то А1 6 G? и отобра­
жение 

(5.7.6) #С(Х, cox) -> б£=, 

переводящее I в А1, взаимно однозначно. 
Напомним, что ХС(Х, (ох) — множество классов эквивалентности линей­

ных расслоений со связностью над X, имеющих сох своей формой кривизны. 
Далее, отображение (5.7.6) является П*-отображением, где П* — группа 
характеров фундаментальной группы X (напомним, что ХС(Х, (йх) и G* 
являются главными однородными пространствами группы П* согласно 
теореме 2.5.1 и предложению 5.6.1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Если существует Л £ G?, то согласно пред­
ложению 5.7.2 построенное выше расслоение со связностью (L, а) опреде­
ляет элемент I £ ХС(Х, (ох)- Согласно предложению 2.1.1 это влечет цело-
численность класса [сох]. Обратно, если [сох] — целочисленный класс, то 
существует I = [(L, a)] £ ХС(Х, (ох)-

Значит, в силу предложения 5.7.1 характер А1 лежит в G*, так что 
это множество непусто. 

Предположим теперь, что [со ]̂ — целочисленный класс. Поскольку 
в силу теоремы 2.5.1 и предложения 5.6.1 ХС(Х, сох) и Gf оба являются 
главными однородными пространствами, нам остается только доказать, что 
(5.7.6) является П*-отображением, т. е. 

(5.7.7) Ах'1 = %-А1 

для любых х 6 П* и I = [(L, a)] g ХС(Х, (ох). 
Воспользуемся обозначениями пп. 2.4, 2.5 и 5.6. Многообразие X1 = 

= G/(Gf)0 является односвязным накрытием пространства X, а направляю­
щее отображение (3 из п. 2.4 совпадает с отображением т из п. 5.6. Кроме 
того, ых\ = со1 = Р*сох- Очевидно, что [со1] —целочисленный класс, коль 
скоро этим свойством обладает [сох]. 

Гомоморфизм а: П -> DiX1, со1) (см. (2.4.1)) имеет вид a(b) = xb-i 
(см. (5.6.6)). Определим (единственное с кривизной со1) линейное расслоение 
со связностью (L1, а1) над X1, как в п. 2.4, и пусть 

(5.7.8) v: П - > Я ( £ \ а1) 
— поднятие а (см. предложение 2.4.1). Как и в п. 2.4, фактор-пространство 
L = LVv(n) является линейным расслоением над X и обладает такой фор­
мой связности а, что |3*а = а1, где (3: L1 -> L— каноническая проекция. 
В обозначениях (2.4.3) Zv = [(L, а)] £ ХС(Х, сох). Мы хотим теперь вычис­
лить характер A v £ Gf в терминах v. 

Группа G действует на L1 и L с помощью гомоморфизмов 

aL1 : G-+ E(L\ а1) и oL: G-> E(L, a), 
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задаваемых теоремой 5.1.1 (так как (X, сох, кх) и (X1, co î, A,xi ) — гамиль-
тоновы ^-пространства). 

Мы утверждаем, что Р: L1 —>- L — G-отображение. 
Согласно замечанию (4.4.1) достаточно проверить, что Р является ^-ото­

бражением. Но так как daL = 8LoXXj doLi = 8Lio%bl и Kxi(х) = Хх (х) ор для 
#6g, остается проверить, что поле 8ь(ф) Р-связано с 6Li(cpop) для любой 
функции cp6i?(X). Но поле £ф р-связано с £фор, поскольку Р —локальный 
симплектический изоморфизм. Далее, поскольку р*а = ах, Р* переводит 
горизонтальные векторы в горизонтальные, так что £ф и £ф0|з Р-связаны 
в силу коммутативной диаграммы (2.4.2). Если и^(Ьг)*, то 11 (ф ° Р) — каса­
тельный вектор к кривой t->e~nit^^nlv^v в точке t = 0, а ТЦФ)^— касатель­
ный вектор к кривой t-^ e~2nit^n^v^ (v) в точке t — 09 Значит, rj (ф) 
и т](фоР) р-связаны, поскольку р линейно на L\ и (яр)~ = ря1 в силу (2.4.2). 
Поэтому поле 8L (ф) = ц (ф) + ^ р-связано с полем 6Li (ф ° Р) = Л (ф ° Р) + ?фор» 
так что р — ^-отображение* 

Пусть теперь и £ Lp, так что в силу (5.7.2) 

(5.7.9) А1* (а) = aL{a)u/u 
для а £ Gp. Если р1 — смежный класс (Gf)0 в X1, то PQ?1) = р. Определим 
вектор v 6 Lpi равенством 0у = и и пусть Ъ = a(G/)0 6 П. Тогда 

(5.7.10) Р М Ь - » = ? ( У ) = и, 
так как pov(6-1) = р по определению р. Однако v(b_1)i; = L^b-i^i, а(Ь~1)р1= 
= %ъРХч а т^р1 — это смежный класс a(Gf)0 в X1. С другой стороны, 

(5.7.11) ~P(aZi (Ф) = М ^ К 

поскольку р — G-отображение. Но aLi(a)u £ Ьгаьца) pi и ax i (a)p1 — это тот 
же смежный класс a(Gf)0. Поэтому aLi(a)i;/v(6~1)y корректно определено 
и, поскольку р линейно на слое, то согласно (5.2.4), (5.7.10) и (5.7.11), 

(5.7.12) AZv(a)=aL1(a)«;/v(b-1)i;. 
Далее, для любого % £ П* в силу (2.5.6) справедливо равенство %-Z = 

= Zx.v. Но xv(^_1) = X(^~1)v(^~1) согласно предложению 1.13.1. Кроме того, 
%(Ь) = %(а), если рассматривать П* как подгруппу в G%. Подставляя %v 
вместо v в (5.2.12), мы получаем Ax'lv (a) = %(a)Alv(a) = (%-Л)Ч Поскольку 
(L1, a1), v и aLi не зависят от поднятия v и поскольку I = Zv — произволь­
ный элемент ХС(Х, сох), мы получаем А*'1 = %-А1 для всех % £ П* n i g 
<€ #С(Х, ©х). 

С л е д с т в и е 1. Пусть G — односвязная группа Ли, $ — ее алгебра 
Ли, О CZ g' — орбита группы G, так что (О, со0, Я0) — гамильтоново 
G-пространство (см. теорему 5.3.1). Пусть f £ О и Gf — стабилизатор точ­
ки /. Тогда класс когомологий Ы0] £ Н2(0, R) является целочисленным, если 
и только если существует характер А группы Gf, дифференциал которого 
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совпадает с 2m/ | q , где $f — алгебра Ли группы] Gf. Вулучае, когда это 
условие выполнено, множество G* всех таких характеров Gf и множество 
Хс(0, Wo) всех классов эквивалентности линейных расслоений со связностью 
над О, имеющих со0 своей кривизной, оба являются главными однородными 
пространствами для группы П* — группы характеров фундаментальной 
группы П орбиты О. Каждому классу [(L, а)] = I £ Хс{0, со0) соответст­
вует характер А1 £ Gf, определенный в (5.7.2) с помощью ограничения подня­
тия oL(Gf) действия Gf в О на слой Lf. Наконец, соответствие Хс(0, оо0) -*-
->- Gf, переводящее I в А1, являетсяП*-отображением и, следовательно, взаим­
но однозначно. 

Доказательство следует из теоремы 5.7.1, если*в качестве X взять G-
орбиту в g' (см. теорему 5.3.1). 
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