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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
Серия математическая 

22 (1958), 737—756 

Ю. И. МАНИН 

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ КРИВЫЕ НАД ПОЛЯМИ 
С ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕМ 

(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 

В работе строится дифференциально-алгебраический гомоморфизм 
группы классов дивизоров нулевой степени кривой, определенной над 
полем констант с дифференцированием, в аддитивную группу векторного 
пространства конечной размерности над полем констант; частично иссле­
дуется ядро этого гомоморфизма. 

В в е д е н и е . Теория алгебраических кривых сейчас гораздо более 
разработана, чем теория многообразий высших размерностей. Один из 
методов изучения этих последних, нашедший много полезных применений, 
как раз и заключается в изучении общих кривых линейных пучков на 
таких многообразиях. Эти кривые определены над некоторыми функцио­
нальными полями, и естественно ожидать, что свойства их должны су­
щественно зависеть от свойств поля определения. Однако, как заметил 
А. Вейль, большая общность методов современной теории алгебраических 
кривых, позволяющая получать результаты этой теории единообразно 
над произвольными полями констант, здесь, именно в силу этого свойства, 
становится в какой-то степени бесполезной; в функциональном основном 
поле параметры остаются замороженными, если не изучать специализации 
общей кривой. В самом деле, изучение специализаций дает очень много, 
но мы имеем еще одну возможность воспользоваться параметрами функ­
ционального основного поля, притом оставаясь в рамках теории общей 
кривой. Эта возможность — дифференцирование по параметру. Поясним, 
что мы имеем в виду, на примере пучка Си кривых над комплексным 
полем F (X, У; и) = О, где и — параметр пучка. Пусть род общей кривой 
равен g. Выберем на ней g линейно независимых дифференциалов первого 
рода (ох, . . . , cog и зафиксируем на римановой поверхности Си базис 
одномерных гомологии yi» • • • » 42g* Этот выбор определит совокупность 
периодов 

«S = \ о)«. 
Ч 

Любой период есть однозначная аналитическая функция от и в про­
извольной односвязной области w-плоскости, не содержащей критических 
точек, т. е. точек и0 таких, что специализация и—>и° понижает род 
кривой Си, в окрестности же критической точки часть периодов приоб­
ретает многозначность (подробности см. в книге (3), гл. VI—VII). Для 
нас сейчас важно заметить, что 2g периодов данного дифференциала <оа 
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удовлетворяют линейному дифференциальному однородному уравнению с 
коэффициентами, рационально зависящими от и\ 

р%(и)^^а + ... + р1^а1 + ра
0(и)^ = 0, l < p < 2 g . (A) 

Этот факт заметил и подробно изучил Фукс (1). Алгебраический смысл 
соотношения (А) заключается в том, что естественным образом определяя 
в поле функций на Си дифференцирование D по параметру и и распро­
страняя его на дифференциалы со, мы получим, что существует такая 
функция уа на Си, что 

ptg Z)2^coa -1 \- pi coa = dj/a, 
ибо только у полного дифференциала периоды по всем одномерным циклам 
обращаются в нуль. Последнее же линейное соотношение обусловлено 
двумя обстоятельствами: во-первых, тем, что производная по параметру 
от дифференциала, не имеющего ненулевых вычетов, сама не имеет нену­
левых вычетов, а во-вторых, тем, что фактор-пространство пространства 
таких дифференциалов по пространству полных дифференциалов над 
основным полем имеет конечную размерность 2g. Отсюда и следует, что 
любой дифференциал первого рода и его 2g производных по параметру, 
подходящим образом линейно скомбинированные, дадут полный диффе­
ренциал, а 

Рассмотрим интегралы \соа, где а — какой-нибудь рациональный диви­

зор нулевой степени на кривой Си. Эти интегралы, понимаемые как 
Р 

со* Ъ\Щ 
Ро 

(сумма, очевидно, не зависит от выбора точки р0), являются так назы­
ваемыми нормальными функциями Пуанкаре и определены с точностью 
до целого кратного периодов. Так как периоды обращаются в нуль ли­
нейным дифференциальным оператором (А), то естественно применить 

a 
этот оператор к интегралу \ соа. Мы получим однозначную функцию от и: 

Z , a = ( ^ Z > 2 g + . . . + ? o ) ^ a , 
определяемую дивизором а или, точнее, в силу теоремы Абеля, классом 
дивизоров, к которому принадлежит а. Естественно ожидать, что *эта 
функция будет рационально зависеть от и] прямой подсчет показывает, 
что так оно и есть; в окончательном выражении Z a знак интеграла стоит 
над полным дифференциалом 

(/&яад+-•• + ??)«>« 
и имеются еще некоторые члены, возникающие из-за необходимости учи­
тывать зависимость от и пределов интегрирования. Во всяком случае, 
Za зависит алгебраически-дифференциально от значений в точках а не­
которых функций на кривой Си. Абелевы интегралы 

a 

coa 
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играют важнейшую роль в трансцендентной теории кривых, в частности, 
с их помощью строится якобиево многообразие кривой: многообразие 
классов дивизоров нулевой степени. Соответственно, функции Z a опре­
деляют гомоморфизмы группы классов дивизоров нулевой степени в ад­
дитивную группу поля функций от и. Уже само по себе существование 
таких алгебраически-дифференциальных гомоморфизмов представляет 
интерес, ибо чисто алгебраически их существование невозможно. Весьма 
интересно и то, что, как доказано в п. 10, пересечение ядер всех таких 
гомоморфизмов фактически совпадает с хорошо известным многообразием 
Пикара для Си. 

Основная цель этой работы — построить для случая основного поля 
нулевой характеристики дифференциально-алгебраический гомоморфизм, 
частный случай которого описан выше. Гомоморфизм строится алгебраи­
чески и так же доказываются все его элементарные свойства, подсказан­
ные аналогией с классическим случаем. Исследование ядра гомоморфизма, 
однако, не совсем тривиально уже для простейшего случая пучка Си 

над комплексным полем. Мы излагаем это исследование, вскрывающее 
характерные связи изучаемого вопроса в общей постановке с другими 
вопросами алгебраической геометрии. В частности, идя этим путем, 
следует ожидать, что для определения ядра в случае кривой над алге­
браическим функциональным полем от многих переменных окажется 
полезной абстрактная теория групп монодромий [см. (5)] и дифферен­
циальных полей. 

В качестве приложения общей теории мы даем критерий линейной 
зависимости точек на эллиптической кривой над полем |рациональных 
функций. Этот критерий может оказаться полезным в связи с работами 
Нерона о ранге алгебраических кривых. 

Нам представляется, однако, что наиболее интересно было бы найти 
аналог рассмотренных здесь объектов, когда поле констант имеет конечную 
характеристику или является полем алгебраических чисел. Хотя в по­
следнем нетривиальных дифференцирований не существует, а в аддитив­
ной группе полей ненулевой характеристики все элементы имеют конечный 
порядок, так что неразумно было бы ожидать существования какого-то 
интересного гомоморфизма, в точности подобного построенному здесь, 
тем не менее изученные здесь явления кажутся достаточно «алгебраич-
ными», чтобы ожидать их более широкой распространенности. Прежде 
всего, конечно, нужно найти подходящий аналог дифференцирования. 

1. О с н о в н ы е о б о з н а ч е н и я и п о н я т и я . Во всем дальнейшем 
изложении мы будем пользоваться следующими обозначениями: 

К — основное поле характеристики нуль, над которым, как надполем 
констант, определено поле алгебраических функций одной переменной R. 
Поле К обладает (по крайней мере одним) нетривиальным дифференци­
рованием Z), т. е. отображением К в себя со следующими свойствами: 

D(a + b) = Da + Db, л 
D(ab) = aDb + Da-b, (1) 
АафО (a,b£K). J 
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Дифференцирования поля К, очевидно, образуют над ним линейное про­
странство. 

Нам придется продолжать дифференцирование поля К до дифферен­
цирования его расширений, а также некоторых векторных пространств, 
определенных над К и R. Не оговаривая этого в дальнейшем, мы бу­
дем обозначать продолженное дифференцирование той же буквой, что и 
продолжаемое дифференцирование, если продолжение строится одно­
значно. 

Дифференцирование D поля К однозначно продолжается до дифферен­
цирования алгебраического расширения К [см. (2), стр. 112, лемма 2]. 

Дифференцирование DJIOJIR К однозначно продолжается до дифферен­
цирования Dv поля /?, определенного условием Dvv = 0, где v — произ­
вольный элемент Л, трансцендентный над К [см. (2), стр. 116, лемма 7]. 

Дифференцирование Dv поля JR однозначно продолжается до диффе­
ренцирования р-адического замыкания R, где ps—простой дивизор, если 
требовать непрерывности продолжения по р-адической метрике [см. (2), 
стр. 115]. 

Дифференцирование Dv поля R однозначно продолжается до диф­
ференцирования векторного пространства дифференциалов со поля R при 
помощи равенства: 

Dvt* = Dv(^).dv 

(во избежание путаницы и усложнения [обозначений [символами d и -г~ 

мы обозначаем взятие дифференциала и производной по v в поле R, 
определенное обычным образом. О связи этих двух типов дифференциро­
ваний см. подробно в книге (2), гл. VI). Дифференцирование векторного 
пространства определяется как отображение его в себя, удовлетворя­
ющее соотношениям (1), где сложение следует понимать как сложение 
векторов, а умножение — как умножение вектора на элемент поля опре­
деления. 

Род поля R обозначается через g; со1? . -l-^'^g — базис дифферен­
циалов первого рода, 28— линейное пространство дифференциалов R, не 
имеющих отличных от нуля вычетов, Щ— линейное пространство'полных 
дифференциалов R. Пространства 28 и 23 строятся над полем констант R. 

Обозначим 2В = 28/33 и для^любого дифференциала со через со будем 
обозначать класс со в фактор-пространстве 28. 

р — простые дивизоры (точки), а—{составные дивизоры поля^Т?; пред­
полагается, что р имеет над К первую степень, 

v — показатель функции или дивизора, соответствующий р, 
а — класс дивизоров, к которому принадлежит а, 
vp — значение элемента v € R в точке р. 
2. О с н о в н ы е л е м м ы . 
ЛЕММА 1. Пусть v9 w — любые элементы4^, трансцендентные над if, 

и — произвольный элемент R. [Тогда для любого дифференцирования D 
поля К и его продолжений Dv, Dw имеем: 

(Dv — Dw) (udv) = — d (uDwv). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Оператор 

Dv-Dw + (Dwv)± 

есть дифференцирование R, обращающееся в нуль на К (v) и, следова­
тельно, на всем R. В частности, 

(Dv — Dw)u=— Dwv. -£•. 

Далее, 
(Dv — Dw) (udv) = (Dv — Dw) u-dv -f и (Dv — Dw) dv. 

Ho 

Dv dv = Dv [-£- ) dv = 0, 

Dw dv = Dw (^-j dw = -^ (Dw v)dw = d (Dw v), 

ибо 

dw LJw Uw dw 

[см. (2), стр. 125, лемма 1]. Следовательно, 

(Dv — Dw) (udv) == — [Dwv~dv + ud (Dwv)^ = —d(uDwv). 

П р и м е ч а н и е . Эта лемма принадлежит Шевалле [см. (2), стр. 125—126, 
лемма 3]. Мы привели ее доказательство ввиду его простоты и важности 
леммы в последующих рассмотрениях. Смысл леммь* заключается в том, 
что, как из нее следует, все дифференцирования Dv, где v — произволь­
ный трансцендентный элемент i?, пространства SB совпадают друг с 
другом на фактор-пространстве SB, чем однозначно и определяется про­
должение D на Ш. Кроме того, в вычислениях эта лемма играет роль, 
подобную роли формулы дифференцирования интеграла по параметру 
в _" классическом случае. 

ЛЕММА 2. Пусть v, w — любые элементы R, трансцендентные 
над К, р — простой дивизор R, a D — дифференцирование такие, что 
выполняются условия: vp (г;) ;> 0 и либо vp(w;)<0> либо D (wp) = 0. Тогда 

D (vp) = {Dwv)p. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть t — униформизирующая переменная в 
точке р, 

Имеем: 

откуда следует; 

V = = vp + 2 aJ"> w = 2 bja 
oc=l a = a 0 

Dww = 0, 

[) t — — a==za° w l ~ dw 
dt 
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и ясно, что в предположениях леммы vp(Dwt)^l. Но 
оо оо 

oc= i a = : 

так что действительно 

(Dwv)p = D(vp), 

ибо 
оо оо 

( 2 Вал-1* + 2 *ayt«-Wwt L = 0. 
\ Q C = 1 a = i ' 

Доказанная лемма устанавливает связь между двумя основными ин­
струментами исследования — дифференцированием и специализацией — 
и вместе с предыдущей леммой составляет основу последующих рассмо­
трений. 

3. Л и н е й н о д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е с о о т н о ш е н и я в про­
с т р а н с т в е 28. Пусть jDb . . . , Dn — п линейно независимых диффе­
ренцирований поля констант К, которые мы не будем предполагать пере­
становочными. Обозначим через i^x, l ^ X ^ x ( [ x ) , пронумерованные в 
произвольном, но раз навсегда фиксированном порядке, дифференциальные 
одночлены порядка (л, т. е. операторы вида 

где 
1 < >4 < П, [Xi + . . . + |Am = (X. 

Пусть задана система линейных дифференциальных операторов 

которую, как было замечено, можно считать действующей в векторном 
пространстве 28 и которая в этом пространстве удовлетворяет соотно­
шению 

2 L^« = °' (2> 
Такие соотношения всегда существуют, ибо для любого La L aa) aG^, 
что следует из теоремы 13 книги (2) (стр. 126), и, кроме того, размер­
ность 28 конечна и равна 2g [см. (2), стр. 112, лемма 2]. Более того, над 
кольцом дифференциальных многочленов соотношения (2) образуют левый 
модуль, имеющий конечный базис. Иными словами, существует конечная 
совокупность дифференциальных многочленов (Lap)» l ^ a < ^ g , l ^ p < ^ i V , 
таких, что, во-первых, 

2^«з«« = 0, l < P < i V , (3) 
a = l 
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и, во-вторых, для любых L a , удовлетворяющих (2), существуют диффе­
ренциальные многочлены L$ такие, что 

N 

Совокупность (Lap) порождает систему соотношений (3), которую мы 
назовем базисной системой линейно дифференциальных соотношений про­
странства 28 или просто базисной системой. Укажем эффективный способ 
нахождения базисной системы, который понадобится нам в дальнейшем. 

Выпишем последовательность 

со1? . . . , со ;̂ 3)\^ъ . . . , 3)^1, . . . , 3)\<ьё1 • • • , 3>n<og\ . . . 

. . . ^ С 0 Ь . . . , J)x(^0)i, . . . , S)iO)g, . . . , 3>i(v.)<ug, (4) 

Назовем [х-м периодом последовательности отрезок SOic*^, . . . , S ^ ) ^ . 
На первом шаге испытаем 3)\ых на линейную зависимость с сох, . . . , оа̂  
(на самом деле, конечно, следует испытывать просто дифференциалы З^ы, 
отбрасывая полные дифференциалы. Здесь v£R — произвольный элемент, 
а 3\v получается из Dlv, . . . , Dnv так же, как 3)^ из Dx, . . . , Dn). 
Если такая линейная зависимость существует, запишем ее и вычеркнем 
<2);ico из последовательности (4). В противном случае оставляем 3)\(^± и 
переходим к следующему дифференциалу. На очередном шаге испытаем 
очередной член последовательности на его линейную зависимость с йтеми 
невычеркнутыми членами, которые стоят слева от него; если такая ли­
нейная зависимость существует, выписываем ее и вычеркиваем испытуемый 
член, если нет — переходим к следующему члену. Шагов без вычерки­
вания может быть не более g, так как размерность 28 есть 2g. Следовательно, 
рано или поздно мы вычеркнем целиком какой-нибудь период. После 
этого процесс заканчивается, ибо, как легко видеть, выписанная система 
соотношений будет базисной. Заметим, что в определении мы не требо­
вали линейной независимости базисных соотношений, и на самом деле, 
если действовать в точности так, как описано, среди выписанных соот­
ношений, вообще говоря, будут лишние. Однако в действительности 
легко уточнить предписания так, чтобы результатом процесса оказалась 
линейно независимая базисная система (имеется в виду линейная зави­
симость над кольцом дифференциальных многочленов). Мы проделаем это 
для частного случая в п. 9. 

Заметим еще, что интересно было бы выяснить смысл количества 
невычеркнутых элементов последовательности (4), которое не зависит от 
выбора базиса дифференциалов первого рода и является инвариантом 
поля и совокупности дифференцирований D1, . . . , Dn. Например, легко 
видеть, что если в поле R есть пара образующих, связанных соотноше­
нием над полем к£:К, в котором все дифференцирования Du . . . , Dn 

обращаются в нуль, то в последовательности (4) невычеркнутыми оста­
нутся лишь первые g членов. 

4. Ф у н к ц и я Zv (а). П о с т р о е н и е . В ближайших трех пунктах 
мы будем рассматривать фиксированную систему линейных дифферен-
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циальных операторов 
Х([Х) 

fx A = l 

удовлетворяющую соотношению (2). 
Соотношение (2) означает, что ^для любого элемента vdR, трансцен­

дентного над К, существует такой элемент yv б R, что 
g 
2 £at)COa = dyv, 

где 
*:({x) 

âz/ = 2 2 Px^^Xv' 
\L X=l 

Введем на ^множестве простых дивизоров р поля R {функцию Zv (p) со 
значениями в А (р): 

£ x(pt) 

a = i fx A=i 

где Fx"(p) определяются индуктивно: 

Vl%(V) = (ua)pDx(vp)B % Н - ^ » 1(6) 

и если i^„+1 = Z>pS'o, а функция FaSKp) уже определена, то 

П + ^ а (р) = DPVZ (р) + (3>^ua)vDp (vp). (6а) 

В такой записи функция Zv (p) остается неопределенной h конечном 
множестЕЮ полюсов элементов 11 ш входящих в формулах (6) и (6а) "под 
знак ( )„. Обозначим это множество через 3^, а через 9JV —|множество 
всех тех дивизоров нулевой степени а поля i?, для которых vp (a) = О, 
если р 6 31и- На Я?*, определим по аддитивности функцию Zv (a): 

Z4(a) = 2Ve)ZO(P)- W 
Заметим что элемент yv определен с точностью до аддитивной про­

извольной постоянной; то же§ следовательно, справедливо и относи­
тельно Zl\ но мы будем рассматривать функцию Zv на дивизорах нену­
левой степени лишь в качестве подсобного средства для получения 
данных о Zv на дивизорах нулевой степени, где значение Zv не зависит 
от выбора постоянной. Поэтому в дальнейшем, не оговаривая этого спе­
циально, мы будем в выборе yv исходить из соображений удобства. 

5. Ф у н к ц и я Zv (а) на г л а в н ы х д и в и з о р а х . Мы докажем 
сейчас, что для любого главного дивизора а б 3^ 

Zv(a) =0. 
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ЛЕММА 3. Пусть для элемента w£R, трансцендентного над К, 
элемент yw определяется так же, как yv для v. Тогда 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через Sw оператор взятия следа 
элементов поля R над подпол ем K(w). Для всех 1 ^ Х ^ п имеем: 

[см. (2), стр. 113, лемма 3 и стр. 125,, лемма 1]. Поэтому 

\<х=1 / а = 1 

ибо все^дифференциалы еоа — первого рода. Отсюда следует, что Sw yw 6 К. 
Но 

2 vp И у" = Sw Г \w=m - , У ш Г |ю=0 = 0. 

Лемма доказана. 
Пусть теперь а£3^„ a = {w}, где {w} обозначает дивизор элемента 

w dR. Подсчитаем yv — yw. Имеем: 

d{yv _ r j = 2 (Lav - Law) с. = 2 2 2 А № - SL) ©. • (8) 
Пусть 

V ^ o z / «^aw) ^ а — dlavw, tavw v. Л. ( 9 ) 

В силу леммы 1, 
X̂Z/ЕУ = •— UaDxwV. (Ю) 

Пусть S<£+1 = Z ) p i ^ . Установим связь между ^ ' а и t^w< Пользу­
ясь формулой (9) и леммой 1, получаем: 

- - d(&$vua.D9Wv) + З ^ 1 соа + d(Dpwd), 

откуда 

«-ITWK; —l-L'pwlavwj ^ау^а * 1J9WV. ( H ) 

Формулы (5), (8) и (9) дают: 
g >C(PL) 

Z » - 2/pH 2 2 2 ATOP) + ( C ) P ) . (12) 
a = i [x X = i 

Докажем, что если yp(w)\^p, то ^ « ( р ) + (#£,)„;=[(). Проведем индук­
цию no ix. Так как {w}QUv и vp(u;)|=j= 0, то, пользуясь леммой 2 и фор­
мулами (6), (10), имеем для (л = 1: 

Р£(р) = (в.)рЯх(»„) = (uaDXwv)p= - ( O p -
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Пусть снова 3)%+1 = D9S>a и пусть утверждение уже доказано для [х, 
т. е., в частности, 

ПЛР) + ( ^ ) р = 0. (13) 
Тогда формулы (6а) и (11) дают: 

= DpV%(v) -f (3»vua)pDp(vp) + (DpwCw)p - (^vua)p(Dpwv)p = 

= DP(V%(V) + ( O p ) + {2>»vua)p{Dp{vp) - (Dpwv)p) = 0 . 

Возможность применения леммы 2 обеспечивается здесь условием {w}d%tv 
и индуктивным предположением (13). Из формул (12) и (13) получаем: 

2 " ( Р ) - 2 £ = 0, (14) 

если v-.(w) ф 0. Пользуясь равенством (14) и леммой 3, находим, что 
для а == {w} 

z» = 2 V«)Z"(P)=2 Vй) ( з » - 2/р) = о-

6. Д о о п р е д е л е н и е Zv{a). Н е з а в и с и м о с т ь от в ы б о р а м . 
По доказанному, функция Zv(o) обращается в нуль в любом главном 
дивизоре, где она определена. Естественно поэтому доопределить ее сле­
дующим образом. Пусть 3Jr состоит из точек рх, . . . ,рЛ . Подберем эле­
менты wa(:R, удовлетворяющие условиям: 

vpjwa) > 1, 1 < а < h , 

v p a (2Z7 3 - l )>l , р ф а. 

Это, как хорошо известно, всегда можно сделать. Пусть 
v (w \ 

{Wa) = Pa a <*a • 
Очевидно, для р G ^lv 

vp(aa) = 0 , 

так что Zv(a0L) определена (по аддитивности); положим 

(15) 

ЛРаН-ТТ^П»*). (16) 
РсЛ 

v - ( w a) ' 

От выбора wa это определение не зависит. В самом деле, пусть w'a — 
другие элементы R, удовлетворяющие (15). Пусть 

iWJ = Pa «a • 
Тогда, очевидно, 

v (к/ ) 

V (w ) 
е SR» , 
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и этот дивизор является главным, так что 
v P a K ) Z " ( a e ) - v P a K ) Z > ' a ) = 0 

И 

- _ L _ z > a ) = -vZ'iO. 

что доказывает корректность (16); Zv(a) доопределяется теперь по адди­
тивности. 

Понимая под Zv(a) доопределенную таким образом функцию, докажем, 
что Zv({w}) = 0 для произвольного w £R. В самом деле, пусть гиа удовле­
творяют условиям (15). Положим 

Va = ^ p a ( ^ a ) , V = Н. О. К. (v 1 ? . . . , V / t). 

Пусть 
h 

W = Vf | | Wa
 v a Pa • 

i = o 

Очевидно, {i0'}G9li;, так что 

Z0({«;'}) = vZe({H>» - 2 T\aM Z*№*)) = ° • 
a=i a 

Но, в силу (16), Zv({wa}) = 0, поэтому 

Z"({w}) = 0. 
Докажем, что на совокупности дивизоров нулевой степени функция 

Zv не зависит от выбора v. В самом деле, пусть 

Тогда, как было доказано выше, 

Отсюда следует, что функции ZVl(a) и Zv\<x) совпадают для абЯ^ П 3W 
Но рассуждения этого раздела показывают, что Zv(a) полностью опреде­
ляется своими значениями во всех, кроме конечного числа, точках, и 
это определение однозначно, если мы хотимх чтобы Zv(<t) обращалась 
на главных дивизорах в нуль. Поэтому ZVl(a) и Zv\a) совпадают пол­
ностью. В дальнейших обозначениях, следовательно, индекс v можно 
отбросить, постоянно помня, однако, что функция Z(a) порождена неко­
торым соотношением (2). 

7. Г о м о м о р ф и з м " С. Е г о р а ц и о н а л ь н о с т ь . И н в а р и а н т ­
н о с т ь я д р а . Пусть функция Z(<x) определена соотношением (2). Обо­
значим буквой С отображение <x-^Z(a), где а б а , группы С(К*) классов 
дивизоров нулевой степени, рациональных над некоторым расширением 
К* поля К (алгебраическим). Это отображение (по доказанному, не за­
висящее от выбора дивизора а в классе а) есть гомоморфизм С(К*) в 
аддитивную группу К*. В самом деле, достаточно доказать, что Z(a)&/£*. 
Пусть над полем К и К* все простые делители ad а рациональны. 
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Пусть а — произвольный автоморфизм К/К*, а0— образ а при автомор­
физме, порожденном а в группе дивизоров R. Так как класс а рационален 
над К*, <ха£а (т. е. аЧ'1 есть главный дивизор), то 

Z(o«) = Z(a). 
С другой стороны, формулы (5) и (6) показывают что 

*{Z{«)) = Z{*°). 

Будучи инвариантным при всех автоморфизмах К/К*, Z(aa) принадлежит 
K*t что и требовалось доказать. 

Построим базисную систему соотношений пространства 28 и [х-му 
соотношению сопоставим функцию Z^u), I ^[K^N. Обозначим через С 
гомоморфизм 

а-кад*\..,2*(а)) 
группы С(К*) в аддитивную группу Л -̂мерного векторного пространства 
над полем К*. Ядро гомоморфизма С обладает свойством минимальности: 
если а принадлежит этому ядру и если функция Z(a) соответствует 
соотношению (2), то (для a6a) Z(a) = 0. 

В самом деле, выберем v £R так, чтобы vp(^)>0 для всех р с ^(а)фО. 
Пусть, далее, (3) является базисной системойа так что 

g 

a = l 
N 

^j L'pLap = La, 1 <; a <: g, 
0 = 1 

« = 1 

Пользуясь этими соотношениями и леммой 2, получим: 

т = 2 *Рооя = S v«) (S ЗД). = 
г p = i 

AT JV 

= 2^(2v«Wd=2 W<o = o, 
p = i p = i 

что и требовалось доказать. Отсюда непосредственно следует, что ядро С не 
зависит от выбора базисных соотношений и, следовательно, также явля­
ется инвариантом поля К и совокупности дифференцирований Z>1?..., Dn. 
Можно еще уточнить это утверждение. Пусть каК—подполе К, 
над которым К является конечным расширением степени трансцендент­
ности п. Тогда существует ровно п линейно независимых над К диффе­
ренцирований, обращающихся в нуль на к. Легко доказать, что ядро С 
не зависит также и от выбора базиса дифференцирований К над к; та­
ким образом, это ядро инвариантно определяется парой (К, к). Ниже мы 
изучим ядро С для простейшего, но важного и характерного частного 
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случая — однопараметрического семейства кривых над комплексным по­
лем. Результат исследования этого случая наводит на мысль, что ядро, 
определяемое парой (К, к), должно состоять из классов дивизоров, в 
каком-то смысле определенных над к. Более точный смысл этого будет 
ясен из последующего. 

8. К р и в а я Си. П е р и о д ы д и ф ф е р е н ц и а л о в . Пусть н а д п о ­
лем к комплексных чисел определена неособая проектиг^ая алгебраи­
ческая поверхность V. Обозначим через Си неприводимую общую кривую 
линейного пучка кривых на V рода g, через R — поле функций на Си, 
через К = к (и) — поле определения Си. Здесь и— параметр пучка, транс­
цендентный над к. Мы будем предполагать, что при любой специализа­
ции и->а (qk кривая Си остается неприводимой, но может приобрести 
одну двойную точку, что понизит ее род до g — 1 (над к). Таких спе­
циализаций, очевидно, конечное число. D будет означать дифференциро­
вание К (и его расширений), определенное условиями Du — l, Dc — О, 
если с 6: А, т. е. попросту дифференцирование по и функций от и. 

Пусть u-^avy 7 = 1 , . . . , г,— все специализации, понижающие род Си. 
Обозначим через cv автоморфизм одномерной группы гомологии CU9 

порожденный обходом на и-плоскости вокруг точки и — av, а через е — 
единичный автоморфизм. Тогда можно выбрать базис одномерных гомо** 
логий на Си\ 

(Ti> -••ffyq* T2g+i> --чТад) 

таким образом, чтобы выполнялись соотношения: 

К — е)(Тъ ...iT2«) = (0, . . . , 0 ) , 

(av — e)(Tf2<H-i, ..-, Т2̂ ) = (T2«+I. •••» T2g)^v, 

где 5\, — целочисленные квадратные матрицы порядка 2g — 2q. Циклы 
(Ti> •••>T2qr) образуют базис инвариантных циклов, а (тгд+ъ -••->42g) — базис 
«исчезающих» циклов, т. е. гомологичных нулю на V [см. (3), гл. VI]. 

Нам понадобится следующее простое предложение. 
ЛЕММА 4. Система уравнений (х2д+1, ..., x2g) $1 = 0, 1 < > < ; г (где * 

обозначает транспонирование), не имеет ненулевых решений. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В самом деле, в противном случае эта система 

имела бы целочисленное ненулевое решение (#L-f-i' -"*х1 )• Положим 

Т° = ^+iT2g+i + ' • • + Я^ТЗД > 

или, обозначая 

xQ = (4<м-ъ • • •, х%8) и т = (Т2«+1» • • • > 4*g), 

запишем это в виде формального скалярного произведения т0 = (х°, ^) . 
Тогда имеем: 

(av - £)То = (£о, ^5v)l= (х<, Т ) = 0, 1 < v < г. 

Следовательно, цикл т° инвариантен, чего не может быть, так как он есть 
линейная комбинация исчезающих циклов. Лемма доказана. 

На поверхности V существует q линейно независимых одномерных 
дифференциалов первого рода, так называемых дифференциалов Пикара. 



750 Ю. И. МАНИН 

Их можно рассматривать как дифференциалы первого рода сох, . . . , o)q 

на кривой CU1 где они останутся линейно независимыми. Периоды 
этих дифференциалов по исчезающим циклам равны, очевидно, нулю, ибо 
эти последние гомологичны нулю на V. Поэтому, в силу теоремы полной 
приводимости Пуанкаре, на кривой Си существует дополнительная си­
стема из g—q дифференциалов первого рода to^+i, • ••> <% таких, что диф­
ференциалы со1? ...,cog линейно независимы, а их матрица периодов 
Qa = J<oa имеет следующий вид: 

\п\ . 

ш\ • 

II 

0 

. of 

. < 

0 

^ Q + l • * 

a?+1 . . 

. Q2
q
g
+1 

• Qf 

[ср. (4)]. При этом периоды ^2 дифференциалов Пикара, инвариантные 
относительно обходов вокруг критических точек на w-плоскости, явля­
ются рациональными функциями от гг. С помощью подходящего линей, 
ного преобразования ((ох, . . . , сод) над К мы можем добиться того, чтобы 
эти периоды оказались постоянными; в дальнейшем будем считать это 
выполненным. 

9. П о с т р о е н и е б а з и с н о й с и с т е м ы . Заметим прежде всего, 
что дифференциалы1 Dv(oa, 1 < Х # , имеют только нулевые периоды 
и поэтому являются полными; следовательно, в пространстве 2В мы 
имеем q соотношений: 

£coa = 0, l < a < g . (17) 

Обозначим, далее, 

О а = (Qlq+\ . . . ,£#*), q + 1 < a < g , 

U* = (Д£+1, ..., Q|), 2q + l < p < 2 g ; Ж0 = 280/23, 

где 2В0 обозначает пространство дифференциалов R с нулевымвмвычетами 
и нулевыми периодами по инвариантным циклам. Очевидно, 28 распада­
ется в прямую сумму 280 и дополнительного пространства; базисная 
система 28 может состоять из соотношений (17) и базисной системы 280. 
В этом виде мы и будем ее строить. _ 

Заметим, что любому соотношению в 280 

2 Ь ^ = 0 (18) 

соответствует соотношение 
ё 
2 L a O a = 0, (19) 
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где 0 есть нулевой вектор, а дифференцирование применяется покоорди­
натно. Точно так же всякое соотношение (19), означающее, что диффе­
ренциал 

g 

имеет лишь нулевые периоды, равносильно соотношению (18). Поэтому 
базисной системе 280 соответствует некоторая однородная система (£) 
линейных дифференциальных уравнений относительно g — q неизвестных 
над полем к (и), имеющая 2g — 2q решений Q,^. 

Построим такую систему (£), ставя своей целью добиться того, чтобы 
некоторая часть векторов Q составляла совокупность фундаментальных 
решений (L).j Для этого^ воспользуемся • способом, описанным [в п.З, 
с некоторыми уточнениями. 

Пусть р — максимальное число линейно независимых над к векторов 
О . Рассмотрим последовательность 

Ц + ! , . . . ,*Jig, Dtiq+l, . . . , DUgt . . . , DpDq+1> . . . , DpQg. (20) 

Над полем К*, которое получается присоединением к К всех периодов 
fip и их производных до р-ж включительно (это будет не алгебраическое 
расширение, но и дифференцирование мы здесь понимаем как операцию 
анализа), в этой последовательности есть не более р линейно независи­
мых векторов (конечно, p^>g—g). В самом деле, расписывая покоорди­
натно друг под другом векторы (20), мы получим матрицу, имеющую, 
очевидно, не более р линейно независимых столбцов и, следовательно, 
строк. Пусть количество линейно независимых векторов (20) равно 
Рх<^р. Если применить к̂  последовательности (20) описанный в п.З 
процесс, то, избегая выписывать лишние соотношения, мы при подходя­
щей нумерации £2д+ь . . . , Q,g получим следующее. Существует такая 
последовательность целых чисел g — q = r0 ^ rL ^ . . . ^> rt > г^г — 0, что 

а) г0 + гг + . . . + rt = ръ 
б) линейно независимыми (т. е. невычеркнутыми) членами последова­

тельности (20) являются векторы 

в) В (л-м периоде будут выписаны rll_1 — r^ соотношений для испытуе­
мых векторов D[x'Qiqx-rii_i+1, . . . , D[XL\+r^ (и ни одного, если г[Х_1 = г^), 
все остальные соотношения будут следствиями этих. 

Заменяя в выписанных соотношениях £2а на знаки неизвестных, мы 
получим искомую систему уравнений (£). В самом деле, с одной сторо­
ны, эта система имеет р линейно независимых решений Q , с другой сто­
роны, число ее фундаментальных решений должно быть не больше, чем 

( г о - Ы + 2 ( / -х- г2) + • • • + (t + 1) (г, - rt+l) = Pl. 

Следовательно, это число есть в точности Pi = p, и мы можем считать, 
что £22g+1, . . . , 02<?+р образуют фундаментальную систему решений (H)s 
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Но, по сделанному выше замечанию, каждому уравнению (£) соответ­
ствует некоторая линейно дифференциальная зависимость в пространстве 
280; коэффициенты этой зависимости, по построению (£), принадлежат 
К*, однако вовсе не обязаны принадлежать К. На самом же деле, век­
торы 280, линейно независимые над К, остаются таковыми и над любым 
расширением К, способным служить полем констант кривой Си\ это 
почти тривиальное замечание позволяет заключить, что линейные зависи­
мости Э250, соответствующие (D), имеют коэффициенты в К (если при не­
обходимости разделить их на некоторые элементы К ). Тот факт, что по­
лученные зависимости составляют базисную систему 2В0, следует из 
способа построения (£). 

10. |Ядро г о м о м о р ф и з м а С. Как уже было упомянуто во введе­
нии, функция Z(a), соответствующая соотношению 

g 

2 La(oa = 0, 

определяется формулой 

где интеграл 

g 

I 
«-"7+1 

Z(a)= 2 £«$*>«. (21) 

\ Wa = 2 Vp (a) ^ C0a, 

Po 

очевидно, не зависит (для дивизора нулевой степени) от выбора точки 
р0 и определен с точностью до периодов. Соответствие формулы (21) 
определению, заданному формулами (5), (6), (6а) и (7), легко прове­
ряется; в действительности, конечно, эти последние формулы^ выписы­
вались, исходя из (21). Отсюда непосредственно следует, что если а принад­
лежит ядру гомоморфизма С, построенного для всех базисных соотношений, 

то [ U a ) удовлетворяет системе (£) для g + 1 <; a <; g и уравнениям 
(17) для 1^ос<^#. Последнее же означает, что 

a 
coa = const, 1 <; a <; q, 

\ 

U 2g 

J c o a - S • C A g + l < a < g , <*€&, (22) 
/3=2q+l 

где мы положили ср = 0 для 2q + p + 1 < (3 < 2g. Положим с = (с2в+ц ..., 
. . . , c2g) и запишем (22) в виде формального скалярного произведения: 

а __ 
Jco a=(c, ДО. (23) 

Совершая обход вокруг v-й критической точки на w-плоскости и поль­
зуясь тем, что периоды преобразуются как соответствующие циклы, мы 
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получим для интеграла (23) приращение вида: 

(с, (av— е) Дх) = (с, Д Л ) = (с£*, Дх). 

Если класс а рационален над К, то это приращение должно быть цело­
численной линейной комбинацией периодов. Иначе говоря, существуют 
такие целочисленные векторы /v, что с удовлетворяет системе уравнений 

Так как соответствующая однородная система, в силу леммы 4, не имеет 
ненулевых решений, то с определяется векторами /v однозначно и, следо­
вательно, имеет рациональные координаты. Обозначая буквой d общий 
знаменатель этих координат, получим окончательно: 

ad 

С coa = const, 1 <; а <^ q, 

<*> 
/Ч соа ) = 0 (mod периодов), q + 1 <; а <; g. 

В силу теоремы Севери [см. (3), гл. VII, 4, с] это дает следующий 
результат: 

Если рациональный над к (и) класс дивизоров нулевой степени а кри­
вой Си принадлежит ядру гомоморфизма С, то существует такое целое 
число d, что класс ad алгебраически эквивалентен нулю. 

Очевидно, обратное утверждение также справедливо. 
В якобиевом многообразии Ju кривой Си классы дивизоров, алгебраи­

чески эквивалентные нулю, образуют абелево подмногообразие, бирацио-
нально эквивалентное абелеву многообразию, которое определено над к. 
Это последнее называется многообразием Пикара поверхности V и, как 
мы выяснили, фактически совпадает с ядром С. Оговорку относительно d 
можно было бы предвидеть заранее, учитывая, что в аддитивной группе 
основного поля нет элементов конечного порядка. В этом смысле, дей­
ствительно, ядро гомоморфизма, соответствующего паре (К, к), состоит 
из классов дивизоров, «определенных» над к. 

11. Э л л и п т и ч е с к и е к р и в ы е . С л у ч а й в ы р о ж д е н и я . Ниже 
мы в общих чертах проведем вычисления гомоморфизма С для случая эл­
липтической кривой Си. 

Пусть эллиптическая кривая Си задана каноническим уравнением 

Y2 - Xs + аХ + 6, 4а3 + 27&2 ф 0. (25) 

Род Си равен единице, единственный дифференциал первого рода есть 
(O=-Y~\ базис пространства 38 задается векторами (со, со'), где 

XdX 
со' = ; D в К обозначает дифференцирование по щ продолжение D 
на R, обозначаемое для простоты той же буквой, соответствует Dx 
в прежних обозначениях. 

Так как размерность пространства 25 равна двум, то следует ожи­
дать, что в общем случае со и Du> должны быть линейно независимы. 
В действительности так оно и есть; исследуем сначала случай вырожде­
ния, когда между со и Deo линейная зависимость существует. 
2 Известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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Пусть 
X3 + аХ + Ъ = (Х — в1) (X -е2) (X — е3), 

во. принадлежат алгебраическому расширению К, 

8 = [(*i - е2) (е2 - е3) (е3 - ег)]* = - (4а3 + 21Ь*\ 

Тогда имеем: 
n I Da -X + Db ?v Оо) = — -z ™ ал, 

Л j f v Da6a + Db -*-Л — 2a2Da + 9ЪРЪ dX 9bDa — 6aD6 JSTrfX 
\£x 34 + a ^ ^ / " 28 T 2S " У " -

Следовательно, для линейной зависимости со и /)со необходимо и доста­
точно, чтобы выполнялось равенство: 

9bDa — 6aDb = 0. 
Общее решение этого простого дифференциального уравнения задается 
условием 

ga3 + rfi2 = 0, 

где £, 7) — произвольные постоянные (заметим, что это условие равно­
сильно независимости от и абсолютного инварианта кривой). Здесь 
может представиться три случая: 

а) 6 = 0. Уравнение кривой: Y — X -f- а%-

D(o + -± со = 0, 
(26а) 

Da-Xp— 2aD (Хр) Х 

Z (Р) = 2Й^ • 

б) а = 0. Уравнение кривой: Г" = Z + Ь. 

Deo + -gg-w = 0, 
(266) 

D ^ Z p - З Ш Щ 

в) aft ф 0; X = у ф -^- . Уравнение кривой: Y = X ф с2Х + Хс3. 

-Deo + "о -"00 = ^' 
° (26в) 

DcZp — C J D ( Z P ) 
zft> = р

сУр •• 
Чрезвычайная простота формул (26а), (266), (26в) делает их удобными 

для практической проверки линейной зависимости конкретных точек на 
кривой Си. Как легко видеть, если а не есть квадрат, Ъ не есть куб, 
с не есть квадрат, то формулы (26а), (266), (26в) могут терять смысл лишь 
в тривиальных случаях 7 р = 0 и ни в каких рациональных точках над 
к (и) в нуль не обращаются. 
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12. Э л л и п т и ч е с к и е к р и в ы е . Общий с л у ч а й . В общем 
случае формулы получаются гораздо более громоздкими, если не накла­
дывать на а и Ъ никаких специальных ограничений. 

Ищем линейное соотношение 

Z)2co + p1D^ + р°со = О 

с неопределенными коэффициентами р1, р°. Выделение полных дифферен­
циалов дает: 

£2со + pWco + poo) = й Г - 4- S {?*У ,7 У3 чз + 

3 ^ / ^ 

Здесь введены обозначения: 

а - V {DeJ2 i - 4V Cg ( Z ) 6 a ) 2 Л - 2а2/2 + 9 Ь / 1 - 6 а / 0 

9 V 4 W , a V (*>««)'4+1 4+2 _L 
go — — * Zi ^ Y ~ ^» /o — — T- Zi о 2 . - »• 

;-! 4 W » f = _ ±\} W 4+1 4+2 t (Щ2 

£!i(34 + «)*' * .= i 3^ + a 

, _ 2a2Z>a + %Db , ___ 2а2£>2а + 96£>26 

Коэффициенты т?1 и /?° находятся из уравнений: 

°̂ + 4(^о + К -^f ) - у ^ А о - у /о - О, 

"4" (£i + fei) — у ^ — У î = °-

ДЛЯ кривой Си в частном виде Г2 = X (X — 1) (X — и) [см. (х)] уравне­
ние для дифференциала приобретает простую форму: 

/ > 2 СО Н ™~ ,, D(0 + 7— тт-СО = О, 
1 и (и — 1) ' Аи(и — 1) ' 

однако Z (р) и здесь выглядит достаточно сложно. 
В заключение приношу благодарность И. Р. Шафаревичу за постоян­

ное внимание к этой работе. 

Поступило 
20.111.1958 
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