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УДК 517.9 

Д.В.АНОСОВ 

ОБ АДДИТИВНОМ ФУНКЦИОНАЛЬНОМ ГОМОЛОГИЧЕСКОМ 
УРАВНЕНИИ, СВЯЗАННОМ С ЭРГОДИЧЕСКИМ 

ПОВОРОТОМ ОКРУЖНОСТИ 

Показано, что упомянутое уравнение с непрерывной и даже аналити­
ческой правой частью может иметь измеримое решение, не интегрируемое 
по Лебегу (и даже с еще более «плохими» свойствами). 

1. Напомню, что аддитивным гомологическим уравнением, связанным 
с каскадом {Тп} на фазовом пространстве X, называется функциональное 
уравнение 

g(Tx)-g(x)=f(x), (1.1) 

где f — известная, a g — неизвестная функция на X. (Прилагательное 
«гомологическое» употребляется по причине некоторой аналогии с го­
мологической алгеброй: см., напр., (1). Впрочем, эта аналогия пока не 
получила серьезного развития, а возможно и не допускает такового; но, 
так или иначе, надо же как-то называть это уравнение.) Мультиплика­
тивным гомологическим уравнением (связанным с тем же каскадом) на­
зывается уравнение ty{Tx) = у{%)ty{х), где ф — известная, a i|) — неизве­
стная функция на X. Эта статья посвящена уравнению (1.1) для того 
случая, когда X является окружностью S1 = R/Z, функция f — веществен­
ная и непрерывная *, а преобразование Т в терминах циклической коор­
динаты, отсчитываемой по mod 1, имеет вид Тх = х-\-а (а — иррациональ­
ное число). Речь будет идти о решениях этого уравнения, т. е. уравнения 

g(x+u)—g{x)=f(x), xmodl, (1.2) 

вещественных и измеримых** относительно меры Лебега — единствен­
ной конечной инвариантной меры нашего каскада (согласованной с топо­
логией). Равенство в (1.2) должно выполняться для почти всех х. 

* Не считая некоторых несущественных обобщений, где /GL1. 
** Поскольку в теории функций иногда допускаются и такие функции, которые 

обращаются в бесконечность на множестве положительной меры, то стоит подчерк­
нуть, что я понимаю «измеримую функцию» в более узком (и более обычном) смыс­
ле— при почти каждом х она должна иметь конечное значение (а на остальных х 
я ее считаю не заданной). 
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Ясно, что измеримое решение (1.2), если оно существует, определено 
однозначно с точностью до константы (точнее, с точностью до функции, 
почти всюду постоянной), ибо разность двух таких решений будет изме­
римой инвариантной функцией эргодического каскада. Еще одно заме­
чание: если (1.2) имеет измеримое решение, то среднее значение функ­
ции./ равно нулю. Чтобы не отвлекаться в самом начале от основной 
темы, я вынес доказательство, несмотря на его простоту, в п. 4 (другое 
доказательство неявно содержится в п. 8). Поскольку это ничего не ус­
ложнит, приведу более общую формулировку: 

ТЕОРЕМА 1. Пусть Т — эндоморфизм пространства с конечной мерой 
(X, [х) и / е / / ( Х , \x). Если уравнение (1.1) имеет измеримое решение gy 

mo j fdii = Q. 
x 
В дальнейшем везде подразумевается без особых напоминаний, что 

среднее значение / равно нулю. 
Д. Гильберт мимоходом упомянул уравнение (1.2) как пример того, 

что «существуют вполне аналитические функциональные уравнения, от­
дельными решениями которых являются недифференцируемые функции» 
((2), пятая проблема). Простые соображения, основанные на рядах 
Фурье и свойствах аппроксимации иррациональных чисел рациональны­
ми, приводят к выводу, что даже при аналитической функции / (не сво­
дящейся к тригонометрическому полиному) решение (1.2), в зависимо­
сти от выбора а, может быть аналитической функцией, функцией конеч­
ной гладкости или разрывной функцией из L2(S*); наконец, может и не 
существовать решения из L^S1) . Действительно, пусть /v — коэффициен­
ты Фурье функции / *. Если искать g в виде 2g"ve23Tiv:x:, то непосредствен­
ная подстановка в (1.2) приводит к соотношениям 

2v= — , v^=0. (1.3) 
° 2jttva _ | 

Если g^L\ то это вполне законное рассуждение. В зависимости от того, 
насколько хорошо можно аппроксимировать а рациональными числами, 
получаются различные возможности для поведения gv, начиная от экс­
поненциального убывания и вплоть до того, что lim | g v | = ° ° ; в послед-

v->oo 

нем случае мы заключаем, что предположение, будто (1.2) имеет реше­
ние g^L\ приводит к противоречию. По-видимому, впервые все это было 
изложено в (3). 

Подобные рассуждения, однако, ничего не говорят насчет измеримых 
решений. Из других соображений известны и такие случаи, когда даже 
измеримых решений нет (см. п. 3 ниже). В конце статьи (4) высказано 
предположение, влекущее следующее: если при аналитической / 

у IM2 

* В дальнейшем /v всегда имеют этот смысл. 
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то (1.2) не имеет измеримых решений; иными словами, измеримое реше­
ние (1.2) принадлежит L2 (см. п. 3). Цель настоящей статьи — показать, 
что это не так. 

ТЕОРЕМА 2. Для любого иррационального а существует такая не­
прерывная функция f: S1 -*- R, что уравнение (1.2) имеет измеримое реше­
ние g, не принадлежащее L1 (и тем более L2). Более того, для любого а и 
любой невозрастающей функции h(t), для которой lim/*(£)= О, сущест-

t->oo 
еует такая непрерывная функция Д что уравнение (1.2) имеет измеримое 
решение g, для которого при всех достаточно больших t 

mes {x:g{x)>t}>h(t), (1.4) 

а если формально определить «коэффициенты Фурье» gv согласно (1.3), 
го 

lTn |gv |=°o. (1.5) 
V->oo 

ТЕОРЕМА 3. Существуют такое иррациональное число а и такая 
аналитическая функция f: Sl-^R, что уравнение (1.2) имеет 
измеримое решение g, не принадлежащее L1. Более того, 
для любой невозрастающей функции h(t), для которой lim h(t)=Qy 

/->00 

и любой последовательности mv>0 существуют такое иррациональное 
число а и такая аналитическая функция f, что уравнение (1.2) имеет из­
меримое решение g, для которого при всех достаточно больших t вы­
полняются (1.4) и 

l l ^ l i ^ ^ o o (1.6) 
V-юо ttlv 

(gv по-прежнему определяются согласно (1.3)). 
Возникающую ситуацию стоит сравнить с той, которая имеет место 

для У-систем (свойства последних вообще обычно контрастируют со 
свойствами поворота окружности). А. Н. Лившиц, А. М. Стёпин и я не­
зависимо нашли доказательства (родственные по основной идее) сле­
дующей теоремы. Пусть {Тп} — У-каскад класса С1+8 с интегральным ин­
вариантом (т. е. с конечной инвариантной мерой, которая в локальных 
координатах эквивалентна эвклидовой), и 'пусть / еС 8 , тогда измеримое 
решение g уравнения (1.2) непрерывно и даже удовлетворяет условию 
Гёльдера * (т,. е. имеет такого представителя modO). Соответствующий 
аналог верен для У-потоков. Доказательство А. Н. Лившица опублико­
вано в (12). 

В примерах, которые я построю для доказательства теорем 2 и 3, 
функция g(x) будет положительной почти всюду (см. п. 6). Поскольку 

* Как обычно, в посылке и заключении этой теоремы можно условие Гёльдера 

на /, на первые производные Т и на g ослабить до условия \ dr < оо, где со — 
о 

модуль непрерывности. 
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для таких функций любое разумное обобщение понятия интеграла, не­
сомненно, должно совпадать с интегралом Лебега, то g ни в каком 
смысле нельзя считать интегрируемой. 

Если бы мы хотели интерпретировать числа gv (с v^O) , формальна 
определенные согласно (1.3), как некие «обобщенные коэффициенты' 
Фурье» функции g, то надо было бы придать какой-то смысл интегралам 

f g (x) e~mivxdx. 

Здесь нет таких «абсолютных» противопоказаний, как с интегралом 
Г g(x)dx. Однако возможность достаточно разумной интерпретации сом­
нительна. Во всяком случае, два наиболее распространенных обобще­
ния— Л-интеграл и интеграл Данжуа (даже широкий)—отпадают. 
Первый отпадает ввиду (1.4), а второй — по следующей причине: из по­
строения нетрудно усмотреть, что ^g{x)..dx=oo для любой дуги AczS1,, 

л 
так что функция g(x)cos 2nvx или g(x)sin2nvx не интегрируема (ни в 
каком «разумном» смысле) ни на какой дуге, где косинус или синус со­
храняют знак. Все же имеется некоторая возможность считать g"v если не 
обобщенными, то хотя бы «пиквикскими» коэффициентами Фурье: 

ТЕОРЕМА 4. Пусть уравнение (1.2) с f^L1 имеет измеримое решение 
g(x). Введем срезку 

U sign g (х), когда \ g {х) \ > t. 
Тогда 

lim f gt (x) e~mlvxdx = gv (v ф 0). 

Впрочем, как бы мы ни интерпретировали числа gVf предполагая из­
меримое решение g существующим, неясно, можно ли извлечь из них 
какую-то пользу. Хотелось бы найти какие-нибудь простые условия, когда 
уравнение (1.2) не имеет измеримых решений. Поскольку существование 
измеримых решений не накладывает никаких ограничений на рост (!) 
gVi кажется сомнительным, чтобы gv могли пригодиться для указанной 
цели. 

Теореме 4 можно придать «абстрактный» вид, подобно теореме 1. Но 
так как она и в конкретной-то форме не слишком привлекательна, я 
скажу об этом только несколько слов в конце п. 8. 

Благодарю Е. А. Сидорова за беседы, стимулировавшие появление 
настоящей работы (см. п. 2). 

2. Простейший пример, где возникает уравнение (1.2), — это цилин­
дрический каскад, т. е. каскад на цилиндре S*XR с координатами л:mod 1 
и J /GR, получающийся итерированием преобразования 

T(x,y) = {x+a,y + f(x)). (2.1) 
Впервые он фактически рассматривался А. Пуанкаре (именно, в конце 
(5) речь идет о потоке 
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х1 = а, ^2 — 1, У — t \xv х2/ 

в пространстве S ^ S ^ R ; на цинлиндре х2 — 0 возникает отображение 
последования, и оно как раз типа (2.1). Пуанкаре, однако, рассуждает 
в терминах исходного потока). Для топологической транзитивности кас­
када {Тп} необходимо и (при нашем условии на /) достаточно, чтобы 
уравнение (1.2) не имело непрерывных решений (6). Е. А. Сидоров по­
казал (13), что при этом всюду плотные траектории, в зависимости от / 
и а, могут образовывать как множество полной меры, так и множество 
меры нуль. Его построение, иллюстрирующее вторую возможность, дает 
непрерывную /. Я заметил, что простая модификация этого построения 
приводит к части теоремы 2. Затем мне удалось найти другой способ, 
доказывающий также и все остальное; он и излагается в настоящей 
статье (пп. 6, 7), Как мы сейчас увидим, при этом тоже получается, что 
у соответствующего каскада (2.1) всюду плотные траектории образуют 
множество меры нуль. Подобное явление, следовательно, возможно и 
при аналитических /. 

Все дело <в том, что g(x)^Q почти всюду. Обозначим через А мно­
жество тех точек ^ G S 1 , ДЛЯ которых равенство (1.2) или неравенство 
g(x)^0 не имеют места (сюда относятся, в частности, все те х, для ко­
торых g(x) или g(x+\a) не определена. На самом деле в нашем случае 
из построения g нетрудно усмотреть, что только такие х и входят IB А, 

со 
но это несущественно). Пусть В= \J (А + па). Ясно, что mesB=0 

л=-оо 
и что когда ХъфВ, то при каждом у0 траектория (хП9 уп) =Тп (х0, у0) об­
ладает следующими свойствами: при всех п 

хпфВ, g(xn)^0, 

g(xn+l)=g(xn)+f(xn), 

Уп+1=Уп+1~(Хп). 

Вычитая из последнего равенства предпоследнее, получим: 

yn+i—g(xn+l)=yn—g(xn)= . . . =y0—g(x0), 

откуда Уп^Уо—g(x0) при всех п. Следовательно, рассматриваемая тра­
ектория не может быть всюду плотной, т. е. все всюду плотные траекто­
рии целиком содержатся в множестве BXR, имеющем меру нуль. 

Преобразование (2.1) сохраняет естественную меру на цилиндре, и 
возникает вопрос об условиях его эргодичности. Очевидное необходимое 
условие состоит в том, чтобы у (1.2) не существовало измеримых реше­
ний. Было бы интересно выяснить, не является ли это условие также и 
достаточным. Если f только непрерывна, то ответ отрицательный — см. 
ниже. 

3. Другой пример, где возникает уравнение (1.2),— это задача о 
спектре потока на торе 

x=aF(x,y), y=F(xvy), (3.1) 
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где х, у — циклические координаты, отсчитываемые по mod 1, а функция 
F положительна и непрерывна. Если поток (3.1) имеет собственную фун­
кцию ф(х, у), которая отвечает собственному значению 2пк и которую 
можно считать всюду равной 1 по абсолютной величине, то функция 
Ф (х) = ф (ху 0) удовлетворяет мультипликативному гомологическому 
уравнению (связанному с поворотом окружности хи-^х + а) 

Ф (х + а) = <р^(*)ф (*), (3.2) 
где* 

1 

T ( j e ) = f ^ (3.3) 
О 

— время, за которое решение (3.1), вышедшее в начальный момент из 
точки (х, 0), снова попадет на окружность у=0 mod 1. Обратно, если 
ф(я) —нетривиальное решение (3.2), то * 

Ф ( , , » ) = ф И е х р ( 2 ^ | ? ^ _ ) (3.4) 

— собственная функция потока (3.1) отвечающая собственному значе­
нию 2пк. Допустим, что собственная функция непрерывна и к есть сте­
пень непрерывного отображения 

S 1 — ^ S 1 JCI—• <р(*') 

(для аргументов функции у нас аддитивная запись, а для значений — 
мультипликативная); тогда ф(#) =e2n4hx+%8{x)\ где g — некоторая непре-. 
рывная функция на окружности. Из (3.2) следует, что 

|

при каждом х разность ) 

k{x+a) + Kg(x + a) —(Xt(*) + k(x) + Xg{x)) (3.5) 
является целым числом; J 

ввиду ее непрерывности оно не зависит от х. Обозначим его через I и по­
ложим 

Тогда 

Отсюда 

/ + kri '(* + a)-gW = t>) + t0 + i i 2 l . (3.6) 

g(x + a)-g{x) = T(x), (3.7) 

*o 
(3.8) 

* В этой формуле мы рассматриваем F не как функцию на горе R2/Z2, а как 
функцию на накрывающей плоскости R2. 
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Обратно, если g— решение (3.7), то, определив К согласно (3.8) (с 
произвольными целыми А и /), получим последовательно, что выполня­
ются (3.6) и (3.2), т. е. (3.4) —собственная функция потока (3.1) с соб­
ственным значением 2яЯ; для этого обратного заключения непрерывность 
g совершенно не нужна и оно остается в силе, если g всего лишь измери­
ма. Более того: измеримое решение уравнения (3.7) позволяет весьма 
просто построить преобразование тора, сохраняющее меру и осуществля­
ющее сопряжение потока (3.1) с аналогичным потоком, для которого 
/7 = const (4), (7). Таким образом в этом случае спектр обязан быть дис­
кретным и иметь ровно две базисные частоты (нетрудно даже убедиться, 
что все собственные числа и собственные функции получаются так, как 
описано выше). Однако при непрерывной F может случиться так, что у 
потока (3.1) имеются собственные функции, а у (3.7) нет измеримых ре­
шений. Такой пример построил А. Б. Крыгин. (Для гладких F вопрос 
не выяснен. Неизвестно, всегда ли дискретный спектр имеет две базис­
ные частоты? Вообще говоря, у эргодической системы класса С°° число 
базисных частот спектра может быть никак не связано с размерностью 
фазового пространства (8), хотя такая связь существует, когда собствен­
ные функции непрерывны (9). Возможно, непрерывность спектра потока 
(3.1) эквивалентна эргодичности цилиндрического каскада (2.1) cf(x) = 
=х(х).) В примере Крыгина спектр смешанный. 

Дж. Нейман (10) и А. Н. Колмогоров ((4), доказательства восстанов­
лены в (")) построили примеры потока (3.1) с непрерывной, соответст­
венно аналитической F, имеющие непрерывный спектр. Согласно сказан­
ному, у соответствующих: уравнений (3.7) нет даже измеримых решений. 
(Конечно, это довольно окольный и, вероятно, не самый простой способ 
строить примеры неразрешимых уравнений (1.2).) 

Предположение, упомянутое в п. 1 (сразу перед теоремой), состояло 
в том, что при аналитической F неразрешимость уравнения (3.7) в L2 до­
статочна для непрерывности спектра потока (3.1). Дабы удостовериться, 
что это противоречит теореме 3, ладо убедиться в том, что, задав произ­
вольно функцию т(л;)>0, мы при любом иррациональном а сможем по­
добрать такую функцию F(x, */) >0 , для которой выполняется (3.3). 
Иными словами, здесь нужна следующая лемма, доказательство кото­
рой приводится в п. 5. 

ЛЕММА. Для любой положительной аналитической функции 
ц)(х) =ф(л;+1) вещественного переменного х существует такая положи­
тельная аналитическая функция f(x, у) с периодом 1 по х и у, что 

1 

Ф (*) = J / (* + arb ч) * ] . (3.9) 
о 

4. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Пользуясь введенными при ее 
формулировке обозначениями, будем рассуждать от противного. Пусть, 

для определенности, ) fdfxX); тогда из эргодической теоремы Биркго-
х 

5 Серия математическая, № 6 
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фа следует, что множество 

М = \х:Пл У\ / ( Г * ) > о ) 
{ п^° о J 

измеримо и имеет положительную меру. Выкинем из X множество меры 
нуль, на котором может не иметь места (1.1) (где, в частности, g(x)> 
f(x) или g (Тх) не определены), и все его прообразы. Тогда при всех х 

k-i 

g(Tkx) = g(x)+21 f(TJx). (4.1) 
/ = о 

Положим 

Мя=» j x : 2 / ( ^ ) > 2 при всех/5>л = Г) \x:^f(T1x)>2 . (4.2) 

Ясно, что все Мп измеримы, MtciM2c: . . . и Mcn\JMn; поэтому сущест­
вует п, для которого \iMn>0. Представив такое Мп как объединение не­
пересекающихся множеств 

Мп> ,= {х : х^Мп, l^g(x) <l+1}, (4.3) 

получим, что \лМП{1>0 при некотором /. По теореме Пуанкаре о возвра­
щении, существуют сколь угодно большие k, для которых 
[I (T-kMn> if]Mnj i)>0. Но если при k>n точка х лежит в таком пересе­
чении, то из (4.1), (4.2) и (4.3) следует, что 

l<g(x)<l+h l^g(Thx)<l+l, g(Fx)^g(x)+2, 
и мы приходим к противоречию. 

5. Начиная отсюда, я буду проводить все рассуждения в терминах 
периодических функций с периодом 1 на R (вместо функций на окружно­
сти) или периодических функций двух переменных (х, y ) e R X R с перио­
дом 1 по х и у (вместо функций на торе). 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы из п. 3. Если бы в лемме речь шла о 
непрерывных функциях, то можно было бы взять какое-нибудь число т , 
для которого 0<m<min ф(х), какую-нибудь непрерывную неотрицатель­
ную функцию я|); [0,1]—^R, для которой if> (у) = 0 , когда у близко к О 

1 

или 1, a J г|)(#) dy = l, и положить при O ^ y ^ l 
о 

f{x,y)=m+y (у) (ф (х—ау) —пг). 

Когда у близко к 0 или 1, то f(x, у) =т; поэтому при периодическом про­
должении f действительно получается непрерывная функция. Заметим, 
что всюду f(x, y)>m и что если ф — гладкая функция (а я|э тоже взята 
гладкой), то и / будет гладкой функцией. Однако аналитической f так 
получить нельзя. 

Если нам дана аналитическая ф, то сперва мы построим, как описа­
но выше, такую периодическую функцию f, для которой имеет место 
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{3.9) и которая является гладкой, скажем, класса С10. Аппроксимируем 
эту f тригонометрическим полиномом g так, что ||/—g\\cu><s (требуемая 
малость е будет уточнена позднее). Тогда 

g(x,y)>m—e, (5.1) 

и если г|)(х) = Г g (х + ац, к\) drj, 1 (х) = ф (л:) — ty (л:), то X — аналитическая 
о 

вещественная функция с периодом 1 и 

|Х | С 1 0 <е . (5.2) 

Будем теперь, следуя лекциям А. Н. Колмогорова, искать решение 
уравнения 

J h(x + <xr), х\)йц = %(х) (5.3) 

в виде ряда Фурье 

h (х, у) = ^ hk,ie^kx+ly\ (5.4) 
k,i 

Формальная подстановка в (5.3) дает: 

ОС 27tikOL л 

XW-A.. + S З ^ Г Г ^ ^ Л (5.5) 

Обозначим целое число, ближайшее к ka, через — 4, так что /0 = 0 и 

при k=£0 имеем ka = —lh + ahf где \ah\<—. Идея А. Н. Колмогорова со-
z 

стоит в том, чтобы для каждого & в (5.4) оставить ненулевым только 
один из коэффициентов hkth—именно, тот, у которого l=lk. Тогда если 
%(х) ==2х^2ягЬ*, то из (5.5) следует, что h0> 0 = %0 и при кфО 

2 zti (lk + ka) 2 mak A w * " .2я/*а < Ъ-^ущ -ХЛ . 

Ясно, что lk = — Lk и ak=--—a-k, так что А-А,-/Л= h-kj_k=* hk,ik, т. е. 
условие вещественности Л выполняется. Далее, 

I A M J - T ^ ^ T ^ I X A I . (5-6) 
* ' sin я | аЛ | ' v ' 

Но ^ ^ достигает своего минимума на отрезке 0 < ф < — в точке <р = — 

я этот минимум, следовательно, равен —. Действительно, при О ^ ф ^ — 

'5* : 
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d sin cp q: cos (p — sin q: ^ ~ 
d(f q: cp2 

ибо числитель обращается в нуль при ср = 0, а его производная по ср равна 
—Ф sin ф < 0. В (5.6) я | eta | <—, значит, | hkjk \ < — |ХЛ|. Ввиду аналитичности, 

X коэффициенты %& с ростом \к\ убывают экспоненциально; следовательно 
и hk,ik тоже. А так как 4 имеет порядок &, то получается, что в (5.4) все 
hk,i экспоненциально убывают с ростом | k | + | /1, т. е. этот ряд Фурье схо­
дится к аналитической функции. При этом для любых J C , J / G R 

IM*^)K2IM<Uol+ 2 7 I U 
/г^о 

Но из (5.2) следует, что 

iXoKe , | x H < ^ n p a f t = f 0. 

Поэтому при всех х, y^R 

где С = 1 + я 2 |&|~10. Вместе с (5.1) это дает: g(x, у) +h(x, у) >т—е—Сг 

и, таким образом, g(x, у) +h(x, у) можно принять за искомую функцию 
/, если е достаточно мало. 

6. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м 2, 3. Функция g"(x) будет иметь вид 
00 

г(*)=2 Ъ(я*А (6Л> 
где \|)я суть некоторые тригонометрические полиномы с периодом 1 (порядок 
1|)л отнюдь не предполагается равным n), a qkn— некоторая последова!ель-
ность положительных целых чисел (они будут знаменателями подходящих 

дробей — числа а, но, как подсказывают обозначения, мы не обязательна 

будем брать знаменатели всех подходящих дробей). Оставляя конкретный 
выбор чисел qkn до п. 7, рассмотрим пока условия, при выполнении которых 
можно гарантировать, что ряд (6.1) сходится почти всюду и g^L1 или 
даже имеет место (1.4)*. 

Сперва отметим, что независимо от выбора qun 
1 1 

§Цп(Якпх)(1х= \yn(x)dx, (6.2) 

* Для функции g(x) =g (x+ l ) , естественно, за норму в L1 принимается 
1 
f \g{x)\dx и в (1.4) тоже подразумевается, что рассматриваемые х берутся из неко-

торого отрезка единичной длины. В качестве такового в последнем случае удобнее 
Г 1 1 1 ^зять ^ T , T J . 
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mes {л:: 0 < х < 1, г|>я (qknx) > t) = mes {л:: 0 < х < 1, -фя (*) > ^}. (6.3) 

Потребуем, чтобы *фп удовлетворяли условиям: 

i K ( * ) ^ 0 п Р и в с е х х> (6.4) 

mes {*:N<|.*.W>^}<^. (6-5) 
Из (6.5), (6.3) и леммы Бореля — Кантелли* следует, что в почти каждой 
точке х лишь для конечного числа номеров п может нарушаться неравенство 

tyn (йкпх) < —. Отсюда и из (6.4) следует сходимость ряда (6.1) почти всюду. 

Из (6.2) и (6.4) видно, что 
1 оо 1 

J|g(*)|d* = 2 J4>»(*)<&.. (6-6) 
О Л = 0 О 

так что если этот ряд расходится, то g£jEL\ Далее, если при всех доста­
точно больших t 

max mes Ix : | x | < —, -фп (x) > Д > A (/), (6.7) 

то вместе с (6.4) это, конечно, влечет (1.4). 
Обозначим через Д(#, с) периодическую (с периодом 1) функцию от л;, 

которая зависит от параметра c G 0 , - и на отрезке | x | < — равна 

Д(лг, с) = j 
1 — — , когда | х | < с , 

с 

О, когдас< |х |< — 

X 

Очевидно, Г А(х, c)dx = с; заметим также, что, как нетрудно подсчитать, 

1 

\А(х,с) 
2 JC 2 V 2 £ 

Определим tyn{x) как тригонометрический полином, аппроксимирующий с точ-
ностью до в метрике С функцию 

* Она гласит: если HmesA п «< оо9 то почти каждая точка принадлежит, самое 
большее, конечному числу множеств Лп . 
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J— + ВпЦх, - Ц , (6.8) 

/ 1 \ 1 1 
так что i|)n(.x;)>BnAU, ПРИ всех х> а когда <;|#|<;—, то 

\% (х) | < —. Заметим еще для дальнейшего, что первый коэффициент Фурье 

функции цп(х) 

-флд > 5„ —sm2 > В„ — = — . (6.9) 
л2 о""1"1 2 / т 16 I я оп+1 I 2n+1 2n+i 

Тогда (6.4) и (6,5) выполняются при любых Д*>0, а чтобы расходился 
ряд (6.6), достаточно взять 5„>2П+1. 

Сложнее подобрать такие Впу чтобы при всех достаточно больших t 
выполнялось (6.7). Удобно считать, что supft(/)^>l; этого всегда можно 
достичь, переопределив h(t) при малых t. Тогда из монотонности h(t) сле-

1 
дует, что существуют такие ап, для которых ft (ап) = — или, по крайней 

л 
мере (если ft разрывна), ft (ал — 0) > — > ft (а„ + 0); при этом ал < ая+1 

2" 
(несколько ал могут и созпасть, если мы попали на разрыв ft). Случай, когда 
h(t) при достаточно больших / обращается в 0, тривиален; значит, можно 

считать, что а„-->оо. Положив Ъп = 2ал+2, имеем: когда ал+1 <[ tf <Г a„+2, та 
1 

2" 

И 
2 " 

1 

1 « " 1 - — — А ( 0 
2n+i 2" 

т. е. А(Л «С — 11 — —V Итак, 

h(f)<nm.— (l— — ̂  при tyai. (6.10) 
' « 2"^ К) 

Если теперь, по-прежнему определяя ^„ посредством аппроксимации 
функции (6.8), взять B„^zbn, то получим: 

!>„(*)>Ml-2""|*1). | * | < 4 . 

откуда 
mes/л;:|л:|< -£•, гр„(х)>Л> 

> т е з | х : | л : | < { ) Ь Л ( 1 - 2 " + 1 | * 1 ) > ^ = ^ ( ' 1 - ^ 

Отсюда и из (6.10) следует, что при t>a2 выполняется (6.7). 
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7. Обозначая вещественные числа буквами х к у, а комплексные — 
z и w, положим для г > 0 и R>0: 

<Dn(r)= тах|я|)„(л;+ у) — %(х)\9 
\У\<г 

(Опя (г) =F max | % (г + w) — фп (г) | 
|Ш|<Г 

11тг|<Я 

{Imz — мнимая часть 2). Положим также 

Фл (*) = ip« (%я (* + а)) — фя (%я*) (7,1) 

(и аналогично для комплексных z). Заметим, что тогда v-ый коэффици­
ент Фурье функции фп 

9«,v - (02Jtfva-1И v, (7.2) 
п'як 

п 
где фп, ц равно ji-му коэффициенту Фурье функции г|)п(*), е с л и \*> целое, 
и нулю, если \л нецелое. 

Пусть подходящие дроби иррационального числа а; как известно, 

<х = — -| —, где | fin | <С 1. Потребуем, чтобы подпоследовательность qy 

была такова, что 

2<D„(—М<оо. (7.3) 

п Очевидно, qkn (х + a) = qknx + pkn -\ и 

|ф»(*)1 = 
к. 

i|>« qknx Л — —1„ (qknx) 
V 

(7.4) 

При любом ^ G R это не превосходит соп I ); стало быть, при выполне­

нии (7.3) ряд V Ф/zW равномерно сходится, причем при почти всех х он 
ОО 0 0 

равен разности сходящихся рядов SJ -фя (qkn (х + а)) и V tyn(qknx). При этом 

коэффициент Фурье 

/ v = 2 9 ^ v - ( 6 2 ^ a - l ) 2 \ j L 

(см. (7.2)), причем последний ряд фактически является конечной суммой* 
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Если qkn удовлетворяют условию 

Чкп > Якп_х • (порядок г ^ ) , (7.5) 

то, определяя gv согласно (1.3), находим, что 

Значит, (1.5) заведомо будет иметь место, если ВП^4П + 4 . 
Резюмирую: на Вп были наложены условия: 

Вп > 2 я + \ Вд > 4Л+4, БЛ > ЬЛ, 

последнее из которых зависит от функции h (t), а остальные вообще ни от 
чего не зависят. Если Вп выбраны, то определены функции (6.8), а затем 
можно построить и фп(х!) к а к надлежащие аппроксимации последних. 
Далее, yjpn однозначно определяют ю»(г), и остается, только взять такие 
&п, чтобы выполнялись условия (7.3) и (7.5). Тогда описанные выше по­
строения дают нам fug, обладающие, как мы видели, всеми требуемыми 
свойствами, и теорема 2 доказана. 

оо 

При попытке обеспечить сходимость ряда 2 фп(^) в некоторой окре-
П=1 

стности вещественной оси на плоскости комплексного переменного, ска­
жем, в области | I m z | ^ l , мы приходим к гораздо более ограничитель­
ному условию. В (7.4) вместо х мы должны подставить комплексное чи­
сло г с |Im z\ ^ 1 . Но тогда в аргументе у г|)п будет стоять число цъп zr 
о мнимой части которого можно сказать только то, что 
| Imqknz\^Qkn- Приходится требовать, чтобы 

CD„, „п(_Ч<оо. ,7.7) 

Поскольку здесь фигурируют qkfl и qkn+u то нет смысла иметь дело с под­
последовательностью kn. Проще при построении а принять kn = п — все 
равно ведь в теореме 3 число а не задано, а строится, т. е. мы не имеем 
заданной заранее последовательности qn, из которой надо выбрать подходя­
щую подпоследовательность qkn, а должны построить саму эту последователь­
ность qn. Соответственно, (7.5) и (7.7) мы заменим условиями: 

qn > qn-i • (порядок -фл-О, юя-1,дл-1 (—) < — . (7.8) 
\ Яп I 2п 

Новым по сравнению с теоремой 2 является то, что мы хотим обеспе­
чить выполнение (1.6). Согласно (7.6), для этого (предполагая выпол­
ненным (7.5), т. е. первое из условий (7.8)), достаточно, чтобы 

Bn>2n+*nmqn + 8 . (7.9) 
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Остальные два условия на Вп остаются без изменения: 

5„>2 t t + 1 , Вп>Ьп. (7.10) 
Построение теперь производится несколько иначе. Зададим произ­

вольно числа а0 (т. е. целую часть а, которая, очевидно, вообще не игра­
ет роли), <7i (тогда как q0=i) и возьмем £ 1 = т а х (32 mgi + 8,4, 6 t); после 
этого можно построить tyi(x). На п-м шаге индуктивного процесса мы 
уже имеем коэффициент ап-± цепной дроби, qn-u Bn-i и ipn-i (x)t 
так что, в частности, можно говорить о порядке ifn-i и об-
®я-1^я^. Выберем сперва qn, удовлетворяющее (7.8) и такое,, 
что qn—qn-2 делится на qn-u т. е. qn=anqn-i + qn-2y затем — 
ВП9 удовлетворяющее (7.9) и (7.10), и, наконец, построим tyn(x). 
Таким путем определяются аП9 qn, Bn и г|)п (̂ j) для всех п. После этого, с 
одной стороны, ряд (6.1) дает нам измеримую функцию g, для которой 
gZjEL1 или даже имеет место (1.4). С другой стороны, последователь­
ность ап определяет бесконечную цепную дробь, изображающую некото­
рое иррациональное число а. Имея г|?п, qn и а, определяем q>n(z) согласно 
(7.1); как мы видели, тогда ряд 2<pn(2) равномерно сходится в полосе 
|Im г | < 1 к некоторой аналитической функции /. При почти всех веще­
ственных х справедливо (1.2) (ибо это так даже при выполнении более 
слабых условий). Кроме того, имея / и а, мы можем говорить о gV9 опре­
деленных согласно (1.3); как мы видели, наши условия обеспечивают, 
чю \gqn\^>n?n<in, так что выполняется (1.6). Тем самым теорема 3 дока­
зана. 

8. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. Отображение R—^R 

Usignу, когда | # | > * , 

не увеличивает расстояний между точками. Поэтому для функции 

ft(x)=gt(x+a)-gt(x) (8.1) 

имеем: \fl{x) | ̂  \g{x+a)—g{x) \ = \f(x) | (при почти всех х, потому что< 
(1.2) имеет место при почти всех х). Ясно также, что когда ^->оо, то 
!г{х)-*1(х) почти всюду. Из теоремы Лебега об интегрировании последо­
вательности функций следует, что при этом коэффициенты Фурье 

1 1 

/v = (V (х) e~mivxdx -*$/ (*) er*****dx = /v. 
о о 

Но gttfzL1, поэтому к (8.1) законно применение тех рассуждений, кото­
рые при формальном применении к (1.2) приводят к формуле (1.3), а в 
нашем случае—к формуле 

1 

j 
f 

gt{x)e-2Jtivxdx= v 

e 
,2jtfv<x л 

Тем самым теорема 4 доказана. 
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Можно предложить «более абстрактный» вариант этой теоремы. Пусть 
Т — эндоморфизм пространства с конечной мерой (X, \х), U— соответ­
ствующий изометрический оператор в Lp(Xy \х), 1^р<оо , т. е. (Uf) (x) = 
= f(Tx)y a U*—сопряженный оператор в сопряженном пространстве. Ес­
ли f^Lp(X, \i) и уравнение (1.1) имеет измеримое решение g(x), а функ­
ционал ф таков, что ф=(£/*—1)а|), то, сохраняя прежнее обозначение (и 
определение!) для срезки, имеем*: 

Нт <р (&) = *!>(/). 
t-+oo 

Действительно, обозначая f* (x) =gt (Тх) — gt (x), находим: | f* (x) | ^ 
^ I f (х) I» V (х) "-*• f (х) почти всюду и 

Ф Ы = (U* • - • ) (gt) =$(Ugt-gt) =ф(Г)-Н>(/). 

(При р = оо рассуждение не проходит — нельзя утверждать, что я|>(/')-»-
—>г|)(/). Впрочем, если i^^L1, то это препятствие отпадает.) 

Поступило 
14.11.1973 
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Так как \х(Х)<оо, то gt£LP(X, u.). 


