
УДК 515.168.3 
СЛОЕНИЯ 

Д. Б. Фукс 

§ 1. ОБЩАЯ ТЕОРИЯ 

Теория слоений существует как самостоятельная математи­
ческая дисциплина около 30 лет. Первой крупной работой в 
этой области является диссертация Жоржа Риба [302], содер­
жащая, наряду с основными определениями, ряд глубоких тео­
рем. В 50-е и 60-е годы количество работ по теории слоений 
было относительно небольшим, но некоторые из этих работ 
оказались очень важными, как, например, работы Хефлигера 
1137], С. П. Новикова [19], Вуда [388]. В 70-е годы интерес к 
слоениям значительно возрос; главными стимулами явились 
возникшая в 1971 г. теория характеристических классов слоений 
и работы Тэрстона 1974—1976 годов о существовании и класси­
фикации слоений. Начиная с 1970 г., в РЖ «Математика» про­
реферировано около 400 работ по теории слоений; на базе этих 
работ и написан настоящий обзор. В числе этих работ специ­
ально посвященная слоениям книга Тамуры [355], недавно вы­
шедшая в русском переводе, обзорная статья [211], более 
узкие обзорные статьи [24, 27, 47, 120, 173, 187, 311, 320, 354] 
и популярные статьи [69, 341, 385]. Из других работ общего 
характера отметим рассказ об истоках и основных проблемах 
теории слоений, написанный ее основателем [303], и список 
проблем, составленный Швейцером [329]. 

1. Основные понятия. Пусть X — гладкое (гладкость всю­
ду, где не оговорено противное, понимается как принадлеж­
ность классу С°°) n-мерное многообразие без края, и пусть 0 < 
-"Sp-sSn. Говорят, что на X задано гладкое слоение размерности 
р, если X наделено разбиением на (линейно) связные подмно­
жества F„, обладающие следующим свойством: каждая точка 

хвХ покрывается картой q>:.L/{to}Rn из структурного атласа мно­
гообразия X, такой, что компоненты (по отношению к линейной 
связности) пересечений U(\Fa отображаются посредством <р на 
р-мерные плоскости пространства R", параллельные ПЛОСКОСТИ 
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первых р координатных осей. Множества Fa называются слоя-
ми слоения, само X называется его тотальным многообразием. 
Число п—р называется коразмерностью слоения; коразмерность 
слоения F обозначается через codimF. 

ЭТИ определения (как и большинство дальнейших опреде-
лений) имеют очевидный комплексный вариант. Их можно 
распространить и на многообразия с краем, причем здесь име­
ются две конкурирующие возможности: можно потребовать.. 
чтобы слои были трансверсальны краю, а можно потребовать, 
чтобы компоненты края были слоями. В первом случае слоение 
называют трансверсальным краю, во втором случае (в кото­
ром коразмерность слоения должна равняться 1)-—тривиаль­
ным на крае. 

2. Примеры. Примерам слоений будет посвящен § 2; здесь 
мы ограничиваемся минимальным запасом примеров, полезных 
для понимания дальнейших определений. 

Тривиальные примеры слоений доставляют гладкие расслое­
ния: если X — тотальное многообразие гладкого расслоения с 
(м--р)-мерной базой (n = dimX), то разбиение многообразия 
л на компоненты слоев расслоения есть p-мерное слоение. 
Следующий по сложности пример — обмотка тора, т. е. разбие­
ние тора R-/Z2 на образы прямых у = Хх+с с фиксированным Я. 
Если Я рационально, то слоение относится к предыдущему 
классу, в случае же иррационального X каждый слой плотен в 
торе. 

Следующий пример слоения коразмерности 1 в 53 принад­
лежит Рибу [302]; это — один из важнейших примеров слоения. 
Положим ф(/)=е -1 /1а и рассмотрим двумерное слоение в ци­
линдре {(*, у, 2)GR-|x2+i/2<l}, сдоями которого служат грани­
ца цилиндра и поверхности ~--=q---(-/i— x2—у*) + с (это слоение 
тривиально на крае). Очевидно, это слоение инвариантно отно-



сительно параллельных переносов вдоль оси цилиндра. Обыч­
ная проекция цилиндра на полноторий S'XD2 превращает это 
слоение в слоение в полноторий. Последнее называется рибов-
ской компонентой; его осевое сечение изображено на рис. 1. 
Слоение Риба в S3 получается при обычном склеивании сферы 
S3 из двух полноториев. 

3. Отношения эквивалентности между слоениями. Очевидный 
смысл имеет диффеоморфизм гладких слоений. Рассматривают 
еще три отношения эквивалентности между слоениями: гомо­
топность, кобордантность и конкордантность. Гладкие слоения 
Fo , F 1 одной размерности на замкнутом многообразии X на­
зываются гомотопными, если существует семейство гладких 
слоений {F.}o<i<. той же размерности на X, такое, что семейст­
во {F}o не прерывно по отношению к очевидной С"-топо­
логии в множестве всех гладких слоений на X. (Кстати, если речь 
идет не о С^-слоениях, а о С''-слоеииях с 1<г<оо,то правиль­
ное определение топологии в множестве слоений не столь оче­
видно—см. [98].) Гладкие слоения Fo, F i одной размерности 
на замкнутых многообразиях Xo, Xi одной размерности назы­
ваются кобордантными, если существует компактное многообра­
зие У с dY = XQUXi и трансверсальное краю слоение Ж на Y 
той же коразмерности, что Fo и F i , такое, что слои слое­
ний Fo и F i совпадают с компонентами пересечения слоев 
слоения 2ё с Х0 и Х\. Если в предыдущем определении Xi = X0 
и y = X 0 x / , то слоения Fo и F i называются конкордаитными. 
О конкордантности слоений говорят иногда и в случае, когда то­
тальное многообразие некомпактно. 

Подчеркнем, что гомотопность и конкордантность — совсем 
разные понятия. Например, попытка доказать конкордантность 
гомотопных слоений, составив слоение в цилиндре XX/ из 
слоев слоений F , в Xxt, как правило, ни к чему не приводит. 
Это особенно ясно видно на примере гомотопии, соединяющей 
обмотки тора с разным углом наклона (она составлена из об­
моток с промежуточными углами наклона). Заметим, что обмот­
ки тора с разными углами все же конкордантны. Чтобы постро­
ить слоение Ш в SlxSlXl, осуществляющее конкордантность 
между обмотками тора с разными углами, умножим слоение В' 
полосе RX/, изображенное на рис. 2, на прямую; получится 
слоение в R-X/, одцим из слоев которого будет плоскость. 
Повернем части, на которые R2X/ разрезается этой плоскостью,, 
вокруг прямой, перпендикулярной этой плоскости — каждую 

РИС. 2 
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на свой угол. Получится новое слоение в R2XL попрежнему 
инвариантное относительно параллельных переносов в R2. 
Профакторизовав R2X/ по группе Z ®Z, составленной из таких 
переносов, мы получим слоение в цилиндре над тором; это и 
есть Ж. 

Примеры гомотопных, но не конкордантных слоений появят­
ся в § 5. Простейший пример конкордантных, но не гомотопных 
•слоений доставляют слоения в R 2 \0 , слоями первого из кото­
рых служат окружности с центром 0, слоями второго — две по­
ловины оси ОХ и прямые, параллельные этой оси. 

4. ТОПОЛОГИЯ слоев и базы. Трансверсальная геометрия 
•слоений. Слои слоения целесообразно наделять не индуцирован­
ной топологией, а топологией, базу которой составляют ком­
поненты пересечений с открытыми подмножествами тотального 
многообразия. По отношению к этой топологии слои р-мерного 
слоения являются p-мерными многообразиями; слои гладкого 
слоения имеют очевидную структуру гладких многообразий. 
Например, слои обмотки тора диффеоморфны окружностям или 
прямым, слои слоения Риба, кроме одного, диффеоморфны пло­
скостям, а один слой — тору. 

Факторпространство тотального многообразия по его раз­
биению на слои, которое естественно было бы считать базой 
слоения, обычно бывает устроено очень плохо. Например, «ба­
за» иррациональной обмотки тора вообще не имеет собствен­
ных открытых подмножеств, «база» слоения Риба состоит из 
двух окружностей и точки, которая входит в замыкание любо­
го непустого подмножества каждой из этих окружностей. Та­
ким образом определяемая база слоения употребляется чрезвы­
чайно редко: она оказывается полезной лишь при изучении 
слоений весьма специального вида (см., например, [53, 54, 55, 
103,104,278,279,342]). 

Чаще роль базы принимает на себя совокупность трансвер-
салей к слоению. Пусть на многообразии X задано гладкое 
слоение коразмерности ц. Трансверсалью (к слоению) назы­
вается иммерсия ф: F{to}Z ^-мерного многообразия в X, транс­
версальная к каждому слою слоения. Если ф! : Y{-+X и ф2: Y2-+ 
{to}X — две трансверсали к одному слоению, yxbYx, t/2-Y2 —та­
кие точки, что ф.(г/.), ф2(г/2) лежат на одном слое F,HS:I-+F— 
путь, соединяющий <рх(ух) с щ{у2), то для всякой достаточно 
близкой к ух точки yx'6Yx существует путь s':/{to}X, близкий к s 
в топологии X, начинающийся в <рх(ух'), идущий по одному 
слою и Кончающийся на ф2(У2). Близкая к у2 точка y2'eY2, та­
кая, что ф2(г/2') —конец пути s', определяется (при фиксиро­
ванном s) точкой ух', и сопоставление ух'-*-у2' определяет ро­
сток диффеоморфизма (Y„ yx)^{Y2, у2). Этот росток называет­
ся преобразованием голономии. Очевидно, он не меняется при 
замене пути s гомотопным. Трансверсали и преобразования 
голономии составляют агрегат, похожий на атлас гладкого мно-
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гообразия (из них легко составить топос Гротендика), и для 
этого агрегата имеют смысл многие определения дифференци­
альной топологии. Например, можно потребовать, чтобы всякой 
трансверсали ср : Y{to}X некоторого слоения соответствовала ори­
ентация многообразия У .и чтобы преобразования голономий эту 
ориентацию сохраняли; такое соответствие называется (транс-
версальной) ориентацией слоения. Подобным же образом слое­
ние может быть (трансверсально) почти комплексным, комп­
лексно аналитическим, симплектическим, контактным, р.имано-
вым и т. д.: нужно, чтобы все трансверсали были наделены 
соответствующей структурой и чтобы преобразования голоно­
мий эту структуру сохраняли. Аналогично обогащаются .поня­
тия, введенные в п. 3: слоения, наделенные той или иной транс-
версальной структурой, могут быть гомотопны, кобордантны 
или конкордантны в классе слоений с этой структурой. 

Заметим, что тотальное многообразие слоения с той или 
иной из перечисленных структур подобной структуры иметь не 
обязано; так комплексно аналитическое слоение может быть 
задано на вещественном (даже нечетномерном) многообразии, 
ориентированное слоение — на неориентируемом многообразии. 
(Пример: слоение бутылки Клейна, определяемое ее канони­
ческим расслоением над окружностью, трансверсально ориен­
тируемо.) 

Пусть X — многообразие со слоением коразмерности q пер: 
R?-{to}X — трансверсаль. Пусть, далее, F— слой, проходящий че­
рез точку ф(0). Соответствие между гомотопическими классами 
петель слоя F с началом в точке ф(0) и преобразованиями го­
лономий определяет гомоморфизм группы n1(F, ф(0)) в группу 
ростков диффеоморфизмов (Rv, o){to}(R9, 0). Образ этого гомо­
морфизма, с точностью до сопряженности, определяется слоем 
F (т, е. не зависит от выбора трансверсали ф с ф(0) 6E). Этот 
образ называется группой ГОЛОНОМИЙ слоя F. Поучительный 
пример доставляет слоение Риба (п. 2). Группа ГОЛОНОМИЙ то-

рического слоя F этого слоения изоморфна n i ( f ) ^ Z © Z и по­
рождается ростками диффеоморфизмов, графики которых пока­
заны на рис 3. 

РИС. 3 
Очевидно, эти диффеоморфизмы не могут быть аналитиче­

скими; это — причина, по которой слоение Риба, хотя и при­
надлежит классу С°°, не является аналитическим. (На 5 3 вооб-
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ще не бывает аналитических слоений коразмерности 1 — см. 
[137]). 

Трансверсальной геометрии слоении посвящены статьи 
[254 и 373]. 

5. Касательное и нормальное расслоение. Индуцированное 
слоение. Теорема Ботта о тривиальности классов Понтрягина. 
Векторы, касающиеся слоев гладкого слоения F , составляют 
подрасслоение касательного расслоения тотального многообра­
зия. Это подрасслоение называется касательным расслоением 
слоения и обозначается через T(F), а соответствующее фактор-
расслоение называется нормальным расслоением к слоению и 
обозначается через v(#~). Очевидно, если у.У^Х — трансвер-
саль к слоению F , заданному на многообразии X, то <p*v(F) 
есть касательное расслоение многообразия У. Ясно также, что 
ориентации слоения соответствуют ориентацияи его нормаль­
ного расслоения и что трансверсальные почти комплексные 
структуры слоения соответствуют комплексным структурам 
нормального расслоения. Добавим к этому, что если нормальное 
расслоение тривиально и наделено определенной тривиализа-
цией, то слоение называется оснащенным. В очевидном смыс­
ле можно говорить об оснащение кобордантных и оснащенно 
конкордантных слоениях. 

Пусть / — гладкое отображение гладкого многообразия У 
без края в тотальное многообразие X некоторого слоения ЗГ. 
Если / трансверсально F (т. е. трансверсально каждому слою 
F ) , то компоненты прообразов слоев слоения F составляют 
слоение многообразия У. Последнее слоение называется ин­
дуцированным F посредством f и обозначается через f*&~. Яс­
но, что codimjF*F-=codimF и v(f*F) = f* (v (F ) ) . Ясно также, 
что если ф — трансверсаль к f*F, то /- <р — трансверсаль к F . 
Вследствие этого слоение, индуцированное ориентируемым, ос­
нащенным, почти комплексным, комплексным и т. д. слоением, 
в очевидном смысле является ориентированным, оснащенным 
и т.д. 

Всякое одномерное подрасслоение касательного расслоения 
многообразия является касательным расслоением некоторого 
одномерного слоения на этом многообразии; для подрасслое-
иия размерности >\ подобное неверно. Употребительна такая 
терминология: подрасслоения касательного расслоения назы­
ваются распределениями, а подрасслоения, служащие касатель­
ными расслоениями слоений — интегрируемыми распределения­
ми. Таким образом, не всякое распределение размерности 5И 
интегрируемо. Следующая теорема Ботта показывает, что не 
всякое распределение размерности S--1 гомотопно интегрируе­
мому, 

Т е о р е м а . Полиномы от вещественных классов Понтрягина 
нормального расслоения слоения коразмерности а, имеющие 
степень 2<7, равны нулю. 
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Эта теорема доказана в [46]. Ее изложению посвящена 
статья [140]. Примыкает к теореме Ботта результат Гольдмана 
[131], доказавшего, что тривиальны все вещественные классы 
Понтрягина нормального расслоения к слою слоения. Шульман 
[336] показал, что тривиальны и произведения Масси классов 
Понтрягина нормального расслоения к слоению, имеющие до­
статочно большую размерность. В статье [51] показано, что 
утверждение, аналогичное теореме Ботта, не имеет места для 
целочисленных классов Понтрягина. Дополнения к теореме 
Ботта содержат статьи [34, 35, 227, 236, 247, 291]. 

Мы еще дважды в этом обзоре вернемся к теореме Ботта: в 
§ 5, где будет выявлена связь между этой теоремой и характе­
ристическими классами слоений, и в § 6, где будет показано, 
что для некоторых специальных типов слоений заключение тео­
ремы Ботта может быть значительно усилено. 

6. Определяющая система форм. Критерий интегрируемости. 
В этом и следующем пунктах описываются два употребитель­
ных способа задания слоений. 

Пусть f—-гладкое слоение коразмерности q на многообра­
зии X. Определяющая система форм слоения f в открытом 
множестве Uc=X —это набор cob . . . , с.\- гладких 1-форм, за­
данных в U и обладающих двумя свойствами: (i) формы со-, . . . 
. . . , со- линейно независимы в каждой точке множества U; 
(И) сужение каждой из этих форм на любую компоненту пере­
сечения любого слоя с U тривиально. Очевидно, для задания 
слоения достаточно задать определяющие системы форм 
в открытых множествах, составляющих покрытие тотального 
многообразия. Ясно также, что если (со., ..,,&>.-), (со,. . . . , со' ̂  — 
определяющие системы форм в U, U', то (в d/flU') со| = 
--=£уФ.уС0у, где ср.у — гладкие функции, у которых det||cp,. |( не 
обращается в 0 ни в одной точке. 

Есл.и U — X, то мы имеет дело с глобальной определяющей 
системой форм. Очевидно, для существования глобальной опре­
деляющей системы форм необходимо и достаточно, чтобы было 
тривиально нормальное расслоение к слоению, и задание гло­
бальной определяющей системы форм приводит к выбору опре­
деленного гомотопического класса оснащения этого слоения. 

Подчеркнем, что система со-, . . . ,со- гладких 1-форм, задан­
ных в открытом множестве L7c=X может не быть определяю­
щей системой форм ни для какого слоения коразмерности q, 
даже если она удовлетворяет условию (i): требуется еще, 
чтобы был выполнен критерий интегрируемости. (Этот факт 
уже упоминался в п. 5, где он был выражен словами: не вся­
кое распределение интегрируемо.) Последний формулируется 
так: при каждом i дифференциал йщ должен представляться 
в виде -ЕуШуДт-у, где i-y — некоторые гладкие 1-формы. Равно­
сильная [если выполняется (1)] формулировка: ъ\/\ • • • Л<--\-Л 
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д^05,-=0 при i = 1, . . . , (7 . Что этот критерий выполняется для 
любой определяющей системы форм слоения, очевидно: можно 
считать, что предложенная система задана в пределах карты, 
описанной в определении слоения (п. 1), а в локальных коор­
динатах xj , . . . , хп такой карты всякая определяющая система 
форм имеет вид ^ ^ / ^ d x ^ , i = 1, . . . , . ? (с det Ц/^Ц^О). 
Обратное утверждение, доказательство которого более длинно, 
представляет собой хорошо известную теорему анализа. 
(В анализе эта теорема формулируется так: пусть со.., . . .,сов—-
система гладких 1-форм, определенных в окрестности точки 
06R" и линейно независимых в каждой точке этой окрестности; 
если со,Д •. ./\Vq/\d<*t = Q ПРИ f = l , • • . . .? , то существуют 
гладкие функции / , - , gj(i,j=\, ...,<?) с det | | / / у Ц^О и со;.= 

В важном случае q — \ сказанное принимает такой вид. 
Слоение коразмерности 1 локально задается гладкой 1-формой, 
не обращающейся в нуль; эта форма со должна удовлетворять 
условию интегрируемости w/\d($ — 0 (или d(o = <x>Af\ c некото­
рой гладкой 1-формой и). Слоение коразмерности 1 опреде­
ляется 1-формой глобально в том и только в том случае, если 
оно ориентируемо, и выбор глобально определяющей слоение 
1-формы приводит к выбору определенной ориентации. 

7. Атлас слоения. Открытое покрытие Ш,-} гладкого много­
образия X без края, элементы которого наделены субмерсиями 
<pi: --7i->-R<7, называется атласом слоения коразмерности q, если 
выполняется следующее условие: для каждой точки xeU.nUj 
(с любыми I, /) существует диффеоморфизм ф- окрестности 
точки <р}(х) (в R-) на окрестность точки <pi(x), переводящий 
<pj(x) в цч(х) и такой что <pi(y)—tyx(4>j(y)) для всякой точки у 
из некоторой окрестности точки х. Два атласа называются 
эквивалентными, если их объединение является атласом. Оче­
видно, задание на многообразии X класса эквивалентных атла­
сов равносильно заданию на этом многообразии гладкого слое­
ния коразмерности q: чтобы построить по слоению атлас, нуж­
но взять достаточно мелкое покрытие тотального многообразия 
и произвольные субмерсии элементов этого покрытия в R9, ло­
кально постоянные на слоях, а чтобы восстановить по атласу 
слоение, нужно в качестве слоев взять максимальные связные 
множества, на компонентах пересечений которых с <У. субмер­
сии ф,- постоянны. Если атлас определяет слоение SF, то гово­
рят, что это — атлас слоения F . Если диффеоморфизмы tyx 
сохраняют ориентацию или являются комплексно аналитиче­
скими, каноническими или контактными преобразованиями, то 
определяемое атласом слоение оказывается ориентированным, 
комплексно аналитическим, симплектическим или контактным. 

Добавим, что с помощью атласов совсем просто описываются 
нормальное расслоение и операция индуцирования. Если 
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{Ui, Ф-г} — атлас слоения, то отображения Ui\)Uj-+GL(q, R), от­
носящие точке х матрицу дифференциала отображения "фх в точке 
cpi(x) определяют «"-мерное векторное расслоение с базой X; 
это — не что иное, как нормальное расслоение слоения, опреде­
ляемого атласом. Если f:X-*-Y— отображение, трансверсальное 
слоению F , задаваемому атласом {(У., cpi}, то множества 
/-'(.-У.) и отображения f_1 (t/i)—»-R ,̂ определяемые формулой 
.У1"* "*(/(.?/)), составляют на У атлас слоения, именно, слоения 
/ * F . 

§ 2. ЯВНЫЕ КОНСТРУКЦИИ СЛОЕНИЙ 

На протяжении первых 15 лет существования теории слое­
ний пример Риба (п. 1.2) оставался единственным геометриче­
ски содержательным примером слоения, которым располагала 
эта теория. Лишь во второй половине 60-х годов появились но­
вые примеры, слоений, и на протяжении следующего десятиле­
тия их было построено изрядное количество. Это были почти 
исключительно слоения коразмерности 1 на замкнутых много­
образиях (исключение составляет работа Аррота [36], постро­
ившего двумерное слоение на семимерной сфере). Целью по­
строения обычно было доказательство существования слоения 
коразмерности 1 на том или ином многообразии. Проблема 
существования слоений коразмерности 1 в настоящее время 
полностью решена: на открытом многообразии такое слоение-
всегда существует (ЭТО доказано в 1970 г. Хефлигером [138] и 
будет обсуждаться ниже в § 4), а в случае замкнутого много­
образия равенство нулю эйлеровой характеристики этого мно­
гообразия, очевидно, необходимое для существования слоения 
коразмерности 1 (оно необходимо уже для существования под-
расслоения касательного расслоения коразмерности 1), являет­
ся для него и достаточным. Последний факт доказан Тэрстоном 
[365] (см. снова § 4); однако доказательство Тэрстона трудно 
назвать геометрически наглядным, так что явные конструкции 
слоений не утратили своего значения. 

Все слоения, которые строятся в пп. 2—4 этого параграфа, 
принадлежат классу С", но не являются аналитическими. Это 
не удивительно: согласно доказанной 25 лет назад теореме 
Хефлигера [137] (см. также [168]) замкнутое многообразие 
с конечной фундаментальной группой не может иметь аналити­
ческого слоения коразмерности 1 (ср. замечание в конце 
п. 1.4). Впрочем, теория аналитических слоений коразмер­
ности 1 вполне содержательна; способ построения таких слое­
ний, важный для теории характеристических классов слоений, 
описан в п. 5. 

1. Метод Лоусона — Тамуры построения слоений. Проще 
всего построить слоение коразмерности 1 на замкнутом много­
образии, которое гладко расслаивается над окружностью: ком­
поненты слоев расслоения составляют слоение (ср. п. 1.2). Это 
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наблюдение следующим образом обобщается: если компактное 
многообразие X, вообще, говоря, имеющее край, гладко рас­
слаивается над окружностью (подразумевается, что слои рас­
слоения трансверсальны краю), то X обладает гладким слое­
нием, тривиальным на крае (см. п. 1.1). Для доказательства 
достаточно построить гладкую функцию X-S-R+, равную нулю 
на дХ, положительную в intX и не имеющую критических зна­
чений, меньших 1. Эта функция составляет с проекцией X{to}S-
гладкое отображение X{to}.S-XRb трансверсальное слоению, 
изображенному на рис 4 [в 5-Х(1,оо) слои этого слоения 
совпадают с прямыми tX (1, °°), t-^S1]- Индуцируемое в X слое­
ние и будет требуемым. 

Рис 4 
Предположим теперь, что замкнутое гладкое многообразие 

X разрезается своим подмногообразием Y коразмерности 1 на 
два куска, X. и X2> каждый из которых гладко расслаивается 
над окружностью. Тогда X обладает гладким слоением кораз­
мерности 1: оно составляется из слоений, возникающих, со­
гласно сказанному в Xi и Х2. В этом и заключается сущность 
метода Лоусона — Тамуры. Пример: S3 разрезается стандартно 
вложенным тором на два полнотория, каждый из которых оче­
видным образом расслаивается над окружностью; полученное 
Слоение есть слоение Риба (ем. п. 1.2). 

[Стоит заметить, что, хотя проблема существования слое­
ний коразмерности 1 решена, остается открытым естественный, 
ввиду сказанного, вопрос: какие многообразия разрезаются 
.подмногообразиями на куски, расслаивающиеся над окруж­
ностью? Очевидно, эйлерова характеристика разрезаемого та­
ким образом многообразия равна нулю, но никаких других не­
обходимых условий разрезаемое™ не видно; в то же время уже 
для семимерной сферы существование такого разрезания пред­
ставляется сомнительным (по поводу пятимерной сферы см. 
п. 2).] 

Фактически метод Лоусона — Тамуры не сводится к опи­
санному приему. Тамура использует в своих работах понятие 
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«вращательнойструктуры» ([351,354]): на замкнутом гладком 
многообразии X задана вращательная структура, если в X фикси­
рованы подмногообразие A коразмерности 2 c тривиальным 
нормальным расслоением (называемое «осью»), трубчатая 
окрестность U многообразия А и расслоение X—int U-+S1 (его 
слой называется «образующей»), согласованное на границе с 
проекцией U{to}D2. Лоусон использует специальный вид враща­
тельных структур, называемый им разложением Александера 
[209—211]: гладкое отображение j : X{to}C с регулярным зна­
чением 0 такое, что отображение argf : X—f--(0){to}S- есть суб-
мерсия; если f определяет разложение Александера, то /"-(О) 
и arg/| (X—f _ 1 ( l 2 l< 8 ) ) при малом положительном е составля­
ют вращательную структуру. Вращательные структуры, под 
названием «open book structures» рассматривались также Вин-
кельнкемпером [387]; он доказал, что если X односвязно и 
dimX=2k+l, k>3, то X обладает вращательной структурой, у 
которой образующая имеет гомотопический тип А-мерного кле­
точного пространства и вложение образующей в X есть гомото­
пическая ^-эквивалентность. 

Вращательная структура на X сама по себе не дает слое­
ния. Она доставляет разбиение X=UU(X—intU), и X—intU 
расслаивается над окружностью. Для применимости предыду­
щей конструкции необходимо, чтобы над окружностью рас­
слаивалось U, т. е. А. Однако, иногда удается обойтись и без 
расслоения A{to}S1; достаточно, например, чтобы существовало 
гладкое расслоение многообразия А над некоторым многообра­
зием В, таким что для BxD2 уже доказано существование 
слоения, тривиального на крае. Тогда проекция AXD2->-BxDs 

позволяет построить тривиальное на крае слоение в AXD2, a 
это — все, что нам нужно. С примером такого построения мы 
познакомимся в п. 3. 

2. Слоения коразмерности 1 на замкнутых трехмерных мно­
гообразиях. Такие слоения рассматриваются в § 3, здесь мы 
скажем только о явных конструкциях. Еще в 1923 г. Алексан-
дер доказал, что всякое замкнутое ориентируемое трехмерное 
многообразие обладает разложением Александера. Осью слу­
жит объединение окружностей, а так как на SuXD2 имеется 
тривиальное на крае слоение (рибовская компонента), то ска­
занное в п. 1 позволяет построить по этому разложению Алек­
сандера гладкое слоение коразмерности 1. Эта конструкция 
слоений на ориентируемых трехмерных многообразиях пред­
шествовала работам Лоусона и Тамуры; она принадлежит 
С. П. Новикову, Цишангу и Ликоришу (см. [19]). Впоследствии 
Вуд ([388, 389, 390]) построил слоения коразмерности 1 и на 
неориентируемых замкнутых трехмерных многообразиях. 

3. Слоения коразмерности 1 на нечетномерных сферах. При­
мером слоения коразмерности 1 на S3 служит слоение Риба. 
Слоение коразмерности 1 на 55 впервые построил Лоусон (см'. 
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[210], а также [243]). Это слоение строится по разложению 
Александера, определяемому отображением S5{to}C,, действую­
щим по формуле (2Ь 22, z3)>^Zi3+Z23+z3

3. Ось этого разложе­
ния Александера расслаивается над неособой кубической кри­
вой в СР2, диффеоморфной тору, т. е. расслаивается над 5 1 . 
Построение слоений коразмерности 1 на нечетномерных сфе­
рах размерности > 7 основано на следующих двух леммах Лоу-
сона — Тамуры — Дэрфи. 

Л е м м а 1. Если к>1, то на сфере 54Л_1 существует разложе­
ние Александера с осью, гладко расслаивающейся над S2k~l; 
если k>2, то на сфере Sih+i существует разложение Александера 
с осью .S-'-X-S-"-1. 

Первое разложение Александера определяется^ отображени­
ем 54h--->-C, действующим по формуле (zu . . ., z2k)'~*Zi2 + . . .. 

• • •+Z2/.2; его осью служит многообразие единичных касатель­
ных векторов {2k—1)-мерной сферы. Второе разложение Алек­
сандера определяется как связная сумма двух разложений 
Александера, задаваемых отображениями 54'1+1~>С, действую­
щими по формулам 

2k 

(Z0, 2, 22/.)^(20 + 22
г)(г2 + ^ ) + 2 Z% 

г* 
(z0,zu ..., zu)~z5-{-г\ + ^ z~; 

осями этих разложений служат многообразия (S2ftxS2''~1)4|--
-jj-24fe-1

 и _--4ft-i, г д е 24ft-i — экзотическая сфера Милнора. 
(Первое утверждение леммы доказано Лоусоном [210]; вто­

рое утверждение независимо доказано Дэрфи [90] и Таму-
рой [352]. Приведенное здесь доказательство принадлежит 
Дэрфи; доказательство Тамуры отличается от доказательства 
Дэрфи, но и в нем приходится «сокращать» милноровскую сфе­
ру. Употребляемое в доказательстве связное суммирование раз­
ложений Александера введено Лоусоном и Дэрфи [91]. Впо­
следствии Тамура доказал, что Skh~l обладает вращательной: 
структурой с осью .S2"-1X-S2ft-2 [354], и Муцутани доказал, что 
S5 обладает вращательной структурой с осью SlxS2 [245].) 

Л е м м а 2. (См. [209].) Если на сфере Sm с т> :3 имеется 
гладкое слоение коразмерности 1, то произведение .Sm"2xD2 ' 
обладает гладким слоением, тривиальным на крае. 

В самом деле, построим на Sm замкнутую гладкую кривую, 
трансверсальную слоению (такая, очевидно, существует для 
любого слоения коразмерности 1 на замкнутом многообразии). 
Неравенство т > 3 позволяет считать, что кривая несамопере-
секающаяся и незаузленная, так что дополнение к ее окрест­
ности диффеоморфно Sm~2XD-. Изменим слоение в окрестности 
кривой как показано на рис. 5 и выбросим часть сферы, распо­
ложенную внутри пунктирного слоя F. Мы получаем требуемое. 
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Эти леммы позволяют завершить построение слоений индук­
цией по размерности сферы. Пусть k^4, и пусть на сферах 
S2--1 с \<k гладкое слоение коразмерности 1 уже построено. 
Согласно лемме 1 сфера S2ft_1 обладает разложением Алексан-
дера, ось которого расслаивается над сферой размерности 1 = 
= 2[ н-] — 1, а в силу леммы 2 и неравенства /+2<2/е—1 про­
изведение S'XD2 обладает слоением, тривиальным на крае, 
В силу сказанного в п. 1, этого достаточно для построения 
гладкого слоения коразмерности 1 на .S2''-1. (Заметим, что от­
дельное построение слоения коразмерности 1 на S5 является 
необходимым шагом этой индукции.) В заключение упомянем 
статью Тамуры и Мицутани [356], содержащую построение 
гладкого слоения на 54'1-1, кобордантного нулю, статью Мицу­
тани [245] в которой построено слоение на 54й+1, не кобордант-
ное нулю, но делающееся таковым после удвоения, и обзорные 
статьи [123] и [311], специально посвященные слоениям на 
сферах. 

4. Слоения коразмерности 1 на других многообразиях. 
А'Кампо ([30, 31, 32]) и несколько позже Фукуи [113] по­
строили гладкое слоение коразмерности 1 на произвольном од-
носвязном пятимерном многообразии; их построение использу­
ет методы, близкие к описанным выше, а также некоторые 
структурные теоремы. 

Впоследствии Тамура ([353, 354]) построил слоения кораз­
мерности 1 на произвольных замкнутых (k—1)-связных (2A+1)-
мерных многообразиях с k>3; его построение не опирается ни 
на какие структурные теоремы, а используют только доказанные 
им и Винкельцкемпером ([351, 387]) свойства вращательных 
структур; в более специальной ситуации это построение было 
ранее проведено Дэрфи и Лоусоном [91]. 

Мицутани [245] построил гладкое слоение коразмерности 1 
на произвольном (k—-2) -связном 2£-мерном многообразии с 
тривиальной эйлеровой характеристикой, с тривиальной сиг­
натурой и с k>3. Несколько лет оставался открытым вопрос о 
возможности построения гладких слоений коразмерности 1 на 

И* 163 



многообразии с ненулевой сигнатурой; особенную известность 
этой задаче придала опубликованная в 1967 г. ошибочная рабо­
та Рейнхарта. Пример гладкого слоения коразмерности 1 на 
CP 3 #CP 2 #( s l XS 3 ) . i^ (S 1 xS 3 ) привел Мицутани [244]; не­
зависимо от него примеры гладких слоений коразмерности 1 
на многообразиях с ненулевой сигнатурой построил Линингер 
[226]. 

В заключение скажем о нескольких работах, содержащих 
явное построение кобордизмов между слоениями. (Некоторые 
результаты этого направления уже упоминались в п. 3.) До­
вольно значительных усилий потребовала проблема кобордант-
ности нулю слоения Риба на S3. Сначала Мицутани [244] дока­
зал, что кобордантно нулю слоение, аналогичное слоению Ри­
ба, но имеющее вместо торического слоя целый цилиндр (S*X 
XSl)Xl, составленный из торических слоев (S'XS^X-*. Лишь 
три года спустя Сержерэрту [334] удалось доказать кобор-
дантность нулю настоящего слоения Риба, а также слоений, ко­
торые получатся, если функцию ср в определении слоения Риба 
заменить произвольной плоской функцией. (В промежутке 
Н. М. Мишачев доказал кобордаитпость нулю классического 
слоения Риба, по его работа осталась неопубликованной.) Тео­
рема Сержерэрта была обобщена Фукуи [115] и Осикири [277], 
независимо доказавшими следующую теорему: пусть одно слое­
ное трехмерное многообразие получается из другого слоеного 
трехмерного многообразия перестройкой вдоль замкнутой транс-
версали (слоение изменяется вдоль трансверсали наподобие 
рис. 5 и в приклеиваемой ручке доопределяется рибовской ком­
понентой); тогда эти слоеные многообразия могут быть свя­
заны слоеным кобордизмом. 

5. Локально однородные слоения. Конструкции слоений, опи­
санные в пп. 2—4, обобщают конструкцию Риба. Теперь мы 
опишем слоения, обобщающие обмотку тора. В отличие от слое­
ний, построенных выше, эти слоения аналитичны. Идея рас­
сматривать такие слоения принадлежит, вероятно, Руссари (см. 
[128, 47]). Они оказываются очень полезными для теории харак­
теристических классов слоений (см. § 5). 

Пусть О — группа Ли, Я —ее связная подгруппа. Г —ее 
дискретная подгруппа. Правые смежные классы gH составляют 
в G слоение, инвариантое относительно левого канонического 
действия Г в О (g{to}vg, g6G, убГ). Вследствие этого образы 
множеств gli при проекции G->G/r составляют в G/Г слоение 
размерности dim Я . Это слоение обозначается через f(G, H, Y) 
и называется локально однородным слоением. Слои этого 
слоения диффеоморфны факторпространствам Н/(gYg-1 f) H). 
Нормальное расслоение этого слоения тривиально и получает 
каноническую тривиализацию, если выбран базис в простран­
стве gA>, где g, jj — алгебры Ли групп G, Н. Действительно, ле­
вые сдвиги группы G определяют изоморфизмы между каса-
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тельными пространствами этой группы и пространством й и 
между касательными пространствами смежных классов gH и 
пространством J); вследствие этого они определяют изоморфиз­
мы между слоями нормального расслоения слоения igH) груп­
пы G и пространством й/I); эти изоморфизмы согласуются с 
действием группы Г и превращаются в изоморфизмы между 
слоями нормального расслоения слоения F ( G , Н, Г) и й/f). 

Если G - R ®R, Я-^R и r = Z © Z, то &~{G, Я, Г) есть об­
мотка тора. Если G = SL(2, R), Н есть подгруппа, составленная 
из верхних треугольных матриц с положительными диагональ­
ными элементами и Г — дискретная подгруппа с компактным 
51(2, R) / r , содержащая матрицу—-Е, то SL(2, R) / r есть мно­
гообразие единичных касательных векторов замкнутой поверх­
ности постоянной отрицательной кривизны и 3F{G, Н, Г) есть 
«орициклическое слоение». (Два касательных вектора много­
образия отрицательной кривизны принадлежат одному орицик­
лу, если определяемые ими геодезические асимптотически схо­
дятся; например, векторы, касающиеся одной и той же геодези­
ческой в одном направлении, принадлежат одному орициклу.) 
Подобное описание допускают и многие другие слоения 
^ ( G , Я, Г). 

§ 3. КАЧЕСТВЕННАЯ ТЕОРИЯ СЛОЕНИЙ 
В этом параграфе речь пойдет о том, какими могут быть 

слои слоения (в основном, коразмерности 1) и как они могут 
подходить друг к другу. Р1злагаемые здесь работы имеют мно­
гочисленные взаимные связи, и разбиение параграфа на пунк­
ты носит приблизительный характер. 

1. Теорема Риба об устойчивости. Так называется следую­
щее предложение, доказанное в основополагающей работе 
Риба [302]: 

Т е о р е м а . Пусть F — гладкое слоение коразмерности q, 
и пусть F— замкнутый слой слоения F , фундаментальная груп­
па которого конечна. Тогда всякая трубчатая окрестность слоя 
F содержит меньшую окрестность, составленную из целых сло­
ев слоения F (или, как говорят, «насыщенную»), и слои, со­
держащиеся в этой окрестности, являются (по отношению к 
проекции трубчатой окрестности) конечнолистными накрываю­
щими слоя F. В частности, если n\(F) = \, то F обладает насы­
щенной окрестностью, слоение в которой диффеоморфно слое­
нию {FXt} произведения jFXD5. 

Обобщение этой теоремы с компактных слоев на собствен­
ные слои (определение см. в п. 5) содержится в работе Инаба 
[167]. Следующее усиление теоремы Риба принадлежит 
Тэрстону [361]: 

Т е о р е м а . Пусть F —гладкое слоение коразмерности q, и 
пусть F — ero замкнутый слой. Если линейная голономия 
m(F)-+-GL(q, R) тривиальна и Hl(F; R)=0, то F обладает на-

165 



сыщенной окрестностью, в которой слоение тривиально (сводит­
ся к расслоению). 

Сакстедер [321] показал, что условие Hl(F; R) =0 не может 
быть выброшено из формулировки этой теоремы. Лангевин и 
Розенберг [206] показали, что условия, налагаемые теоремой 
Тэрстона на слоение, устойчивы по отношению к С'-возмуще-
ниям слоения, и вывели из этого следующий факт. 

Т е о р е м а . Пусть Е~УВ — гладкое расслоение со слоем F, 
причем многообразия E, В, F замкнуты. Чтобы слоение, опреде­
ляемое этим расслоением было С.-устойчиво, необходимо и до­
статочно, чтобы H1(F; R) =0. 

Кстати, слово «устойчивый» в теории слоений имеет два 
смысла: (структурно) устойчивое слоение — это слоение, диф-
феоморфное всякому достаточно близкому к нему слоению, а 
устойчивый компактный слой — это слой, обладающий сколь 
угодно малой насыщенной окрестностью. Устойчивым в первом 
смысле слоениям посвящены статьи Руссари [319] и Розенбер-
га — Руссари [316]. В каждой из них со своей стороны показано, 
что (структурно) устойчивые гладкие слоения коразмерности 1 
на трехмерных многообразиях — явление довольно редкое, 
В [316] предлагается модифицированное определение устойчи­
вости, при котором, напротив, почти все ориентируемые слое­
ния коразмерности 1 оказываются устойчивыми. 

2. Теорема Новикова о замкнутом слое. Следующая теоре­
ма доказана С. П. Новиковым [19]. 

Т е о р е м а . Пусть X— замкнутое трехмерное многообразие 
с гладким слоением F коразмерности 1. Предположим, что 
выполнено одно из следующих условий: (1) группа .щ (X) ко­
нечна; (2) п2(Х)Ф0; (3) существует замкнутая трансверсаль 
(замкнутая кривая в X, трансверсальная F ) , гомотопная нулю; 
(4) у слоения ЗГ имеется такой слой F, что гомоморфизм вклю­
чения rti(F){to}ni(X) имеет нетривиальное ядро. Тогда &~ имеет 
замкнутый слой. Более того, во всех случаях, кроме (2), £Г 
включает рибовскую компоненту, а в случае (2) либо F вклю­
чает рибовскую компоненту, либо все слои замкнуты и диффео-
морфны S2 или RP2. 

Изложению теоремы Новикова посвящены статьи [174, 262, 
263]. Ее доказательство имеется также в книге [355]. 

Было сделано несколько попыток перенести теорему Нови­
кова на слоения с особенностями. Вагнер [381] (см. также 
[382]) рассмотрел слоения коразмерности 1 с морсовскими осо­
бенностями (т. е. локально устроенными как множества линий 
уровня функции с морсовскими особенностями) на 53 . Морсов-
ские особенности бывают «сферическими» и «коническими» 
Пусть слоение имеет s сферических особенностей и с кониче­
ских. Если 5 = с, слоение включает рибовскую компоненту. Если 
s>c то s = c+2 и у такого слоения общего положения все не­
особые слои диффеоморфны S2. В случае же s<c слоение мо-
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