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функциональный анализ и его приложения, 
т. 1, вып. 1, 1967, 1 — 14. 

О ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОМ КЛАССЕ, ВХОДЯЩЕМ В УСЛОВИЯ 
КВАНТОВАНИЯ 

В. и. А р н о л ь д 

Недавно В. П. Мае лов дал математически строгую трактовку многомер­
ных асимптотических методов «квазиклассического» типа в целом, т. е. при 
любом числе сопряженных точек [1], [2]. Оказалось, что в асимптотических 
формулах участвуют некоторые целые числа, отражающие гомологические 
свойства кривых на поверхностях фазового пространства и тесно связанные 
с индексами Морса соответствующих вариационных задач. В частности. 
Мае лов определил одномерный класс целочисленных когомологий, значения 
которого на базисных циклах входят в так называемые «условия квантования». 

В настоящей заметке даются новые формулы для вычисления этого 
класса когомологий. Характеристическим этот класс является в категории 
вещественных векторных пучков, комплексификация которых тривиальна и 
тривиализована, а также в некоторых более широких категориях. 

§ 1. Обозначения 
1.1. Фазовое пространство. Фазовым пространством назовем 2п-мерное 

вещественное арифметическое пространство 
R̂ '̂  ^ {х}, x = q, р; q = q^, ,. . , Qn, р - Рр . . . , р^. 

В R2̂  будут рассматриваться следующие три структуры: 
1. Евклидова структура, заданная скалярным квадратом 

(х, х) = р^ + q^. 
2. Комплексная структура, заданная оператором 

/: R2«->R2^ /(р, q) = {—q, р); z = p + iq, С̂  - {z}. 
3. Симплектическая структура, заданная кососкалярным произведением 

[X, у] -={1х, у)^ —[у, X]. (1) 
Группы автоморфизмов R̂ ^̂ , сохраняющих эти структуры, называются 

соответственно ортогональной группой 0(2п), комплексной линейной груп­
пой QL{n, С) и симплектической группой Sp{n). Из формулы (1) вытекает 

Лемма 1.1. Автоморфизм, сохраняющий две из трех структур, со­
храняет и третью, так что 

О (2/2) П GL {п, С) - GL {п, С) П Sp {п) = Sp {п) Г) О (2я) - U (п). 
Автоморфизмы, сохраняющие две (и, значит, все три) структуры, обра­

зуют унитарную группу U (п). Определитель det унитарного автоморфизма 
есть комплексное число с модулем- 1. Таким образом, возникает отображе­
ние и (п) на окружность, 

det 

SU(n)-^U(rt)->S\ (2) 
1 Функц анализ, т. 1, вып. 1 
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которое, очевидно, является расслоением (слой — группа SU (п) унитарных 
автоморфизмов с определителем 1). 

1.2. Лагранжев грассманиан Л(д). Рассмотрим /г-мерную плоскость 
R̂  d R̂ -̂ Она называется лагранжевой, если кососкалярное произведение 
любых двух векторов из R'̂  равно нулю. Например, плоскости р=0 и ^ = 0 
лагранжевы *). 

Многообразие всех (неориентированных) лагранжевых подпространств R̂ " 
назовем лагранжевым грассманианом Л {п), 

С комплексной точки зрения лагранжевы плоскости можно назвать ве­
щественно-подобными, так как справедлива 

Лемма 1.2. Унитарная группа \J{n) действует на Л (я) транзитив-
но, со стационарной подгруппой О (/г). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть I — лагранжева плоскость. Ввиду (1) это 
значит, что плоскость IK ортогональна Х. Пусть А.' ^ Л (п) и | , | ' — ортонор-
мальные реперы в Х, Х', Тогда автоморфизм R̂ ,̂ переводящий I в I' и II в 
Щ, унитарен. 

Из доказанной леммы вытекает, что Л (/г) есть многообразие, Л {п) = 
== и (п)/0 (/г); итак, построено расслоение 

0(п)~>и(д)->Л(Аг). (3) 

1.3. Отображение Det^: Л(я)->5^. Определитель ортогонального автомор­
физма Л б О (д) d и (я) равен ± 1. Поэтому квадрат определителя унитарно­
го автоморфизма, переводящего плоскость р = О в лагранжеву плоскость А, 
зависит только от X. Тем самым построено отображение 

Det̂ : K{n)-^S\ 
Обозначим через SK{n) множество лагранжевых плоскостей l.Q_K{n) с 

Det̂  X ^ 1. На этом множестве транзитивно действует группа SU (п) унитар­
ных унимодулярных автоморфизмов, и стационарная подгруппа любой точки 
изоморфна группе вращений SO(n). Поэтому SА.{п) = S\i(n)fSO{n) есть мно­
гообразие. 

Таким образом, мы получили диаграмму из шести расслоений (очевид­
ным образом коммутативную): 

det 

S0(n)-^0(«)-^5«, 

SU(n)-^U(«)^Si, 

•^ S/ ^ (С-

5Л(я)->Л(я) - -51 , 

,2 

где г^ — отображение окружности {г = е^^ -> в̂ '̂ф = z^). 
1.4. Класс когомологий а^Н^{А{п), Z). 
Л е м м а 1.4.1. Фундаментальная группа Л {п) — свободная циклическая. 

л^ (Л (п)) = Z, 

и ее образующая переходит в образуюи^ую S^ при отображении^ индуци-
рованном Det .̂ 

*) Название происходит от «скобок Лагранжа» в классической механике. 
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Доказательство получается из точных гомотопических последовательно­
стей левого столбца и нижней строки диаграммы из п. 1.3. 

С л е д с т в и е 1.4.2. Группы одномерных гомологии и когомологий К(п)— 
свободные циклические: 

Н^ (Л (я), Z) ~ Я^ (Л {п\ Z) ~ Jti (Л {п)) ~ Z. 

За образующую а группы когомологий Я^(Л(п), Z) примем число обо' 
ротов Det̂ , т. е. коцикл, значение которого на замкнутой кривой т* 5^-^ 
—»Л{п) равно степени сквозного отображения 

у Det2 

S^~>A{n)-^S\ 
(Здесь S^ — окружность е^^, ориентированная в сторону возрастания ф.) 

Пример 1.4.3. Пусть % — лагранжева плоскость: X ^ Л (/г). Рассмотрим 
автоморфизмы e^^E(:\J{n). Лагранжевы плоскости е^^Х ( О ^ ф ^ я ) образуют 
замкнутую кривую т- 5^~>Л(я), так как е^^Е = — Е. 

Значение класса а на кривой у равно п. 
Действительно, det (e '̂̂ f) = б̂"ч>, поэтому Det̂ ê '̂ A, = е^'"^^ Det̂  X. 
1.5. Лагранжевы многообразия. Пусть М есть п-мерное подмногообра­

зие фазового пространства R̂ '̂ . Многообразие М называется лагранжевым, если 
его касательная плоскость в каждой точке лагранжева. Например, в случае 
п = 1 всякая кривая М на фазовой плоскости R̂  лагранжева. 

Пусть М — лагранжево многообразие. Рассмотрим тангенциальное ото­
бражение 

т: УИ->Л(я), 

переводящее каждую точку х^М в подпространство хх(^А(п), параллельное 
касательной плоскости к М в х. 

Введенный выше класс когомологий а ^ Я^ (Л {п), Z) индуцирует на М 
класс одномерных когомологий 

а*-т*аб№(уИ, Z). 

Значение а* на ориентированной замкнутой кривой у: 5^—»М опреде­
ляется как число оборотов квадрата определителя касательной плоскости, 
т. е. как степень сквозного отображения 

Si^M-^A{n)-^S\ 

Целью настоящей заметки является доказательство следующего утвер­
ждения. 

Теорема 1.5. Класс когомологий а* ̂ H^{M,Z) совпадает с «индексом 
замкнутых кривых на лагранжевом многообразии М» ind, введенным Мае-
ловым в [\\, 

§ 2. Доказательство теоремы 1.5 

Индекс Маслова определяется им как индекс пересечения с некоторым 
двусторонним {п—1)-мерным циклом на М^—циклом особенностей. 

2.1. Цикл особенностей. Пусть М есть д-мерное лагранжево многооб­
разие. Рассмотрим проекцию/: /И—> R'̂  многообразия М на плоскость р = 0: 
/ (Р' я) =^ Я- Множество 2 точек УИ, где ранг дифференциала / меньше п, 
называется особенностью отображения /. Относительно особенности S Мас-
лов формулирует следующие утверждения 1 — 5 (доказательства даны ниже, 
в § 3 и 4). 
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Теорема 2.1. Сколь угодно малый унитарный поворотом много­
образие М можно привести в «о5и^ее положениеу> относительно проекти­
рования /, так что будут справедливы следующие утверждения: 

У т в е р ж д е н и е 1. Особенность S состоит из открытого {п — 1 )-мер-
ного многообразия 2^, где df имеет ранг п—\,и границы (Z — I^^) раз­
мерности строго меньше п — 2, так что 2 определяет {п — \)-мерный 
{неориентированный) цикл в М. 

У т в е р ж д е н и е 2. Этот цикл 2 лежит в М двусторонне. 
Выбор положительной стороны 2 можно провести следующим образом. 
У т в е р ж д е н и е 3. В окрестности точки х^2^ лагранжево много­

образие М задается п уравнениями вида 

где k = \, 2, 
Як = qkiPk, qk)y Pk (pk. Як). 

k—U k-\- 1, . , Az при некотором k, \ ^k^n. 
Очевидно, в окрестности такой 

точки X особенность 2^ задается урав-
нением == 0. 

У т в е р ж д е н и е 4. При переходе 
dqu 

через 2^ величина меняет знак. 
Оказывается, за положительную 

сторону 2^ можно принять ту, где 

N, У т в е р ж д е н и е 5. Такое опре-
Рис. 1. деление положительной стороны кор­

ректно, т, е. не зависит от того, 
какой из координатных систем рьЯк (̂  = Ь . • • , ri) мы пользуемся. 

2.2. Индекс Маслова, ind ̂ Н^{М, Z). Пусть на лагранжевом многооб­
разии М «общего положения» в смысле теоремы 2.1 дана кривая у» транс-
версальная циклу 2, причем начало и конец т неособые: 

дг = лг̂  —Хд, х^ 2, Хо?2. 

Индексом indr кривой т Маслов называет ее индекс пересечения с 2, 
т. е. число V+ точек перехода с отрицательной стороны на положительную 
минус число v_ точек перехода с положительной стороны на отрицательную: 

ind Т = v̂ . — v_. 
Я (рис. 1). Для 
с, . . . . Индек-

Пример. Пусть п = \, М — кривая на плоскости р, 
М в общем положении 2 состоит из отдельных точек а, Ь, 
сы кривых Т/ {d'{i = Xi — х^ равны соответственно О, 1, О, 1, 2. 

Теорема 2.2. Индекс замкнутой ориентированной кривой т i^ci лаг­
ранжевом многообразии общего положения М зависит только от класса 
гомологии т и является значением некоторого одномерного класса целочис­
ленных когомологий М на цикле т • ind ̂  Н^ (М, Z). 

2.3. Индекс кривых на грассманиане Л(д). Доказательства сформули­
рованных теорем (1.5, 2.1, 2.2) основаны на следующей конструкции. 
': ' В многообразии лагранжевых плоскостей Л(д) выделяются множества 
Л^ (п) плоскостей, имеющих fe-мерное пересечение с фиксированной плоскостью 
a(^A(n)(8L именно, плоскостью я = 0). Оказывается, замыкание А^{п) определяет 
цикл (неориентированный) коразмерности % см. п. 3.2.2, 
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В п. 3.5 доказывается 
О с н о в н а я лемма. А}[п) лежит в Л(п) двусторонне, т. е. сущест­

вует непрерывное векторное поле, трансвереальное к А^{п) и касательное 
к А{п). 

Такое векторное поле строится с помощью орбит действия 5^ = {е^^} на 
Л(п). В § 3 доказана 

Лемма 3.5.1. Все окружности 
e-^e^U, 0 < е < я , 1^А{п1 (4) 

трансверсальны к Л^ (п). 
За положительную сторону Л^(п) выберем ту, куда обращены векто­

ры скорости кривых (4). 
Двусторонность Л^(п) позволяет определить 

1п(1бЯ1(Л(^), Z) 

как индекс пересечения ориентированных замкнутых кривых на Л (п) с Л^ {п) 
(определение 3.6.1). 

Индекс Ind связывает индекс Маслова ind и класс когомологий а из 
п. 1.4. А именно, оказывается, что выбор положительной стороны А^(п) с 
помощью кривых (4) согласован с определением положительной стороны 2^ из 
п. 2.1. В § 4 доказывается 

Лемма 4.3.1. Индекс Ind порождает индекс Маслова ind при танген­
циальном отображении х: М"->Л(п); ind = T*Ind, т . .̂ для каждой кривой 
Т: S^-^M имеем indT^^IndtT. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.5. Вычисление индекса кривых (4) 
(см. пример 3.6.2) дает Indy == Аг == а(г) (пример 1.4.3). Но №(Л(п), Z) =̂  
= Z (следствие 1.4.2). Значит, Ind = а. По лемме 4.3.1 ind = T*Ind, а по оп­
ределению 1.5 а* = т*а. Итак, ind = а*, что и требовалось доказать. 

§ 3. Доказательство основной леммы 

В этом параграфе доказывается двусторонность цикла особенности Л^ {п) 
и определяется индекс IndgW^(A(n), Z). 

3.1. Производящие функции. Пусть М — многообразие в фазовом прост­
ранстве, которое в односвязной окрестности точки q =^ QQ, Р = PQ задается 
уравнением вида р = р (q). 

Лемма 3.1.1. Чтобы многообразие М было лагранжевым, необходимо 
и достаточно суи^ествование ^^производящей функции» s{q) такой, что 

ds .-. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть s{q)= ^р(q)dq^ Независимость интеграла 

от пути эквивалентна обращению в О на М производной d (р dq) = dp /\dq. 
Но значение dp Д dq на бивекторе S Л 'П равно как раз кососкалярному про­
изведению [g, т]], так что равенство dp/\dq нулю на М эквивалентно лаг-
ранжевости М. Функция s((7) удовлетворяет (5), что и доказывает лемму. 

З а м е ч а н и е 3.1.2. Функция s{q) определена с точностью до постоян­
ного слагаемого. В частном случае, когда М — подпространство, это слагае­
мое можно выбрать так, что s (q) — квадратичная форма. Отсюда вытекает 

С л е д с т в и е 3.1.3. Множество лагранжевых подпространств вида 
р =. p(q) (т. е. трансверсальных плоскости ^ == 0) составляет в многооб­
разии Л(п) открытую клетку Л®(йг), диффеоморфную линейному прост-
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ранете у D всех вещественных симметрических матриц порядка п. Диф­
феоморфизм устанавливается отображением 

где 'ks означает плоскость р = Sq. 
Доказательство получается из (5) при s {q) = — {Sq, q). 
Пространство симметрических матриц D есть R«(«+i)/2. Поэтому доказано 
С л е д с т в и е 3.1.4. Многообразие А{п) имеет размерность 

dim Л (я) =п{п+ 1)/2, 

3.2. Ц^кл особенностей Л^(/г). 
О б о з н а ч е н и е 3.2.0. Пусть а — лагранжева плоскость ^ ^ 0 . Обоз­

начим через Л^ (п) множгстзо всех лагранжгвых плоскостей А, б Л (д), пере­
сечение которых с плоскостью а k-мерно. 

Лемма 3.2.1. Множество А^(п) является открытым многообразием 
коразмерности k{k~\- 1)/2 в лагранжевом грассманиане А{п). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сопоставим с каждой плоскостью 'к^А^{п) ее 
пересечение с плоскостью а. Возникает отображение А^(п) на многообразие 
Грассмана Gn,k всех fe-мерных подпространств я-мерного пространства а. 
Легко проверить, что это отображение определяет расслоение 

По следствию 3.1.4 с11тЛ^(/2—fe)^^^~ . Так как dim Gn,k =k {п—k), 
то находим 

dim Л^ (п) = •—- + k{n — k) -= ^ ^ ^ k(k + \) 
2 2 

= dim Л (п) 

что и требовалось доказать. 
С л е д с т в и е 3.2.2. А^(п) определяет цикл (неориентированный) кораз­

мерности 1 в А{п). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Многообразие Л(п) можно считать алгебраическим. 

Замыкание Л^ (п) = |J Л^ (п) — его алгебраическое подмногообразие коразмер-
/е>1 

ности 1 (^ ( f e+ l ) /2> l при k^\). Поэтому А^{п) определяет некоторую 
(неориентированную) цепь. Особенность алгебраического многообразия Л^ {п) 
есть алгебраическое подмногообразие Л^ (п) = [J Л^ (п) коразмерности 3 в 

/г>2 
Л (д), так как k{k-\- 1)/2 > 3 при fe > 2. Итак, гомологическая граница 
цепи А^{п) равна О, что и требовалось доказать. 

3.3. Координаты на Л(д). Рассмотрим лагранжеву плоскость 'к^А{п). 
Пусть А, б Л^ (д), т. е. пересечение 'к {~\о /г-мерно. Введем координаты на 
Л(^) в окрестности %. 

О б о з н а ч е н и е 3.3.0. Пусть К — подмножество множества 1,2, . . . , п. 
Обозначим через сГ/̂  лагранжеву координатную плоскость 

ак=={р. q-pk^Q, qi^O УквК. У1^К}. 

Лемма 3.3.1. Плоскость к(^А^{п) трансверсальна одной из Сп коор­
динатных плоскостей Oj^, где К имеет k элементов. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пересечение К [] а = К^ fe-мерно. Следовательно, 
плоскость XQ в а трансверсальна одной из Сп {п — )̂-мерных координатных 
плоскостей X = Oj^ f] а, т. е. при некотором К будет X^Oaj^f^a^O. До­
кажем, что плоскость 0/̂ : трансверсальна 'к: Oj^ []% ̂  0. 

По условию, Х^-\- г = а. Из лагранжевости К я Oj^ вытекает [Х, 'ка]--=0 
(так как XQCZK) И [OJ^, Т] = О (так как t c i о к)- Значит, [к П а^, Х^-{- х]=^ 
== О, т. е. [Х П 0/<:, а] = 0. Но наибольшее число попарно косоортогональных 
независимых векторов в R^^ равно п. Поэтому д-мерная плоскость а — мак­
симальная себе косоортогональная плоскость, значит, (к П ^к) CI сг. Итак, 
(X П о̂ /с) ^ (̂  П ^ П ^^) = (̂ 0 П т̂ ) = О' что и требовалось доказать. 

Из доказанной леммы вытекает, что каждая плоскость Х^А{п) трансвер­
сальна одной из 2'^ координатных плоскостей С/̂ . Это позволяет составить 
атлас А{п) из 2^ карт. 

Одна из карт построена в п. 3.1.1: область А^(п) диффеоморфна про­
странству симметрических матриц D =Rnin+i)/2^ приче̂ м диффеоморфизм 
ф: D-^X^Ln) определен как 

q){S)^Xs = {p, q:p = Sq} yS^D. 

О б о з н а ч е н и е 3.3.2. Обозначим через Ij^ оператор умножения на / 
переменных г^ =̂  Рх + IQK^ '^ б К'-

и для Т] =: //̂  g 

Цу. (т1) == + рх (Ю' Рх (^) = — >̂с (Е), V >с е л ,̂ 
gv (л) = ^v (S), Pv (л) -= Pv (Ю^ V V б К-

Оператор /̂ < унитарен, поэтому лагранжевы плоскости он переводит в лаг-
ранжевы. В частности, 1к^ = ^к- Таким образом, /д- переводит множество 
Л^ {п) плоскостей, трансверсальных а, в множество плоскостей /д Л^ (я), транс-
версальных стд. Итак, формула 

Ф/<(5) = /дЛ5бЛ(д), 5 е Д (6) 

задает диффеоморфизм ф^: D—>/д;Л^(я), где /дЛ^(д) есть множество всех 
лагранжевых плоскостей, трансверсальных а^. 

По лемме 3.3.1 2"- областей Ii^A^{n) покрывают А{п) целиком, так что 
формулы (6) доставляют атлас А{п) из 2^ карт. 

Лемма 3.3.3. Множество А^{п) покрыто С^ картами ^кР {К из k 
элементов) и в координатах S = (^к^Х задается k{k -{- 1)/2 линейными урав­
нениями 5,Liv = 0 (V [1 б /С, Vv б Ю-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть dim А; р| су — fe. По лемме 3.3.1 А. П % =0 
при некотором /С из fe элементов. Поэтому плоскость Ij^X ^ 1]^\ трансвер­
сальна а и имеет уравнение р == Sq. Пересечение (/д А,) fj а^ ==. /^ (А. П а) 
имеет размерность fe. Но на ад имеем qi = 0 (yl^K), Рт= 0(Vm6/C). Поэ­
тому на -̂мерном подпространстве /̂ = О (/ б ^) плоскости р = 0 k функций 
р^ (р zrrr: 5^, [i^K) должны тождественно обращаться в нуль. Это эквивалентно 
уравнениям Ŝ v̂ = О, что и требовалось доказать. 

3.4. Унитарная параметризация. Через координаты S, введенные выше, 
можно выразить унитарные преобразования, переводяище «чисто мнимую» 
плоскость р = О в плоскость Xs G А^ (п). Очевидна 
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Лемма 3.4.1. Пусть S, U — квадратные пх п матрицы с комплекс­
ными элементами. Тогда 

[ E + iS)^\ E + U) 

и для 5, (У, связанных формулами (7), 
самосопряженность S эквивалентна унитарности U, 
симметричность S эквивалентна симметричности U. 
Итак, формулы (7) устанавливают диффеоморфизм между пространством 

D вещественных симметрических матриц S и многообразием унитарных сим­
метрических неособых матриц U, (Унитарная матрица U неособая, если среди 
ее собственных чисел нет — 1; для вещественных симметрических S всегда 
dd{E + iS)=f=0.) 

Из неособых унитарных матриц можно извлекать квадратный корень, 
определяя erd по непрерывности, начиная с У^Е = В. 

Лемма 3.4.2. Пусть Ks^^^in) — плоскость p = Sq. Тогда матрица 
гг E — iS /ir= YE-\-S^ 

задает унитарное преобразование, переводящее плоскость р = О в плос­
кость Xs-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как 5 симметрична и вещественна, то 
У Е + 5^ веществен, и ]/(/ переводит плоскость р = О туда же, куда и 
Е — iS. Последнее преобразование переводит точку 

(О, ^)(^R2^ т. е. iq^iR^'CZC^. 
в точку 

iq + Sqe. C^ т. е. (5^, q)^XsC:R^^ 
что и требовалось доказать. 

С л е д с т в и е 3.4.3. Отображение Det^: Л(п)—>S^ из п. 1.3 задается 
формулой 

Det2?̂ s = d e t ^ — ^ . E + iS 

С л е д с т в и е ЗЛА. Симметрическая неособая унитарная матрица U, 
для которой Уи переводит плоскость р == О в плоскость X, определена 
этой плоскостью Х^А^{п) однозначно. 

В самом деле, по 3.4.1 U однозначно определяется по S, а по 3.4.2 S 
однозначно определяется по Х. 

3.5. Двусторонность цикла особеннобтей. Пусть X — лагранжева плос­
кость. Тогда каждая из плоскостей е^^Х — лагранжева. 

Лемма 3.5.1. Если Х^А^{п), то кривая т*. S^—>A{n),e^^-^e^^X транс-
версальна к циклу А^{п) в точке 0 = 0. 

Таким образом, векторы скорости v {X) = — {е^^Х) образуют Транс­
сиб I 9=0 

версальнсе оснащение h}(n), откуда вытекает 
О с н о в н а я лемма. Цикл особенностей А^{п) лежит в А{п) дву-

сторонне. 
Доказательство леммы 3.5.1 проведем в три этапа. 
А. Пусть сначала Х^А^(п), X = Xs, где S^D — вещественная симметри­

ческая матрица. Сосчитаем координаты вектора скорости кривой е^^ X в этой 
системе координат. 
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Лемма 3.5.2. Для любой матрицы S^D 
d 

dd 
^-^ieins = -{E + S% 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 3.5.2. Согласно п. 3.4 плоскости А, одно­
значно соответствует неособая унитарная симметрическая матрица U, так что 

Е -{- и 

и Уи переводит плоскость р = О в К. 
Пусть и (0) = е^^^ и. Матрица U (0) унитарна, симметрична и при малых 

|0 | неособая, так что YU(Ь) = е^^ Yu. Поэтому 1/̂ 7(0) переводит плоскость 
р =̂  О в е^^к, так что 

^sium = e^^XsiU), или (^-^e^^XsiU) =- S([/(0)). (8) 

ф-1 в̂ '9 X лежит в касательном пространстве к линейному 
19=0 

пространству симметрических матриц D; это касательное пространство естест­
венно отождествляется с самим D. При таком отождествлении, по формулам 
п. 3.4.1, 

Вектор — 
dd 

_d_ 
db 

5(С/(0)) = ^ 

ЧТО вместе с формулами (8) доказывает лемму 3.5.2. 
Б. Пусть теперь А. ^ Л^ (п). По лемме 3.3.3 точка Х^А} (п) принадлежит 

одной из п карт ф/̂  D, где К состоит из одного элемента х, 1 < х <̂  AZ. 
Иными словами, в обозначениях п. 3.3.2 

^^IK'^S, где 5 б Д XsQA^in). 

Нетрудно сосчитать вектор скорости кривой Т- 5^->Л(/г), е^^ ->^^П при 
0 = О в системе координат ф^^ X = S. 

Лемма 3.5.3. Для любой матрицы S^D, '^^IK^SI 

d_ 
dQ 

ц)]^^е''Х = —{Е + 8^ 

Действительно, по определению 3.3.2, ф/< = /д-ф, и //< коммутирует с е^^. 
Поэтому 

^к' е'' X = ф-^ иг е'' и и =- Ф"̂  е^' ̂ s, 

и лемма 3.5.3 вытекает из леммы 3.5.2. 
В. Цикл особенности Л^ (п) в координатах S = ф^^ X имеет уравнение 

Sy^^ = 0 (лемма 3.3.3). Вектор скорости v =--— (р^^е'^Х по лемме 3.5.3 
^^ 19=0 

есть отрицательно определенная матрица, —г;кх> Ь Значит, v и А^{п) транс-
версальны, что и доказывает лемму 3.5.1. 

З а м е ч а н и е 3.5.4. Одновременно доказано, что вектор v направлен 
в ту сторону от Л^(п), где —Sx%>>0. 

3.6. Индекс Ind кривых на Л(^). Пусть т — ориентированная кривая 
в Л(п), трансверсальная Л^(^), и v{X) — поле скоростей из леммы 3.5.1. 
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О п р е д е л е н и е 3.6.1. Через Indy будем обозначать индекс пересече­
ния кривой т с циклом Л^(д), оснаш^енным полем v{%). 

Иначе говоря, Ind т = v^ — v_, где v̂ . — число точек пересечения т 
с Л^(/г), в которых векторы т и У лежат по одну сторону Л^(д), а v_ — 
по разные стороны. 

Индекс замкнутой кривой т» как всякий индекс пересечения, опреде­
ляется классом гомологии т и может рассматриваться как класс одномерных 
когомологий 

1пбеЯ1(Л(я), Z). 

Пример 3.6.2. Индекс замкнутой кривой^: 5^-^Л(я), образованной 
е'^ Я, О < е < л, есть п: 

Ind г = п. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем dimЛ^(п) = dimЛ^(п) — 2 (лемма 3.2.1). 
Поэтому для почти всех к кривая е^^}, не пересекается с Л^ (п). Такая кри­
вая трансверсальна А^{п) во всех точках пересечения (лемма 3.5.1). При 
этом Indy есть просто число этих точек пересечения (определение 3.6.1). 

Пусть Х^А^{п). По лемме 3.4.4 имеем 'к ='ks{U)^ где U — унитарная 
симметрическая неособая матрица. Мы можем считать плоскость X такой, 
что все собственные числа матрицы U 

е , 1 < f e ^ д, I ауг| <;я . 
различны. 

Но 

00 формуле (8) из п. 3.5.2, и 

(>.̂ ^̂ ^̂ .з̂ ^ е Ло («)) ^ (det (Е + е--« U) = 0) 

ПО лемме 3.4.2. Иными словами, в точках пересечения т с Л^(я) 

е = (mod Jt). 

Таких 6 на отрезке О ^ 9 ^ я ровно п. Значит, Ind у = п, что и требова­
лось доказать. 

§ 4. Доказательства теорем об общем положении 

Здесь доказаны теоремы 2.1 и 2.2 из § 2. 
4.1. Трансверсальность. 
О б о з н а ч е н и я 4.1.1. Пусть А — гладкое многообразие, а а б Л. Через 

ТАа обозначим касательное пространство к Л в точке а. Если /: Л -> В — глад­
кое отображение, то через f^. TAa-^TBf^a) обозначим дифференциал f в а. 

Пусть /: Л—>В, h: С->В — два гладких отображения. Отображения 
/, h называются трансвереальными в точке Ь^В, если 

fJAa + hJCc = TBb 

для каждой пары точек а^Л, с^С, для которых f{a) = h(с) = Ь. Отобра­
жения f и h трансверсальны, если они трансверсальны в каждой точке 
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В частном случае, когда / или h — вложения, можно говорить о тран^ 
версальности отображения подмногообразию или о трансверсальности двух 
подмногообразий. 

Понятие трансверсальности распространяется и на тот случай, когди 
А есть объединение нескольких многообразий А = \J Ak (например, Л^ (п) ~=: 
= и Л^(п) в § 3) — в этом случае ограничение / на каждое Ak должно 
быть трансверсально h. 

Легко доказывается (см., например, [3]) принадлежащая М. Морсу и 
А. Сарду 

Л е м м а 4.1.2. Пусть f: А-^В—гладкое отображение. Тогда мера 
.множества точек Ь^В, не трансвереальных /, равна О (точка b Q В есть 
нульмерное подмногообразие В). 

Из леммы 4.1.2 выводится (см., например, [4]) 
Лемма 4.1.3. Пусть В — однородное пространство, на котором 

транзитивно действует группа Ли G (у g^G, g: В-> В — диффеоморфизм). 
Пусть С С^ В — гладкое подмногообразие В, и /: Л —> В—гладкое отображе­
ние. Тогда мера множества точек g ^ G, для которых отображение 

/g: Л->В, h{a) = gf{a) 

не трансверсально С, равна нулю. 
Для полноты приведем доказательство леммы 4.1.3. 
З а м е ч а н и е 4.1.4. Так как сумма счетного числа множеств меры нуль имеет 

меру нуль, то лемму 4.1.3 достаточно доказать применительно к окрестности AQ ТОЧКИ 
ао Q А, окрестности Q точки CQ ̂  С и окрестности единицы е в группе G. 

Из транзитивности действия G легко вытекает 
У т в е р ж д е н и е 4.1.5. Существует диффеоморфизм произведения uiapoe 

и : Di X D2-^ G, 

D. = {x e R^', I X 1 < 1}, Vi = dim 5 — dim C, V2 = dim G — Vi, 

такой, что u (О, 0) = в, a отображение 
P: Di X D2 X Co ^ 5 X D2, 

заданное формулой 
P (A-, y, c) = {u (x, y) c, y)yVx б Di, у Q D2, с ^ Co, 

есть диффеоморфизм D^ X D^Y. CQ на некоторую окрестность E точки (CQ, 0) в В X D.^. 
Определим теперь проекцию Е CZ В X D2 яа Di X D2 

Ф: Е -> Di ^ D2 по формуле Ф (,3 (л-, у, с)) = (х, у). 

Далее, определим отображение 
/: А X D2-^ В X D2 формулой / (а, у) = (/ (а), у). 

Применим лемму 4.1.2 к сквозному отображению 

в=-.фо}: Ао X D2-^ Di XD2. 

У т в е р ж д е н и е 4.1.6. Пусть х,у ^ Di X D2 — точка, трансве реальная отобра­
жению е . Тогда отображение 

/g! Ло->В, g=(u{x, у))~\ 

трансверсально вложению CQC^ В. 
Д о к а з а т е л ь с т в о у т в е р ж д е н и я 4.1.6. Рассмотрим Ф"^ (х, у) (х ^ D^, у g D2). 

Очевидно, Ф~1 (л-, у) = {С^у, у), где С^у = и {х, у) CoQ В. Ядро дифференциала Ф^: 
Т (В X Е>2)(у^ ~> Т (Di X Е)2^хи ^^^^ ^ точности касательное пространство к (С^у, у): 

кетФ^==Т(С^.у, у\у. 
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Поэтому трансверсальность отображения 0 = Ф о / точке х, у влечет 

}J (Л X D,)^y + Т {С^у, y)f^,^^y = Т(ВХ D^%y 

для всех а f Ло, для которых f (а) = b ^ С^ . Итак, отображение / : AQ-^ В трансвер-
сально вложению С^ Q ^ - Действуя диффеоморфизмом g= (и{х^ у))~^ ^ G, убеждаемся, 
что gf: AQ-^ В трансверсально gC^y = CQ, ЧТО и требовалось. 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 4.1.3. Применим к в лемму 4.1.2. Множество точек 
»̂ У ^Di X D2, не трансверсальных 6, имеет меру нуль. Соответствующее множество то­

чек g — (и (х, г/))~1 ^ G имеет меру нуль в G. Для остальных g, близких к е, отображение 
f „ трансверсально Со согласно 4.1.6. Это доказывает лемму 4.1.3 в соответствии с замеча-
нием 4.1.4. 

4.2. Доказательство теоремы 2.1. Применим лемму 4.1.3 к случаю, когда 
А — лагранжево многообразие УИ", В — лагранжев грассманиан Л (/г), / —тан­
генциальное отображение т: УИ"->Л(/г), С — подмногообразие А^{п) Q А{п), 
G — унитарная группа \J{n). 

Из леммы 4.1.3 вытекает тогда, что для почти Bcexu^V (п) многообра­
зие иМ"' таково, что его тангенциальное отображение т трансверсально всем 
A'^{n)Q: А{п)у k= \,2у . . . . Покажем, что такое многообразие uAf' нахо­
дится в «общем положении» в смысле теоремы 2.1. 

Утверждение 1 из теоремы 2.1 вытекает из теоремы о неявной функции 
и лемм 3.2.1, 3.2.2. Утверждение 2 вытекает из основной леммы п. 3.5. 
Утверждение 3 выводится из леммы 3.3.1. Утверждение 4 получается из 
леммы 3.3.3 при k=\. Наконец, утверждение 5 вытекает из леммы 3.5.1 
и замечания 3.5.4. Теорема 2.1 доказана. 

4.3. Доказательство теоремы 2.2. Пусть l\/f— лагранжево многообразие 
в общем положении, и Т- S^-^M"' — ориентированная замкнутая кривая, 
трансвереальная циклу особенностей 2. 

Лемма 4.3.1. Пусть toy: 5^->Л(я) — тангенциальное изображение 
N^ на кривой т- Тогда 

indy = Indtoy. 
Действительно, 2^ = т-1Л1(я) (определения из п. 2.1 и 3.2). Далее, 

положительная (в смысле и. 2.1) сторона 2^ при отображении т переходит 
в положительную (в смысле определения 3.6.1) сторону Л^(п) — это выте­
кает из замечания 3.5.4. Значит, каждая точка пересечения т с 2^ дает 
в ind такой же вклад, как соответствующая точка пересечения t o y с А^ (п) 
в Ind, что и доказывает лемму 4.3.1. 

Одновременно доказана и теорема 2.2, так как Indtoy не меняется при 
замене т гомологичной кривой т' (последнее вытекает из того, что 
dim Л2 (д) - dim Л^ {п) — 2). 

§ 5. Квазиклассическая асимптотика 

Здесь будут приведены без доказательств асимптотические формулы Ма-
слова, в которых участвует индекс, для простейшего примера. 

5.1. Асимптотика при /i—>0 решений уравнения Шредингера 

i / i5^=-^A. | ) + t/(^)il), ^^^{qyt\q9X (9) 
01 I 

с начальным условием 

^ 1/:=о = Ф (?) ^ ' ГД̂  Ф (?) ~ финитна я функция. (10) 
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Уравнению Шредингера соответствует классическая динамическая систе-
ма, заданная в 2п-мерном фазовом пространстве R̂"̂  уравнениями Гамильтона 

q=EL, p = ~-f-, H=^p^ + U{q). 
dp dq 2 

Решения уравнений Гамильтона определяют однопараметрическую группу ка­
нонических *) диффеоморфизмов фазово­
го пространства — фазовый поток ^ | 

Начальным условиям (10) соответ­
ствует функция ф(^) на поверхности 
М^, заданной в фазовом пространстве 

уравнениями R'" 

М 

Р 
Поверхность М однозначно проекти­

руется на плоскость q. Она лагран-
жева по лемме 3.1.1. Фазовый поток g^ Рис. 2. 
переводит М в другую лагранжеву 
поверхность ĝ  УИ = /И^ Поверхность Mt уже не обязательно однозначно 
проектируется на плоскость q. Возникает отображение Q{q) = q {g^ (р (q), q)) 
(рис. 2)/ 

Пусть xj = {pj, qj) — точки М такие, что g^Xj = (Pj, Q)6Л1^ Предполо-
^ 0 . 

Q=^i 
жим, что якобиан — 

Dq 
Маслов доказал следующую асимптотическую формулу для решений 

уравнения (9) с условием (10). 
Теорема 5.1. При h ^ О 

DQ /я 
^(С,О = 2Ф('7/) Dqi 

е" ' +0{h), 

где Sj{Q,t) — действие вдоль траектории g^xf. 

5/(Q,/)^/(^/) + ^L L - - .U{q)\ (р(е), qm = g'xj, 

а ji/ — индекс Морса траектории g^xj, т. е. число точек q{g^Xj), О<0<;/, 
фокальных М. 

5.2. Связь между индексами Маслова и Морса. В теореме 5.1 участ­
вует индекс Морса fi. Индекс Морса есть частный случай индекса Маслова; 
справедлива 

Теорема 5.2. Рассмотрим в {2п + 2)-мерном фазовом пространстве 
ĵ 2n-b2 ^ |-^ -̂ ^ р^ р^^ р.д ^ q^^ ^. (р̂  ^) ̂  [̂2/г̂  (д _и {умерное многообразие 

*) Диффеоморфизм g: R^^-^ R̂ '̂  называется каноническим, если для всякой замкну­
той кривой у: 51-^R^" имеем & р dq = & pdq. Дифференциал g^ в каждой точке имеет 

Y gY 
тогда симплектичсскую матрицу: при каноническом преобразовании 2-форма dp/\dq пере­
ходит в себя. Поэтому лагранжевы многообразия при каноническом диффеоморфизме пере­
ходят в лагранжевы. 
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^'- (Р» Q)^Mt, QQ =^t, Ро= —//(р, д). Тогда многообразие М лагранжевОу 
и индекс Морса траектории g^x, О<^0<^/ есть индекс Маслова кривой 
(9,—H,g^x) на многообразии М. 

Доказательство легко вытекает из определений индексов [i и ind: так 
как ( 1, ы ^ О , то простая фокальная точка дает в ind вклад + 1. 

V др^ J 
Следствие . Для любой кривой у на М 

ind g^r — iridr = li {g^ Т"") — [^ {g^ Т"), 

где g^ у^, g^ Т~ (О ^ 0 ^ О — траектории концов т̂  (Эт = Т"̂  — Т~-
Действительно, четырехугольник т» g^ Т"̂^ {g^ т)~̂ > {g^ Т~ )̂~^ на М, оче­

видно, гомологичен нулю, поэтому его индекс Маслова равен нулю (тео­
рема 2.2), что в силу теоремы 5.2 доказывает искомое соотношение. 

5.3. Условия квантования. В теореме 5.1 участвуют индексы незамкну­
тых кривых. Индексы замкнутых кривых входят в асимптотические формулы 
для стационарных задач. 

Пусть М — инвариантное лагранжево многообразие фазового потока g^ 
лежащее на гиперповерхности Н = Е (такие инвариантные многообразия 
имеются не только у интегрируемых систем: см. [5]). 

Масловым доказана 
Теорема 5.3. Уравнение 

|Аг1)^ХМ(;(^)-£)г|) 

имеет серию собственных чисел Х^^ —> оо с асимптотикой км = iij^ -\- 0{[1^\ 
если для всех "^^H-^{M,Z) 

- ^ ф p £ ^ ^ - i n d r (mod4). (И) 
Y 

При этом собственные функции -фл̂  также связаны с многообразием М 
(в некотором, точно определенном в [1] смысле и при некоторых предполо­
жениях типа простоты спектра). 

В частном случае п = 1 индекс окружности равен 2, и формула (11) 
преврагцается в классическое «условие квантования» 

\i^^pdq^2n{N +^1^), 

Московский государственный Поступило в редакцию 
университет 28 сентября 1966 г. 
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