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П Р Е Д И С Л О В И Е 

Задачи, решаемые теорией инвариантов, — это далеко иду­
щие обобщения и расширения задач о «приведении к канони­
ческому виду» различных объектов линейной алгебры или, что 
лочти одно и то же, проективной геометрии. 

Теория инвариантов имеет полугор авековую историю, в те­
чение которой чередовались периоды расцвета и застоя, изме­
нялись постановки задач, методы их решения и области при­
ложений. 

В последние два десятилетия теория инвариантов пережи­
вает очередной период расцвета, вызванный к жизни предше­
ствовавшим развитием теории алгебраических групп и комму­
тативной алгебры. Сейчас она рассматривается как раздел 
теории алгебраических групп преобразований (а при более 
широком толковании отождествляется с этой теорией). 

Мы будем свободно пользоваться теорией алгебраических 
групп, изложение которой можно найти, например, в первой 
.статье настоящего тома. Кроме того, мы будем считать извест­
ными основные понятия и простейшие теоремы коммутативной 
алгебры и алгебраической геометрии; в тех случаях, когда бу­
дут необходимы более глубокие сведения из этих разделов 
математики, они будут приводиться в тексте или будут да­
ваться соответствующие ссылки. 

Ради простоты и краткости изложения мы ограничились 
теорией инвариантов над алгебраически замкнутым полем ну­
левой характеристики. Полезно, однако, иметь в виду, что 
многие результаты справедливы и доказываются в оригиналь­
ных работах, на которые мы ссылаемся, и для полей положи­
тельной характеристики, а иногда и для незамкнутых полей. 
Кроме того, в случае незамкнутого поля переход к его алгеб­
раическому замыканию позволяет использовать результаты, по­
лученные для замкнутых полей; но, конечно, могут потребо­
ваться и дополнительные соображения. 
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Желая все же как-то компенсировать указанный пробел в 
изложении, мы привели некоторые работы по теории инвари­
антов над незамкнутыми полями и полями положительной ха­
рактеристики в списке литературы (см. аннотацию к этому 
списку). Там же приведены работы по некоторым другим те­
мам, не затронутым в настоящей статье. 

Статья разбита на параграфы, параграфы — на пункты» 
Пункты, а также формулы, теоремы, предложения и леммы 
имеют два номера, первый из которых —это номер соответ­
ствующего параграфа. Начало и конец доказательства обозна­
чаются знаками ^ и • . 

СОГЛАШЕНИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ 

Основное поле k предполагается алгебраически замкнутым 
и нулевой характеристики. Алгебраически»* многообразия 
отождествляются с множествами своих /г-точек. Подмногооб­
разием называется локально замкнутое подмножество с инду­
цированной структурой алгебраического многообразия. 

Выражение «свойство (Р) справедливо для точек общего 
положения алгебраического многообразия X» означает, что су­
ществует такое плотное открытое подмножество XQCZX, ЧТО 
свойство (JP)'имеет место для всех точек х$Хо. 

Под алгебраической группой понимается линейная алгеб­
раическая группа, т. е. алгебраическая группа, являющаяся 
аффинным алгебраическим многообразием (и, следовательно,, 
допускающая точное линейное представление). Алгебраические 
группы обозначаются прописными латинскими буквами, а их 
касательные алгебры , (алгебры Ли) — соответствующими 
строчными готическими буквами. 

Касательное пространство векторного пространства V в-
любой точке каноническим образом отождествляется (как век­
торное пространство) с самим пространством V. Соответствен­
но этому касательное пространство любого алгебраического 
многообразия XczV отождествляется с (линейным) подпро­
странством пространства V. 

Топологические термины, если не оговорено противное, от­
носятся к топологии Зарисского. 

Используются следующие обозначения: 
Л*— группа обратимых элементов кольца Л, 
QA — полное кольцо отношений коммутативного кольца А 

(если А — целостное кольцо, то QA — поле), 
trdegA— степень трансцендентности целостного кольца А» 
A[S]—подкольцо расширения В кольца Л, порожденное 

над А подмножеством SczB, 
А[хи ... ухп]—подкольцо расширения В кольца Л, порож­

денное над А элементами #i,,..,xn€.B, либо если такого рас* 
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ширения не указано, кольцо многочленов от хи...,хп с коэф­
фициентами из А, 

K{S) —подполе расширения L поля К, порожденное над К 
подмножеством SaL, 

К {хи . . . ухп) — подполе расширения L поля К, порожден­
ное над К элементами Хх,...,хпЪЬ9 либо, если такого расшире­
ния не указано, поле рациональных дробей от хи...9хп с ко­
эффициентами из /С, 

у* — векторное пространство, сопряженное к простран­
ству V, 

ру — проективное пространство, ассоциированное с вектор­
ным пространством V (т. е. множество одномерных подпро­
странств пространства V), 

<S> — линейная оболочка подмножества S векторного про­
странства V, 

L(V) — (ассоциативная) алгебра линейных преобразований 
пространства V, 

GL(V)—группа невырожденных линейных преобразований 
пространства V, 

SL(y)c:GL(V)—подгруппа унимодулярных линейных пре­
образований, 

Ln(K) — (ассоциативная) алгебра матриц порядка п над 
долем iC, 

GLn(K)—группа невырожденных матриц порядка п над 
полем К> 

SLn(K)czQLn{G) —подгруппа унимодулярных матриц, 
Ln, GLn, SLn-=£n(&), GLn(&), SLn(&) соответственно, 
diag(xb ... ,JCW)—диагональная матрица порядка п с эле­

ментами х\9...,хп на диагонали, 
k[X]— алгебра регулярных функций на алгебраическом 

многообразии X, 
k(X)—алгебра рациональных функций на алгебраическом 

многообразии X (если X неприводимо, то k{X) —поле), 
ТХ(Х)*=ТХ — касательное пространство многообразия X в 

точке х9 
dxq>: Tx(X)-+Tq(X)(Y) —дифференциал морфизма <р : Х->Т в 

точке х&Х, 
(УХ(Х) =*(УХ — локальная алгебра точки х многообразия X, 
шх(Х) —шх— (единственный) максимальный идеал алгебры 

0Х (состоящий из функций, обращающихся в точке х в нуль), 
Aut X — группа автоморфизмов многообразия J , 
BirX —группа бирациональных автоморфизмов многообра­

зия X, 
Х(К) —множество точек многообразия X над расширением 

К поля &, 
цо _ множество неподвижных точек для действия группы 

О на множестве М, 
Na(H)^N(Я) —нормализатор подгруппы Я в группе G, 
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ZG(H)—Z(H) —централизатор подмножества Я в груп­
пе G, 

JV0(5) =JV(|)) — нормализатор подпространства $c:g в алге­
браической группе G, 

ZG(|>) =Z(f)) —централизатор подмножества .j)Cg в алге­
браической группе G, 

n.g(|)) = xi (Й—нормализатор подпространства |) в алгебре Ли gr 
Sg(&) = В (М — централизатор подмножества Ь в алгебре Ли д, 
G0 — связная компонента алгебраической группы G, содер­

жащая единицу, 
k— аддитивная группа доля kf 
k* — мультипликативная группа поля k, 
(а)л=:(а)—циклическая группа порядка п, порожденная 

элементом а, 
id — тождественное отображение, 
\М\ — число элементов множества М. 

Введение 

0.1. Предмет теории инвариантов. Без преувеличения можно» 
сказать, что идея инварианта пронизывает всю математику, 
ибо построение инвариантов требуется всякий раз, когда мы 
пытаемся классифицировать математические объекты того 
или иного типа. 

Пусть М—совокупность объектов, подлежащих классифи­
кации по некоторому отношению эквивалентности. Инвариан­
том этого отношения называется любое постоянное на классах 
эквивалентности отображение f : M->Q, где Q — какое-либо мно­
жество. Поскольку из f{rn\)^f(m2) следует неэквивалентность 
гп\ и Ш2, инварианты служат средством различения классов 
эквивалентности. Система инвариантов называется полной, ес­
ли она различает любые два класса эквивалентности. В задачу 
классификации входит построение полной системы инвариан­
тов и указание в каждом классе эквивалентности какого-либо* 
представителя (принимаемого за «каноническую», или «нор­
мальную», форму объектов из данного класса). 

В частности, М может быть множеством, отношение эквива­
лентности в котором определяется действием некоторой группы 
О, так что классы эквивалентности — это орбиты группы G. 
Инварианты в этой ситуации называют инвариантами груп­
пы G. 

П р и м е р 1°. Пусть М — совокупность ориентируемых зам­
кнутых поверхностей, и пусть эквивалентными считаются го-
меоморфные поверхности. Тогда отображение / : М—-Z, сопо­
ставляющее каждой поверхности ее эйлерову характеристику, 
есть инвариант, образующий полную систему, а в качестве 
нормальной формы может быть взята «сфера с ручками». 
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П р и м е р 2°. Пусть М=С — комплексная плоскость, а от­
ношение эквивалентности определяется (дискретной) группой 
ее преобразований, порожденной параллельными переносами на 
(Oi и ©2 (©ь ©2^С, (oi/o)2$R). Мероморфные функции, являю­
щиеся инвариантами этой группы, называются, как известно^ 
эллиптическими функциями (с периодами o>i и со2). Они обра­
зуют поле. В качестве образующих этого поля и, одновремен­
но,^ полной системы инвариантов могут быть взяты функция 
Вейерштрасса :р и ее производная, а в качестве канонических 
представителей орбит —точки (любого) параллелограмма со 
сторонами ©1 и ©2. 

П р и м е р 3°. Пусть М — множество нераспадающихся кри­
вых второго порядка на евклидовой плоскости, отношение эк­
вивалентности в котором определяется естественным действием: 
группы движений плоскости, т. е. две кривые считаются экви­
валентными, если одна из них может быть переведена в дру­
гую движением. Для кривой Г, задаваемой в какой-либо де­
картовой системе координат уравнением 

ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx+2ey + f=^0, 
положим 

/г(Г)^{а + с)А~и\ f2(Y)^(ac-b*)A~~2l\ 
\а b d 

где Д-= \Ь с е 
\de / | 

Можно показать, что fi (Г) и /г(Г) не зависят от выбора систе­
мы координат и уравнения кривой (определенного с точностью 
до пропорциональности) и что функции fi и f2 принимают оди­
наковые значения на эквивалентных кривых и образуют пол­
ную систему инвариантов. Нормальные формы кривых — это 
эллипсы, гиперболы и параболы, заданные известными кано­
ническими уравнениями в фиксированной декартовой системе 
координат. 

Ясно, что задача классификации в общей постановке не 
может быть предметом какой-либо одной теории. Тот раздел 
математики, который традиционно называется теорией инвари­
антов (или, точнее, алгебраической теорией инвариантов), в 
действительности имеет дело со специальной ситуацией. Так, из 
приведенных выше примеров к теории инвариантов относится 
только третий. 

В трактовке, наиболее близкой к классической, теория ин­
вариантов занимается классификацией элементов конечномер­
ного векторного пространства V над полем k относительно дей­
ствия некоторой алгебраической линейной группы GczGL^V). 
При этом инвариантами называются не произвольные функции 
на V» постоянные на орбитах группы G, а лишь полиноми­
альные (т. е. записываемые в координатах как многочлены) 

143 



или, более общо, рациональные. (Пример 3° вписывается в эту 
схему, если в качестве V рассмотреть пространство всех поли­
номиальных функций степени < 2 на плоскости, а в качестве. 
группы G взять прямое произведение группы движений^ плос­
кости, естественно действующей в V, и группы гомотетий про­
странства V). 

Полиномиальные (в отличие от рациональных, их называют 
также целыми) инварианты группы G образуют подалгебру в 
алгебре k[V] всех полиномиальных функций на V. Эта подалге­
бра называется алгеброй инвариантов и обозначается через 
k[V]G. В задачу теории инвариантов входит построение обра­
зующих алгебры k[V]G (которая не обязательно будет полной 
системой инвариантов: см. приводимые ниже примеры) и на­
хождение определяющих соотношений (называемых также 
сизигиями) между ними. 

Аналогично, рациональные инварианты образуют подполе 
k(V)G в поле k(V) всех рациональных функций на V, 

В классических работах в основном рассматривался тот 
случай, когда V—это пространство тензоров фиксированного 
типа над некоторым векторным пространством U (или прямая 
сумма нескольких таких пространств тензоров), a G — унимо-
дулярная (соотв., ортогональная или симплектическая) группа 
линейных преобразований пространства £/, естественным обра­
зом действующая на V. В этом случае элементы алгебры 
k[Vf называются (унимодулярными) инвариантами (соотв., 
ортогональными или симплектическими инвариантами) тензора 
выбранного типа (или системы таких тензоров). Именно в этом 
смысле говорят, например, об инвариантах вектора, линейного 
оператора, формы (данной степени от данного числа перемен­
ных) и т. п. 

В расширенной трактовке теории инвариантов (которую чи­
татель настоящего введения может пока игнорировать) вектор­
ное пространство V заменяется произвольным алгебраическим 
многообразием I , а в качестве группы G* рассматривается про­
извольная алгебраическая группа преобразований многообра­
зия G. 

0.2 Истоки теории инвариантов. Первыми результатами, ко­
торые можно отнести к теории инвариантов, были аффинная и 
метрическая классификация (вещественных) квадратичных 
форм, полученная в работах Эйлера, Лагранжа, Гаусса, Коши 
и Якоби в связи с задачами механики (отыскание осей инер­
ции твердого тела, исследование «векового» возмущения пла­
нет), геометрии (приведение к каноническому виду уравнений 
коник и квадрик) и теории чисел (представление целых чисел 
квадратичными формами). Теория квадратичных форм была в 
основном завершена к 1830 г. Было обнаружено, в частности, 
что дискриминант квадратичной формы (определитель симмет­
ричной матрицы, составленной из ее коэффициентов) является 
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инвариантом группы SLn(R) унимодулярных линейных подста­
новок, а коэффициенты характеристического многочлена (этой 
матрицы)—инвариантами группы Оп ортогональных линейных 
подстановок. Был найден канонический вид, к которому можно 
привести квадратичную форму линейной подстановкой из груп­
пы SLn(R) или Оп. 

Теория инвариантов как таковая возникла в середине 
XIX в., когда было начато исследование общей проблемы по­
строения инвариантов формы или системы форм любой степе­
ни. Эти изыскания были тесно связаны с развитием теории оп­
ределителей (основные факты которой были известны уже в 
начале XIX в.). Наибольший вклад в создание теории инвари­
антов внесли Буль, Кэли, Сильвестр, Сальмон, Якоби, Госсе и 
Эрмит; затем эстафета перешла к Аронгольду, Клебшу и Гор-
дану. Усилия специалистов в этот период концентрировались 
вокруг разработки формальных алгебраических приемов 
построения (целых) инвариантов и нахождения в различных 
конкретных случаях конечной системы образующих и опреде­
ляющих соотношений алгебры инвариантов. Законченные ре­
зультаты были получены, однако, лишь в немногих случаях, в 
основном, для бинарных форм. 

Особый вес в глазах современников теория инвариантов при­
обрела благодаря тому, что сформировалось мнение о ее тож­
дественности проективной геометрии, считавшейся одним из 
важнейших разделов математики. Действительно, каждой фор­
ме F от п переменных соответствует гиперповерхность S в (п— 
1) -мерном проективном пространстве, задаваемая в однород­
ных координатах уравнением JF=0. Инварианты формы F — 
это те свойства гиперповерхности S, которые не зависят от вы­
бора системы координат и, тем самым, могут считаться геомет­
рическими. Аналогично, инварианты системы форм — это 
геометрические свойства взаимного расположения гиперповерх­
ностей. Соотношения между инвариантами в такой трактов­
ке̂ — это теоремы проективной геометрии. Если же вместо 
группы унимодулярных линейных подстановок рассмотреть 
подходящую ее подгруппу, то таким образом можно получить 
теоремы аффинной, евклидовой или какой-либо другой геомет­
рии. Наиболее последовательно и ясно эта точка зрения была 
изложена в знаменитой «Эрлангенской программе» Клейна в 
1872 г. [181], [183]. (См. по этому поводу также п. 0.10.) 

В это же время, около 1870 г., Вейерштраес и Жордан ре­
шили проблему классификации матриц с точностью до подобия 
(теория приведения к жордановой нормальной форме). Эта 
проблема также связана с проективной геометрией, поскольку 
равносильна классификации проективных преобразований; в 
такой форме она рассматривалась, начиная примерно с 1830 г. 

Таковы в самых общих словах основные достижения «наив­
ного» периода теории инвариантов, конец которому был поло-
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жен работами Гильберта 1890—1893 гг. [154], [155]. Об этих 
работах и дальнейшем развитии их идей будет рассказано в 
последующих параграфах (см. в особенности § 3 и § 5). 

В близком родстве с теорией инвариантов находится теория 
Галуа,-одной из двух основных задач которой является как раз 
отыскание инвариантов заданной конечной группы (в то время 
как другой задачей является отыскание конечной группы с за­
данными инвариантами). Вначале, однако, теория инвариантов 
конечных групп развивалась независимо от теории инвариан­
тов непрерывных групп. 

0.3. Геометрические методы. В настоящее время, наряду с 
расширением класса рассматриваемых групп преобразований 
(даже линейных), расширенным образом толкуются и основ­
ные задачи теории инвариантов. Помимо описания алгебры 
инвариантов и указания канонических представителей орбит,, 
ставятся задачи вычисления стабилизаторов, изучения алгеб-
ро-геометрических свойств самих орбит и их взаимного распо­
ложения, построения различного рода «сечений» и «факторов». 
Все это можно назвать геометрией действия. Начало этому 
направлению было положено работой Гильберта [155] (оста--
вавшейся, однако, в забвении более 70 лет). Помимо того, что 
геометрия действия может представлять интерес сама по себе 
(например, в связи с теорией особенностей), она является мощ­
ным инструментом для доказательства многих важных теорем, 
непосредственно относящихся к задаче классификации. Кроме 
того, даже сама формулировка многих из этих теорем (напри­
мер, о параметризации множества орбит с помощью инвари­
антов) требует геометрического языка. Таким образом, совре­
менная теория инвариантов — это, в сущности, теория алгебра­
ических групп преобразований. 

Мы перейдем теперь к рассмотрению ряда конкретных при­
меров, чтобы на эвристическом уровне проиллюстрировать суть 
некоторых идей, методов и приложений теории инвариантов. 
(Систематическому изложению этой теории будут посвящены 
последующие параграфы). 

В большинстве этих примеров будет обыгрываться следую­
щая, в. значительной степени геометрическая, идея «сечения», 
позволяющая сводить описание, алгебры инвариантов линейной 
группы GczQL(V) к описанию алгебры инвариантов более 
простой группы, действующей в пространстве меньшего числа 
измерений. 

Пусть LczV — линейное многообразие. На нем естественным 
образом действует группа W—N(L)/Z(L), где N(L)={gBG\ 
gL=L}r a Z(L)={g£G\g\L=i&}. Ограничение функций на L 
определяет гомоморфизм алгебр инвариантов 

p:k[W-+k[L\w (0.1)-
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Предположим, что орбиты точек общего положения пересека­
ют L. Тогда р —вложение. Предположим еще, что каким-то 
образом удалось установить, что для некоторой подгруппы 
WaW и некоторых инвариантов fu . . . , f,Gk[V\G многочлены 
p(/i)» • • -, p(fs) порождают алгебру k [L]w\ Тогда, очевидно̂  
/и . . . , / , порождают алгебру k [Vf (и k [Vf -_ k [L]w = 

Если [̂Vf==fe[Jb . . . , /f], то многообразия уровня алгебры 
инвариантов (т. е. максимальные подмножества, на которых 
все инварианты постоянны) суть слои отображения 

n:V-+k<, v^ (Л (v), , . . , fs{v)). (0,2) 
Отметим еще, что инварианты можно трактовать как не­

подвижные элементы для естественного действия группы G в 
пространстве (целых или рациональных) функций на V, опре­
деляемого формулой (gf) (v) =f(g-lv). 

Далее до конца этого параграфа мы ради простоты будем 
считать, что k — C. 

0.4. Инварианты симметрической группы. Пусть G = Sn— 
симметрическая группа, естественно действующая на Т / = 0 
перестановками координат: 

6 (Х-, . . . , Xn)=z(Xb-t(\), . . . , Хб-1(л)), б б 5 Л . w 

Тогда С[У]° — это алгебра симметрических многочленов.. 
Пусть fieC{V]G — f-я элементарная симметрическая функция. 
Тогда, согласно классической теореме о симметрических много­
членах, функции fi,.-.,fn порождают алгебру C[V]G и не свя­
заны никакими нетривиальными алгебраическими соотношения­
ми (это верно для любого поля/г). Множество координат любой 
точки a GO— это в точности множество корней многочлена 
in^fl(v}tn-i^rm т ^ ( _ 1 ) ^ п ( ~ ^ Отсюда следует, во-первых* 
что слой отображения я (см. (0.2)), содержащий точку v, сов­
падает с ее орбитой, и, во-вторых, что образом я является все 
О . Таким образом, с помощью я осуществляется «параметри­
зация» множества всех орбит точками пространства О, кото­
рое» тем самым, естественно считать «многообразием орбит» 
действия группы G на V. 

Тот факт, что в этом примере инварианты разделяют орби­
ты, справедлив в действительности для любой конечной группе 

.. 0. В самом деле, если Gv и Gw —две разные орбиты, то най­
дется многочлен /GC[V], обращающийся в 0 на Gv и в 1 на 
Ощ а тогда многочлен П gf будет инвариантом, равным 0 на 

Gv и 1 на Gu. 
0.5. Ортогональные инварианты вектора. Пусть G = On(C) — 

ортогональная группа, сохраняющая невырожденную квадра­
тичную форму f в пространстве V. Пусть хъ.. .,хп — коорди­
наты в базисе {еи...>еп}, в котором f имеет вид хх

2^\\... +хп
2~ 
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Согласно определению, /6С[У]°. Пусть L=<ei>. Любая гипер­
поверхность f = c, сФО, является орбитой, пересекающей пря­
мую L.Поэтому гомоморфизм (0.1) является вложением. Ясно, 
что W — группа второго порядка, действующая на L умноже­
нием на —1. Поэтому C[L]W — это алгебра всех четных мно­
гочленов на L. Ясно, что p(f) —это квадрат координаты на I . 
Значит, C [ L p = qp(/)]. Следовательно, 0[V]G-=0[f]. 

В рассмотренном примере все слои отображения (0.2), кро­
ме «нулевого слоя» яг1(п(0)), образованного изотропными 
векторами, являются орбитами. По теореме Витта, в нулевом 
слое имеется, кроме нуля, еще ровно одна орбита. 

Таким образом, по сравнению с предыдущим примером мы 
сталкиваемся с новым явлением —- существованием орбит, ко­
торые не разделяются инвариантами. Мы увидим в дальней­
шем "(см. п. 2.3), что на самом деле это явление общего харак­
тера: для любой бесконечной группы G, действующей на V эф­
фективно, многообразие уровня алгебры инвариантов, содер­
жащее нуль, содержит еще хотя бы одну орбиту. 

Отметим, что алгебра инвариантов группы SOn(C) = 
= {g 6 0-(C) |de tg=l} также совпадает с C[f] при п ^ 2 . Это 
доказывается с помощью тех же рассуждений, что и для груп­
пы On .(С). 

0.6. Инварианты линейного оператора. Пусть U — /г-мерное 
векторное пространство. Группа G-=GL(L7) действует на век­
торном пространстве V~L(U) сопряжениями: g(v)=gvg~l. 
Зафиксировав в U базис, отождествим G с GLn(C), a V с 
Ьп (С). Тогда орбиты — это в точности классы подобных 
матриц. 

Пусть (—1)^-3 С [У]—коэффициент при t71""1 характерис­
тического многочлена iet(tE—v), v£V (здесь Е — единичная 
матрица). Поскольку характеристические многочлены подоб­
ных матриц совпадают, f^C[V]G. 

Рассмотрим в V линейное подпространство L, образованное 
диагональными матрицами. Как следует из теории жордановой 
формы, орбита любой матрицы, собственные числа которой 
различны, пересекает L. Поскольку у матрицы общего положе­
ния собственные числа различны, мы получаем, что гомомор­
физм (0.1) является вложением. 

Мономиальные матрицы лежат в N(L) и действуют на L 
перестановками диагональных элементов. Поэтому, если 
отождествить естественным образом L с О , то группа Sn , 
действующая на О , как в п. 0.4, отождествится с некоторой 
подгруппой в W (на самом деле Sn — W, но нам это не понадо­
бится). Из определения ясно, что'р(ft).— это в точности 1-я 
элементарная симметрическая функция. Ввиду п. 0.4, отсюда 
следует, что C[V]G = C[lb. ,.Jn] и что между ft,../,fn нет ни­
каких нетривиальных алгебраических соотношений. 
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Мы видим, что в рассматриваемом случае ТЕ(У)-=СП
5 а 

слои отображения я —это многообразия матриц, имеющих оди­
наковые собственные числа. Поэтому эффект неразделения ор­
бит инвариантами выражен в этом примере еще в большей 
степени, чем в предыдущем: имеются слои, отличные от нуле­
вого, содержащие больше одной орбиты. Поскольку орбиты, 
лежащие в одном слое, — это (согласно теории жордановой 
формы) в точности орбиты жордановых матриц, имеющих оди­
наковую диагональ, в каждом слое имеется лишь конечное 
число орбит. Среди них есть ровно одна, состоящая из полу­
простых матриц (т. е. таких, жорданова форма которых диа-
гональна). Эта орбита может быть охарактеризована в тополо­
гических терминах как единственная замкнутая орбита в слое, 

Чтобы объяснить это, напомним, что любая матрица uGV 
допускает «аддитивное разложение Жордана» 

а-^в+Ип, v8vn = vnv8t (0.3) 
где vs — полупростая, a vn — нильпотентная матрица из V. 
Действительно, достаточно установить существование такого 
разложения для жордановой матрицы и, а в этом случае в ка­
честве va можно взять диагональ матрицы v. 

Легко видеть, что для любого 6̂С* матрицы у3-\-1ип и v 
подобны. Следовательно, орбита матрицы vs лежит в замыка­
нии орбиты матрицы v. Таким образом, если матрица v непо-
лупроста, то ре орбита Gv незамкнута. Напротив, если v по­
лупроста, то Gv замкнута, поскольку, как легко видеть, в этом 
случае Gv есть подмножество в слое я - 1 (я(я)), заданное 
уравнением т = 0, где т —минимальный многочлен матрицы v. 

Таким образом, отображение п осуществляет параметриза­
цию множества замкнутых орбит группы G в V точками много­
образия я(У)=Сп (которое, тем самым, можно рассматривать 
как «многообразие замкнутых орбит»). 

Поучительно еще рассмотреть нулевой слой я~"1(я(0)). Он 
состоит в точности из всех нильпотеитных матриц, которые мо­
гут быть также охарактеризованы как те векторы пространства 
V, орбиты которых содержат в своем замыкании нуль. То же1 

самое справедливо и в примере п. 0.5. 
Отмеченные свойства не случайны. Как мы увидим в даль­

нейшем (см. п. 4.4), для любой редуктивной группы G каждое 
многообразие уровня алгебры инвариантов содержит единст­
венную замкнутую орбиту, а многообразие уровня, содержащее 
нуль, состоит в точности из тех векторов, орбиты которых со­
держат нуль в своем замыкании. 

Отметим еще, что матрицы общего положения полупросты 
и поэтому их орбиты разделяются целыми инвариантами. То; 
же явление наблюдается и в примерах пп. 0.4 и 0.5. Это также 
не случайно; мы увидим в дальнейшем (см. п. 3.2), что целые 
инварианты любой полупростой группы G разделяют орбиты 
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общего положения. В частности, отсюда следует, что орбиты 
общего положения имеют одинаковую коразмерность, равную 
максимальному числу алгебраически независимых инвариан­
тов (почти во всех примерах этого параграфа в этом легко 
убедиться непосредственно). 

0.7. Унимодулярные инварианты квадратичной формы. 
Пусть U — /г-мерное векторное пространство, G = SL(f/) и У — 
векторное пространство квадратичных форм на С/, на котором 
G действует естественным образом (см. п. 0.3). Зафиксировав 
в U базис, отождествим G с SLn(C), а У —с пространством 
симметрических матриц порядка п (матриц квадратичных 
форм в этом базисе). Тогда действие G на V задается форму­
лой g (v) =-gvgT. 

Пусть L = (E). Поскольку всякая квадратичная форма при­
водится в некотором базисе к сумме квадратов, орбита любой 
невырожденной матрицы пересекается с L. Поэтому гомомор­
физм (0.1) является вложением. Легко видеть, что W действует 
на L умножениями на корни п-й степени из 1, и, значит, 
€[L]W — кольцо многочленов от п-й степени координатной 
функции на L. Из унимодулярности группы G следует, что 
дискриминант квадратичной формы, т. е. функция D(v) = 
= detu является инвариантом. Ясно, что ее ограничение на L 
является /г-й степенью координатной функции на L. Следова­
тельно C[V\G=C[D]. 

Таким образом, слоями отображения (0.2) являются гипер­
поверхности D=c. Если сФО, то слой является орбитой (кото­
рая тем самым замкнута). При с=0 мы получаем нулевой 
слой. Он является объединением п орбит б̂ о, Ои-'-,0п-\- ор­
биту 0г образуют все формы ранга и Очевидно, 0^х лежит в 
замыкании 0%, i= 1, . . . , п— 1. 

0.8. Ортогональные инварианты квадратичной формы. Со­
храним обозначения п. 0.7, заменив G на ортогональную груп­
пу Оп (С). 

Пусть V (R) —вещественное подпространство в V, образован­
ные вещественными матрицами. Так как Оп (С) — алгебраическая 
оболочка Ол, то C[V]°niC) = C[V]°*. Поскольку V (R) инвариант­
но относительно Оя и является вещественное формой V, то 
образующие алгебры R[K(R)]0rt будут и образующими алгебры 
C[V]°W (если координатные функции на V(R) естественно про­
должить на V). Чтобы описать образующие алгебры R[Vr(R)]c4 
рассмотрим в V(R) линейное подпространство I , образованное 
диагональными матрицами. Согласно классическому результату 
линейной алгебры, каждая Ол-орбита в V (R) пересекает L. Поэ­
тому гомоморфизм (0.1) (в котором в качестве О и V следует 
взять соответственно Оп и V(R)) является вложением. 

Поскольку gT=g-1 для £Юп(С), а моиомиальные матрицы 
с ненулевыми элементами ± 1 леат в Оп, те же рассуждения, 
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что и в п. 0.6, показывают; что коэффициенты fu...,fn харак­
теристического многочлена матрицы uGV(R) являются (как 
функции от и) образующими алгебры R[V(R)]0 r t . Следова­
тельно, эти же коэффициенты (как функции от v£V) являются 
образующими алгебры C[V]G. Эти образующие не связаны ни­
какими нетривиальными алгебраическими соотношениями. 

Отметим, что рассмотренное действие группы G приводимо. 
Его ограничение на инвариантное подпространство, образован­
ное матрицами v£V с нулевым следом, неприводимо. Очевидно, 
алгебра инвариантов этого ограничения порождена многочле­
нами f2,... ,fn. 

При л > 2 те же результаты получаются и для группы 
SOn(C). 

Группа Оп является максимальной компактной подгруппой 
в Оп(С). Переход к такой подгруппе в произвольной редук-
тивиой группе G не меняет алгебры инвариантов. Этот прием 
известен под названием унитарного трюка Г. Вейля. Как мы 
видим, он может быть полезен. 

0.9. Инварианты системы векторов. Пусть V —- д-мерное век­
торное пространство и G = SL(V). Группа G естественно дей­
ствует на прямой сумме т экземпляров пространства V, кото­
рую мы обозначим через Vm. 

Пусть т<с.п. Тогда, очевидно, множество {{vu... ,vm)£ 
€Vm|dim<t>i,..., vm)~m} является открытой плотной в Vm ор­
битой. Поэтому C[VW]G — C. 

Пусть т = п. Обозначим через det ненулевую кососимметри-
ческую м-линейную форму на V (она определена однозначно с 
точностью до постоянного множителя). Тогда функция 
deti2... nGC[Vn], значение которой в точке {vu-.., vn) ~ Vn Рав~ 
но, по определению, det(vu...,vn), является инвариантом. 
Пусть {г ь . , . , е п }—базис в V. Рассмотрим в Vn линейное 
многообразие L = {{teu>..,en)\№C}. Орбита любой точки 
(vu...,vn)GVn, для которой <иЬ---»Уп> = л- пересекает L. По­
этому гомоморфизм (0.1) (в котором в качестве V следует 
взять Vn) является вложением. Поскольку p(detl2 . . . п) — ко­
ордината на L, мы имеем C[Vnp~C[deti2.-.n]. 

Пусть т>п. Заметим, что, помимо действия группы G, на 
Vm имеется еще действие группы.GLm(С), при котором матри­
ца AGGLm(C) действует по правилу (vb...,vm)^ 
+--»- (v\,..., Пт)А-~~К Тем самым, возникает действие группы 
GLm (С) на C[Vm] и, поскольку оно перестановочно с действием 
G, то и действие группы GLm(C) на C[Vm]G. Согласно общим 
результатам теории представлений редуктивных групп, любое 
GLm (С) -инвариантное подпространство в C[VW] имеет 
GLW(С)-инвариантное дополнение, и в любом неприводимом 
••GLm.(С)-инвариантном подпространстве имеется единственный 
с точностью до скалярного множителя ненулевой инвариант 
труппы UTm{ С](верхних унитреугольных матриц. Заметим, что 
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действие группы UTm(C) на точку (vu...,vm) состоит в том, 
что к каждому из векторов vb...,vm прибавляется произволь­
ная линейная комбинация предыдущих. Следовательно, значе­
ние UTm(С)-инварианта в точке общего положения (vu...,vm) 
совпадает с его значением в точке (vu . . . , vn, 0, . . . , 0). Это 
означает, что UTm(С)-инварианты в C[Vm] не зависящая от 
vn+u...,vm-

Рассмотрим теперь произвольный набор индексов / ь . . . , /„-. 
взятых из 1, ...,'/ю, и инвариант tetilt...tineC[Vm]0, значение 
которого в точке (vu . . . , *от) равно, по определению, 
det(i^, . . . , ^ д ) . Пусть Л —подалгебра в C[Vm]°, порожденная 
всеми такими инвариантами. Она инвариантна относительно 
GLm(C) и, поскольку C[Vnf^C[deU2f..n}, содержит С [ К / , а 
значит, и все UTm (С) — инварианты алгебры С[К т ] 6 . Это пока­
зывает, что A=C[Vmf. Таким образом, инварианты det-,,..^ 
k i i < . . . < - « < ^ порождают алгебру С[Vm]°. 

Рассмотрим теперь строение многообразий уровня алгебры 
C[l/m]G при /п>/г. Зафиксировав в V базис, отождествим V с 
О , G —с SLn(C), a Wn — с пространством Х„Хт(С) матриц 
размера п\т (п строк, m столбцов). Действие SL„(C) на 
i--nxm(C) осуществляется умножением матрицы из Lnxm(C) 
слева на. матрицу из SLn(C). Согласно сказанному вышеука­
занные многообразия уровня —это слои отображения 

Отсюда видно, что нулевой слой 31—лг1 (я(0)) состоит в 
точности из всех матриц ранга, меньшего п. Все орбиты в 3J со­
держат в своем замыкании нуль. 

Пусть 0€Lnxm(C)\9t. Будем рассматривать строки матриц 
из Lnxm(C) как элементы пространства Q". При действии эле­
мента g£G они подвергаются линейной замене с матрицей g. 
В частности, их линейная оболочка X (а) при этом не меняется. 
Числа Pix,.jn =det fi _ и/л (У)—это плюккеровы (или 
грассмановы) координаты подпространства L(v) в Ст. Клас­
сическая теорема линейной алгебры утверждает (94], [159], 
что они однозначно определяют подпространство L(v). Отсюда 
следует, что отличные от St слои отображения я являются ор­
битами (которые, тем самым, замкнуты). Кроме того, проекти-
визация образа отображения я является канонически вло­
женным в PCN с помощью плюккеровых координат грассмано-
вым многообразием Grw,n n-мерных подпространств т-мерно-
го векторного пространства, а алгебра С[Vm]G — координатной 
алгеброй многообразия Gr^n. 

При ш>п+2 между образующими detit....n алгебры C[Vmf 
имеются нетривиальные алгебраические соотношения. С гсометри-
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ческой точки :»рг-.ш ини я и л ш т с н уравнениями, задающими Отт,п. 
в PC V . Среди них имеются соотношения Плюккера: 

IS^U^U^^^^^dct^,...;^ -О, (0,4) 
где <«ь.-. »fn, / i . . . »»/м 1 ""Любой набор индексов ( с п р а в е д л и ­
вость ФЛ) нытекаот и i того, что л е в а я часть, к а к ф у н к ц и я от 
t>< #,. • * t w» „ при фиксированных t ^ , . , . , vhl„x является 
(п+1)'Мпт4Ьтй т1сосимметрической функцией на п-мериом 
векторном пространств V). Классический результат алгебра­
ической геометрии утверждает» что соотношения (0.4) явля­
ются обнуляющими, т. с*, нее прочие соотношения являются 
их линейными комГжнациями с полиномиальными коэффи­
циентами |!)4} {151IJ. 

Относительно груши»! Ctl(V) функции dctM . . .< я на Vm 
являются tie иниариантами, а так называемыми полуинва­
риантами mr;t 1, Это означает, что под действием преобра­
зовании /fHiMV) они умножаются на (detg)*"1. Тем самым их 
отношения янднкити рациональными инвариантами группы 
QUV). 

0.111* Приложения к проективной геометрии. Все эти ф а к т ы 
находят —II духе» К*ли- -Клейна— свое приложение в проек-
ТИНИОЙ ITOMtTplIII, 

Пусти /'"-' VV, V\4...»г*т«*1/\{0}, и р4£Р---точка, соответ-
стнуюшая v,- Вцщшше расположение точек /?[>..-,рш (но не 
их положение it P!) пинемнлетея алгебраическими условиями 
(рашшгтиамн н иераиеиетнами), имеющими инвариантный 
смысл, т. с не меняющимися» если подвергнуть набор 
(ри - - • • fim) проективному преобразованию, или» нто равно­
сильно, набор v f*?t*.. .', vm)^VmH'" -линейному преобразова­
нию. Теоремы «роектшшой геометрии, касающиеся взаимного 
расноложгнмн то«м*к Ри •. • • fhm суть утверждения о том, что 
одни m -mix условий являются следствиями других. 

Пусть* например, п 2, m 4 и никакие три из точек р ъ ft, #* 
/)4 Ш'СОНПЙААЮТ. Отноиинж» 1 ^ ^ : ® ^ ( б ы т ь может, равное оо> 
пациент лини* от итт pt и не меняется» если подвергнуть на­
бор V линейному преобразованию. Это -—- известное двойное 
итнштт* \р%% ръ /% р*\ точек р и /Ъ» Рз- РА на проективной 
прямой /*. Оно полностью определяет их взаимное расположе­
ние: л«w упорядоченные четверки точек переводятся друг * 
друга проективным преобразованием в точности тогда, когда. 
их дпойнме отношения равны. 

Пусть теперь я-ft» т. i\ Р —проективная плоскость. Оче­
видно, что уедонж» «точки ри Рь рфР лежат на одной при* 
мой* piiiiioeiyiitiio уелонию «<let(0i, % Us)""^». 
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• Пусть ро^Р — точка, соответствующая вектору VQ&V, И 
IczP — прямая, не проходящая через р0 и являющаяся проек-
тиф'икацией двумерного подпространства UczV. ^Так как 
-det (v0, Vu'vz) является кососимметрической билинейной функ­
цией от Vi и v2, то при 0i, v2GU имеем det(t>0, Vu -v2) ~= 
« с det(1»ь fa) ( ^ 0 ) , где det в правой части обозначает дву­
мерный определитель. Отсюда следует, что для любых то­
чек ри Рь Рз, Pfil 

LA. Л , A , А ] - det023(t/) • det.I4(f>r 
Выражение, стоящее в правой части этого равенства, можно 

рассматривать и тогда, когда точки рь р2, рь р4 не лежат на 
одной прямой (и оно будет проективным инвариантом системы 
точек ро, ph р2, рз, РА)- Покажем, что оно не меняется при заме­
не точки р\ на любую точку р5, лежащую на прямой рорь 
Имеем соотношение Плюккера: detoisdeUos—det4isdetoos'4h1-et-03-
•detios—det4oidet305=0. Учитывая, что detoo5=0 и detios(f)-=--0 
(поскольку точки ро, Рь Рб лежат на одной прямой), получаем, 
что 

detoia (v) detoB4(v) = detou (v) det053 (v) 
откуда и следует доказываемое утверждение. 

Заменяя аналогичным образом каждую из точек рь р% рз, 
Р4, получаем, что если точки ро, ри . . . , Рг расположены, как 
на рис. 1, то \рир2\ рз,р4]-=[р5,ре; p7,ps]. Это одна из простей­
ших теорем проективной геометрии. 

Рис. 1 
В принципе, как и утверждал Клейн, методы теории инва­

риантов позволяют получить алгебраические доказательства 
всех мыслимых теорем проективной геометрии. Однако алгебраи­
ческие формулировки многих простых с точки зрения геометрии 

«теорем оказались бы весьма громоздкими, а их алгебраические 
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доказательства было бы чрезвычайно трудно получить, не руко­
водствуясь геометрическими ориентирами. Поэтому тезис о том, 
что теория инвариантов включает в себя проективную геомет­
рию (а также другие геометрии, сводящиеся к проективной) 
имеет в значительной степени формальный смысл подобно тези­
су о том, что геометрия включает в себя алгебру действитель­
ных чисел, поскольку действительные числа и алгебраические 
операции над ними допускают геометрическое истолкование. 

0.11. Неупорядоченные наборы точек проективной прямой и 
гиперэллиптические кривые. Как известно [151], всякая гипер­
эллиптическая кривая рода g^\ является двулистным накры­
тием проективной прямой Р\ ветвящимся в 2g* + 2 различных 
точках. Любые 2g + 2 различных точек могут служить такими 
точками ветвления, и две гиперэллиптические кривые рода g 
изоморфны в точности тогда, когда наборы их точек ветвления 
переводятся друг в друга преобразованием из проективной 
группы PGL2(C) ( = PSL2(C))- Таким образом, алгебраичес­
кие инварианты неупорядоченного набора 2g+.2 различных 
точек проективной прямой интерпретируются как инварианты 
класса изоморфных гиперэллиптических кривых рода g и по­
этому их нахождение непосредственно связано с классифика­
цией таких кривых, 

Пусть, например, g—_l (т. е. рассматриваемые кривые—-
эллиптические). Согласно п. 0Л0 двойное отношение р является 
единственным проективным инвариантом упорядоченной четвер­
ки точек на РК При всевозможных перестановках точек оно 
принимает значения р, р~1, 1—р,1—р"1, (1—р)""1- (1—Р""1)"1-
^ . (о 2 —р -h l ) 3 

Отсюда нетрудно вывести, что выражение j = >г
 2 ' [ __ {1 является 

проективным инвариантом неупорядоченной четверки различных 
точек и разделяет любые две орбиты в множестве таких четверок. 
Это так называемый j-инвариант эллиптической кривой. 

С неупорядоченными наборами точек естественно связан еще 
один тип объектов — бинарные формы от однородных координат 
хну на Р1. А именно, всякий набор из 2g+2 точек прямой Р1 

$сть множество нулей некоторой, определенной однозначно с 
точностью до постоянного множителя, бинарной формы степени 
% + 2. Если бинарная форма h получается из бинарной формы 
/линейной заменой переменных, то нули "ft. "получаются из нулей 
/ проективным преобразованием прямой Р\ индуцированным 
этой заменой. Следовательно, если Р2®+2 — проективное про­
странство, ассоциированное с векторным пространством бинар­
ных форм степени 2g*+2, a Q — открытое подмножество в 
Р2«+2, соответствующее формам, не имеющим кратных нулей, 
то фактормножество Q/PSL2(C) можно интерпретировать как 
множество классов изоморфных гиперэллиптических кривых 
рода g. 
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Таким образом, мы приходим к классической задаче теории 
инвариантов — нахождению инвариантов бинарных форм. 

0.12. Инварианты бинарных форм. Пусть G==SL2(C) и 1/== 
= Vd — векторное пространство бинарных форм 

d 

я(^0)^2«^~¥ (0.5} 
i -0 

степени d от стандартных координат х и у пространства С2, на 
котором G действует естественным образом. Обычное действие 
G на функции С2 (см. конец п. 0.3) определяет действие G на 
Vd: 

(gu)(x, y) = ti(dx — by, — сх + ау), g"=-(^)eG 

(поскольку g~l=:.(._jf"~a ) ) . Инварианты действия G на Vd ш 
называются инвариантами бинарной формы степени d. 

Примером может служить дискриминант А бинарной формы: 
Д(а) = а§-*-2П (zt-z)'2, 

где zu...,Zd—корни многочлена u(z,l)y т. е. неоднородные 
координаты нулей формы и (хорошо известно, что правая 
часть является однородным многочленом степени 2d—2 от 
<х0, . . . , a d ) . Инвариантность А следует из инвариантности ги­
перповерхности Д=0 в пространстве Vd, состоящей в точности 
из тех форм, которые имеют кратные нули. 

Рассмотрим несколько небольших значений d. 
Согласно п. 0.7, C[V2]G^C[D]y где _)(а)==аоа2—-^ах

г 

(==•—^Д(ц))—дискриминант квадратичной формы и= 
=-ao*2+«i*#+_2J/2. Так как — Е действует на V2 тривиально, 
то по существу на У2 действует группа PSL2(C). Поскольку 
это действие сохраняет невырожденную квадратичную форму 
D(u), отсюда легко следует, что PSL2(C)-*S03(C) и что рас­
сматриваемое действие можно отождествить со стандартным 
действием 80з(С) на трехмерном пространстве. Ввиду ска­
занного в п. 0.5, мы получаем еще одно доказательство равен­
ства C{V2\G = C[D]. 

Пусть d=3. Поскольку группа PSL2(C) транзитивно дей­
ствует на тройках различных точек проективной прямой Р1>. 
орбита любой кубической бинарной формы, нули которой раз­
личны, пересекает подпространство 1=<х3+г/3>. Поэтому го­
моморфизм (0.1) является вложением. Очевидно, что группа 

N(L) содержит группу | ( Q g-ij и (_fi-i о)|б6—-— 1J' Действую­
щую на L умножениями на корни 4-й степени из 1. Но в алгебре 
C[Vb] заведомо имеется однородный инвариант 4-й степени —это 
дискриминант 
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А (и) =« afa| — 4a0a^—4a\a3—27agot| +• 1 e a ^ a ^ • 
Отсюда следует, что С[У3]0вС[Д]. 

Пусть dass4. Поскольку — £ действует на V* тривиально, 
на V.4, так же как и на V% по существу действует группа 
PSL 2 (C)^S0 3 (C) . Отображение V2XVr^V^ (u,v)~uv, би­
линейно и симметрично и, следовательно, определяет линей­
ное отображение <р симметрического квадрата пространства V2 
в VV Очевидно, что ф перестановочно с действием SOa(C), 
сюръективно и имеет одномерное ядро. Поэтому действие 
PSL2(C) на VA можно отождествить с естественным дей­
ствием $Ьз(С) на пространстве симметрических матриц поряд­
ка 3 со следом. О (см. п. 0.8). Согласно результатам п. 0.8, от­
сюда вытекает, что алгебра С[Уз]° порождена двумя однород­
ными инвариантами степеней 2 и 3 соответственно» не связан­
ными никакими нетривиальными соотношениями. 

С другой стороны, можно явно указать два однородных ин­
варианта степеней 2 и 3 —это так называемые аполяра Р и 
определитель Ганкеля Н: 

Р (и) •=а0а4 — j ajaa -f ^ а*, 

Н(и) 
а0 сц/4 а2/б 
at /4 a2/6 щ/4 

Для проверки инвариантности Р и Я можно воспользоваться 
их описанием в терминах тензорной алгебры. Л именно, если 
рассматривать форму и как симметрический тензор типа 
(0,4) над векторным пространством С2 и обозначить через 
del ' кососимметрический тензор типа (2,0), то, как показы­
вает подсчет, /} (соответственно, И) оказывается равным, с 
точностью до непулевого постоянного множителя, некоторой 
полной свертке произведения двух (соответственно, трех) эк­
земпляров тензора и с четырьмя (соответственно, шестью) 
экземплярами тензора del 1 (схемы этих сверток приведены в 
примере «Т и. 9.5); следовательно, Р и Я™ инварианты. Та­
ким образом, €[ l / 4 |G r :C|P, /7]. 

В частности, дискриминант бинарной формы 441 степени имеет 
вид Л 2Н(/** —27/Т2). Рациональный инвариант -—* определен на 
любой форме, нее пули которой однократны, и зависит только от 
набора ее нулей (но но от самой формы). Имеем C(V*4)<,Ls(C) • 

Отсюда следует, что --'— есть линейная функция от 
/-инварианта соответствующей эллиптической кривой. (Па самом 
д е л е — ^ m j . ) 

Ш 

•-(в 



С увеличением d нахождение минимальной системы одно­
родных образующих алгебры G[Vd]G стремительно услож­
няется. В настоящее время эти образующие найдены еще лишь 
для d=5 , 6 и 8 [283], [276]. Не указывая их явно, опишем 
характер ответа (индексы обозначают степени однородных 
элементов): 

C[K5f--=C[/4 , Л , /i2, fisl причем / f 8 6C[ / 4 f / в , /12], а /ь 
/ в и /12 алгебраически независимы; 

C[V6f =-С[/ 2 ) / 4 1 / б 1 /1 0 , / 1 б ] , причем /? 6 eC[/ 2 l / 4 , / 6 . /10L 
а /г , /4 , /е> / ю алгебраически независимы; 

C [ K 8 f ^ C \ U U U / 5 , /б, /ъ U U /ю! и Л » . . . , / ю свя­
заны пятью определяющими соотношениями. 

Кроме того, в [132] доказано, что минимальное число од­
нородных образующих алгебры CfV-]0 равно 30, и найдены 
их степени. 

Для любого d нулевой слой отображения (0.2) состоит в 
точности из тех форм, которые имеют нуль кратности > ~-
(см. пример 1° п. 5.4). Все орбиты, лежащие в открытом мно­
жестве Д=^0, замкнуты в У и разделяются инвариантами (см. 
пример 1° п. 4.6 и п. 4.4). 

0.13. Инварианты бинарных групп многогранников. Напом­
ним сначала описание групп, о которых идет речь [182], [283]. 

Отождествим Pl = PV с CiJ{<-*>}- Будем рассматривать С 
как плоскость <вь е2) в евклидовом векторном пространстве R* 
с ортонормированным базисом {еи е% ва}. Тогда Р1 отожде­
ствляется со сферой S=={u<3R3| |t/| = l} посредством стереогра­
фической проекции из конца вектора е3. Преобразования сфе­
ры S, индуцированные элементами группы SO3 (вращения 
пространства R3) отвечают при этих отождествлениях преоб­
разованиям прямой Р1 из группы PSU2, [283]. Как известно, 
конечные подгруппы группы S0 3 — это в точности группы вра­
щений следующих многогранников М: правильной я-угольной 
пирамиды, гс-угольного диэдра (правильного /г-угольника, рас­
сматриваемого как плоский многогранник), тетраэдра, куба 
идодекаэдра. Это дает классификацию конечных подгрупп в 
PSt^^SOs. Если рассмотреть их полные прообразы в SU2 и 
добавить к ним подгруппы индекса 2 в прообразах групп вра­
щений n-угольной пирамиды при нечетном я, то получатся, 
с точностью до сопряженности, все конечные подгруппы в 
SU2; они и называются бинарными группами многогранников. 

Пусть G — конечная подгруппа в Stb. Рассмотрим (конеч­
ное) множество Q, образованное всеми точками пересечения 
сферы 5 с осями вращений соответствующего G многогранни­
ка М в R3„ Оно инвариантно относительно естественного дей­
ствия G на S=Pl. Пусть Q распадается на d орбит группы О. 
Для каждой такой орбиты и зафиксируем какую-либо бинар-
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ную форму /6C[V], нулями которой являются в точности вес­
точки О. Очевидно, / является полуинвариантом группы G, 
т. с #/=~X(g)f для любого gi<G, где X: G-+C* — некоторый го­
моморфизм (вес / ) . Пусть (р, У\\ . . . , х™~ все плоучающиеся так 
полуинварианты (их d штук). Назовем их базисными. Перем­
ножая их, можно получать инварианты. Рассмотрим множе­
ство <£•----{ (a, ft,..., с) iW | Ц)Ц1Ь . . . %V^C[V]G}. Очевидно, @ — 
аддитивная полугруппа. Оказывается, если (a, ft,..., с) про­
бегают минимальную систему образующих полугруппы (S, то 
инварианты ф а ,фь . . . у? (назовем их базисными) пробегают ми­
нимальную систему образующих алгебры C[V]G. Это устанав­
ливается апостериори, отдельным рассмотрением всех типов 
многогранников М. 

Пусть, например, М — n-угольпая пирамида. Тогда ось 
вращения только одна и И состоит из двух неподвижных от­
носительно G точек (так что d™ 2). Без ограничения общности 
можно считать, что il {О, оо}. Тогда G^ (diag(e, г~1))т, где 
8--<>:!iI</w

? т 2и, если а четно и (в зависимости от G) т~п 
или 2/г, если п нечетно. Полуинварианты, определенные орби­
тами 0 и оо, -— что, соответственно, <pi=% и i()i = y (здесь и 
далее индекс указывает степень формы). Очевидно, 
{(//1,0), (0, ш), (1, 1)} —минимальная система образующих 
полугруппы <$, и легко видеть, что соответствующие инва­
рианты fm itpj", fm \рТ и /о Фгф1 действительно составляют 
минимальную систему образующих алгебры С [V\a« Эти образую­
щие не являются алп»браичсски независимыми; между ними есть 
одно (чютпошеппе: fmfm~-f"I ^-

Во всех остальных случаях &-••-'& и О-орбитами в Q явля­
ются проекции из 0 па 5 трех множеств: вершин многогран­
ника М, середин его ребер и центров его граней. Пусть соот­
ветственно фТ|, %\->ш и X/' -определенные этими орбитами ба­
зисные полуинварианты. Все случаи удается рассмотреть по 
одной схеме. Мы проиллюстрируем ее па примере бинарной 
группы тетраэдра. 

Итак, пусть М • тетраэдр. Тогда л--4, ш = 6, раяе4. 
Пеиосредсгвепно проверяется, что {(0,1,0), (1,0,1), (3,0,0}— 
минимальная система образующих полугруппы @ и U^M* 
/н ф4%4» fm ЧЧЛ - -соответствующие инварианты. Так как /в 
и /н не имеют общих пулей па Р\ то система /о-=0, /V~:0 имеет 
и К только пулевое решение. Значит, алгебра CJVj цела над 
CI/G»/H| (СМ. 13011, гл. VII, § 7). Иа теоремы Безу мы полу­
чаем, что общее многообразие уровня инвариантов /в и /8 со­
стоит из 6-8—48 2\G\ точек. Это означает, что оно состоит 
ровно из двух О -орбит. Сравнивая степени, получаем, что 
/is^Cj/e,/н| и, значит, степень / уравнения целой зависимости 
функции /п? над С|/в,/н| не меньше 2. По I равна числу раз­
личных значений, которые принимает ограничение / i2 на. об-



щее многообразие уровня инвариантов f& и fs. Следовательно, 
1=2 и общее многообразие уровня функций /в, fs и /12 яв­
ляется G-орбитой, так что любой инвариант есть функция от 
/б, fs и /i2. Можно показать, что такая функция должна быть 
рациональна (см. предложение 1.9). Таким образом, C(V)G= 
= С (/б, f$, f\2)- Сравнивая степени, мы получаем, что, после 
умножения /б и /8 на подходящие числа, уравнение целой зави­
симости функции fi2 над G[jf6, fs] имеет вид f\22+f$4+fsZsssi0-
Очевидно, поверхность в С3, заданная последним уравнением 
(если рассматривать /v как координаты в С3), имеет един­
ственную особую точку и, значит [189], нормальна. Таким об­
разом, алгебра C[f6, fs, /12] целозамкнута. Поскольку C[V]G 

цела над С[/б,/8,Ы и C[V]«crC (!/)«=-С (fe,f8, fl2)9 мы полу­
чаем, что С[У]°=0[/б, fs, f 12]. Отметим, что по ходу дела мы 
•описали и вид соотношения между /6, fs и fn-

Приведем теперь итоговую таблицу: 

Многогранник М, 
определяющий 

группу 

тетраэдр 

куб 

додекаэдр 

л-угольный 
Диэдр 

Базисные 
полуинварианты 

ф4, % , %4 

ф8> % 2 , Хб 

Ф20, 'ФЗО, %12 

фи, f n» X2 

Базисные инварианты 

f6 = % , /8 = Ф45С4, /12 = Ф4 

/ 8 = = ф 8 , / 1 2 = % 6 > /18 = 

/ l2 = Xl2, /20==ф20г /30 = 
==^30 

/4 = Xl 
Гф|, если /г четно 

/2/г==|фп
,фп, если п не­

счетно 
[Х2флг|?п, если п 
1 четно 

Г2п+2==|^2ф2^ е с л и п н е _ 
1четно 

Базисное соотношение 
между инвариантами 

' / | + /8 + /?2=° 

= 0 

/?2+/!)+/1>--° 

/гп+2 + /*/2л + 
+ /л+1=о 

Для любой бинарной группы многогранника G образ ото­
бражения (0.2) является поверхностью в С3, уравнением ко­
торой как раз и является базисное соотношение между инва­
риантами (если понимать в нем /г- как координаты в С3). Эта 
поверхность имеет единственную особую точку — нуль. Такие 
особенности поверхностей являются (в некотором точно опре­
деленном смысле [94]) простейшими. Они называются особен­
ностями Клейна, Дю Валя, простыми, двойными рациональ­
но 



ными, особенностями типов A, D, Е, и играют важную роль в 
алгебраической геометрии [94]. Левые части базисных соот­
ношений между инвариантами, рассматриваемые как функции 
от координат ft в С3, образуют полный список нормальных 
форм функций в окрестности простой критической точки в 
смысле теории особенностей функций [12]. 

0.14. Инварианты тернарной кубической формы. Пусть 
<j==-SL3(C) и V — векторное пространство кубических форм 

u(x,y,z)=* 2 aijkXly!zk (0.6) 

от стандартных координат х=хи у=х2 и г=*х$ пространства 
С3, на котором G действует естественным образом. 

Если рассматривать х, yf z как однородные координаты на 
проективной плоскости Р2=РС3, то уравнение и в 0 для нену­
левой формы и определяет на Р2 некоторую проективную ал­
гебраическую кривую Х(и). Известно, что если кривая Х(и) 
гладкая и неприводимая, то она является эллиптической кри­
вой, и что в подходящей однородной системе координат на Р2 

се уравнение имеет так называемую нормальную форму 
Вейерштрасса [94]. В терминах действия G на V последнее 
означает, что орбита формы (0.6), определяющей эллиптиче­
скую кривую, пересекает линейное многообразие Lsss{|/2z+ 
-Jrxz+pxz2+qzz\pf <?6С}. Поскольку для формы и общего поло­
жения Х(и) является эллиптической кривой, гомоморфизм 
(0.1) является вложением. 

Будем рассматривать форму (0.6) как симметрический тен­
зор типа (0,3) над С3 и обозначим через detr1 кососимметри-
ческий тензор е\/\еъ/\е% типа (3,0), где {еи еь е$ — канониче­
ский базис в С3. Пусть 5 —полная свертка тензора ц®и®а® 
<8>u®det"1®det"1®deH®deir1 по следующим парам индексов: 
(1,1), (4,2), (7,3), (2,4), (5,5), (10,6), (3,7), (9,8), (11,9), 
(6,10), (8,11), (12,12) (слева —номер верхнего, справа —ниж­
него индекса); пары подобраны так, чтобы ни у каких двух 
из них верхний и нижний индексы одновременно не лежали в 
одном сомножителе сворачиваемого тензора (иначе такая 
свертка априори была бы нулевой). Очевидно, что SGC[V]G. 
Аналогично, пусть TeC[V\a -полная свертка по тем же парам 
индексов тензора а® и® и® Я® det"1 «S-detf*1 <%>йёгг ® det"1» где 
Н •'•~fet(-j~^Y-гессиан формы (0,6), Тогда» как показывает 
непосредственный подсчет, S ••• — д р, T~--—32q, если u^y2z+ 
4- х3 -f- pxz2 + q&K Отсюда следует, что С [V]0 — С [$, Т] 
(и что W = {<?}). 

Как известно {94], всякая эллиптическая кривая изоморф­
на Х(и) для подходящей формы (0.6) и эллиптические кривые 
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Х(и) и X (и) изоморфны в точности тогда, когда и и v лежат* 
с точностью до пропорциональности, в одной G-орбите. Таким 
образом, получается еще один подход к построению многооб­
разия модулей эллиптических кривых. В частности, /-инва-

1458S3 

риант эллиптической кривой X (и) равен j —= 216S3—т2 "• 
Можно показать [189], что орбита ненулевой формы и 

замкнута в точности тогда, когда X(и)—либо эллиптическая 
кривая, либо объединение трех прямых, не пересекающихся в 
одной точке. В первом случае эта орбита совпадает со слоем 
морфизма (0.2) [189]. Кривые Х(и), отличные от эллиптиче­
ских, можно рассматривать как некие вырождения эллиптиче­
ских кривых; соответствующие им формы и лежат в слоях 
морфизма (0.2), содержащих более одной орбиты. 

§ 1. Действия алгебраических групп 

1.1. Регулярные и рациональные действия. Основным объ­
ектом теории инвариантов в том смысле, в каком она пони­
мается в настоящей статье, являются действия алгебраических 
групп на алгебраических многообразиях. 

Пусть G — алгебраическая группа и X — алгебраическое 
многообразие; тогда (регулярным) действием G на X называет­
ся такой гомоморфизм a: G~>AutX, что отображение 

GXX-+X,(g,x)~a(g)x, (1.1)' 
является морфизмом алгебраических многообразий (называе­
мым морфизмом действия а ) . В тех случаях, когда ясно, о ка­
ком действии идет речь, вместо a(g)x пишут просто gx. 

Более общо, рациональным действием группы G на много­
образии X называется такой гомоморфизм а : G-ИЕНг Х, что 
отображение (1.1) определена и совпадает с некоторым ра­
циональным отображением 

a:GXX-+X (1.2) 
на некотором плотном открытом подмножестве. В этом случае 
отображение (1.1) автоматически определено и совпадает с а 
во всей области определения А* отображения а (хотя, вобще 
говоря, область определения отображения (1.1) больше, чем 
Da). Рациональное действие регулярно, если Da = GXX. 

Группа G, рационально действующая на многообразии Хг 
одновременно рационально действует на любом многообразии, 
бирационально изоморфном Ху например, на любом его плот­
ном открытом подмногообразии. Поэтому понятие рациональ­
ного действия оказывается полезным в тех случаях, когда мы 
готовы пожертвовать «точками необщего положения», но зато» 
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иметь дело с хорошим многобразием X, скажем, аффинным и 
иеособым. 

С другой стороны, может возникнуть желание найти «регу­
лярную модель» рационального действия. Укажем, чего здесь 
можно ожидать. 

Рациональное действие а назовем хорошим, если (е,х)ейъ 
при любом xGX. Это равносильно тому, что область определе­
ния отображения (1Л) совпадает с Ва. Пример плохого дейст­
вия—действие группы параллельных переносов на плоскости 
с раздутой точкой. Нетрудно доказать, что множество тех х£Хр 
для которых (е, х) вОа, всегда открыто и плотно в X. Поэтому 
любое рациональное действие можно сделать хорошим, перей­
дя к подходящему плотному открытому подмногообразию мно­
гообразия X 

В случае рационального действия а каждому элементу | ка­
сательной алгебры g группы G естественным образом сопостав­
ляется дифференцирование tfa(g) :k(X)-+k(X), однако оно мо­
жет не отображать в себя локальную алгебру каждой точки.. 
Как показано в [205], локальная алгебра точки хЪХ инвариант­
на осносительно всех дифференцирований da(f-), 1% тогда к 
только тогда, когда (е,х)(Юа. 

Теорема 1.1 ([296], [55]). Пусть связная алгебраическая 
группа G рационально действует на алгебраическом многооб­
разии X. Для того, чтобы многообразие X можно было вклю­
чить в виде плотного открытого подмногообразия в алгебраи­
ческое многообразие, на котором группа G действует регуляр­
но, необходимо и достаточно, чтобы действие G на X было хо­
рошим. 

Следствие. Пусть алгебраическая группа G рационально 
действует на алгебраическом многообразии X. Тогда существу­
ет алгебраическое многообразие, бирационально изоморфное 
X, па котором группа G действует регулярно. 

В дальнейшем, если не будет оговорено противное, слово* 
действие», не сопровожденное прилагательным «рациональ­
ное», будет означать «регулярное действие». 

Действие группы на произвольном алгебраическом много­
образии канонически поднимается на нормализацию этого» 
многообразия [269], поэтому при изучении действий, как прави­
ло, можно считать многообразие нормальным. Следующие тео­
ремы Сумихиро [287] позволяют во многих случаях ограничи­
ваться рассмотрением квазипроективных многообразий. 

Пусть связная алгебраическая группа Q действует на нор­
мальном алгебраическом многообразии X 

Теорема 1.2. Многообразие X может быть покрыто G-
инвариантными квазипроективиыми открытыми подмногообра­
зиями. 

Теорема 1.3. (Эквивариантпая лемма Чжоу) Существует 
действие группы G на квазипроективиом многообразии X ш 
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G-эквивариантный собственный эпиморфизм Х-+Х, являющийся 
бирациональным изоморфизмом. В частности, если многообра­
зие X полно, то X проективно. 

1.2. Теоремы вложения. Наиболее обычными примерами 
действий алгебраических групп являются (конечномерные) ли­
нейные и проективные представления. Другие примеры можно 
получить путем ограничения этих действий на различные инва-
рна-нтаые подмногообразия пространства представления. Ока­
зывается, так могут быть получены почти все действия на 
квазипроективных многообразиях. 

Рассмотрим сначала действия на аффинных многообразиях. 
Л е м м а 1.4. Пусть алгебраическая группа G действует на 

алгебраическом многообразии X. Тогда всякий элемент про­
странства k[X\ содержится в конечномерном G-инвариантном 
подпространстве. 

•^Морфизму действия соответствует гомоморфизм алгебр 
а* : k[X]^k[GXX]=k[G]®k[X] 

таким образом, что 
№f){g,*y=f(gx) (№[X), g*G, xeX). 

Отметим, что, как видно из доказательства леммы, линейное 
представление группы G в любом конечномерном инвариант­
ном подпространстве пространства ЩХ] является полиномиаль­
ным (т. е. его матричные элементы принадлежат алгебре k[G]). 
Для заданной функции f имеем 

т 

« * / = 2 %®fi (Ф«6* [О], f&k [X]), 
т. е. 

т 
/(gx)={sum} %(g)fi(x) (g€G, хеХ). 

Следовательно, все сдвиги функции f содержатся в линейной 
оболочке функций ft,..., fm- (Доказательство равенства 
k[XXY]=k[X]<8k[Y] для произвольных многообразий J , Y см. 
в [255].) • 

Т е о р е м а 1.5. Пусть алгебраическая группа G действует 
на аффинном многообразии X. Тогда существует такое линей­
ное представление Т: G-^QL(V) и такое замкнутое вложение 
t:Jf с*1/, что i(gx)=T(g)i(x) при g&G, x$X, 

^ И з леммы 1.4 следует, что существует (^-инвариантное 
конечномерное подпространство Uczk[X]t содержащее систему 
образующих алгебры k[X]. В качестве V следует взять 
пространство, сопряженное к (У, а в качестве Т — естественное 
линейное представление группы G в этом пространстве. Вложе­
ние Uc^k[X] продолжается до эпиморфизма алгебр k[V]-*-k[X] 
164 



(элементы пространства U рассматриваются как линейные 
функции на V), Соответствующее этому эпиморфизму замкну­
тое вложение i : X*~V и является искомым. • 

Т е о р е м а 1.6. Пусть алгебраическая группа G действует 
на квазиаффинном многообразии X. Тогда многообразие X 
может быть эквивариантно вложено в виде плотного открытого 
подмногообразия в аффинное многообразие, на котором дейст­
вует группа G. 

<1 Пусть Ack[X\ — какая-либо конечно порожденная под­
алгебра, определяющая вложение многообразия X в виде плот­
ного открытого подмногообразия в аффинное многообразие. 
В силу леммы 1.4 подалгебра А содержится в некоторой инва­
риантной конечно порожденной подалгебре. Соответствующее 
последней аффинное многообразие и будет искомым. • 

Т е о р е м а 1.7. [168] Пусть алгебраическая группа G дейст­
вует на нормальном квазипроективном многообразии X. Тогда 
существует такое линейное представление Т : G-+-CL(V) и та­
кое вложение i:X^PVy что i(gx)=T(g)i(x) при g&G, x$X. 

Предположение о нормальности многообразия X здесь су­
щественно [72]. 

1.3. Орбиты. Пусть алгебраическая группа G действует на 
алгебраическом многообразии X. Орбита Gx точки х£Х есть не 
что иное, как образ группы G при морфизме ах : G-+X, опреде­
ляемом формулой 

*x(gj=gx (g*G). (1.3) 
Согласно общей теореме алгебраической геометрии, этот образ8 

содержит плотное открытое подмножество своего замыкания;' 
но так как все точки орбиты равноправны, то она сама открыта 
в своем замыкании. Таким образом, всякая орбита является 
подмногообразием. Этим алгебраические действия выгодно от­
личаются от аналитических, для которых возможны орбиты ти­
па плотной обмотки тора. 

Из равноправия точек орбиты вытекает также, что орбита 
является неособым многообразием и что все ее неприводимые 
компоненты имеют одинаковую размерность. Число неприводи­
мых компонент орбиты не превосходит числа неприводимых 
(или, что то же, связных) компонент группы G. 

Если орбита не замкнута, то ее граница является инвари­
антным (замкнутым) подмногообразием меньшей размерности. 
Поэтому во всяком замкнутом инвариантном подмногообразии 
YczX имеется замкнутая орбита; таковой является, например, 
любая орбита минимальной размерности, лежащая в У. 

Дифференциал отображения ах в точке е сопоставляет каж­
дому элементу |Gg вектор Ъ(х)ЪТх. Подпространство д(х), об­
разованное этими векторами, есть касательное пространство к 
орбите Gx в точке х, так что 

dim Gx-=dimg(#). 
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Приведем примеры различного поведения орбит. Во всех 
этих примерах G — связная подгруппа группы GL2, естествен­
ным образом действующая в k2. 

Пример 1°. 0 = {(о /ре**} . Все орбиты, кроме нуля, одно­
мерны и содержат в своем замыкании нуль (см, рис. 2). 

Рис. 2 

Пример 2°. 0-{§Ц--Ш*}. Орбиты общего положения 
одномерны незамкнуты. Кроме того, имеются две * одномерные 
орбиты, замыкание которых содержит нуль (см. рис. 3). 

Рис. 3 

Примерз0 . G = 11 Q j): u£k J. Орбиты общего положения 
одномерны и замкнуты. Всё остальные орбиты (лежащие на оси 
абсцисс) суть отдельные точки (см. рис. 4). 
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Пример 4°. G—=|L A:tGk*,u£k\. Имеется открытая орбита 
(дополнение к оси абсцисс). Остальные орбиты суть отдель­
ные точки. 

Пример 5°. С?=-|и -̂г):<6-%*» tt^k\. Имеется всего три орби­
ты: двумерная (дополнение к оси абсцисс), одномерная (ось 
абсцисс без нуля) и нульмерная (нуль). 

Рис. 4 

Стоит обратить внимание на то, что в третьем примере 
и̂ только в нем) все орбиты замкнуты. Это имеет место для 

действия любой унипотентной группы G на аффинном много­
образии X. 

<4 В самом деле, предположим, что некоторая орбита Gx 
не замкнута, и пусть / — идеал алгебры k[Gx\ соответствую­
щий границе этой орбиты. Так как идеал / инвариантен отно­
сительно G, то ввиду леммы 1.4 в нем имеется ненулевое ко­
нечномерное G-инвариантное подпространство, а по теореме 
Ли — Колчина для линейного представления группы G в этом 
подпространстве имеется ненулевой инвариантный вектор. Та­
ким образом, в идеале / имеется ненулевой G-инвариантный 
многочлен, что, очевидно, невозможно. • 

В случае рационального действия G : .X" также можно гово­
рить об орбитах, если это действие хорошее (см. п. 1.1). 
А именно, назовем точки х,уЪХ эквивалентными (запись: х~у 
или х~у), если существует такой элемент g6G, что преобразо­
вание a(g) определено в точке х и переводит ее в точку у. 
Это отношение всегда рефлексивно и транзитивно, а если дей­
ствие хорошее —то и симметрично. Классы эквивалентности и 
называются орбитами. Если, согласно теореме 1.1, включить X 
в виде плотного открытого подмножества в многообразие J, на 
котором G действует регулярно, то орбиты G на X в смысле 
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данного выше определения будут пересечением с X обычных 
орбит G на X. 

1.4. Стабилизаторы. Стабилизатор (стационарная подгруп­
па) Gx точки х£Х в группе G есть не что иное, как слой над х 
отображения ах- Следовательно, это замкнутая подгруппа. 

Очевидно, слой морфизма XXG-+XXX, (x7g)^ {x,gx), над 
точкой (х, gx) изоморфен Gx. Поэтому из теоремы о слоях 
морфизма [94] следует, что размерность стабилизатора точки 
многообразия полунепрерывна сверху. 

Слои над другими точками орбиты Gx суть смежные клас­
сы по Gx и потому имеют одинаковую размерность, равную 
dim C7— dim Gx. Итак, 

dim G== dim Gx-f dim Gx. 
Из этой формулы следует, что размерность орбиты точки 

многообразия X полунепрерывна снизу. В частности, если мно­
гообразие X неприводимо, то стабилизаторы точек общего по­
ложения имеют минимальную размерность, а орбиты — макси­
мальную размерность. 

Следующая теорема показывает, что внутреннее строение 
орбиты как алгебраического многообразия с действием группы 
G полностью определяется стабилизатором. (Напомним, что 
char&-=0. Здесь это существенно.) 

Т е о р е м а 1.8. Пусть алгебраическая группа G транзи-
тивно действует на алгебраических многообразиях J и У, при­
чем GxczGy для некоторых точек х£Х и y$Y. Тогда существует 
(единственный) морфизм <р : Х~>У, переводящий х в у и пере­
становочный с действием группы G. Если Gx = Gy, то ср — изо­
морфизм. ' 

Доказательство этой теоремы основано на следующем пред­
ложении из алгебраической геометрии, доказанном, например, 
в [94] (ср. также теорему 4.6 из [34]). 

П р е д л о ж е н и е 1.9. Пусть п : Z-* X и p:Z-+- Y — доми­
нантные рациональные отображения неприводимых алгебраиче­
ских многообразий и пусть для некоторого непустого открытого 
подмножества UczZ из zhz2£U, TC(ZI)=^K(Z2) вытекает p(2i)== 
-=p(z2). Тогда существует такое (однозначно определенное) ра­
циональное отображение qp :X-*Y, что фзт = р. 

По теореме Шевалле [119], всякая замкнутая подгруппа Я 
алгебраической группы G является стабилизатором некоторого 
одномерного линейного подпространства при некотором линей­
ном представлении группы G. Это позволяет каноническим об­
разом ввести на множестве смежных классрв G/H структуру 
квазипроективного алгебраического многообразия так, что 

1) естественное действие G на G/H является алгебраиче­
ским (в частности, каноническое отображение G-+G/H являет­
ся морфизмом алгебраических многообразий); 
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2) всякая орбита группы G со стабилизатором Я изоморфна 
(как алгебраическое многообразие с действием группы G) мно-
образию G/Я. 

1.5. Наследование орбит. Для описания орбитального раз­
ложения часто бывает полезна следующая лемма, впервые по­
явившаяся (в более слабой форме) в работе Ричардсона [244]. 

Л е м м а 1.10. Пусть алгебраическая группа G действует 
на алгебраическом многообразии X. Пусть Над — замкнутая 
подгруппа и YdX — подмногообразие, инвариантное относи­
тельно Н, Если для любой точки #_У 

й(У)(]Ту(У)^Цу), (1.4) 
то пересечение с У любой орбиты С группы G есть объедине­
ние конечного числа орбит группы Я, каждая из которых от­
крыта и замкнута в б[\У. 

<4 Для любой точки ybO[\Y имеем: 
Hy)cTy{0[\Y)<=%(y)[\Tv(Y). 

Из (1.4) следует, что на самом деле 
• ту(ат=Ну)=ту(Ну). 

Поскольку орбита Ну неособа, отсюда следует, что она содер­
жит некоторую окрестность точки у в 0{\Y. Таким образом, все 
орбиты группы Я, содержащиеся в пересечении C(]Y, открыты 
в нем. Так как они не пересекаются, то их может быть лишь 
конечное число. ^ 

В качестве иллюстрации докажем, что в любой полупростой 
алгебре Ли g имеется лишь конечное число классов сопряжен­
ности нильпотентных элементов. (Именно для этой цели Ри­
чардсон изобрел свою лемму.) 

^ Можно считать без ограничения общности, что д о 
crgl(V) —линейная алгебра Ли. Пусть GczGL(V)—соответст­
вующая ей связная алгебраическая подгруппа. Применим лем­
му 1.10 к группе GL(V), действующей на fil(V) посредством 
присоединенного представления, к ее подгруппе G и к G-инва-
риантному подпространству дсгдЦТ/). Ввиду полной приводимо­
сти линейных представлений алгебры Ли g имеется такое раз­
ложение flI(V)=8©m, что [д,щ]с:т. Из этого разложения для 
любого £6д получаем 

что представляет собой условие (1.4) в нашей ситуации. Следо­
вательно, пересечение с g любой орбиты группы GL(V) в gI(V> 
распадается на конечное число орбит группы G. 

В частности, пересечение с g любого класса сопряженности: 
нильпотентных элементов алгебры gl(V) распадается на конеч­
ное число классов сопряженности нильпотентных элементов. 
алгебры д. Известно (из приведения к жордановой форме), что 
в алгебре gl(V) имеется лишь конечное число классов сопря-
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женности нильпотентных элементов. Следовательно, то же вер­
но и для алгебры g. • . 

Тем же методом доказывается, что в полупростой алгебре 
Ли любой класс сопряженности полупростых элементов замк­
нут. 

<щ В силу предыдущего это вытекает из того, что класс 
сопряженности любого полупростого линейного оператора в 
алгебре fil(V) замкнут (см. п. 0.6). ^ „,,&а.-

§ 2. Рациональные инварианты 

2.1. Введение. Вопросы, рассматриваемые в этом парагра­
фе, относятся к бирадиональной теории действий. Для того 
чтобы иметь возможность перехода к неинвариантным откры­
тым подмножествам многообразия X, удобно рассматривать не 
только регулярные, но и любые рациональные действия. Мно­
гообразие X без ущерба можно считать неприводимым, а дей­
ствие — хорошим. 

Итак, пусть задано хорошее рациональное действие а ал­
гебраической группы G на неприводимом алгебраическом 
многообразии X. 

Обычная формула 
(*Ф) (яИяКвг1*) (e*G, <р(ЭД, хщ 

определяет гомоморфизм £--* (<р--*|?Ф.) группы G в группу ав­
томорфизмов поля k{X). Функции ф6&(Х), для которых £ф = 
•=Ф при всех g^Gy называются рациональными инвариантами 
действия а (или группы G, если ясно, о каком действии идет 
речь). Они образуют подполе поля k(X), называемое полем 
инвариантов действия а и обозначаемое через k(X)G. Это по­
ле всегда конечно порождено над k, так как содержится в ко­
нечно порожденном поле k(X) (см., напр., [198]). 

В примерах 1°—3° п. 1.3 k(Xy^k^)y k(xtx2) и k(x2) 
соответственно. (Здесь Х\ и х2 — координаты в k2.) В примерах 
4° и 5° k(X)G=k. Во всех этих примерах рациональные инва­
рианты разделяют орбиты «общего положения». Наша бли­
жайшая цель — доказать, что это справедливо всегда. Однако 
прежде дадим точные определения. 

Говорят, что рациональный инвариант <р разделяет орбиты 
С\ и С% если он определен в точках обеих этих орбит и при­
нимает в них различные значения. Множество М рациональ­
ных инвариантов разделяет орбиты С\ и <?2, если оно содер­
жит инвариант, разделяющий эти орбиты. Наконец» говорят, 
что множество М рациональных инвариантов разделяет орби­
ты общего положения, если существует такое непустое откры-
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тое подмножество Х0аХ, что множество М разделяет орбиты 
.любых двух неэквивалентных точек из Х0. 

Л е м м а 2.1. Если конечное множество Mczk(X)G разде­
ляет орбиты общего положения, то оно порождает поле k(X)G. 

< Пусть Y — какая-нибудь модель0 поля k{X)G и Z= 
= Spec&[M]. Вложения k[M\czk{X)Gcik{X) определяют доми­
нантные рациональные отображения 

% р 
X-*Y^Z. 

По условию леммы для некоторого непустого открытого под­
множества XQCZX из xuX2&XQt pn(xi)=pn{x2) следует, что х\~-
~х% и, значит, n(xi) =к(х2) (если, конечно, я определено в 
точйе х\). По предложению 1.9 существует такое рациональное 
отображение <р: 2->-У, что <ppjt=jt. Очевидно, что ф — отобра­
жение, обратное к р. Таким образом, р — бирациональный изо­
морфизм, т. е. k{M) =*k(X)G. g> 

2.2. График действия. Графиком действия а называется 
подмножество ТаХХХ, состоящее из пар эквивалентных то­
чек. Иначе говоря, это образ многообразия GXX при рацио­
нальном отображении (g, x) •-»- (gx7 x). Из этого описания сле­
дует, что график содержит плотное открытое подмножество 
своего замыкания. Очевидно, что график инвариантен относи­
тельно действий группы G на первый и на второй множители 
произведения XXX. 

Обозначим через р\ и р2 проекции произведения Х^Х на 
первый и второй множители соответственно. Для любой точки 
хЬХ имеем 

В частности, если график действия замкнут, то замкнуты и 
все орбиты. Обратное неверно. Так, если X=k2\{0}, G=fe*, a 
действие определено как в примере 2° п. 1.3, то все орбиты 
одномерны и замкнуты, а график получается из трехмерного 
многообразия {(хи *2, УиУ2)%ХХХ : х\Х2=*у\У2} выкидыванием 
...плоскостей Xi=|/2 —0 и хъ**у\ =0. 

Лемма 2.2. Существует такое непустое инвариантное 
открытое подмножество Х0сХ, что индуцированное действие 
•G : XQ обладает следующими свойствами: 

1) все орбиты замкнуты и имеют одинаковую размерность; 
2) график замкнут. 
2.3- Разделение орбит общего положения 
Теорема 2.3. Для любого действия а алгебраической 

группы G на неприводимом алгебраическом многообразии X 
существует конечное множество рациональных инвариантов, 
разделяющее орбиты общего положения. 

-> Моделью конечно порожденного расширения К поля k называется 
любое алгебраическое многообразие Y над k, для которого k{Y)=K, 
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Впервые эта теорема была доказана, по-видимому, Розен-
лихтом [250]; другое доказательство имеется в [269]. 

<i Перейдя к подходящему открытому подмножеству, добь­
емся того, чтобы многообразие X было аффинным и обладало 
свойствами, указанными в лемме 2.2. Обозначим через / идеал 
алгебры k[XXX]=k[X]®k[X], соответствующий графику Ге: 
czXXX действия а, и через / — порожденный им идеал алгеб­
ры k(X)®k[X]. 

Будем считать, что группа G действует на первый множи­
тель произведения XXX. Так как график Г инвариантен отно­
сительно этого действия, то идеалы / и / также инвариантны. 

Л е м м а 2.4. Пусть К — расширение поля k и G— неко­
торая группа его автоморфизмов. Пусть V—векторное прост­
ранство над k (не обязательно конечномерное) и W—подпро­
странство векторного пространства К® V над К, инвариантное 
относительно естественного действия группы G. Тогда W по­
рождается инвариантными векторами. 

(Группа G действует в K&V по правилу 
g(2ai®vi).='Lgai®vi (g£Gy a№, v^V).) 

Положим теперь K=k(X). По лемме 2.4 идеал / алгебры 
K®k[X] как векторное пространство над К порождается G-ин-
вариантными элементами. Из этих элементов можно выбрать 
конечную систему образующих идеала /, скажем, Fu . . . , Fp. 
Имеем 

Fi « 2fis®uis (fisBk (X) <*, ииЩХ\). 
Докажем, что инварианты fis разделяют орбиты общего поло­
жения. 

Заменив многообразие X подходящим главным открытым 
подмножеством, можно добиться выполнения следующих ус­
ловий: 

1) fiS&k[X] при всех £, s; 
2) Fi^I при всех i\ 
3) Fu • • . , Fp порождают идеал / в алгебре k[X]®k[X]. 
При этих условиях орбита точки х£X задается уравнениями 

Fi(xy y) = ^fis(x)uLs(y)=^0, t = l , ...9p. 
s 

Следовательно, если fiS(xi)=fiS(x2) при всех i, s, то Gxx^Gx2v 
т. е. х\~Х2^ 

С л е д с т в и е . Степень трансцендентности поля k(X)G рав­
на я—га, где n = dimX, m=max dim Gx. В частности, k(X)G=k 

X 

тогда и только тогда, когда группа G имеет открытую орбиту 
в X. 

<| Пусть инварианты уи ..., yd£k(X)G разделяют орбиты 
общего положения. По лемме 2.1 они порождают поле k(X)G~ 
Положим Y=Speck\t/u . ••> Ув\ и рассмотрим доминантное ра-
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диональное отображение я : Х->У, определяемое вложением 
k\yu - . . , yd]ak(X). Согласно выбору функций уи • ••> Уа су­
ществует такое непустое открытое подмножество XQciX, ЧТО 
слои ограничения отображения п на Х0 совпадают с орбитами 
группы G. Следовательно, dim X—dim Y=m, но dim У и есть 
степень трансцендентности поля k{X)G. • 

2.4. Рациональный фактор. Всякая модель Y поля k(X)G, 
вместе с рациональным отображением я : Х-^У, определяемым 
вложением к(Х)°с11г(Х), называется рациональным фактором 
действия а (или рациональным фактором многообразия X по 
группе G, если ясно, о каком действии идет речь). 

По теореме о размерности слоев рационального отображе­
ния [94], слои общего положения отображения тс являются не­
смешанными15 подмногообразиями размерности m—= dim X— 
—dim У (совпадающей с размерностью орбит общего положе­
ния), а все неприводимые компоненты всех вообще слоев име­
ют размерность ^ т . Из теоремы 2.3 следует, что существует 
непустое инвариантное открытое подмножество XQCZX, орбиты 
точек которого разделяются отображением я (и, следователь­
но, имеют размерность т ) . Отсюда вытекает следующее свой­
ство универсальности рационального фактора: если p:X~-*Z — 
рациональное отображение, постоянное на орбитах точек об­
щего положения многообразия X, то существует такое рацио­
нальное отображение ф : У-^Z, что р=фя (см. предложение 
1.9). 

Более точное описание слоев общего положения отображе­
ния я дает 

П р е д л о ж е н и е 2. 5. Пусть (У, я) — рациональный фак­
тор действия G : X. Существует непустое открытое подмноже­
ство У0с:У, слой над каждой точкой которого представляет 
собой пересечение замыкания орбиты максимальной размерно­
сти с областью определения отображения Jt. 

Действие G : X называется стабильным, если в X существу­
ет непустое открытое подмножество, орбиты точек которого 
замкнуты. Свойство стабильности не является бирациональной 
характеристикой действия: при ограничении на открытое под­
множество, состоящее из точек, орбиты которых имеют макси­
мальную размерность, любое действие становится стабильным. 
В примерах п. 1.3 стабильными являются действия 2° и 3°. 

С помощью предложения 1.9 легко доказывается 
П р е д л о ж е н и е 2.6. Пусть N—алгебраическая нор­

мальная подгруппа группы G и (Z, р)—рациональный фактор 
многообразия X по группе N. Тогда существует (единственное) 
рациональное действие [J факторгруппы G/N на Z, для кото­
рого диаграмма 

-) Т. е, все их неприводимые компоненты имеют одинаковую размерность. 
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X—+X 

z—>z 
коммутативна при всех g£G. 

Понятие рационального фактора и вся изложенная в этом 
пункте теория тривиально обобщаются на ситуацию, когда 
многообразие X не обязательно неприводимо, но группа О 
транзитивно действует на множестве его неприводимых ком­
понент (такчто&(Х)°— поле). 

2.5. Сечения. Неприводимое подмногообразие SczX назы­
вается (рациональным) сечением (соотв., квазисечением) дей­
ствия а, если существует такое непустое открытое подмноже­
ство XQCZX, ЧТО любая орбита индуцированного действия G: 
:Х0 пересекает S ровно по одной точке (соотв. по непустому 
конечному множеству). Так, в примере 1° п. 1.3 сечением яв­
ляется любая прямая, не проходящая через нуль, а в примере 
2° — любая прямая, параллельная одной из координатных 
осей и не проходящая через нуль. 

Сечение существует далеко не всегда. Например, если груп­
па G конечна (но не тривиальна), то сечения быть не может. 
Действительно, предположим, что имеется сечение S; тогда 
отображение 

GXIS-+X, (g,s)~gs, 
является бирациональным изоморфизмом (см. предложение 
1.9), что невозможно ввиду неприводимости X. Мы покажем,, 
что любое действие допускает квазисечение, в то время как 
вопрос о существовании сечения есть вопрос о тривиальности 
некоторого класса когомологий Галуа. 

Пусть (У, я). — рациональный фактор действия а. Для лю­
бого сечения SczX определено ограничение отображения я 
на S. По теореме 2.3 оно разделяет точки общего положения 
и, следовательно, является бирациональным изоморфизмом. 
Иначе говоря, поле k(X)G естественно (путем ограничения 
функций на S) изоморфно полю k(S). Если же S — лишь ква­
зисечение, то поле k(S) является конечным расширением поля 
ад*. 

Сказанное позволяет толковать сечение как рациональное 
отображение а: Y-+X, для которого na=id. При этом S = G(Y) 
будет сечением в смысле первоначально данного определения. 

Аналогично, квазисечение можно толковать как такое ра­
циональное отображение а некоторого неприводимого алгебра­
ического многообразия Z в многообразие J, для которого ото­
бражение^ р=я0: Z-*Y является рациональным накрытием 
(т. е. р (Z) = У и слои общего положения конечны). Можно 
требовать, чтобы отображение о было рациональным вложени­
ем; тогда число листов накрытия будет равно числу точек пе~ 
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ресечения орбиты общего положения с подмногообразием S = 
= a(Z). Однако мы не будем этого делать, оставляя за собой 
право заменять многообразие Z любым накрывающим его мно­
гообразием. Таким путем мы всегда сможем, во-первых, до­
биться того, чтобы накрытие р было накрытием Галуа, и, во-
вторых, представить любые два квазисечения как отображения 
в X одного и того же многообразия Z. 

П р е д л о ж е н и е 2.7. Любое рациональное действие а 
допускает квазисечение. 

Ч Без ограничения общности можно считать, что X — аф* 
финное многообразие. Пусть хи . . . , xh — система образующих 
алгебры k[X\. Положим k(X)G = K. По теореме о продолжении 
гомоморфизмов (см. , напр., [198], теорема 2 гл. X) существует 
./(-гомоморфизм алгебры К[х\у . . . - xh] в некоторое конечное 
расширение L поля i(. Соответствующее рациональное отобра­
жение модели Z поля L в многообразие X и будет искомым 
квазисечением. ^ 

Опишем теперь структуру множества всех квазисечений. 
Для этого слегка изменим нашу точку^зрения. А именно, за­
фиксируем алгебраическое замыкание К поля K=k(X)G и бу­
дем считать, что все рассматриваемые конечные расширения 
поля К вложены в К. Тогда рациональные отображения в X 
рациональных накрытий многообразия У суть не что иное, как 
К-точки многообразия X, а квазисечения образуют в Х(К) 
подмногообразие Q, определенное над К. (Множество квази­
сечений в старом смысле есть фактор многообразия Q по груп­
пе Gal К/К.) Сечения—это /(-точки многообразия Q. 

Очевидно, что подмногообразие QaX(K) инвариантно отно­
сительно группы G{K). Если сгь а2-2->Х —любые два квази­
сечения, то для точек z£Z общего положения точки GX (z) и а2 (z) 
лйжат на одной орбите группы G. Отсюда следует, что группа 
О (К) транзитивно действует на Q. _ 

Рассмотрим действие группы Г>луа Gal К IK на Q. Условимся 
считать, что группа Галуа действует справа, и обозначать это 
действие верхним индексом. Пусть сг—какое-либо квазисечение 
и ф—его стабилизатор в группе G(K). Для любого ^gGal К!К имеем 

0Y—-gr(4)a, 
где g(4)&G(Я)- Элемент g{^) определен с точностью до умно­
жения справа на элемент из ф. Непосредственное вычисление 
показывает, что 

йГ(тв)—«Г(т)в*(в)' (mod«); (2Л) 
кроме того, 

Отображение чн*£(ч)ф, удовлетворяющее условиям (2.1) и 
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(2.2)^ естественно называть ̂ одномерным коциклом на группе 
Gal К/К со значениями в G(K)/$. 

Коцикл, определяемый другим квазисечением o'=g'a (gG 
€G(/()), имеет вид 

s'frW^Mer1; (2.3) 
при этом подгруппа ф заменяется на сопряженную подгруппу 

«W&T 1 - (2.4) 
Если подгруппа ф фиксирована, то должно быть g&N(§). Мно­
жество коциклов вида (2.3) с gbN{®) будем считать по опре­
делению классом одномерных относительных когомологий Га­
луа поля К со значениями в G(K)I& Множество всех таких 
классов обозначим через Я1 (К, G (/()/$). 

Таким образом, действию а сопоставляется класс когомо­
логий Галуа __ 
где R=k(X)G, а ф — стабилизатор какого-либо квазисечения. 
Важно отметить, что определение когомологий зависит от вы­
бора подгруппы ф в классе сопряженных подгрупп. 

Сечения выделяются среди квазисечений тем, что соответ­
ствующий им коцикл тривиален. Следовательно, действие a 
обладает сечением тогда и только тогда, когда с (а, ф)=0 при 
подходящем выборе подгруппы ф в классе сопряженных под­
групп. 

2.6, Специальные группы. Если стабилизатор точки общего 
положения многообразия X тривиален, то -б={е}, и относи­
тельные когомологий Галуа превращаются в обычные. Име­
ются алгебраические группы, для которых эти когомологий 
тривиальны для любого конечно порожденного расширения К 
поля k (и тогда автоматически вообще для любого расшире­
ния). Следуя '[264], назовем эти группы специальными. 

К числу специальных групп относятся, например: 
1) аддитивная группа поля; 
2) мультипликативная группа поля; 
3) группа SLn; 
4) группа Spn. 
щ Специальность первых двух групп доказывается путем 

аддитивного усреднения соотношения, определяющего коцикл 
(для мультипликативной группы это так называемая теоре­
ма 90 Гильберта). Так же может быть доказана специаль­
ность группы GLn. Специальность групп SLn и Spn вытекает 
тогда из отсутствия нетривиальных «форм» у объектов, груп­
пами автоморфизмов которых они являются [265]. ^ 

Далее, легко видеть, что если нормальная подгруппа N 
группы G и факторгруппа G/N специальны, то и группа G 
специальна. Отсюда следует, в частности, что все связные 
разрешимые группы специальны. 
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Учитывая все вышеизложенное, получаем следующую 
теорему о существовании сечений. 

Теорема 2.8. Пусть G— связная алгебраическая группа, 
факторгруппа которой по радикалу есть прямое произведение 
групп типов SL или Sp. Тогда всякое действие группы G с 
тривиальным стабилизатором общего положения обладает се­
чением. 

Все группы, не удовлетворяющие условию этой теоремы, 
не являются специальными [264]. 

Алгебраическая подгруппа Н специальной алгебраической 
группы G специальна тогда и только тогда, когда действие Я 
на G правыми сдвигами обладает сечением [264]. 

2.7. Бирациональная классификация действий. Независи­
мо от существования сечения, система данных ((?> К, ф> с) 
характеризует действие а с точностью до бирационального 
изоморфизма. Эти данные не связаны никакими условиями, 
кроме одного, обеспечивающего неприводимость многообра­
зия X: коцикл, представляющий класс с- должен принимать 
значения во всех связных компонентах многообразия 6?(/С)/ф. 
(Тем самым получается бирациональная классификация всех 
действий на неприводимых многообразиях). 

^ Докажем это в случае тривиального коцикла с и связной 
группы G. Можно проверить, что объекты, существование ко­
торых утверждается теоремой Шевалле из п. 1.4, рациональ­
ны над полем определения. Это означает, что_ существует та­
кое определенное над К действие группы G(K) на проектив­
ном пространстве Рп и Д"-рациональная точка х®Рп, что 
$s:sG(R)x. С геометрической точки зрения это означает следу­
ющее. Ясно, что К в этом утверждении можно заменить на 
конечно порожденную ^-алгебру АаК, полем частных которой 
является /С Пусть Z — аффинное многообразие, определенное 
алгеброй Л. Тогда -§ можно трактовать как алгебраическое се­
мейство подгрупп в G, параметризованное многообразием Z, 
то есть как такое подмногообразие Y в ZXG, что 
$(z) ; «рггСргг1 (г)) — алгебраическая подгруппа в G (для 
этого уравнения с коэффициентами в К", задающие ф в О (К), 
следует рассматривать как уравнения с коэффициентами в k, 
задающие Y в ZXG). Аналогично, точку х следует трактовать 
как морфизм s:Z-*-Pn. Тогда ф(г)— это G-стабилизатор точ­
ки s(z). Обозначим через X подмногообразие в Рп, явля­
ющееся замыканием G»$(Z), Тогда s является сечением для 
действия группы G на X и паре (X, $) соответствует система 
данных (О, д, ф, с). *> 

Изложенная теория тривиальным образом может быть пе­
ренесена на ситуацию', когда многообразие X, вообще говоря, 
приводимо, но группа G транзитивно действует на множестве 
его неприводимых компонент (так что k(X)° — по-прежнему 
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поле). Тогда сформулированное выше условие будет излиш-
ним. 

Система данных, описывающая действие, может быть зна­
чительно упрощена, если стабилизаторы точек некоторого 
непустого открытого подмножества XoczX сопряжены какой-
либо одной подгруппе HaG. (Так будет, например, если ста? 
билизаторы точек общего положения редуктивны; см. также 
§7)_В этом случае подгруппа $ сопряжена в G(K) подгруппе 
Н (К). Если считать, что ф=-Я_АГ)> то из (2.2) следует, что 
£(ч)6(ЛГ(#))(/С) при всех «fQGalKlK, и рассматриваемые кого-
мологии сводятся к обьганым когомологиям Галуа поля К со 
значениями в группе (N {Н)1Н)(К). 

На геометрическом языке это означает, что бирациональ-
ное описание действия группы G на многообразии X сводится 
к бирациональному описанию действия группы N(H)/H на 
объединении неприводимых компонент многообразия .Xя, пе­
ресекающихся с Х0: см. следующий пункт. 

2.8. Относительные сечения. Пусть действие а регулярно. 
Несмешанное подмногообразие SczX называется относитель­
ным сечением действия а, если существует такая алгебраиче­
ская подгруппа NczG и такое плотное открытое подмножество 
SQCZS, что 

(51) GS = X; 
(52) NSczS; 
(53) gSof]So^0 влечет geN. 
При желании явно указать подгруппу N относительное се­

чение называют Ы-сечением1\ Впрочем, нетрудно видеть, что N 
совпадает с нормализатором N (S) -={n6G|nS=5} подмногооб­
разия S. 

При N={e} относительное сечение является сечением в 
смысле п. 2,5, но обратное, вообще говоря, неверно, посколь­
ку у точек общего положения в сечении могут быть нетриви­
альные стабилизаторы. 

Многообразие X с действием на нем группы G с точностью 
до бирационального изоморфизма восстанавливается по N-* 
сечению S с действием на нем подгруппы NcG. А именно, 
рассмотрим морфизм 

p:Q-S-+X, (g9s)~gs, {2,5) 
(правое) действие N: GX.S, определяемое формулой 

(g,s)n=(gn, nrls) (2.6) 
и перестановочное с ним (левое) действие G: GXS, опреде­
ляемое формулой 
_ _ _ _ _ g(h,s) = (gh, s). (2.7) 

1> Впервые это понятие проявилось, по-видимому, в работе П. И. Кацы--
ло [50] под названием «(G, N)-сечение». 
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П р е д л о ж е н и е 2.9. Группа N транзитивно действует на 
множестве неприводимых компонент многообразия GX5 (и, 
тем более, на множестве неприводимых компонент многообра­
зия S). Пара (Х,р) является рациональным фактором много-
образия G*X$ по действию (2.6) группы N, причем 

dim X= dim 5;+dim G—dim N. 
Действие группы G на X индуцируется посредством отображе­
ния р ее действием (2.7) на GX5. 

Из первого утверждения предложения 2.9 следует, что 
любая неприводимая компонента А/-сечёния является Л^рсече-
нием, где N\ — стабилизатор этой компоненты в группе N. 

Рассуждение, подобное тому, которое было проведено в 
п. 2.5, показывает, что поле k{X)G естественно (путем ограни­
чения функций на 5) изоморфно полю k(S)N. 

Имеется следующий способ построения относительных се­
чений. Предположим, что стабилизаторы всех точек некоторо­
го непустого открытого подмножества ХосХ сопряжены одной 
подгруппе #==G.*0c:G. Рассмотрим неприводимые компоненты 
многообразия 

Хв= {х£Х : hx=x для всех ЫЩ, 
пересекающиеся с Jo. Среди них выберем компоненты макси­
мальной размерности. Пусть S — их объединение. Очевидно, 
что S является N (Я) -сечением. 

В частности, если применить эту конструкцию к присоеди­
ненному представлению редуктивной алгебраической группы 
G, то Н будет максимальным тором группы G, a S==gH — его 
касательной алгеброй, т. е. картановской подалгеброй ал­
гебры Q. 

Располагая относительным сечением какого-либо одного 
действия, можно получать относительные сечения других дей­
ствий. 

П р е д л о ж е н и е 2.10 ({50]). Пусть алгебраическая груп­
па G действует на неприводимых алгебраических многообрази­
ях X и У, и пусть %:Y-+-X— доминантный морфизм, переста­
новочный с действием группы G. Пусть, далее, S — относи­
тельное сечение действия G : X. Тогда объединение неприво­
димых компонент максимальной размерности многообразия, 
T~1(S) будет относительным сечением действия G: Y (с тем 
же нормализатором). 

Пример Г. Покажем, как с помощью этого предложения 
могут быть построены некоторые относительные сечения ес­
тественного действия группы SL2 в пространстве Vd бинарных 
форм степени d от переменных х, у [50], [51]. При й^Л ста­
билизаторы точек общего положения пространства Vd не со­
держатся в ядре неэффективности действия и сопряжены под­
группе 
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v"d= 

[группа диагональных матриц при d = 2, 
Hd^ циклическая группа порядка 3 при d=S, 

(группа кватернионных единиц при d = 4. 
В этих случаях подпространство 

( (ху > при rf = 2, 
(хг, */3> при ^==3, 
(х4+у\ х2у2) при d = 4 

является N(H&) -сечением. (См. подробности в примере Г 
п. 7.2). Разложение симметрического квадрата пространства 
Vd в сумму неприводимых подпространств (см. пример 2° 
п. 3.12) показывает, что при нечетном (соотв., четном) d име­
ется единственное с точностью до постоянного множителя не­
нулевое 5Ь2-эквивариантное квадратичное отображение 
q: V<JT^V2 (соотв., q : Vd-̂ V-i). Можно проверить, что при 
0=3 это отображение доминантно. Таким образом, с помощью 
предложения 2.10 при нечетном г£>3 мы получаем Л/(Яг)-
сечение, а при четном d^4 — N(#4)-сечение действия группы 
SL2 в пространстве V& Полезно отметить, что эти сечения яв­
ляются коническими. 

2.9. Проблема рациональности. Естественно задаться во­
просом, каким может быть поле инвариантов k(X)G при за­
данном многообразии X. В частности, не будет ли оно ра­
ционально^, если многообразие X рационально? 

В силу известных результатов Люрота и Кастельнуово 
i-см., например, [94]) ответ на последний вопрос положителен, 
^сли степень трансцендентности поля k(X)G равна 1 или 2. 
Без этого ограничения ответ в общем случае отрицателен, как 
показано в работе [289] (основанной на контрпримере Артина 
и Мамфорда к проблеме Люрота), в которой G — группа по­
рядка 2. Более того, недавно были построены примеры ко­
нечных линейных групп, для которых поле инвариантов не ра­
ционально [253]. Однако подобных примеров связных алгеб­
раических линейных групп не известно. Напротив, для них 
получены некоторые положительные результаты, которые мы 
сейчас приведем. 

Рациональное действие а алгебраической группы G в про­
странстве kn называется треугольным, если в подходящей сис­
теме координат все преобразования a(g), g*GG, имеют вид 

(Xi) н* (OiXj+fi (xi+h.... хп))', 

где аг-£&*, ffik(xi+u .**,*n). 
Т е о р е м а 2.11. [209]. [30]. Поле инвариантов любого тре­

угольного действия рационально. 
В силу теоремы Ли — Колчина отсюда получается 
-) Конечно порожденное расширение поля k называется рациональным, 

если оно изоморфно полю рациональных функций от независимых перемен­
ных Многообразие X называется рациональным, если поле k(X) рационально. 
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С л е д с т в и е . Поле инвариантов любой связной разре­
шимой алгебраической линейной группы рационально. 

Особенно прост случай диагональной линейной группы., 
В этом случае поле инвариантов порождается инвариантными 
одночленами xx

h ...xn
k , где ku.. .,£» — целые (не обяза­

тельно неотрицательные) числа. Инвариантные " одночлены 
образуют подгруппу в мультипликативной группе всех одно­
членов. Последняя является свободной абелевой группой ран­
га п. Следовательно, группа инвариантных одночленов — 
также свободная абелева. Ее базис и будет алгебраически не­
зависимой системой образующих поля инвариантов. 

Чрезвычайно трудным кажется вопрос о рациональности 
полей инвариантов связных полупростых линейных групп. 
Решение этого вопроса сдвинулось с мертвой точки благодаря 
П. И. Кацыло, доказавшему следующую теорему [50], [511, 
[62]». 

Т е о р е м а 2.12. Поле инвариантов любого линейного 
представления группы SL2X(&*)m рационально. 

Доказательство этой теоремы для неприводимых линий 
представлений состоит в исследовании относительных сечений* 
построение которых описано в п. 2.8. Кроме того, используется 
следующая теорема (автора которой сейчас уже трудно уста­
новить, см. обзор [134]): 

Т е о р е м а 2.13. Пусть алгебраическая группа G линейно-
действует в векторном пространстве V. Если пространство V 
может быть разложено в прямую сумму инвариантных под­
пространств Vi, V2 таким образом, что стабилизатор точки об­
щего положения для действия Q:V\ тривиален и поле k(Vi)G 

рационально, то и поле k(V)G рационально. 
Последняя теорема позволяет доказать рациональность по­

лей инвариантов любых линейных представлений простейших 
неабелевых конечных групп, например группы \SA, ЧТО и ис­
пользуется в доказательстве теоремы Кацыло. 

Если группа G линейно действует в векторном пространст­
ве V, то она действует и в проективном пространстве PV, ас­
социированном с V. При этом 

k{PV)*=k(V)GXh\ (2.8) 
где группа &* действует в V гомотетиями. Поэтому из теоремы 
Кацыло следует, что поле инвариантов любого проективного 
представления группы SL2 рационально. Для проективного 
представления, ассоциированного с (2g+3) -мерным неприво­
димым линейным представлением, это означает, что простран­
ство модулей гиперэллиптических кривых рода g рационально 
(см, п. 0.11 и пример Г п. 4,6). 

-> Для нечетномерных неприводимых представлений доказательство, дан­
ное в работе [50], содержало ошибку. В работе [51] дано верное доказатель­
ство для всех таких представлений, кроме 11-мерного. Последний случай был 
разобран в [21]. 
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* Отметим, что если поле k(PV)G рационально, то и поле 
k(V)G рационально. (В частности, поле k(V)G всегда ра­
ционально, если dim V^3.) Ввиду (2.8) это вытекает из сле­
дующей леммы. 
"••• Л е м м а 2.14. Пусть алгебраический тор Г действует на 
неприводимом алгебраическом многообразии У. Если поле 
ft(Y)T рационально, то и поле k(Y) рационально. 

^Поскольку любая факторгруппа тора также является 
тором, можно считать, что действие эффективно. В этом слу­
чае по теореме 2.8 оно обладает сечением S. Так как k(S)~ 
c*k(Y)T, то сечение рационально; но многообразие У бира-
ционально изоморфно TXS и, следовательно, также 
рационально. • 

Другие результаты по проблеме рациональности см. в 
[254], [21], [53], [274], [275]. 

§ 3. Целые инварианты и коварианты 

3.1. Введение. Пусть алгебраическая группа G действует 
на алгебраическом многообразии X. Функции fek[X], для ко­
торых gf==jF при всех g£G, называют инвариантами действия 
р:Х (или группы G, если ясно, о каком действии идет речь); 
й случае необходимости различения с рациональными инва­
риантами их называют целыми, или регулярными, инвариан­
тами. Целые инварианты образуют подалгебру в алгебре 
k[X\, обозначаемую через k[X]G и называемую алгеброй ин­
вариантов действия G : X (или группы G). 
J П р и м е р 1°. В примерах Т—3° п. 1.3 k\[X]G=k, k[xy] и 
k[y] соответственно. 

П р и м е р 2°. Пусть # ;~алгебраическая подгруппа груп­
пы G. Рассмотрим действие Я на G правыми сдвигами. Есте­
ственный морфизм д : G-+G/H (см. п. 1.4) определяет изомор­
физм я* : k[G/H]-+k[G]i*. 
, Полезным обобщением ^понятия инварианта является по­
нятие полуинварианта", или относительного инварианта. (Це­
лым) полуинвариантом веса х действия GvX называется 
функция _f$k[X], удовлетворяющая условию gf^xig)!* 
%(§")€&*, при всех 0G. Функция % автоматически является ха­
рактером группы G. Ясно, что инвариант —это полуинвариант 
в̂еса 1. 

П р и м е р 3°. В примере Г п. 1.3 функции х и у являются 
полуинвариантами одного веса (в то время как инварианты, 
"отличные от константы, отсутствуют), 

Имеется удобный геометрический критерий полуинва­
риантности. 
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Теорема 3.1. Если группа G связна, а многообразие X 
неприводимо, то функция f£k[X] является полуинвариантом 
тогда и только тогда, когда подмногообразие 

X(f)={xeX\f(x)-Q} (3.1) 
инвариантно относительно G. В частности, все элементы из 
k[X]* являются полуинвариантами. 

«Щусть X(f) инвариантно. Заменяя X на X\X(f), можнр 
считать, что 1(/)==0, т. е. }ЩХ]*. Рассмотрим функцию 
F^kWy^X], определяемую по формуле F(gf x)^f(gx). Так как 
FGk\GXX]*, то существуют такие функции fi&fo[G]* и 
/2бй[Х]*, что F(g,'x)—fi(g)f2{x), [251]. Можно считать, что 
fi(e)*=l; тогда fs=sf2 — полуинвариант веса frl.P-

3.2. Связь между целыми и рациональными инвариантами. 
Очевидно, что алгебра k{X)a рациональных инвариантов дей­
ствия G ; X содержит алгебру отношений Qk[X]G алгебры 
H[X]G целых инвариантов. Вообще говоря, это включение яв­
ляется строгим. Так, в примере Г п. 1.3 k(X)u=*k(--)9 a 
Qk[X]G=k(X)G = k. Однако в некоторых важных случаях, ука­
зываемых ниже, все же имеет место равенство 

k(X)°=Qk[X\°, ' (3.2) 
т. е. каждый рациональный инвариант представим в виде от­
ношения двух целых инвариантов. 

Следующая лемма позволяет свести рассматриваемый во­
прос к случаю связной группы. 

Л е м м а 3.2. Если рациональный инвариант f£k(X)G пред­
ставим в виде отношения двух целых инвариантов (соотв. 
полуинвариантов) группы G0, то он представим в виде отно­
шения двух целых инвариантов (соотв. полуинвариантов) 
группы G, В частности, если группа G конечна и k(X) = 
-<ЭВД, то k(X)G^Qk[X]G. 

< Пусть / » — , где р и <7~-Целые инварианты (соотв. полу­
инварианты) группы G0, и пусть gu *.., ^—представители 
смежных классов О по 0°. Тогда Q—Ugiq будет инвариантом 
(собтв. полуинвариантом) группы О и, умножив числитель и зна­
менатель дроби -£- на —, мы получим требуемое представление 

Я Ч 
функции / . • 

Вопрос о справедливости равенства (3,2) разумен, лишь 
если k(X)=*Qk[X) (например, если многообразие X квазиаф-
финно). 
' Теорема 3.3. Пусть ЦХ)=*Я%[Х]. Если выполнено любое 
из условий 

(а) группа 0° разрешима, 
(б) алгебра йВД факториальна, 
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то всякий рациональный инвариант действия G : X предста­
вим в виде отношения двух целых полуинвариантов (одного 
веса). Если, кроме того, группа б° не имеет нетривиальных 
характеров (что в случае (а) означает ее унипотентность), то 
k(X)G^Qk[X]G. 

< Будем считать, что группа G связна. Пусть 
/ в - £ . е Л ( * ) о , р, д&т 

(а) Линейная оболочка функций gq% geQ, конечномерна 
(лемма 1.4). По теореме Ли—Колчина в ней существует ненуле­
вой полуинвариант, скажем, 2 Cig%q (c&k, g&G). Для любого i 

i 
gtp«. _. _ f^^cisip имеем /-=огг/ = |—1-; следовательно, /==-,--
81Я 2jCigiq 

б) Будем считать, что р и q взаимно просты. Если g£G> та 
•y-^ l - и, значит, gq=-eq, где её A [AT]*. Имеем (см. v3.1)) 
gAT(̂ ) = A'(g"̂ ) = J-"(̂ ) и, согласно теореме 3.1, # —полуинва­
риант. • 

Из теоремы 2.3 и леммы 2.1 легко следует 
Предложение 3.4. Пусть многообразие X неприводимо. 

Алгебра k[X]G разделяет орбиты общего положения тогда и 
только тогда, когда k(X)G=Qk[X]G, и в этом случае сущест­
вует конечное множество целых инвариантов, разделяющее 
орбиты общего положения, и степень трансцендентности ал­
гебры k[X]G равна коразмерности орбиты общего положения. 

3.3. Базисные инварианты. Каким образом можно явно 
описать инварианты заданной алгебраической группы преоб­
разований? Ясно, что достаточно указать систему образующих 
алгебры инвариантов (ср. пример 2° п. 3.1). Такую систему 
(определенную, конечно, не однозначно) называют полной си­
стемой инвариантов, а ее элементы — базисными инвариан­
тами^. 

Обсудим задачу отыскания базисных инвариантов в наибо­
лее важном случае, когда Х= V — векторное пространство, а 
GczGL(V) — линейная группа. (Вплоть до 60-х гг. этого века в 
теории инвариантов рассматривалась только такая ситуация.) 

Алгебра A=*k\y\ обладает естественной GL(F)—инва-
00 

риантной градуировкой А= ® Ап, где Ап — (конечномерное) 
л-=-0 

пространство однородных многочленов степени п. Очевидно* 
что 

А°^<з[оА1 (3.3) 
!> Эта не совсем то же самое, что полная система инвариантов в смысле 

п. 0.1 (см., однако, предложение 3.4 и теорему 3.3). 
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Для каждого п подпространство А% выделяется в Ап си­
стемой однородных линейных уравнений 

gf4№G). (3.4) 
Эта система, вообще говоря, бесконечна, однако легко ука­
зать эквивалентную ей конечную систему. А именно, пусть 
{£ь • • • > im} — базис касательной алгебры fi группы G и 
\§и . . -, g j — система представителей смежных классов G 
по G°„ Тогда система (3.4) эквивалентна объединению систем 

E,f~0 ( i= l , . . . ,m) , (3.5) 
g,f-f (/—1 (3.6) 

Таким образом, мы можем, по крайней мере в принципе, най­
ти базис пространства А°п для любого заданного п. 

В действительности система (3.5) может быть сокращена. 
А именно, могут быть оставлены только те уравнения, кото­
рые отвечают базисным элементам борелевской подалгебры 
алгебры д. Это следует из того, что вектор в пространстве 
представления связной алгебраической группы, инвариантный 
относительно ее борелевской подгруппы, автоматически инва­
риантен относительно всей группы. 

Элементы алгебры g действуют в k[V] как (линейные) диф­
ференциальные операторы. Поэтому уравнения (3.5) могут 
быть записаны как дифференциальные уравнения. 

Пример 1°. (Ср. п. 0.12) Пусть G=SL2, a V =~Vd — про­
странство бинарных форм 

d 

й(*,80-2а***"У (3'7) 

степени d от стандартных координат х и у тавтологического 
БЬг-модуля k2. Группа SL2 действует в V& по формуле 

(gtt){x,y)^u(dx—hy, — сх+ау) (?«(? JeSUj. (3.8) 
Базисные элементы 

(I .!,) . (S J). (! Э <м> 
€е касательной алгебры 0l2 действуют в Vrf как дифференциаль­
ные операторы 

-'&+*•*• - *£• -*h «"-> 
Соответственно, а в ft [Vd]|—как дифференциальные операторы 

^d-2i)a' 2(-+1)««*!-fe- 2 <-*--+и»---ТЕ: <ЗЛ1) 

i-О «-О - -1 
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(в координатах а0, . а ь . . . , а д пространства V<0- Первые две 
из матриц (3.9) составляют базис борелевской подалгебры ал­
гебры $12. Поэтому дифференциальные уравнения для инвари­
антов имеют вид 

|(rf-a)«l-gr-o,- |Wi)«w^r-o. (3;12> 
Продолжая общие рассмотрения, для каждого п обозначим 

через Rn пространство однородных инвариантов степени п, 
выражающихся (целым образом) через инварианты меньших 
степеней: 

я»-2-О»--- <злз) 

Пусть {fnb . . . , fnpn}-~базис какого-либо подпространства в Ап% 
дополнительного к Rn. Многочлены 

fni (л = 1,2, . . . ; /"==1 ;...., (3.14) 
образуют минимальную полную систему инвариантов. В ее 
построении имеется некоторый произвол, но, во всяком случае, 
числа ри р2,... определены однозначно. Любая минимальная 
полная система однородных инвариантов получается таким об­
разом. 

Отметим, что число p l + p 2 + . . . (конечное или бесконечное) 
есть минимальное возможное число элементов в полной систе­
ме инвариантов, даже не обязательно однородных. 

^ В самом деле, пусть {fa} — такая система. Можно счи­
тать, что многочлены fa не имеют свободных членов. Тогда они 
принадлежат идеалу / алгебры AG, порожденному всеми од­
нородными инвариантами положительных степеней, а их вы­
четы по модулю Р линейно порождают векторное простран­
ство J/Р. С другой стороны, вычеты инвариантов (3.14), как 
следует из их построения, составляют базис этого простран­
ства. • 

Для того чтобы описанная процедура могла быть проведе­
на в конечное число шагов, необходимо, чтобы алгебра инва­
риантов была конечно порожденной. Кроме того, нужны ка­
кие-то дополнительные соображения, позволяющие определить 
момент окончания процедуры, т. е. наибольшую степень я, для 
которой нужно проводить вычисления. Этим проблемам будут 
посвящены пп. 3.4—3.7. 

3.4. Теорема Гильберта об инвариантах. В XIX в. конечная 
порожденность алгебры инвариантов в каждом рассматривав­
шемся случае доказывалась одновременно с предъявлением 
конечной полной системы инвариантов. Гильберт в 1890 г. 
[154] предложил совершенно иной подход. В духе своего вре­
мени он рассматривал только инварианты для действия уни-
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модулярной группы в пространстве форм (или систем форм). 
Однако идеи работы [154] фактически позволяют доказать 
следующий современный вариант теоремы Гильберта. 

Т е о р е м а 3.5. Алгебра инвариантов действия редуктивной 
алгебраической группы на аффинном алгебраическом много­
образии конечно порождена. 

Мы приведем доказательство этой теоремы в более широ­
ком алгебраическом контексте. Для этого введем некоторые 
понятия. 

Пусть G — алгебраическая группа и М — некоторый, вооб­
ще говоря, бесконечномерный G-модуль. Будем называть 
G-модуль М алгебраическим, если любой элемент из М со­
держится в некотором алгебраическом конечномерном G-
подмодуле. Алгебраичность сохраняется при переходе к под­
модулям, фактормодулям, прямым суммам и тензорным про­
изведениям. 

Алгебраический G-модуль, снабженный структурой комму­
тативной ассоциативной алгебры с единицей таким образом, 
что преобразования из G являются автоморфизмами этой ал­
гебры, будем называть алгебраической G-алгеброй. Если 
группа 6 действует на алгебраическом многообразии X, то в 
силу предложения 1, k[X] — алгебраическая G-алгебра (но 
k(X)t вообще говоря, не является алгебраической G-алгеброй). 

Если группа G редуктивна, то во всяком алгебраическом 
G-модуле М существует единственный G-подмодуль Мг, допол­
нительный к Ма. Он может быть охарактеризован, .например, 
как сумма всех нетривиальных (конечномерных) простых Gr 
подмодулей модуля М. Проектор на MG параллельно М' на­
зывается оператором Рейнольдса и обозначается через Ч («бе­
кар»). Это единственный G-эквивариантиый проектор на MG. 
В случае k С оп может быть определен также как результат 
усреднения по максимальной компактной подгруппе группы G. 
Поэтому его называют еще оператором усреднения, (В рабо­
те Гильберта для построения этого оператора использовался 
так называемый Ы-процесс Кэли {154].) 

Очевидно, что если <р иМ-+-Ы—G-эквивариантный гомомор­
физм алгебраических G-модулей, то ^{MG)czNQ и <p(M')czN'. 
Отсюда следует, в частности, что 

(Р1) если кр(М) « # , то ф(Af*) -iVG; 
(Р2) ф перестановочен с Ч* 
В алгебраической G-алгебре А умножение на любой 

G-инвариаитиый элемент является G-эквивариантньщ эндо­
морфизмом G-модуля А и потому перестановочно с Ч: 

(ab)l(~aU,(a6A> ЪШ). (3.15) 
Теорема 3.5. вытекает из следующей более общей теоремы. 
Т е о р е м а 3.6. Пусть G — редуктивная алгебраическая 

группа и А — алгебраическая G-алгебра. Бели алгебра А ко-
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нечно порождена, то и подалгебра AG ее G-инвариантных эле­
ментов конечно порождена. 

<4 Найдем вначале какое-либо конечномерное G-инвари-
антное подпространство U, порождающее алгебру А. Группа G 
естественно действует на симметрической алгебре SU про­
странства U и тождественное вложение IIе* А продолжается 
до G-эквивариантного эпиморфизма G-алгебр п: SU-+A. 
В силу (PI), %((SU)G)=AG. Поэтому достаточно доказать ко­
нечную порожденность алгебры (SU)G. Этот случай отличает­
ся от общего тем, что в алгебре SU имеется G-инвариантная 
градуировка, а именно, стандартная градуировка симметриче­
ской алгебры. (В контексте теоремы 3.5 гомоморфизму я со­
ответствует G-эквивариантное замкнутое вложение многообра­
зия X в пространство линейного представления группы G: см* 
теорему L5.) 

Ради простоты обозначений будем считать, что сама алгебра 
00 

А обладает (/-инвариантной градуировкой А= ©0-Ал, причем 
AQ=k. Пусть /—(однородный) идеал алгебры А, порожденный 
подпространствами А%, /г>0. По теореме Гильберта о базисе 
идеала {доказанной, кстати, в той же работе [154]) идеал / порож­
дается конечным числом элементов, скажем, Ъъ...,Ьт. Можно 
считать, что каждый из этих элементов принадлежит , одному 
из подпространств А%. Докажем, что при этом условии они 
порождают алгебру AG. 

Достаточно проверить, что А%czk [bu -. •> bm] при всех п. 
т 

Пусть beAn, /z>0. Тогда b£l и Ь = ^а{Ьи где а% без ограни-

чения общности можно считать однородным элементом степени 
п—deg&£. Применяя оператор Ч, получаем в силу (3.15) 

т 
Ь=^а$Ьг. Рассуждая по индукции, можно считать, что 

cfifik [bu . . , , bm]; но тогда и bek \bu . . . , bm]. • 
3.5. Конструктивная теория инвариантов. Доказательство 

теоремы Гильберта не дает алгоритма для нахождения конеч­
ной полной системы инвариантов.. Такой алгоритм мог бы быть 
указан для редуктивных линейных групп, если бы, например, 
была найдена априорная оценка сверху на степени базисных 
инвариантов (см. п. 3.3). Попытка найти такую оценку был/а 
предпринята Гильбертом в 1893 г. [155]. Однако им была най­
дена (в рассматривавшихся им случаях) лишь верхняя оцен­
ка для степеней параметров (см. п. ЗЛО) алгебры инвариан­
тов. (Более подробно об этом см. [76].) 

Оценка сверху на степени базисных инвариантов произ­
вольной редуктивной линейной группы может быть легко по-
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лучена, если известна такая оценка для конечных групп, для 
торов и для связных полупростых групп. 

Для конечных групп имеется следующий результат Э. Не-
тер [232]. 

Т е о р е м а 3.7. Алгебра инвариантов конечной линейной 
группы порождается инвариантами, степени которых не пре­
восходят порядка группы. 

< Пусть G — конечная линейная группа порядка N* Так 
как пространство однородных многочленов степени п порож­
дается степенями линейных форм, то пространство однородных 
инвариантов степени п порождается инвариантами вида 

2 (£/)*> (ЗЛ6) 
g£G 

где f — линейная форма. Однако известно, что все степенные 
суммы от N переменных представляются в виде многочленов 
от степенных сумм с показателями i, . . . ,ЛГ . Следовательно, 
все инварианты (3.16), а значит, и вообще все инварианты 
группы G, выражаются через инварианты (3.16) с n^N. • 

Соответствующая оценка для торов была получена Кемп-
фом [174], а для связных полупростых групп — В. Л. Поповым 
[76]. (См. по этому поводу также пп. 3.11 и 5.1.) 

Перечисленные результаты доказывают алгоритмическую 
разрешимость проблемы нахождения базисных инвариантов 
для редуктивных линейных групп. Однако фактическое вычис­
ление базисных инвариантов по схеме п. 3.3 с использованием 
этих или любых других априорных оценок без привлечения до­
полнительных соображений возможно лишь в крайне редких 
простейших случаях. 

3.6. Четырнадцатая проблема Гильберта. Для нередуктив-
ных линейных групп проблема конечной порожденности ал­
гебры инвариантов пока не имеет удовлетворительного реше­
ния. В силу теоремы 3.6 ключевым в ее решении является слу­
чай унипотентных групп. Действительно, пусть GczGL(V) — 
произвольная алгебраическая линейная группа и /У —ее уни-
потентный радикал. Тогда факторгруппа G/U редуктивна и 

k[V}G=~(k[V]u)G/u> ( З Л 7) 
Следовательно, если алгебра k[V]u конечно порождена, то и 
алгебра k[V]G конечно порождена. 

В 1958 г. Нагата [218] построил пример унипотентной 
группы, алгебра инвариантов которой не является конечно по­
рожденной. Это коммутативная группа, состоящая из матриц 
вида 

где (-Ц, •• . , W пробегает множество всех реше-
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ний системы уравнений ^а*у-#у = 0» * = 1 , 2, 3, 
у—1 

с алгебраически независимыми над Q коэффициентами «х^ 
Пример Нагаты до сих пор остается по существу единствен­
ным примером линейной группы, алгебра инвариантов которой 
не является конечно порожденной. 

Проблема описания всех алгебраических линейных групп, 
мя которых алгебра инвариантов конечно порождена, назы­
вается 14-й проблемой Гильберта (сам Гильберт, правда, сфор­
мулировал ее в 1900 г. несколько иначе [82], [206], но после 
появления контрпримера Нагаты она стала рассматриваться 
именно в такой форме). К сожалению, доказательство Нагаты 
опирается на некоторые специальные свойства алгебраических 
кривых и совершенно не проясняет общей ситуации с конечной 
порожденностью, 

В более широкой постановке 14-ую проблему Гильберта 
рассматривают как проблему конечной порожденностй алгебр 
инвариантов произвольных действий алгебраических групп на 
аффинных многообразиях. Такую постановку вопроса назы­
вают обобщенной 14-ой проблемой Гильберта. В этом плане 
представляет интерес следующий результат В. Л. Попова 
[75], являющийся в некотором смысле обращением теоре­
мы 3.5. 

Т е о р е м а 3.8. Если алгебра инвариантов любого действия 
алгебраической группы G на аффинном алгебраическом мно­
гообразии конечно порождена, то группа G редуктивна. 

Доказательство этой теоремы основано на примере Нагаты. 
Некоторые положительные результаты по 14-ой проблеме 

Гильберта будут приведены в следующем пункте. 
3.7. Подгруппы Гроссханса. В оригинальной 14-ой проблеме 

Гильберта речь идет об алгебре инвариантов естественного 
действия группы HczGL(V) на пространстве V. В отличие от 
действий, рассматривающихся в обобщенной 14-ой проблеме 
Гильберта, такое действие обладает одной важной особен­
ностью: оно продолжается до действия на том же многообра­
зии некоторой редуктивной группы, а именно, группы 
G=GL(V). Оказывается, с точки зрения вопроса о конечной 
порожденностй алгебры инвариантов это обстоятельство имеет 
существенное значение и ответ на вопрос в значительной сте­
пени определяется свойствами пары (G, Н). 

Т е о р е м а 3.9. Пусть G — редуктивная алгебраическая 
группа и Я - е е алгебраическая подгруппа. Тогда следующие 
свойства эквивалентны: 

а) для любой конечно порожденной алгебраической G-ал-
гебры А алгебра Аш также конечно порождена; 

б) алгебра k[G/H] конечно порождена. 
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^Импликация а)=>б) получается, если взять A=k\jG] с 
действием группы G, определяемым правыми сдвигами (при­
мер 2° п. 3.1). Обратная импликация вытекает из теоремы 3.6 
и приводимой ниже леммы. 

Л е м м а ЗЛО ([79]). Пусть G — алгебраическая группа, 
Н — ее алгебраическая подгруппа и А — некоторая алгебра­
ическая G-алгебра. Тогда алгебры (k[G/H]<&A)G и Ав изо­
морфны, причем изоморфизм осуществляется ограничением на 
.(k[Q/H]®A)G гомоморфизма 

Ф : k[GJH\®A^A, f®a~+f(eH)a (3.18) 

(см. в связи с этим пример 3° п. 3.8). 
Ввиду этой теоремы естественно спросить: для каких ал­

гебраических подгрупп Я редуктивной группы G алгебра 
k[G/H] конечно порождена? Исчерпывающий ответ на этот 
вопрос (а именно его следовало бы считать с современных по­
зиций решением оригинальной 14-ой проблемы Гильберта) в 
настоящее время не известен. Имеется, однако, переформули­
ровка этого вопроса в геометрических терминах. 

Покажем вначале, что можно ограничиться рассмотрением 
подгрупп Я, для которых многообразие G/H квазиаффинно. 
Такие подгруппы (не обязательно редуктивиых) алгебраиче­
ских групп называются обозримыми (observable [107]). Ввиду 
теорем 1.6 и 1.5 это свойство эквивалентно тому, что Я яв­
ляется стабилизатором какого-либо элемента какого-либо ко­
нечномерного G-модуля. Оно траизитивно: если HczFczG и Я 
обозрима в F, a F обозрима в G, то Я обозрима в G [107], 
Всякая редуктивная подгруппа Я обозрима: в этом случае 
многообразие G/H аффинио (см. п. 4.7). Ввиду теоремы Ше-
валле (см. п. 1.4) всякая унипотентная подгруппа и, вообще, 
всякая подгруппа, не имеющая нетривиальных характеров, 
обозрима. Обозримые подгруппы редуктивных групп допускают 
полное описание в теоретико-групповых терминах (см. п. 4.7). 

Легко видеть, что пересечение любого семейства обозри­
мых подгрупп является обозримой подгруппой. Поэтому для 
любой алгебраической подгруппы Я существует наименьшая 
содержащая ее обозримая подгруппа Я (обозримая оболоч­
ка. Я) . Если 'М — какой-либо алгебраический G-модуль, то 
из приведенного выше критерия обозримости следует, что 
МН-*МН. В частности, k[Q/H"\^k[G/H\ так что, исследуя 
вопрос о конечной порожденное™ алгебры k{QJH\ можно 
считать подгруппу Я обозримой, 

Т е о р е м а 3.11 ([144]). Пусть Я —обозримая подгруппа 
алгебраической группы G. Тогда следующие условия эквива­
лентны: 

а) алгебра, А>[О/Я] конечно порождена; 
191 



б) существует такой конечномерный 0-модуль V и такой 
элемент V&V, что GV=H и couimm;(Gtv\Gv)>2, 

Обозримые подгруппы, для которых выполнены эти экви­
валентные условия, называются подгруппами Гроссханса. Ес­
ли подгруппа Я редуктивной группы G содержится в редук-
тивной подгруппе R, то свойства Я быть подгруппой Гроссхан­
са в G и в R эквивалентны. 

Для доказательства конечной порожденности алгебры 
k[G/H] может быть полезно изучение ее строения как G-моду-
ля. При этом важную роль играет 

Т е о р е м а 3.12 (Частный случай двойственности Фробе-
ниуса.) Кратность вхождения в k[G/H] простого G-модуля W 
равна dim(!F*)H. 

<Щ Всякий элемент a£(W*)H определяет гомоморфизм 
G-модулей 

cpa:W^k[G/Hl 
Va(w)(gH)~(ga)(w), (3.19) 

и всякий гомоморфизм ф : W-+k[G/H] имеет такой вид. (См. 
также пример 3° п. 3.12). • 

В частности, если G — связная редуктивная группа и 
Я=_/ — ее максимальная унипотентная подгруппа, то из 
теоремы 3.12 получаем, что G-алгебра k[G/U]=S содержит 
каждый простой G-модуль с кратностью единица. Имеем, сле­
довательно, 

h[GIU\ = S = ®Sb (3.20) 
х 

где S% обозначает простой G-подмодуль со старшим весом Я, 
а суммирование ведется по всем доминантным весам. Поль­
зуясь явным видом (3.19) функций, составляющих S%, легко 
доказать, что 

SxS^Sx+ц. (3.21) 
Отсюда следует, что алгебра S порождается подпространства­
ми 5Я, соответствующими фундаментальным весам Я. Таким 
образом, U — подгруппа Гроссханса. 

В сочетании с теоремой 3.9 это дает следующий результат, 
впервые полученный Дж. Хаджиевым [92]: 

Т е о р е м а ЗЛЗ. Пусть G—связная редуктивная группа, 
U — ее максимальная унипотентная подгруппа. Тогда для лю­
бой конечно порожденной алгебраической G-алгебры А ал­
гебра Л17 также конечно порождена. 

В случае А=ЩХ\ где X—алгебраическое многообразие, 
на котором действует группа G, элементы алгебры Аи имеют 
геометрическую интерпретацию: см. п. ЗЛ4. 

Подгруппой Гроссханса является также любая одномерная 
унипотентная подгруппа связной редуктивной группы G. В са-
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мом деле, по теореме Морозова она включается в трехмерную 
простую подгруппу (локально изоморфную SL2), в которой 
является максимальной унипотентной подгруппой. 

В частности, отсюда получается теорема Вейценбека: ал­
гебра инвариантов любой одномерной унипотентной линейной 
группы конечно порождена. (В оригинальной работе Вейцен­
бека в 1932 г. это утверждение доказывалось, конечно, иначе.) 

3.8. Сечения Шевалле. В некоторых случаях алгебру ин­
вариантов действия G : X удается эффективно вычислить бла­
годаря тому, что она оказывается априори изоморфной алгебре 
инвариантов более простого действия другой группы на другом 
многообразии. (С подобной ситуацией на уровне рациональных 
инвариантов мы встречались в п. 2.8.) 

В известных сейчас реальных примерах «другое многооб­
разие» является подмногообразием S многообразия X, «другая 
группа» в подавляющем большинстве случаев — нормализато­
ром этого подмногообразия, т. е. подгруппой 

N(S)~{g6G\gS = S) 
группы G, а изоморфизм алгебр инвариантов k[X]GZ k[S]ms) 

осуществляется ограничением функций на NS. В этой ситуации 
мы называем 5 сечением Шевалле действия G:X. Действие 
N(8) : S может быть неэффективно; на самом деле оно сво­
дится к действию факторгруппы W(S)-=N(S)/Z(S), где 

Z(S) =z{gBG\gs^s для всех s®S}. 
Группу W(S), рассматриваемую как группу преобразований 
многообразия S, назовем группой Вейля сечения Шевалле S. 
Ясно, что ад^^АИ^^. 

Пример 1°. Рассмотрим присоединенное действие связ-
ной рсдуктивной группы G на ее касательной алгебре g. Если 
fcrfl - картаповская подалгебра, то W(t) =A/(t)/Z(t) есть груп­
па Вейля в обычном смысле теории редуктивных групп и, со­
гласно классической теореме Шевалле [150], гомоморфизм 
ограничения функций па t определяет изоморфизм алгебр ин­
вариантов klq]G~">k[\]w ^. Этны объясняется употребление тер­
минов «группа Вейля» и «сечение Шевалле» в описанной вы­
ше общей ситуации. 

В § 7 мы приведем одно обобщение теоремы Шевалле, 
позволяющее строить сечения Шевалле, для более широкого 
класса действий (Теорема 7.13). Здесь же мы рассмотрим дру­
гой подход к построению сечений Шевалле, принадлежащий 
Сешадри [2(58]. 

Считая многообразие X неприводимым, назовем сечением 
Сешш)ри действия G : X подмногообразие SczX со следующи­
ми свойствами: 

(1) GSi*-~X для каждой неприводимой компоненты St мно­
гообразия S; 
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(2) Gs(]S = N(S)s для любой точки s£S. 
Сечение Сешадри S может быть приводимым, но легко ви­

деть, что группа N(S) должна транзитивно переставлять его* 
неприводимые компоненты. ; 

При некоторых условиях сечение Сешадри оказывается ш 
сечением Шевалле. 

П р и м е р 2°. В примере Г п. 1.3 сечением Сешадри S яв­
ляется любая прямая, не проходящая через 0, в примере 2° — 
любая прямая, параллельная одной из координатных осей и 
не. проходящая через 0, в примере 3° — любая прямая, не па--
раллельная оси абсцисс. Во всех этих случаях N(S) = {£"}. 
В первом случае 5 не является сечением Шевалле, а во вто­
ром и третьем — является. Кроме того, в примере 2° сечением 
Сешадри и одновременно сечением* Шевалле является* любая 
прямая, не параллельная ни одной из координатных осей и 
проходящая через 0, но в этом случае N(S)—{E, —E). 

Пример 3°. Пусть группа G связна и пусть HczG— ал­
гебраическая подгруппа. Рассмотрим диагональное действие 
G : (G/H)X%- Очевидно, что подмногообразие S={eH}XX 
является его сечением Сешадри, причем N(S)=H. Для f()£ 
G£{S]H положим f (gH, х) =fo(eH, g-lx); тогда, пользуясь лем­
мой ЗЛО, можно доказать, что /ей[(0/Я)Х^Р5 f|s=/o. Отсюда 
следует, что • < • 

Ща/ЩХХ^^Щ^^кЩУ* (3.22) 
(причем изоморфизм осуществляется ограничением функций). 
Таким образом, S — сечение Шевалле, 

Понятие сечения Сешадри является обобщением понятия 
оросительного сечения (п. 2.8) в следующем смысле: если 
S — относительное сечение, то So (в обозначениях п. 2.8) — 
сечение Сешадри. В предыдущих примерах сечения Сешадри 
являются и относительными сечениями. Однако это не всегда 
бывает так. Дело в том, что стабилизаторы точек общего по­
ложения сечения Сешадри S могут не содержаться в ti(S). 
Так, например, бывает для сечений Вейерштрасса (см. п. 8.8). 
-.-. Тем не менее, так же, как и для относительных сечений, из 
теоремы 2.3 и леммы 2,1 следует, что если S — сечение Се­
шадри, действия G: X, то ограничение функций определяет 
изоморфизм полей k(X)G^>k(S)ms), Этот изоморфизм индуци­
рует вложение алгебр k[X\G<L~ k[S]ms). Поэтому вопрос о том, 
ярдяется ли S сечением Шевалле, приводит к следующей за­
даче: 

Пусть fG£k[S]ms) и fek (X)G — рациональный инвариант-
ограничение которого на 5 совпадает с f0. Является ли инва­
риант f целым? 

Элементарное алгебро-геометрическое рассуждение (см.. 
лемму 4.3) показывает, что инвариант / заведомо определен. 
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во всех нормальных точках открытого ядра (GS)0 множества 
65 . Отсюда вытекает 

1 е о р е м а 3.14. Пусть 5 — сечение Сешадри действия ал­
гебраической группы G па нормальном неприводимом алгеб­
раическом многообразии X. Если codim(Jf\ (GS)°)>2, то S — 
сечение Шеналле. 

Отметим, что сечение Шевалле из примера 1° является се­
чением Сешадри, но не удовлетворяет условию этой теоремы. 

Пример 3° можно тривиальным образом обобщить, заменив 
однородное многообразие G/H любым нормальным многообра­
зием Z, содержащим G/H в качестве открытой орбиты, допол­
нение к которой имеет коразмерность > 2 : в самом деле, ш 
угон ситуации k[Z] = k[G/H]. В частности, если группа G не 
имеет нетривиальных характеров, то в качестве Z можнр 
взять любой конечномерный G-модуль V, содержащий откры­
тую орбиту группы G (дополнение к этой орбите будет иметь 
коразмерность > 2 ввиду теоремы 3.1). Таким образом полу­
чается 

П р е д л о ж е н и е 3.15. Пусть связная алгебраическая груп­
па 0\ не имеющая нетривиальных характеров, действует на 
неприводимом алгебраическом многообразии X, и пусть V — 
конечномерный G-модуль, содержащий открытую орбиту Gn 
(vt'V). Тогда 

k[VXX\«~k[X\*v, 
причем изоморфизм осуществляется oi-раиичением функций на 
[v}XX. 

П р и м е р 4". Тавтологическое действие группы SL2 в про­
странстве № имеет открытую орбиту &2\{0}, стабилизатором 
точки (1, 0) которой служит максимальная унипотентная под­
группа 

и [е?)Н 
группы ЯЦ». Поэтому для естественного действия группы SL2 
в пространстве №(DVd (см. пример 1° п. 3.3) имеем 

k[k*®Vd]s*"e*k[Vdy. (3.23> 
;-)тмг изоморфизм играл важную роль в классической теории 
кошфиантов бинарных форм; см. п. 3.14. 

3.9. Свойства алгебры инвариантов. Перейдем к рассмотре­
нию внутренних свойств алгебр инвариантов. Всюду в этом 
пункте мы будем считать, что задано действие алгебраичес­
кой группы U на неприводимом алгебраическом многообра­
зии X. 

Существуют свойства алгебры k[X], которые наследуются 
алгеброй k\X]°, возможно, при тех или иных ограничениях на 
группу G. Примером такого свойства в случае редуктивной 
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группы G является конечная порожденность (теорема 3.6). 
Укажем другие важнейшие наследуемые свойства. 

Т е о р е м а 3.16. Если алгебра k[X] целозамкнута, то и ал­
гебра k[X]G целозамкнута. 

^Очевидно. • 
Т е о р е м а 3.17. Если алгебра k[X] факториальна, а группа 

G связна и не имеет нетривиальных характеров, то и алгебра 
k[Xp факториальна. При этом k[X]G вместе со всяким ненуле­
вым элементом содержит все его делители в k[X] (в частности, 
k[X]^k[X]*). 

Ч Факториальность алгебры k[X]G вытекает из второго 
утверждения теоремы, а оно легко выводится из теоремы 3.1. • 

Т е о р е м а 3.18 (Буто [113]). Если X— аффинное многооб­
разие, имеющее только рациональные особенности, а группа G 
редуктивна, то аффинное многообразие Speck[X]G также име­
ет только рациональные особенности. 

(Определение рациональных особенностей см., напр., в 
[175], [193].) 

Поскольку локальная алгебра рациональной особенности 
является алгеброй Коэна — Маколея (определение локальной 
алгебры Коэна — Маколея см., напр., в [301], [196]), из теоре­
мы 3.18 вытекает 

Т е о р е м а 3.19. Если X— гладкое аффинное многообра­
зие, а группа G редуктивна, то k[X]G — алгебра Коэна—Ма­
колея (т. е. ее локализация по каждому максимальному идеа­
лу является локальной алгеброй Коэна — Маколея). 

Последняя теорема известна как теорема Хохстера— Ро-
бертса. Ее доказательство в оригинальной работе [158] этих 
авторов предшествовало доказательству теоремы Буто. (См. 
также [172], [157].) 

Доказательство теоремы Буто хотя и коротко, но весьма 
неэлементарно. Фактически доказывается более общее утверж­
дение, не связанное непосредственно с теорией инвариантов. 
А именно, используются только два свойства подалгебры 
k[X]Gczk[X] —- ее конечная порожденность и то, что она выде­
ляется прямым слагаемым как подмодуль &[Хр-модуля k[X\. 

Поскольку факториальная алгебра Коэна — Маколея всег­
да горенштейнова [216], из теорем 3.17 и 3.19 вытекает 

Т е о р е м а 3.20. Если X — гладкое аффинное многообразие, 
G — связная полупростая группа и алгебра Л[Х] факториаль­
на, то алгебра k[X]G горенштейнова. 

3.10. Сведения о рядах Пуанкаре. В том случае, когда X s-
— V—векторное пространство, а действие группы G линейно, 
алгебра инвариантов k[V]G имеет естественную градуировку 
(см. п. 3.3), и полезную информацию может доставить изуче­
ние ее ряда Пуанкаре. 
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Вообще, рядом Пуанкаре градуированной алгебры .Л — 
оо 

= © Ап (где Л0=&) называется формальный ряд 
п < - 1 

оо 

Р(А* г)*=^(ШАя)гя. (3.24) 

Если алгебра А конечно порождена, то ряд (3.24) сходится в 
круге | z | < l комплексной плоскости и представляет там ра­
циональную функцию вида 

Р (А, z)« *i£) _ (3.25) 

где mi, .. . ,m,, — степени однородных образующих алгебры Л, 
а Л (г) —многочлен с целыми коэффициентами. 

Более точно, если образующие алгебры А алгебраически 
независимы, то Л (-г) ==1, а в общем случае 

A ( 2 ) - U ( ^ . . | . . . + г
щ'*) + (гт» + . . . +гт*г*)- . . . , (3.26) 

где /пц , . . . , mi .r— степени однородных определяющих соотно­
шений между образующими (так называемых сизигий 1-го 
рода), /П21,... ,тгГ|—степени однородных определяющих со­
отношений между этими соотношениями (сизигий 2-го рода) и 
т. д, Теорема Гильберта о цепях сизигий [155], [285], [301] га­
рантирует обрыв этой цепи соотношений при условии, что 
каждый раз берется минимальная система определяющих со­
отношений (а на нервом шаге — минимальная система обра­
зующих алгебры А). Если при этом обрыв происходит на /г-ом 
шаге (т. е. последние сизигии — это сизигии Я-го рода), то h 
называется гомологической размерностью алгебры А. По тео­
реме Гильберта h^s. 

Числа /г, ги тц являются инвариантами градуированной 
алгебры Л, но, как показывает следующий пример, они, во­
обще говоря, не определяются ее рядом Пуанкаре. 

П р и м е р Г1 Пусть G<OL3 —группа порядка 8, порожден­
ная матрицами diag (— 1, —1,1) и diag(l, 1, i). Алгебра 
В • jfe |A3I°" порождается многочленами f\ — x\, f%*=*x% / з ^ - Х - Л 
и xl с одним определяющим соотношением fxfz^ft* 
Следовательно, 

Р (В, г) **^zi^fju^)"* (1—z*)»# 

Такой же ряд Пуанкаре имеет градуированая алгебра, сво­
бодно порожденная тремя однородными элементами сте­
пени 2. 

Функция Р(А,г) имеет в точке 2=1 полюс, порядок кото­
рого равен степени трансцендентности d алгебры А. Важные 
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ми характеристиками алгебры А являются первые два коэф­
фициента разложения P(A,z) в ряд Лорана: 

р^^т=^+^+-- <а27> 
Предположим, что алгебра А конечно порождена и не име­

ет делителей нуля. Тогда существуют такие алгебраические 
независимые однородные элементы th...ytd^A, что алгебра А 
цела над подалгеброй k[t\, . . . , td] или, что эквивалентно, яв­
ляется конечно порожденным k[ti,..., /^-модулем1>. Такая 
система элементов называется системой (однородных) пара­
метров. 

Конечно порожденная градуированная алгебра А без дели­
телей нуля называется алгеброй Коэна —- Маколея, если вы­
полняется лю'бое из следующих эквивалентных условий: 

1) существует такая система параметров {t\,... ,td}9 что 
алгебра А является свободным k[th . . . , ^-модулем; 

2) для любой системы параметров {tu . . . , td} алгебра А 
является свободным k[tu . . . , td]-модулем. 

(Это определение согласуется с тем, которое было дано в 
формулировке теоремы 3.19. Доказательство эквивалентности 
условий 1) и 2) см., напр., в [279].) 

Гомологическая размерность градуированной алгебры Коэ­
на— Маколея равна разности между минимальным числом ее 
(однородных) образующих и ее степенью трансцендентности 
[266], [285]. 

Пусть А — градуированная алгебра Коэна — Маколея, 
еи ... ,ed — степени каких-либо ее параметров tu . • - ,td и 
ри . . . , рт — степени ее базисных элементов как k[tu . . . , td]-
модуля (легко видеть, что эти элементы можно выбрать одно­
родными). Тогда 

-Рг 
P(A9z)=* * " • - • - + * г , (3.28) 

(I—дг««)...(1—И )̂ 
Одним из базисных элементов алгебры Л как k\t\,..., /^-мо­
дуля всегда является 1, так что можно считать pi = 0. 

П р и м е р 2°. Для алгебры В из примера Г в качестве 
параметров могут быть взяты функции fu /2 и /4, а в качестве 
ее базисных элементов как k[fu. f2, f^-модуля — функции 1 и 
/з. Согласно (3.28) имеем 

Р(В z)~ } + *2 * 

что совпадает с формулой, полученной ранее. 
1) Это утверждение по существу было доказано Гильбертом в [154]. Ана­

логичное утверждение для неградуированных алгебр было позже доказано 
Э. Нетер [231] и известно как теорема Нетер о нормализации. 
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Хотя числа ей г и pj зависят от выбора системы парамет­
ров, некоторые функции от них являются инвариантами ал­
гебры Л, Например, вычисляя первые два коэффициента ряда 
Лорана (3.27) функции Р(А,г)9 представленной в виде (3.28), 
.получаем: 

Ь ~ 2ex...ed • V'6K)) 

Как показал Стенли [284], градуированная алгебра Коэ-
ea—Маколея А горенштейнова тогда и только тогда, когда 
числитель дроби (3.28) является возвратным многочленом или, 
что эквивалентно, когда рациональная функция P(A,z) удов­
летворяет функциональному уравнению вида 

P(A,2rl)=*{—l)dz*P(A9z). (3.31) 
При этом автоматически d — степень трансцендентности ал­
гебры А (равная порядку полюса функции P(A,z) в точке 
2=1), a q — разность степеней знаменателя и числителя функ­
ции P(A,z) (порядок ее полюса в бесконечности). 

Легко видеть, что если многочлен ^ - + . . . t + ^ r возвра­
тен, то среднее арифметическое показателей p l , . . . , рг равно 
половине степени этого многочлена. Поэтому из формул (3.29) 
ж (3.30) следует, что для горенштейновой алгебры 

*h.^q-d. (3.32) 
То 

3.11. Ряд Пуанкаре алгебры инвариантов. Для применений 
рядов Пуанкаре к теории инвариантов существенно, что ряд 
Пуанкаре алгебры инвариантов редуктивной линейной группы 
может быть, по крайней мере в принципе, вычислен без ис­
следования образующих и соотношений этой алгебры. 

Пусть GczGL(V) линейная группа. Обозначим через %п 
характер ее естественного линейного представления в про­
странстве k[V]n однородных многочленов степени п. Легко ви­
деть» что 

п -О 

Если группа О конечна, то d i m k [ t ^ - = - l r 2 -•"(£)> откУДа 

Р (* [Vl°. z)=T3-r Д detd-i-^)- <3-34) 

(Эта формула была впервые получена Ф. Э. Молином [210J в 
1897 г.) 
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Если G — произвольная редуктивная линейная группа над 
полем комплексных чисел, то имеет место аналогичная форму­
ла, с заменой суммирования интегрированием по максималь­
ной компактной подгруппе К группы G: 

P(k[V\o, z)-=jj a e f o - z g ) (I * !< ->• (3"35> 
К 

где \х — инвариантная мера на Д*, нормированная условием 
jx(/() = l. В случае связной группы G интегрирование по группе 
К с помощью формулы интегрирования Г. Вейля [46], [101], 
[2981 можно заменить интегрированием с подходящим весом по 
максимальному тору Т группы К. В свою очередь, если интер­
претировать Т как произведение окружностей в комплексной 
плоскости, интегрирование по Г может быть сведено к вычисле­
нию вычетов. 

П р и м е р Г. Для группы SL2, действующей в пространстве 
Vd бинарных форм степени d (пример 1° п. 3.3) таким способом 
получается формула 

P{k[Vd]su,z) = Pd(z) = 

- * $ V-*W-^)*t Г ( | г | < 1 ) . (3.36) 

(Интеграл берется по единичной окружности в комплексной 
плоскости). При небольших значениях d интеграл (3.36) легко 
вычисляется с помощью вычетов. В "частности, таким образом 
можно доказать, что 

1 1 
р 3 ( -)—-___-, Р 4 ( г ) - ( 1 _ г 2 ) ( 1 _ _ ^ 3 ) . 

Первое из этих равенств означает, что алгебра k [Vz]SLs порож­
дается одним инвариантом степени 4. Второе равенство показывает, 
что в k [VV|SL2 имеются инварианты f2 и / 3 степеней 2 и 3 
соответственно и, если они алгебраически независимы, то они 
порождают алгебру k [ l /4] s4 Но легко заметить, что / 2 и / 3 
действительнЬ алгебраически независимы: в противном случае 
выполнялось бы соотношение f%=cfl (c&k), противоречащее 
факториальности алгебры &[y4]SL2« Ср. п. 0.12, где образующие 
алгебр &[V3ISL-- и k [V^]su найдены явно. Трудности вычисления 
интеграла (3.36) быстро растут с увеличением d. В [118] при­
ведены результаты вычислений Pd(z) с помощью компьютера для 
всех <2<17. Однако при dyb из этих формул не удаётся 
извлечь степени образующих и соотношений алгебры k [V'd]SL* (ср. 
пример 1° п. ЗЛО). 

Важной характеристикой алгебры инвариантов k IV]G являет­
ся разность степеней знаменателя и числителя рациональной 
функции, представляемой ее рядом Пуанкаре. Это число мы 
будем обозначать через q. 
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D/Ji /^P 64M a 3*21 (КемпФ [ 1 7 2 ] ) - Если k[V]a¥*k9 то q>0, т.е. 
r(4l/J%2) —правильная рациональная дробь. 

Эта теорема в сочетании с формулой (3.28) показывает, что 
степени образующих klV]° заведомо не превосходят суммы сте­
пеней любых ее параметров. Используя идею Гильберта оценки 
сверху степеней параметров алгебры инвариантов, таким обра­
зом можно получить оценки сверху степеней базисных инвариан­
тов, о которых шла речь в п. 3.5. 

Для конечной линейной группы Gc:GL(V), как видно из 
формулы Молина (3.34), на самом деле q^dim V. Тем более 
интересен следующий результат. 

Теорема 3.22 (Кноп [185]). Пусть Gc:GL(V) — связная 
полупростая линейная группа. Тогда .?<dim V, причем равенст­
во имеет место тогда и только тогда, когда коразмерность мно­
гообразия {ve.V\uimGv>Q} в пространстве V не меньше двух. 

Первое утверждение этой теоремы было ранее высказано в 
форме гипотезы В. Л. Поповым в работе [177L Там же было 
доказано, что равенство q=dim V имеет место «почти всегда»: 
например, для каждой связной полупростой группы G множест­
во простых G-модулей V, для которых -̂-7-= dim V, конечно. Это 
множество было впоследствии явно описано Кнопом и Литтель-
маном [186], которые также нашли для всех его элементов чис­
ло qt 

В той же работе [177;] В. Л. Попов указал на следующее 
возможное применение неравенства g-^dim V к классификации 
связных полупростых линейных групп GczGL(V) со свободной 
алгеброй инвариантов. (Более подробно об этой классификации 
см* § 8). Предположим, что VG—0 и что алгебра k[V)G свободно' 
порождается инвариантами степеней el, • • • > #<*- Тогда 

Р (k \V\°, г) = Ц гх, (3.37) 
(1—jar*1) . . . ( l — a r rf) 

так что g=e-+. . .+^>2d>2(dim V"—dim G). Учитывая нера­
венство <sr<dim V» получаем dim l/<2 dim G. Это очень сильное 
ограничение на линейную группу. 

Используя формулу Молина (3.34), легко проверить, что для 
любой конечной линейной группы GczSL(F) рациональная. 
функция P{kW]G,z) удовлетворяет функциональному уравне­
нию (3.31) и, следовательно, алгебра k\V\G является горенштей-
новой (ср. теорему 3.20). 

С помощью той же формулы для любой конечной линейной! 
группы GczQL(V) можно вычислить первые два коэффициента 
«уо и fi разложения функции P(k[V)°,z) в ряд Лорана (3.27). 

Теорема 3.23. Пусть G с GL (V) — конечная линейная группа. 
Тогда v . ^ J U , а — равно числу псевдоотражений (см. п. 8.IV 

40 | иг I Y» 
в группе О. 
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Что касается связных полупростых линейных групп, то отно­
шение -—-- для них ввиду теоремы 3.20 дается формулой (3.32), 
а коэффициент о̂ в общем случае не вычислен (для линейных 
представлений группы SL2 см. [154]). 

3.12. Коварианты. Инварианты и полуинварианты суть 
частные случаи ковариантов. 

Пусть алгебраическая группа G действует на алгебраичес­
ком многообразии Ху и пусть W—конечномерный G-модуль. 
Ковариантом действия G : X со значениями в W называется 
G-эквивариантный морфизм алгебраических многообразий 
кр: X-*~W. В частности, инвариант — это ковариант со значе­
ниями в тривиальном одномерном. (/--модуле. 

Все морфизмы ф : X-+W образуют векторное пространство 
Мог (X, W), в котором естественным образом (линейно) дей­
ствует группа G: 

( ^ ф ) ( х )=я (ф(^х ) ) . (3.38) 

Коварианты — это G-инвариантные элементы этого простран­
ства. Они образуют подпространство Мог(Х, W)G. 

Пространство Mor(X, W) снабжается структурой k[X\-uo-
дуля по формуле (fa) (#) =f(*)<p(*) (f£k[X\). При этом 
JVlor (X, W)G является &[Хр-подмодулем. . Пространство 
M.or(XfW)G, рассматриваемое как &[Хр-модуль, мы будем на­
зывать модулем ковариантов со значениями в Ж. 

Определение ковариантов можно перевести на алгебраичес­
кий язык. А именно, задание морфизма ф : X-+-W равносильно 
заданию соответствующего гомоморфизма алгебр ф* : k[W\-* 
-**k[X\. В свою очередь, гомоморфизм ф* определяется своим 
ограничением на пространство W* линейных функций на W, 
которое свободно порождает алгебру k[W]. Тем самым 
M.or(XtW) естественным образом отождествляется с про­
странством /*(№*, k[X]) всех линейных отображений W* в 
Л[Х]. Действию (3.38) группы G на Mor(J, W) отвечает естест­
венное действие группы G на L(W*, k[X\), индуцированное ее 
действиями на W* и k[X]. Пространство Mor(X, W)G отождест­
вляется при этом с пространством Hom(W*, k[X\) G-модуль-
ных гомоморфизмов W* в k[X]. Структуре &[Х]-модуля в 
Жог(Х7 W) отвечает естественная структура АЩ-модуля в 
L{W*r k[X\)9 определяемая умножением значений отображе­
ний W*^k[X\ на элементы алгебры k[X]. 

Из приведенной алгебраической интерпретации нетруд-
до вывести, что М.от(Х, W) является конечно порожден­
ным k[X\-модулем и алгебраическим (в смысле ц. 3.4) G-MO-
дулем. 

Пример 1°. Рассмотрим линейное действие группы SL2 в 
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яространстве V—Vd®Vef d^e (см. пример Г п. 3.3). Имеем 

(формула Клебша — Гордана: см., напр., [283]). Поэтому для 
каждого £ —0, 1,...,е существует билинейный ковариант 
Тг: Vd®Vf-*Vd+<i-2u определенный однозначно с точностью до 
пропорциональности. Он называется t-ым трансвектантом. 
Классики нашли для него явную формулу: 

(множитель перед суммой ставится по традиции). 
Пример 2°. Для ЭЬг-модуля Vd имеем 

k [Vd]^S2V^Vtd®Vtd^®Vld^®... 
Поэтому существует единственный с точностью до пропорцио­
нальности квадратичный ковариант q : Vdr+W, где W=V2 при 
нечетном d и W—V* при четном d. Он задается формулой 
4(a) —Td-i(i>, а) при нечетном d и gr(i>) =Td_2(t;, у) при чет­
ком d. 

Пример 3°, Рассмотрим действие группы G на однород­
ном пространстве GJH: Поскольку это действие транзитивно, 
ковариант G/H-*W однозначно определяется образом точки 
еН. В качестве этого образа в силу теоремы 1.8 может быть 
взята любая точка из WH. Таким образом, M.or(G/HyW)G^ 
<=*WH. Предположим, что W — простой G-модуль. В силу изо­
морфизма Мог(G/H, W)G^Hom(W*1k[G/#]) размерность про­
странства Mor(G/#, W)G равна кратности вхождения G-моду-
ля W* в k[G/H]. Тем самым доказана теорема 3.12. 

Теорема 3.24. Пусть редуктивная алгебраическая груп­
па G действует на аффинном алгебраическом многообразии X, 
и пусть W— конечномерный G-модуль. Тогда модуль ковари-
антов Mor(X, W)G конечно порожден над k[X]G. 

Эта теорема, как и теорема 3.5, справедлива в более широ­
ком алгебраическом контексте. Пусть А — алгебраическая G-
-алгебра (см. п. 3.4). Алгебраический G-модуль М, наделенный 
структурой Л-модуля, будем называть алгебраическим A-G-
модулем, если g (am) = (ga) {gm) для любых g^G, a$A, mQM. 

Теорема 3.25. Пусть G — редуктивная алгебраическая 
группа, Л —конечно порожденная алгебраическая G-алгебра 
и М — конечно порожденный алгебраический Л-в-модуль. 
Тогда модуль MG конечно порожден над А°. 

^Рассмотрим подмодуль AMG модуля М. Как и всякий 
подмодуль модуля М, он конечно порожден. Пусть он порож­
дается элементами гпи . . . , т9Ш°. Докажем, что эти же эле­
менты порождают модуль MG над AQ. Любой элемент mBMG 
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как элемент модуля AMG представляется в виде Ъа^г (а46.Л). 
Применив оператор Рейнольдса (п. 3.4), получим т=Ъа* т ^ 

Теорема 3.24 получается из теоремы 3.25, если взять А = 
=ВД> M^Mor(X,W). 

ЗЛЗ. Глобальный модуль ковариантов. Ввиду изоморфизма 
Mor(X W)Gc*Hom(W*,k[X]) (3.39) 

описание ковариантов действия G:X по существу эквивалент­
но описанию &[Хр-С-модульной структуры алгебры k[X]. Это 
особенно отчетливо видно в случае редуктивной группы G, 

А именно, пусть группа 6 редуктивна, и пусть Wp обозна­
чает простой G-модуль, определяемый ее неприводимым пред­
ставлением р. Тогда для любого алгебраического G-модуля М 
имеется естественный изоморфизм G-модулей 

Л1~е (Нот (W9M)®W0) 
Р 

(Имеется в виду, что G действует на Hom(WPt M) тривиально.) 
Этот изоморфизм осуществляется отображением 

2 fp®™p^!L / Р (дар) (/рбНош (Wp, Л_), <w&W9). 
р Р 

В частности, имеем изоморфизм G-модулей 
к [ЛГ]-© (Нош (ЯРР, k [X])*WQ), (3.40> 

Р 

который является также изоморфизмом £[Хр-модулей, если 
считать, что умножение на элементы k[X]G в правой части осу­
ществляется посредством умножения на эти элементы первых 
сомножителей тензорных произведений. 

Таким образом, алгебра k[X], рассматриваемая как k[X]G-
модуль, является результатом некоего синтеза модулей кова­
риантов со значениями во всех простых G-модулях. Мы будем 
называть этот &[Хр-модуль глобальным модулем ковариантов 
действия G : X. 

В свойствах глобального модуля ковариантов находят от­
ражение свойства всех «локальных» модулей ковариантов. На­
пример, очевидна эквивалентность следующих утверждений: 

(1) модуль ковариантов со значениями в любом простом 
G-модуле является плоским; 

(2) модуль ковариантов со значениями в любом (конечно­
мерном) G-модуле является плоским; 

(3) глобальный модуль ковариантов является плоским. 
(Определение плоского модуля см., напр., в [196], [208]. 

В градуированной ситуации плоскостность равносильна сво­
бодное™.) 

С помощью известного размерностного критерия плоскост­
ности конечно порожденного модуля эквивалентность (1) -^ 
•*=̂ (3) можно интерпретировать следующим образом: 
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П р е д л о ж е н и е 3.26 [208]. Глобальный модуль ковари­
антов действия редуктивной группы G на аффинном многооб­
разии X является плоским тогда и только тогда, когда крат­
ность вхождения любого простого G-модуля в G-модуль k[X\/ 
Jk[X]n, где п —максимальный идеал алгебры k[X]G, не зависит 
от п. 

(Кратность, о которой идет речь, автоматически конечна в 
силу теоремы 3.24.) 

3.14. Алгебра ковариантов. Рассмотрим случай, когда G — 
связная редуктивная группа. В этом случае простые G-модули 
определяются своими старшими весами относительно фиксиро­
ванной борелевской подгруппы В. Пусть Wk обозначает про­
стой G-модуль со старшим весом %. Тогда W%* = Ww, где %* 
получается из А, с помощью автоморфизма решетки весов, ин­
дуцированного канонической инволюцией схемы Дынкина [34]. 
Гомоморфизм W%-^k[X\ определяется образом старшего векто­
ра G-модуля W%, каковым может быть любой старший вектор 
G-модуля k[X] с весом X. Такие векторы образуют &[Хр-под-
модуль, который мы обозначим через k[X\{%). Согласно (3.39) 
имеет место изоморфизм &[Х]а-модулей 

Мог (X, Wx)G^k [X\W. (3.41) 
Развивая эти соображения, можно естественным образом 

из ковариантов со значениями в различных G-модулях соста­
вить алгебру. А именно, 

®к[Х\м~к[Ху9 (3.42) 
к 

где U — максимальная унипотентная подгруппа группы G, со­
держащаяся в В. Алгебра k[X\u (содержащая алгебру инвари­
антов k[X\G — k[X$0)) называется алгеброй ковариантов дейст­
вия G:X, Если X — аффинное многообразие, то согласно тео­
реме 3.13 эта алгебра конечно порождена. Указание ее образу­
ющих в каком-то смысле означает описание всех ковариантов. 

П р и м е р Г. Изоморфизм (3.23) означает, что алгебра 
ковариантов бинарной формы степени d изоморфна алгебре 
инвариантов пары (форма u$Vd, вектор £6ft2). Прослеживая 
изоморфизмы (3.41) и. (3.23), можно понять, например, что 
тождественному коварианту id: V<r*-Vd отвечает инвариант 
и(1) пары (н,1). При d=2 алгебра инвариантов пары (и,£) 
свободно порождается инвариантами и(1) и det и. Отсюда 
следует, что алгебра ковариантов действия SL2: V2 свободно 
порождается ковариантом id и инвариантом det. 

§ 4. Факторы 
4.1. Введение. Одной из основных целей изучения инвариан­

тов является параметризация множества орбит или, выражаясь 
более точно, построение фактормногообразия для заданного 
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Действия алгебраической группы. Такая задача возникает, н а ­
пример, при попытке параметризировать множество всех клас ­
сов изоморфных алгебраических многообразий того или иного 
типа. Например, согласно, сказанному в п. 0.11, если Q — о т ­
крытое подмножество в проективном пространстве PV2g+2, с о ­
стоящее из классов пропорциональных бинарных форм с 
отличным от.нуля дискриминантом, то факторпространство 
Й / P S L o можно интерпретировать как пространство классов 
изоморфных гиперэллиптических кривых рода g. 

Трудность состоит в том, что наивный теоретико-множест­
венный фактор часто оказывается весьма плохим образовани­
ем. Для того, чтобы построить хороший (в том или ином» 
естественном смысле) фактор, приходится либо склеивать точ­
ки, отвечающие некоторым исключительным парам орбит, л и б о 
вообще отказываться от рассмотрения некоторых орбит. В п р и ­
ложениях, касающихся параметризации множества всех клас ­
сов изоморфных алгебраических многообразий того или иного 
типа, дополнительно требуется выполнение некоторых условии-
универсальности по отношению к алгебраическим семействам 
многообразий рассматриваемого типа. В зависимости от вида, 
этих условий соответствующее параметризующее многообразие 
называется либо тонким, либо грубым многообразием модулей 
(многообразий рассматриваемого типа), см. [230]. Методы т е о ­
рии инвариантов во многих важных случаях позволяют дока­
зать существование грубых многообразий модулей: см. п. 4.6" 
(существование тонких многообразий модулей — более редкое 
явление). 

4.2. Геометрический фактор. Напомним, что на всяком а л ­
гебраическом многообразии X стандартным образом определен 
пучок функций (точнее, пучок алгебр функций), алгебра сече­
ний которого над открытым подмножеством UczX обозначает­
ся чере.з k[U] и состоит из ограничений на U рациональных 
функций на X, регулярных на U. Морфизмы алгебраических 
многообразий — это их отображения, являющиеся морфизмам» 
топологических пространств с пучками функций. 

Пусть на алгебраическом многобразйи X действует алге ­
браическая группа G. Рассматривая X как топологическое п р о ­
странство с пучком функций, можно образовать факторпрост-
ранство, которое мй будем обозначать в этом пункте через 
X/G, Это — фактормножество по отношению эквивалентности» 
определяемому действием группы G, снабженное фактортояо-
логией и пучком, являющимся прямым образом пучка инварвс-
антных функций на X. Пусть л=лх/о ' X-^X'IG обозначает 
отображение факторизации. Алгебра сечений k[U] указанного 
пучка на X/G над открытым подмножеством UczX/G состоит 
по , определению из таких функций / на U, что я*/6й[лгЧ#)]°--
Тавдш образом, я;* осуществляет изоморфизм k[U]^k[nrl (£/) ]° . 

Отметим некоторые топологические свойства отображения 
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я. Прежде всего, по определению фактортопологии оно непре-Р-1В/Н°; *м\ ^алее> мя любого подмножества МаХ имеем 
я (я(М))== U gM. Отсюда следует, что 

1) я открыто; 
2) если группа G конечна, то я замкнуто; 
3) в любом случае я переводит G-инвариантные замкнутые 

подмножества в замкнутые подмножества. 
Пара (J/G, ЯХ/G) обладает следующим свойством универ­

сальности; если У— какое-либо топологическое пространство 
с пучком функций и яу : X-+Y' — морфизм, постоянный на ор­
битах группы G, то яг «пропускается через лХ/о»> т. е. суще­
ствует (единственный) морфизм ос: XJG-+Y, такой, что яу= 
^cconx/G. При этом а является изоморфизмом, если выполне­
ны условия 

(F1) морфизм яу сюръективен; 
(F2) морфизм яу открыт; 
(F3) его слои — это в точности орбиты группы G; 
(F4) для каждого открытого подмножества UaY гомо­

морфизм яу* : klUy^klnr^iU)]0 является изоморфизмом. 
Пространство XJG не является, вообще говоря, алгебраиче­

ским многообразием. Для того чтобы оно было многообразием, 
необходимо, чтобы все орбиты (а не только орбиты общего по­
ложения, как.в теореме 2.3) разделялись рациональными ин­
вариантами в следующем слабом смысле: для любых двух ор­
бит 0\ и 0% должен существовать рациональный инвариант,, 
определении* в точках -0\ и не определенный в точках (?2-
Более наглядное необходимое условие состоит в том, что все 
орбиты должны быть замкнуты, *а если X неприводимо — то 
иметь одинаковую размерность (ср. рассуждение в п. 2.4). 

Пример 1°. Ни в одном из примеров Г—3° п. 1.3 про­
странство XJG не является алгебраическим многообразием* 
так как имеются орбиты разных размерностей \1 и 0). Если 
выкинуть неподвижные точки, то в примерах Г и 3° простран­
ство XJG будет алгебраическим многообразием (проективной 
прямой и проколотой аффинной прямой соответственно), а в 
примере 2°-г не будет, поскольку орбиты, лежащие на осях 
координат, не разделяются рациональными инвариантами. 

•' Если пространство X/G является алгебраическим многооб­
разием, то пара (X/G, ях/о), а также первый элемент этой па­
ры, называется геометрическим фактором для действия G: X. 
Очевидно, что в этом случае для любого инвариантного откры­
тое подмножества UczX подмногообразие U/G^UX/G{U)^ 
CZXJG является геометрическим фактором для действия G: U. 

Наряду с конструктивным определением удобно иметь ак­
сиоматическое определение геометрического фактора. Такое 
определение можно дать следующим образом. 

Определение 4.1. Пара (У, я у) , где У—алгебраиче-
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ское многообразие, а зху — морфизм .X в У, называется гео­
метрическим фактором для действия G :Х, если выполнены ус­
ловия (Fl) — (F4). 

Любые два геометрических фактора {У\7щ) и (Уг, я^) изо­
морфны в том смысле, что существует (единственный) изомор­
физм a:Yi~-*Y2, такой, что щ=П2оа. Кроме того, из приведен­
ных выше свойств пары (XJG,TLX/G) следует, что 

1) если геометрический фактор в смысле аксиоматического 
определения существует, то пространство X/G ему изоморфно 
и, значит, является алгебраическим многообразием; 

2) если X/G — многообразие, то (X/G, пХ/о) — геометриче­
ский фактор в смысле аксиоматического определения. 

Очевидно, что геометрический фактор одновременно явля­
ется рациональным фактором (см. п. 2.4). 

В определении 4.1 наиболее трудно проверяемыми выглядят 
условия (F2) и (F4). Однако, к счастью, их обычно не прихо­
дится проверять благодаря следующей теореме: 

Т е о р е м а 4.2. Пусть многообразие X неприводимо и зх: 
: X-+Y— сюръективный морфизм, слои которого совпадают с 
орбитами группы G. Тогда, если только многообразие Y нор­
мально, (У, л)—геометрический фактор для действия G:X. 

*4 Открытость мор физма я следует из общей теоремы о том, 
что доминантный равноразмерный морфизм в нормальное мно­
гообразие открыт [121]. Свойство же (F4) вытекает из форму­
лируемой ниже алгебро-геометричеекой леммы, которая вооб­
ще часто оказывается полезной в теории инвариантов. • 

Л е м м а 4.3. [94]. Пусть а : M-+N — доминантный мор­
физм неприводимых алгебраических многообразий и f£k(N) — 
такая функция, что a*fbk[M\. Тогда функция f определена в 
любой нормальной точке открытого ядра множества а(М). 

Используя теорему 4.2, конструкцию рационального факто­
ра и теорему 2.3, нетрудно доказать следующую теорему. 

Т е о р е м а 4.4. Найдется такое непустое инвариантное 
открытое подмножество X0czX, что для действия G : Х0 суще­
ствует геометрический фактор. 

Для приложений важно, однако, явно указать такое под­
множество Х0. Этим вопросом мы займемся в п. 4.6. 

4.3. Категорный фактор. Факторпространство (Х/С,пх/о), 
построенное в п. 4.2, может быть охарактеризовано с точ­
ностью до изоморфизма свойством универсальности. Это свой­
ство имеет категорную природу. Если мы заменим категорию 
топологических пространств с пучками функций категорией 
алгебраических многообразий, то естественным путем придем 
к следующему определению. 

О п р е д е л е н и е .4,5. Пара ' (У,яу) , где Y— алгебраичес­
кое многообразие, а я у— морфизм X в У, называется кате-
горным фактором жт действия G: X, если для любого мор-
физма алгебраических многообразий nz:X~*Z, постоянного на 
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орбитах группы G, существует единственный морфизм а: У-*-
~>Z, такой, что яг = аояу. 

Из определения следует, что, если категорный фактор су­
ществует, то, с точностью до изоморфизма, только один. Гео­
метрический фактор, если он существует, автоматически явля­
ется и категорным фактором. Обратное, как мы увидим в сле­
дующем пункте, неверно. 

Категорный фактор существует не всегда: например, мож­
но показать, что его не существует для действия группы G из 
примера 4° п. 1.3 на 1*2(k) левыми умножениями. 

4,4. Построение фактора для действия редуктивной группы 
на аффинном многообразии. Для действия редуктивной группы 
на аффинном многообразии всегда существует категорный фак­
тор, и он обладает многими замечательными свойствами, хо­
тя и не всегда является геометрическим фактором. 

Пусть редуктивная группа G действует на аффинном мно­
гообразии X. Поскольку алгебра k[X]G конечно порождена (тео­
рема 3.5), можно рассмотреть аффинное многообразие 
Speck[X]G. Обозначим его через X/Q, а морфизм X-+X/G, оп­
ределяемый вложением k[X]Gc«~k[X], — через ПХ/G- Ясно, что 
ПХ/Q постоянен на орбитах группы G. 

В координатной форме эта конструкция реализуется так. 
Пусть fu . . . , fm — базисные инварианты для действия G:X 
Рассмотрим морфизм 

X+k*, * " ( f i ( * ) , ...,fm(x)). 

Тогда X/G можно интерпретировать как замыкание образа 
этого морфизм а (на самом деле этот образ всегда замкнут: 
см. ниже), а пх/о— как сам этот морфизм, но рассматривае­
мый как морфизм в X/Q. 

Если У —другое аффинное многообразие, на котором дей­
ствует группа G, и ф : Y~~*-X — G-эквивариаитный морфизм, то 
гомоморфизм (ф*)а iklXf-^klY]0, индуцируемый <р*, определяет 
морфизм ф/G : Y/G-+-X/G. При этом имеет место коммутатив­
ная диаграмма 

у L^x 

В частности, если У — инвариантное замкнутое подмногообра­
зие многообразия X, а ф — тождественное вложение, то ф*, а 
значит, ввиду редуктивности группы G, и (ф*)° — эпиморфизм. 
Следовательно, в этом случае ф/G — замкнутое вложение; с 
его помощью Y/G отождествляется с пх/а(У)* (На самом деле 
ях/о(У) замкнуто: см. ниже.) 
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Установим некоторые свойства пары {X/G,TIX/G)- ДЛЯ 
краткости будем иногда обозначать ЯХ/G просто через я. 

Теорема 4.6,- Морфизм TIX/G сюръективен. 
^С помощью оператора Рейнольдса (см. п. 3.4) легко до­

казывается, что если А— алгебраическая G-алгебра, М — ал­
гебраический Л-б-модуль и N — любой подмодуль ^-модуля 
М<*, то (AN)G=N. 

Возьмем A=M=k[X], а в качестве N рассмотрим максималь­
ный идеал xiy алгебры k[X]G, отвечающий точке ybX/G. Мы по­
лучим тогда {k[X]xty)G=xty, так что k[X]ny=£k[X]. Следователь­
но, пу содержится в максимальном идеале шх алгебры k[X]t 
отвечающем некоторой точке хвХ. Ясно, что я(х) ==*/.• 

Следствие. Морфизм TCX/G переводит каждое инвариант­
ное замкнутое множество в J в замкнутое множество в X/G. 

*4 См. коммутативную диаграмму (4.1). • 
Тем самым Y/G отождествляется с яхю(У). 
Теорема 4.7. Пусть (Ка}—произвольное семейство инва­

риантных замкнутых подмножеств многообразия X. Тогда 
яхю (Г\ YA=^ Г) KXIG (Ya). В частности, если П ^а~= 0 , то и 

\ а ) а а 
Пялг .о(Ув)=0. 
а 

Ч С помощью оператора Рейнольдса легко доказывается, что 
если {N«} — произвольное семейство подмодулей алгебраического 
G-модуля М, то ( 2 Na)G^ 2 N*-

Возьмем М = к[Х\ и в качестве Na рассмотрим инвариант­
ный идеал / а алгебры k[X], отвечающий подмножеству Ya<zX. 
Мы получим тогда ( 2 !<*) = 2 ^ * # Пусть теперь/бA[^]G—ин­
вариант, равный нулю на П Ya- Тогда / ^ G ^ ^a ДЛЯ некоторого 
т и, в силу предыдущего, / т б 2 ^«- ^ т 0 показывает, что функ­
ция / w , а значит, и функция / , равна нулю на П я(Ка)- Сле-
довательно, п( П Ya\ZD П п (Га). • 

Следствие . В любом слое морфизма Я^/G содержится 
ровно одна замкнутая орбита. 

Теорема 4.8. Для любого открытого подмножества UсX/G 
имеем k [U] = k [яj}0 (U)]°. 

Ч Достаточно доказать это для главных открытых подмно­
жеств U^(X/G)f={y£X/G\f{y)¥=Q} {f*k[X\*)9 . составляющих 
базу топологии многообразия .X/G. Для такого подмножества 
U имеем k[U]=(k[Xf)f и Щп"1 {U)]=k[X\ (где Af обозначает 
локализацию алгебры А по мультипликативной системе, по­
рожденной /), и утверждение теоремы сводится к очевидному 
равенству'(k[XP)'f=(k[X#)G. • 
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Из доказанных теорем с помощью несложных рассуждений 
получаются следующие две теоремы Мамфорда [213]. 

Т е о р е м а 4.9. Пара (X/G, nX/G) является категорным 
фактором для действия G : X. Более того, любое открытое под­
множество UczX/G является категорным фактором для дейст­
вия. 0 : * ^ (U). 

Будет ли X/G геометрическим фактором? Вообще говоря, 
нет, поскольку в X могут быть незамкнутые орбиты, и тогда 
геометрического фактора вообще не существует. Оказывается» 
это единственное препятствие. 

Т е о р е м а 4.10. Пара {ХЩ,%Х/о) является геометричес­
ким фактором тогда и только тогда, когда все орбиты группы 
G в X замкнуты. 

Интересно отметить, что, ввиду этой теоремы, для действия 
редуктивной группы на неприводимом аффинном многообразии 
замкнутость всех орбит равносильна тому, что все они имеют 
одинаковую размерность (ср. пример 3° п. 1.3). 

Условие теоремы заведомо выполнено, если группа G ко­
нечна. Таким образом, в этом случае X/G всегда является гео­
метрическим фактором. 

Рассмотрение многообразия X/G переводит изучение алгеб­
ры инвариантов k[X]G в геометрическое русло. Особенно цен­
ную информацию доставляет рассмотрение особенностей мно­
гообразия XJG. Простейшее наблюдение состоит в том, что 
число образующих алгебры k[X\G не меньше размерности каса­
тельного пространства Ty(X/G) в любой точке yuX/G. 

^Пространство Ty(X/G) есть пространство, сопряженное 
viy/xiy2, где %— максимальный идеал алгебры k[X\G, отвечаю­
щий точке у. Пусть алгебра k[X]G порождается элементами 
fu . . . , fm- Можно считать, что fi. . . . , fm~%; тогда очевидно, 
что dim Пу/пу

2^т. • 
Если X=V — векторное пространство, а действие группы G 

линейно, то, как мы фактически показали в п. 3.3, минималь­
ное число образующих алгебры инвариантов равно размерно­
сти пространства rrt(0)(V/G). Отсюда вытекает 

П р е д л о ж е н и е 4.11. Пусть редуктивная группа G ли­
нейно действует в векторном пространстве V. Алгебра k[V]G 

свободна тогда и только тогда, когда пу/а(0) —неособая точ­
ка многообразия V/G (и в этом случае V/G— аффинное про­
странство). 

4.5. Критерий Игусы. Построение фактора способом, изло­
женным в п. 4.4, требует предварительного описания алгебры 
инвариантов. Однако именно это часто вызывает серьезные 
затруднения. Более реальным во многих случаях оказывается, 
наоборот, использование геометрических соображений для 
описания алгебры инвариантов. 

Теорема 4.12. (Игуса [162].) Пусть задано действие ал­
гебраической группы G на неприводимом аффинном многооб-



разии J , и пусть У —некоторое нормальное неприводимое аф­
финное многообразие и л : X~*Y—морфизм, постоянный на 
орбитах группы G и удовлетворяющий следующим условиям: 

(1) codim(y\ji(X)°)>2; 
(2) для любой точки у из некоторого непустого открытого 

подмножества У0с:У слой яг1 (у) содержит плотную орбиту. 
Тогда я* : k[Y]-*k[X]G — изоморфизм. 
•4 Из условия (1) следует, что морфизм л доминантен и, 

значит , л*— мономорфизм. Далее, из условия (2) следует, 
что любой инвариант f£k[X]G постоянен на слоях общего поло­
жения морфизма л и потому (см. предложение 1.9) имеет вид 
/=я*Ф, где ф£&(У). Ввиду леммы 4.3 функция <р определена 
во всех точках из л(Х)°. Однако на нормальном многообразии 
множество точек, где не определена рациональная функция, 
либо пусто, либо является подмногообразием коразмерности L 
Поэтому из условия (1) следует, что ср£&[У]. • 

П р и м е р 1°. Пусть V—конечномерное векторное прост­
ранство, снабженное невырожденной симметрической (соотв. 
кососимметрической) билинейной формой В. Рассмотрим есте­
ственное линейное действие группы G=-0(V) (соотв. Sp(V)) 
на пространстве X=V®.. .©]/ (т слагаемых). Пусть У —про­
странство симметричных (соотв. кососимметричных) матриц 
порядка /п, а я : Х~>У— морфизм, сопоставляющий набору х = 
= (vu . . •, vm)eX его матрицу Грама (B(vh Vj)). Очевидно, что 
морфизм л постоянен на орбитах группы G. Предположим те­
перь, что m<dim V. Тогда л(Х) = У и, если убУ—невырожден­
ная матрица, то по теореме Витта яг1 (у)—это одна орбита 
группы G. Согласно предыдущей теореме я* : k[Y]~*k[X]G — 
изоморфизм, т. е. алгебра k[X]G свободно порождается инвари­
антами B(Vi, Vj). 

Как видно из доказательства, условие (2) в теореме 4.12 
можно заменить условием 

(2') для любой точки у из некоторого непустого открытого 
подмножества У0с:У слой я"1 (у) содержит ровно одну замкну­
тую орбиту. 

Если группа G редуктивна, то условие (2') необходимо для 
того, чтобы гомоморфизм я* был изоморфизмом (следствие 
теоремы 4.7). Таким образом мы приходим к следующей тео­
реме, которую называют критерием Игусы (хотя в оригиналь­
ной работе [162] она не была сформулирована): 

Т е о р е м а 4.13. Пусть задано действие редуктивной ал­
гебраической группы G на неприводимом аффинном многооб­
разии X, и пусть У — некоторое нормальное неприводимое аф­
финное многообразие и я : Х->У—морфизм, постоянный на 
орбитах группы G. Пара (У, я) является категорным фактором 
для действия тогда и только тогда, когда выполнены условия 
Ш и (2'). 

4.6. Построение фактора для действия редуктивной группы 
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на^ произвольном многообразии. Согласно теореме 4.10, для 
действия конечной группы на аффинном многообразии всегда 
существует геометрический фактор, также являющийся аффин­
ным многообразием. Исходя из этого, можно получить крите­
рий существования геометрического фактора для действия ко­
нечной группы на любом многообразии. 

Напомним, что морфизм алгебраических многообразий ср: 
: X-+Y называется аффинным, если полный прообраз qrl(u) 
любого аффинного открытого подмножества UczY является 
аффинным открытым подмножеством в X. Морфизм <р называ­
ется конечным, если он аффинный и для любого аффинного 
открытого подмножества UaY алгебра k[<(-l(U)] дела над. 
подалгеброй ф*&[-7] (т. е. является конечно порожденным 
Ф*&[(/]-модулем). 

Теорема 4.14. Геометрический фактор для действия ко­
нечной группы G на алгебраическом многообразии X сущест­
вует тогда и только тогда, когда любая орбита группы G со­
держится в аффинном открытом подмножестве, и в этом слу­
чае морфизм факторизации конечен. 

^ Докажем утверждение «тогда». Прежде всего заметим,, 
что если UczX — какое-нибудь аффинное открытое подмноже­
ство, содержащее орбиту точки х, то f| gU — инвариантное 
аффинное открытое подмножество, содержащее точку х. Сле­
довательно, X допускает конечное покрытие инвариантными 
аффинными открытыми подмножествами, скажем, С/ь . . . . Us» 
Пусть X/G обозначает факторпространство многообразия X 
как топологического пространства с пучком функций (см. 
п. 4.2). Пространство X/G покрывается открытыми подмноже­
ствами Ui/G, являющимися аффинными многообразиями. Для 
того чтобы доказать, что X/G — алгебраическое многообразие, 
нужно проверить аксиому отделимости, т. е. доказать, что диа­
гональ Дх/о замкнута в (X/G)X{X/G). 

Достаточно доказать, что для любых U j множество AX/G() 
(\{{Vi/G)X(Ui/G)) замкнуто в (СУО)Х(-УО). Поскольку 
X—алгебраическое многообразие, множество ДхГК^.Х-^). 
(где Ах — диагональ в XXX) замкнуто в UiXUj. Следова­
тельно, его образ при морфизме факторизации 

UiXUr^(UiXVi)J(OXQ}^(Ui/Q)X{U3IQ) 
замкнут в (Ui/Q)X(UjlG) (см. п. 4.2); но этот образ и есть 
Ax/Gf]((Ui/G)X(Uf/G)). • 

Не следует думать, что условие этой теоремы выполняется 
всегда: Нагата [127] построил пример действия группы Z/(2), 
для которого не существует геометрического фактора. 

Можно попытаться применить к действию любой редуктив-
ной группы ту же идею, которая использовалась в приведенном 
выше доказательстве. Однако реализация этой идеи в общем 
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случае наталкивается на две трудности. Во-первых, не у всякой 
точки может найтись инвариантная аффинная окрестность. 
Во-вторых, если выбрать инвариантные аффинные открытые 
подмножества наудачу, после склейки их факторов может не 
получиться многообразия (не будет выполнена аксиома отде­
лимости). Тем не менее, оказывается, что, отбирая эти подмно­
жества некоторым систематическим образом, можно получить 
таким способом категорные и геометрические факторы для до­
статочно больших инвариантных открытых подмножеств. 

Предположим, что X—проективное многообразие, вложен­
ное в проективное пространство PV таким образом, что дейст­
вие группы G индуцируется ее линейным представлением в 
пространстве V. Тогда для любого непостоянного однородного 
инварианта f&k[V]G множество 

Xf={xbX\f(x)^0) 
открыто, аффинно и инвариантно. Эти множества и следует 
взять за основу конструкции. 

О п р е д е л е н и е 4.15. Точка х&Х называется полуста­
бильной, если она лежит в некотором Xf, и стабильной, если 
при этом орбита любой точки из Xf замкнута в Xf. 

Множество всех полустабильных (соотв. стабильных) точек 
обозначается через Xss (соотв., Xs). Очевидно, что Xss и Xs от­
крыты в J и XsczXss. 

Множество Xss есть в точности дополнение к Х[)Р% где 91= 
.= TCV/G~~l (я-7/о(0)) —«нуль-конус» для действия G : V (см. 
§ 5), а- Р$1— его проективизация. Пусть Jc rV — конус, проек-
тивизацией которого является X. Тогда Xs—это проективиза-
ция открытого ядра множества точек конуса X, орбиты кото­
рых замкнуты (в У). В частности, Х8Ф0 тогда и только 
тогда, когда действие G : X стабильно (см. п. 2.4, а также тео­
рему 7.15). 

Построение и последующая склейка категорных факторов 
Xf/G — это не что иное, как стандартная конструкция проек­
тивного спектра градуированной алгебры k[X]G. Более подроб­
ное (и несложное) исследование, опирающееся на теоремы 
п. 4.4, позволяет получить следующий результат. 

Т е о р е м а 4.16. (Мамфорд [213]; см. также [230].) Для 
действия G : Xss существует категорный фактор Xss/G, являю­
щийся проективным многообразием. При этом 

1) я~.-ю/0— аффинный морфизм; 
2) любое открытое подмножество UczXssjG является кате-

горным фактором для действия G:n~l*/G(U); 
3) существует такое открытое подмножество UsczXss/G4 что 

tt~~ss/G(Us) = Xs и Us является геометрическим фактором для 
действия G:XS. 
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Имеют место также аналоги теорем 4.6—4.8. 
Пример 1°. Пусть G = SL2 и Х=РУ2я+2, g^l (см. п.0.12). 

Так как стабилизатор любой точки из Q конечен (см. п. 7.2), 
то все орбиты действия G : Q имеют одинаковую размерность 
и, значит, замкнуты в Q. Но Q==Xf, где / — дискриминант би­
нарной формы; следовательно, существует геометрический фак­
тор Q/G. Можно показать [230], что он является грубым мно­
гообразием модулей гиперэллиптических кривых рода g. Про­
ективное многообразие Xss/G, содержащее Q/G в качестве 
открытого подмножества, может рассматриваться как некото­
рое явно описанное пополнение этого многообразия модулей. 

Пример 2°. Пусть Mg—множество классов изоморфных 
(алгебраических проективных) гладких неприводимых кривых 
рода g-̂ -2. Зафиксируем целое число /п>3. Тогда, [151], /п-я 
степень канонического класса определяет вложение любой та­
кой кривой в проективное пространство Рп

9 n=2m(g—1)—g\ 
Многочлен Гильберта h(x) образа этого вложения не зависит 
от кривой (и имеет вид h(x) = (2mx—l) (g— 1)). Две кривые 
изоморфны в точности тогда, когда их образы в Рп переводят­
ся друг в друга преобразованием из групп PGLn, естественно 
действующей на Рп. Как известно [146], замкнутые подсхемы 
в Рп с многочленом Гильберта h(x) параметризуются точками 
некоторого проективного многообразия — схемы Гильберта 
Ш\Ьн(Рп). Группа PGLn естественно действует на YLilbh(Pn). 
Можно доказать [213], что гладкие кривые рода g, вложенные 
в Рп указанным выше способом, параметризуются точками не­
которого гладкого инвариантного неприводимого подмногооб­
разия Нт в Hilhh{Pn). Таким образом, Мё можно рассматри­
вать как множество орбит действия группы PGLn на Я т . Мам-
форд доказал в [213], что существует такое линейное представ­
ление группы PGLn в пространстве V и такое эквивариантное 
вложение многообразия НПЬЛ(РП) в проективное пространство 
PV, что Hmcz(m\bh(Pn))s. Ввиду теоремы 4.16, существует 
(квазипроективный) геометрический фактор tfTO/PGLn. Таким 
образом, Mg снабжается структурой алгебраического многооб­
разия. Пользуясь свойством универсальности схемы Гильбер­
та, можно доказать [213], что это многообразие является гру­
бым многообразием модулей гладких проективных кривых 
рода g* 

Аналогичный подход применяется и для доказательства су­
ществования многообразий модулей многих других алгебро-тео-
метрических объектов. При этом наибольшую трудность обыч­
но представляет доказательство стабильности соответствующей 
точки схемы Гильберта. Рассмотрим, например, проективные 
кривые рода g, не обязательно гладкие и не обязательно не­
приводимые. Выделим среди них те, которые обладают следу­
ющими свойствами: а) всякая особая точка кривой является 
обыкновенной двойной точкой, б) всякая гладкая рациональ-
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ная неприводимая компонента кривой пересекается с объеди­
нением остальных неприводимых компонент не менее чем в 
трех точках. Мамфорд доказал в [214], что для кривых с таки­
ми свойствами существует грубое многообразие модулей Mg9 
являющееся неприводимым проективным многообразием, со­
держащим многообразие Mg из примера 2° в качестве откры­
того подмножества. Таким образом, многообразие Mg можно 
рассматривать как явно описанную естественную «компакти-
фикадию» многообразия Mg. Гизекер в [141] доказал, что точка 
соответствующей схемы Гильберта, определенная образом 
гладкой неприводимой проективной поверхности общего типа 
при m-кратном каноническом вложении, стабильна (если т > 
^>0) относительно подходящего эквивариантного вложения 
схемы Гильберта в проективное пространство. Он вывел от­
сюда существование (квазипроективного) грубого многообра­
зия модулей таких поверхностей. Другие примеры и литера­
турные указания см. в [142], [215]. При доказательстве ста­
бильности соответствующих точек во всех этих прикладных 
задачах используются стандартные (для теории инвариантов) 
критерии замкнутости орбит, которые мы рассмотрим в § 6. 

4.7. Однородные пространства. Ввиду теоремы 4.2, однород­
ное пространство G/H алгебраической группы G по алгебраи­
ческой подгруппе Я (см. п. 1.5) является геометрическим 
(и, значит, категорным) фактором для действия Я на G пра­
выми сдвигами. 

Многообразие G/H всегда квазипроективно (см. п. 1.4). 
Известно [34], что оно проективно тогда и только тогда, когда 
Я является параболической подгруппой группы G (т. е. содер­
жит борелевскую подгруппу). Естественно спросить, когда оно 
аффинно или квазиаффинно. Ответ на первый вопрос к насто­
ящему времени полностью не известен. Во всяком случае, из 
теоремы 4.9 следует, что если подгруппа Я редуктивна, то 
многообразие G/H аффинно. Если сама группа G редуктивна, 
то верно и обратное. 

Теорема 4.17. Пусть G — редуктивная группа. Однород­
ное многообразие G/H аффинно тогда и только тогда, когда 
подгруппа Я редуктивна. 

Эту теорему часто называют критерием Мацусимы. Она 
была доказана одновременно и независимо Мацусимой [207] и 
А, Л. Онищиком [57]. (Простое доказательство см. в [201].) 

Подгруппы HczG, для которых многообразие GJH квазиаф-
финно, называются обозримыми (см. п. 3.7). Легко видеть, что 
подгруппа Я обозрима в G тогда и только тогда, когда Я0 

обозрима в G0. Поэтому достаточно описать связные обозри­
мые подгруппы связных групп. Такое описание получено 
А. А. Сухановым [90], [91]. Решающую роль при этом сыграли 
результаты Ф. А. Богомолова [20] (см. п. 5.5, в частности, след­
ствие 2 теоремы 5.5). 
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Для того, чтобы сформулировать результат А. А.- Суханова, 
нужны два определения. Алгебраическая подгруппа Я алгеб­
раической группы F называется правильно вложенной, если 
унипотентныи радикал Я содержится в унипотентном радикале 
F. Подгруппа F связной алгебраической группы G называется 
квазипараболической, если она имеет вид F={p£P\X(p)=-l}, 
где Р — параболическая подгруппа, а Я —- ее доминантный ха­
рактер. Иными словами, квазипараболические подгруппы — 
это стабилизаторы старших векторов линейных представлений 
группы С 

Т е о р е м а 4Л8 ([90], [91]). Связная алгебраическая под­
группа Я связной алгебраической группы G обозрима тогда и 
только тогда, когда она правильно вложена в некоторую ква­
зипараболическую подгруппу. 

4.8. Однородные расслоения. Конструкция однородного 
расслоения также связана с факторизацией по действию груп­
пы. Напомним сначала эту конструкцию в абстрактной ситуа­
ции. 

Пусть G — группа, Я — ее подгруппа, F — множество, на 
котором действует Я. Однородное расслоение G*N F есть фак­
тормножество прямого произведения GXF по действию группы 
Я, задаваемому формулой 

h(g,f) = (ghr\hf); (4.2J 
на GffF определено действие группы G, индуцированное ее 
действием на G.X^ посредством левых сдвигов первого множи­
теля. 

Условимся обозначать через \g,f\ образ пары (g, f) при 
отображении факторизации 

x:GXF^G^F (4.3) 

и отождествлять [e,f] с f. Отображение 

p:Q*F^Q/Ht [ r / , fW#, (4.4)' 

корректно определено и G-эквивариаитно; его слоями слу­
жат множества вида gF, 

Пусть теперь G—алгебраическая группа, Я —ее алгебра­
ическая подгруппа и F — алгебраическое многообразие, на ко­
тором регулярно действует группа Я. Тогда фактормножество 
О^Р=(СХР)Ш снабжается фактортопологией и пучком фун­
кций (см. п. 4.2). 

Т е о р е м а 4Л9. Если F— квазипроективное многообразие 
вдв». более общо» если любая конечная система точек в F со-
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держится в некотором аффинном открытом подмножестве, то 
пространство G*HF является алгебраическим многообразием. 

Иными словами, для действия (4.2) группы Я существует 
геометрический фактор. 

Для того, чтобы объяснить суть дела, рассмотрим вначале 
аналогичный вопрос для комплексных групп Ли и аналитиче­
ских многообразий. В этом случае проекция я : G-+GJH явля­
ется локально тривиальным (главным) расслоением. Пусть 
S — локальное сечение этого расслоения. Тогда подмногообра­
зие SX-^czGXf при отображении т изоморфно отображается 
на открытое подмножество пространства G£F. Поскольку ло­
кальное сечение существует над любой точкой многообразия 
G/H, отсюда следует, что G*HF — аналитическое многообразие. 

В алгебро-геометрической ситуации аналогичное рассужде­
ние не проходит. Дело в том, что открытые по Зарисскому 
подмножества слишком велики и поэтому многие естественные 
расслоения не являются локально тривиальными в топологии 
Зарисского. В частности, расслоение n:G~^G/H локально три­
виально тогда и только тогда, когда действие Я на G правы­
ми сдвигами обладает рациональным сечением (см. п. 2.5); но 
если, например, &=SLn , то такое сечение существует только 
для специальных в смысле п. 2.6 групп Я. 

Оддако действие Я : G всегда обладает рациональным ква­
зисечением (см. п. 2.5), т. е. существует такое алгебраическое 
многообразие Z и морфизм а : Z-^G, что поа — рациональное 
накрытие. Это означает, что расслоение я тривиализуется над 
некоторым открытым подмножеством UczG/H после подходя­
щего неразветвленного накрытия базы. Поскольку отображение 
я перестановочно с действием группы G, аналогичная тривиа-
лизация имеет место над любым подмножеством вида gU. 

О п р е д е л е н и е 4.20. Морфизм алгебраических многооб­
разий я : Х-*-У называется локально изотривиальным расслое­
нием (или, в более современной терминологии, локально три­
виальным расслоением в этальной топологии) со слоем F, если 
у каждой точки многообразия У существует окрестность, над 
подходящим неразветвленным накрытием которой я является 
тривиальным расслоением со слоем F. (Это накрытие, очевид­
но, можно без ограничения общности считать накрытием Га-
луа.) 

Из предыдущего следует, что расслоение я : G^-G/H ло­
кально изотривиально. (В действительности всякое глайное 
расслоение нормального многообразия локально изотривиально 
[145], [269].) Этого оказывается достаточно для доказательства 
теоремы 4.19. 

^ А именно, пусть Z — такое неразветвленное накрытие Га-
луа открытого подмножества UcGJH, что расслоение я ipn-
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виализуется над Z. Тогда имеет место коммутативная диаг­
рамма 

1>н *зГ'(Ю 
* \Ж 
z — * - ( / * 

в которой горизонтальные стрелки суть морфизмы факториза­
ции по некоторой свободно действующей конечной группе Г, а 
левая вертикальная стрелка есть проекция на первый множи­
тель (перестановочная с действием Г). Умножая первую строку 
этой диаграммы на F и факторизуя по действию группы Я, 
получаем следующую коммутативную диаграмму, в которой 
горизонтальные стрелки также обозначают факторизацию по 
Г, а левая вертикальная стрелка — отображение (z, h, f) *-+• 
~ (*> hf): 

Z * H * F ~JT1(V)*F 

lx F ~-p~1(U) 

Из теоремы 4.14 и условия на Z следует, что p~l(U) —алгеб­
раическое многообразие, • 

Следующие свойства однородных расслоений легко выво­
дятся непосредственно из определений, 

Предложение 4.21. Всякое инвариантное подмногообразие 
YdO *•• F естественным образом эквивариаитно изоморфно 
0 * ( / п Г ) . 

я 
Предложение 4.22. Точка x$F неособа (нормальна) в 

Q*ffF тогда и только тогда, когда она неособа (нормальна) в Fm 
В любом случае Tjc(Q*F)=*Tx(Qx) + Tx(F), 

н 
В том случае, когда группы G и Я редуктивны, а многооб­

разие F аффинно, многообразие О*/7 также аффинно. Ограни-
и 

чение функций на F определяет изоморфизм алгебр k[O^F]a^ 
rtk\F]ff и» следовательно, изоморфизм многообразий F/H^ 
^(G*F)/G, по которому эти многообразия обычно отождеетв-

я 
дяются. 

§ 5. Нуль-конус 
5.1. Введение- В работе (155], посвященной конструктивно­

му построению конечной системы образующие алгебры инва­
риантов форм степени d от д переменных (относительно 
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естественного действия группы SLn), Д. Гильберт обратил вни­
мание на особую роль тех форм, на которых все однородные 
инварианты положительной степени обращаются в нуль. Он 
назвал их «нуль-формами» и нашел эффективный признак, их 
характеризующий. Например, для бинарных форм степени d 
таким признаком является наличие линейного множителя крат-
ности >2~. 

Понятие нуль-формы естественным образом обобщается на 
любые линейные действия редуктивных групп. 

Пусть редуктивная алгебраическая группа G линейно дей­
ствует в векторном пространстве V. Нуль-конусом этого дейст­
вия называется множество общих нулей всех однородных ин­
вариантов положительной степени или, что то же самое, слой 
морфизма факторизации я : V-+/G, содержащий нуль. 

Так как нуль является единственной замкнутой орбитой, 
содержащейся в нуль-конусе, то элементы нуль-конуса харак­
теризуются тем, что замыкание их орбиты содержит нуль. Из 
этого следует, в частности, что нуль-конус зависит лишь от 
связной компоненты группы G. В дальнейшем мы будем пред­
полагать, что группа G связна. 

Для присоединенного действия редуктивной алгебраической 
группы G нуль-конусом является множество нильпотентных 
элементов касательной алгебры д. В самом деле, так как коэф­
фициенты характеристического многочлена присоединенного 
оператора являются однородными инвариантами, то всякий 
элемент нуль-конуса нильпотентен. С другой стороны, извест­
но, что для всякого нильпотентного элемента е% существует 
такой полупростой элемент h, что [h,e]=e. Отсюда следует, 
что орбита элемента е является конусом и, значит, содержится 
в нуль-ко'нусе. 

По аналогии и в общем случае элементы пространства У, 
принадлежащие нуль-конусу, называются нильпотентными. 
Мы будем обозначать нуль-конус через %G(V) ИЛИ просто 91 

Роль нуль-конуса в построении системы образующих ал­
гебры инвариантов объясняется тем, что алгебраически неза­
висимые однородные инварианты fu...,fs составляют систему 
параметров алгебры k[V]G (см. п. 3.10) тогда и только тогда, 
когда множество их общих нулей совпадает с Ш. Это простое 
следствие из теоремы Гильберта о нулях, доказанной в упомя­
нутой выше работе [155]. 

В настоящее время имеются и другие, более важные при­
менения нуль-конуса; см. об этом в следующем пункте и §§ 6 
и 8. 

5.2. Асимптотические конусы. Нуль-конус является «самым 
плохим» слоем морфизма факторизации. Его сравнение с дру­
гими слоями осуществляется методом асимптотических (ассо­
циированных) конусов, принадлежащим Боро и Крафту [ПО]. 
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Включим векторное пространство V в виде аффинной карты 
в проективное пространство Р той же размерности и отождест­
вим бесконечно удаленную гиперплоскость пространства Р с 
проективным пространством PV, ассоциированным с V. 

Назовем асимптотическим конусом подмногообразия MczV 
и обозначим через М объединение одномерных подпространств, 
соответствующих точкам из MftPV, где М — замыкание М в 
Р. Очевидно, что М — замкнутый конус той же размерности, 
что и М. Если подмногообразие инвариантно относительно 
группы G, то и его асимптотический конус инвариантен. 

П р е д л о ж е н и е 5.1. Асимптотический конус любого слоя 
F морфизма факторизации (и, тем более, любой орбиты) со­
держится в нуль-конусе. 

< Пусть uQF, ифО, и об1!/* — такая линейная функция, что 
®(и)фО. Пусть / — однородный инвариант степени т>0. 
Рассмотрим рациональную функцию <р(.*)=-= *^< на V. Она ин­
вариантна относительно гомотетий и определена в точке и* 
Следовательно, ее продолжение на Р определено в бесконечно 
удаленной точке /?=- (и') GF- Однако ограничение функции ср на 
F имеет вид у(х) = ^ где с — значение инварианта / на F. 
Следовательно, ф (р) = 0 и, значит, f(tt)*=*0. • 

С л е д с т в и е 1. Размерность любого слоя морфизма фак­
торизации не превосходит размерности нуль-конуса. 

Назовем модальностью действия алгебраической группы Я 
на алгебраическом многообразии X максимум чисел 
trdeg/e(Y)H по всем инвариантным неприводимым подмного­
образиям YczX, т. е. наибольшее число параметров, от кото­
рого может зависеть семейство орбит группы Я в X. 

С л е д с т в и е 2. Модальность действия группы G на лю­
бом слое морфизма факторизации не превосходит модальности 
ее действия на нуль-конусе. 

Л Пусть некоторый слой морфизма факторизации, отличный 
от нуль-конуса, содержит инвариантное подмногообразие М9 
коразмерность орбиты общего положения в котором равна т* 
Рассмотрим замыкание kNl конуса kM, натянутого на М, в 
пространстве V- Поскольку uimkM==dimM+l и орбиты, гомо­
тетичные орбитам, лежащим в М, заполняют* плотное подмно­
жество в kM, коразмерность орбиты общего положения в kM 
равна т-\-1, а коразмерность любой орбиты Hfe меньше этого 
числа. Очевидно, что Mczkffi* Следовательно, коразмерность 
орбиты общего положения в М не меньше т, а это означает, 
что модальность действия группы G в нуль-конусе (содержа-
щем М согласно предложению 5.1) не меньше лг. • 
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В частности, действия нулевой модальности — это действия 
с конечным числом орбит. Поэтому получаем 

Следствие 3. Если нуль-конус содержит лишь конеч­
ное число орбит, то тем же свойством обладает и любой слой 
морфизма факторизации. 

Предложение 5.1 допускает уточнение, связанное с тем, что 
слои морфизма факторизации можно рассматривать как аф­
финные схемы. С этой точки зрения слой тс1 {у) над точкой 
yW/G, отвечающей максимальному идеалу пу алгебры k[V]G, 
есть спектр алгебры 

A(y)=k[V]fk[V]rty, 
которая, быть может, имеет нильпотентные элементы (ср. пред­
ложение 3.26). Алгебра А (у) имеет естественную возрастаю­
щую фильтрацию, индуцированную градуировкой алгебры 
k[V]. Схемный вариант предложения 5.1 состоцт в том, что 
градуированная алгебра grA(y), ассоциированная с А (у), яв­
ляется гомоморфным образом алгебры Л(я(0)) (при некото­
ром естественном гомоморфизме, который может быть явно 
указан). 

В частности, если все слои морфизма факторизации имеют 
одинаковую размерность (см. об этом свойстве в § 8), а нуль-
конус приведен и неприводим (т. е. алгебра А(я(0)) не имеет 
делителей нуля), то gvА(у)^А(пО)) при всех g&V/G и, зна­
чит, все слои приведены и неприводимы. Если нуль-конус к 
тому же нормален, то и все слои нормальны [110]. 

5.3. Критерий Гильберта — Мамфорда. Следующая фунда­
ментальная теорема была доказана Гильбертом [155] для дей­
ствия унимодулярной группы в пространстве форм и Мамфор-
дом [213] в общей ситуации. 

Теорема 5. 2. Пусть редуктивная алгебраическая груп­
па G линейно действует в векторном пространстве V и пусть 
u£V — нильпотентный элемент. Тогда существует такой одно­
мерный тор SczG, что SudO. 

•Мы приведем доказательство Ричардсона для случая & = 
= С, помещенное в статье [108]. Пусть Т—максимальный (ал­
гебраический) тор и К — максимальная компактная подгруппа 
группы G. Имеем G=KTK (разложение Картана). По условию 
6иЭ0. Так как замыкание подмногообразия в топологии Зарис-
ского совпадает с его замыканием в вещественной топологии, 
а подгруппа К компактна в вещественной топологии, то уже 
замыкание подмножества ТКи в вещественной топологии со­
держит нуль. 

Рассмотрим отображение факторизации пт : V-+-V/T. Так 
как оно непрерывно в вещественной топологии, то из предыду­
щего следует, что 

пт(ТКи)--=пт(Ки)эО. 
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Таким образом, найдется такой элемент g&K, что nT(gu) = 0, 
т. е. TguBO. 

Последнее условие равносильно тому, что ' {g~lTg)uB09 и 
для завершения доказательства теоремы нам остается заменить 
тор g~lTg одномерным подтором. Это возможно в силу пред­
ложения, которое будет доказано в следующем пункте. Там же 
будет приведена более удобная форма критерия Гильберта — 
Мамфорда. • 

Отметим, что из доказанного следует, что 
XG(V)=GHtT(V). (5.1) 

5.4. Метод носителей. Пусть Г—алгебраический тор, t — 
его касательная алгебра, £ (Г) —группа его характеров (запи­
санная аддитивно). Отображение, сопоставляющее каждому 
характеру его дифференциал, продолжается до изоморфизма 
пространства £(T)®k на пространство t*. Имея в виду этот 
изоморфизм, мы будем рассматривать элементы пространства 
3Z(T)®k как линейные функции на L Положим 

E(T)=S(T)®Q, 
t(Q)-—.{fc€t:x(A)€Q для всеххбЖ(Г)}. 

Пространства Е(Т) и t(Q) сопряжены относительно спарива­
ния(х, Л) ~%(h). 

Пусть тор Т линейно действует в векторном пространстве V 
Тогда V-^V*,, где 

VK=*{u*V:tv**h(t)v для всех №}. 
Характеры X, для которых VxфО, называются весами данного 
действия, а сами подпространства Vx - весовыми подпростран­
ствами. 

Для всякого вектора t;=sSt;^V(t;fc6Vx) назовем его носителем 
и обозначим через supp v выпуклую оболочку в пространстве 
Е(Т) множества тех весов Я, для которых ьхфЬ. 

П р е д л о ж е н и е 5.3. Для вектора uW следующие усло­
вия равносильны: 

(1) 7V30; _ 
(2) существует такой одномерный тор ScT, что SuBO; 
(3) suppa&O; 
(4) существует такой вектор ftGt(Q), что %(h)>0 при всех 

Ябзирр и. 
Вернемся теперь к ситуации предыдущего пункта. Рассмат­

ривая носители векторов относительно фиксированного макси­
мального тора Т группы G, мы можем с учетом предложения 
5.3 переформулировать критерий Гильберта - Мамфорда сле­
дующим образом: вектор u&V нильпотентен тогда и только 
тогда, когда в его орбите существует такой элемент и\ что 
supp и 90. 
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П р и м е р Г. Рассмотрим естественное линейное пред­
ставление группы SL2 в пространстве форм степени d от пере̂  
менных х, у. Веса этого представления относительно макси­
мального тора 

имеют вид 
ds, (d —2)e, . . . , — (d — 2)e, — dz, 

где e((g ^-ijj^t"1, причем весу (d —2&)e отвечает форма xd~kyk, 
Носитель формы не содержит нуля тогда и только тогда, когда 

она делится либо на x b J , либо на yl-П . Следовательно, 
нильпотентные бинарные формы (нуль-формы, в терминологии 
Гильберта) —это те, которые ИМЕЮТ линейный множитель крат­
ности > ™- + 1 . 

П р и м е р 2°. Рассмотрим естественное линейное пред­
ставление группы SL3 в пространстве кубических форм от пе­
ременных х, у, z. Веса этого представления относительно мак­
симального тора, состоящего из диагональных матриц, изобра­
жены на рис. 5, причем возле каждого веса указана 
соответствующая форма. (Форма хуг соответствует нулевому 
весу.) С точностью до действия группы Вейля, переставляющей 
х, у, z, имеется только один максимальный выпуклый много­
угольник, натянутый на веса и не содержащий нуля, а именно 
треугольник, изображенный на рис. 5. Носитель формы содер­
жится в этом треугольнике тогда и только тогда, когда точка 
(О, 0, 1) является для соответствующей плоской проективной 
кривой либо двойной точкой с двукратной касательной г/=0, 
либо тройной точкой. Следовательно, нильпотентные формы 
характеризуются тем, что соответствующие им кубики имеют 
особенность, отличную от простого самопересечения. 

xV 

XZ2» xyz 

yz2 

Рис. 5 
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5.5. Характеристика нильпотентного элемента. Развивая 
адею, заключенную в критерии Гильберта — Мамфорда, можно 
допытаться выделить среди всех одномерных торов 5, удовлет­
воряющих условию \SuBQ, те, которые «быстрее всего подгоняют 
элемент и к нулю». Это соображение было обыграно в работах 
Руссо [252], Кемпфа [171] и Хесселинка [153] и, независимо, 
Ф. А. Богомолова [20]. Оно позволило произвести некоторую 
классификацию нильпотентных элементов. 

Сохраняя предположения и обозначения предыдущих пунк­
тов, введем в касательную алгебру Q группы G инвариантное 
скалярное умножение, ограничение которого на t(Q) принима­
ет рациональные значения и положительно определенно. (На­
пример, можно положить (х, y)=tvdR(x)dR(y) для какого-либо 
точного линейного представления R группы G.) Определим 
изоморфизм v:E(T)~-H{Q) по формуле 

v~l{hi){h2) = {hlyh2) (Ai,Mt.(Q)) 
и с его помощью перенесем скалярное умножение в простран­
ство £(Г) . 

Полупростой элемент Mq будем называть рациональным, 
если для какого-либо точного (и тогда вообще для любого) 
линейного представления R группы G собственные значения 
линейного оператора dR(h) рациональны. Элемент h рациона­
лен тогда и только тогда, когда он сопряжен элементу из t(Q). 

Для ft€g и c£k положим 
Vc{h) = {veV:hv=cv}, 

Очевидно, что 
1йо(Л), flb(A)]d8a+b.(A)- ta(h)Vb(h)mc:Va+b(h). 

О п р е д е л е н и е . Характеристикой1* ненулевого нильпо­
тентного элемента ив]/ называется (любой) кратчайший ра­
циональный полупростой элемент A6g, удовлетворяющий усло­
вию 

«б ф Vc(h). (5.2) 

Докажем, что любой ненулевой нильпотентный элемент цб 
6V обладает характеристикой. Заменив элемент и эквивален­
тным ему нильпотентным элементом, добьемся того, чтобы 
supp'MsK). Обозначим через %и точку supp и, ближайшую к ну­
лю, и положим * 

h^idu)^^Q)- <5-3 ) 
Тогда %(hu)=2 будет уравнением (относительно %) гиперпло­
скости Ни, проходящей через точку %и ортогонально ее радиу-

-> Термин «характеристика» впервые был употреблен Е. Б. Дынкиным 
[44] в случае присоединенного представления: см. пример 3°. 
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су-вектору, а неравенство %(hu)^2 будет задавать полупрост­
ранство Я / , содержащее supp и (см. рис. 6j). Следовательно, 
элемент hu удовлетворяет условию (5.2). Легко видеть, что это 
кратчайший из элементов пространства t(Q), удовлетворяю­
щих этому условию. Если в t(Q) содержится характеристика 
элемента и, то ею может быть только Аи. 

Рис. 6 

Элемент а назовем приведенным (относительно Г), если 
supp.aW) и \hu\^\h.gu\ (или, что то же, |%u|>|x£-l) ^ля лю~ 
бого ̂  такого g"6G, что supp gu§0. Так как число возможных 
носителей элементов пространства V конечно, то каждый нену­
левой нилъпотентный элемент эквивалентен некоторому приве­
денному (или, что то же, каждый ненулевой нильпотентный 
элемент приведен относительно некоторого максимального то­
ра). Если и — приведенный нильпотентный элемент, то элемент 
hu и является его характеристикой. 

Укажем теперь способ, позволяющий эффективно вычислить 
характеристику. 

С каждым рациональным полупростым элементом М§ свя­
зана параболическая подалгебра 

»(А) = @te(h)9 (5.4> 
с>0 

в которой централизатор 8(A) =80(А) элемента h является мак­
симальной редуктивной подалгеброй. Обозначим через P(h) 
соответствующую параболическую подгруппу. Так как элемент 
h ортогонален коммутанту алгебры &(А), то линейная функция 
| »-*(А, | ) на j>(A) с точностью до рационального множителя 
совпадает с дифференциалом некоторого характера группы 
Р(А). Поэтому ортогональные дополнения 1>(й) и 1(h) к элемен­
ту А в подалгебрах р(А)и ъ (К) соответственно являются идеалами 
этих подалгебр и им отвечают-какие-то связные подгруппы P(fi} 
и••••Z (А) группы Gr. 
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Т е о р е м а 5.4. Пусть и — ненулевой нильпотентный эле­
мент пространства V. Рациональный полупростой элемент А%, 
удовлетворяющий условию (5.2), является характеристикой эле­
мента и тогда и только тогда, когда проекция и0 элемента ш 
на V%(h)^nt является нильпотентным элементом для действия 
группы Z(h). 

Ч Пусть Г —максимальный тор группы G, содержащийся в. 
Z(h , и f — максимальный тор группы 2(h), содержащийся в 7 \ 
При ограничении характеров тора Г на Г гиперплоскость Н = 
=={%-% (А) ==2} пространства Е (Т) биективно отображается на 
Е (Г). Прообразом нуля при этом отображении является точка 

Ь = ( О Г - 1 ( А ) 

— основание перпендикуляра, опущенного из нуля на Я. 
Условие «элемент щ не является нильпотентным для Z(h)>> 

в силу критерия Гильберта — Мамфорда означает, что носи­
тель щ в^Е(Т) не может быть сдвинут с точки %ъ действием 
группы Z(h)9 а это, в свою очередь, равносильно! тому, что но­
ситель и не может быть сдвинут с точки %h действием группы 
Р (А) (и, в частности, содержит эту точку). 

Если А— характеристика элемента и, то A=AU, Хк^Хи к 
1%~|>|%яи| Для любого g£G. При действии на элемент и груп­
пы Р(А) его носитель не выходит за пределы полупространства: 
#и+ и, следовательно, не может быть сдвинут с точки %/-.. 

Обратно, пусть носитель и не может быть сдвинут с точки 
ЗСл действием группы Р(А). В этом случае также %h=%u и ft=« 
==AU. Пусть элемент u'=zgu (g&G) приведен; тогда hU'—его-
характеристика. Согласно разложению Брюа g=p\wp2, где 
Pi'eP(ft.„r), p2€P(Att). гюШ(Т). Имеем 

Следовательно', |%М' | = |%~1 и и —также приведенный нильпо­
тентный элемент, а /г — его характеристика. • 

Последнее рассуждение применимо, в частности, когда оба 
элемента а и a' *=gu приведены, и показывает, что их характе­
ристики hu и ЛЯ' эквивалентны относительно группы Вейля-
Если же hu = ha> , то для элемента ^фигурирующего в форму­
ле (5.5), имеем w%Z(hu)czP(hu) и, значит, g%P(hu). 

Т е о р е м а 5.5. 1) Если эквивалентные нильпотентные 
элементы и и ur==gu имеют общую характеристику А, то g& 
€|Р(А); 

2) Если А и А' —характеристики одного нильпотентного' 
элемента абУ, то A'6Ad(P(A))A. 

С л е д с т в и е L Подгруппы P(h) и Р(А) не зависят от 
выбора характеристики А нильпотентного элемента u€V. 
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С л е д с т в и е 2. Стабилизатор Gu нильпотентного эле­
мента u£V с характеристикой h содержится в подгруппе P{h). 

Можно также показать, что GaczP(h). 
П р и м е р 1°. Бинарные формы степени d. Максимальная 

удаленность от нуля носителя бинарной формы, эквивалентной 
данной ненулевой нильпотентной бинарной форме а, определя­
ется максимальной кратностью линейных множителей формы 
и. Если эта кратность равна ky и форма и — приведенная, то 

. Хв = (2А--<*)в, А« = ^]ет<Н а8(-- —*) 
{см. пример Г п. 5.4). Отметим, что всякая бинарная форма, 
носитель которой не содержит нуля, автоматически является 
приведенной. 

П р и м е р 2°. Кубические тернарные формы. На рис. 7 
изображены (сплошными линиями) прямые Ни, отвечающие 
приведенным нильпотентным формам и. Соответствующие ха­
рактеристики вычисляются по формуле (5.3). Прямая, изобра­
женная пунктирной линией, отвечает неприведенному нильпо-
тентному элементу, так как в этом случае действие Z{hu) : 
• V2(hu) изоморфно естественному действию SL2: &2, для ко­
торого все элементы нильпотентны. 

Рис. 7 
Нетрудно видеть, что во втором примере характеристика 

однозначно определяет класс эквивалентности нильпотентной 
формы, в то время как в первом примере это имеет место толь­
ко при d^.4. 

П р и м е р 3°. П р и с о е д и н е н н о е п р е д с т а в л е н и е . 
Характеристика нильпотентного элемента редуктивной алгебры 
Ли g была определена Е. Б. Дынкииым [44] другим способом. 
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А именно, по теореме Морозова всякий ненулевой нильпотент-. 
ный элемент еЦ может быть включен в <?12-тройку (е, A,f), т. е. 
найдутся такой полупростой элемент h и такой нильпотентньш' 
элемент /, что 

[А,е] = 2е, [A,fl = -2f, [e,f] = h. (5.6) 
Элемент А, определенный с точностью до действия группы 
Ad(Z(e)), и называется характеристикой элемента е по Дьш-
кину. Покажем, что он является характеристикой и в нашем 
смысле. Так как eGg2(A), то для этого достаточно проверить, 
что е не является нильпотентньш элементом относительно дей­
ствия группы Z(h). 

Ч Пользуясь одним критерием, который будет получен в 
§ 6, мы докажем более сильное утверждение, а именно, что 
орбита Ad(Z(h))e замкнута. Ограничимся случаем k = C. 
Пусть т — сопряжение относительно компактной вещественной 
формы алгебры д, содержащей стандартную компактную веще­
ственную форму подалгебры <e9h,f>, так что 

х(е) ==— f, x(f) -=—е, %{h) =—h. 
Формула 

H(x>y)= — (x,t(y)) 
задает на алгебре g положительно определенную эрмитову 
форму Н, инвариантную относительно компактной веществен­
ной формы группы G. При x&%(h) имеем: 

Hax,eley=.([x,elf}**(x,h)=Ot; • _ . 
откуда по теореме 6,18 и следует, что орбита Ad (Z(h))e замк­
нута. • 

Отметим, что нильпотентный элемент алгебры g определя­
ется своей характеристикой с точностью до сопряженности. 

5.6. Стратификация и разрешение особенностей нуль-кону­
са. С точностью до сопряженности имеется лишь конечное чис­
ло характеристик нильпотентных элементов пространства' V. 
Пусть hu . . , , h8 — все эти характеристики и % (*=1, . . . , s) — 
множество нильпотентных элементов, характеристика которых 
сопряжена элементу А*. Тогда '9t=3tiU .'.. U%U{0}. Мы покажем, 
что Sli, . . . , Sfte — неособые неприводимые подмногообразия, и 
укажем разрешения особенностей их замыканий. J 

Пусть А— характеристика какого-либо нильпотентного эле­
мента и 91(A)—множество всех нильпотентных элементов, ха­
рактеристика которых сопряжена А. Положим 

V+(h)=®Vc(h) 
и обозначим через V+(A)° открытое подмножество в V+(/i), 
состоящее из элементов, проекция которых на V^h) не являет­
ся нильпотентньш элементом для действия группы 2(A). Со­
гласно теоремам 5.4 и 5.5 

31(A) «GF+(A)°, 
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причем giUi=g2u2(gu g2^G; uu u2£V+(h)°) тогда и только тог­
да, когда g2=gip-~\ и2=рии где p£P(h). 

Рассмотрим G-эквивариантный морфизм 
<f:G * V+(h)+V, [g, и] ~ git (5.7) 

p(h) 
(см. П. 4.8). Из предыдущего следует, что этот морфизм инъек-
тивен на открытом подмножестве G * V.UifdG * V" (А) и 

p(h) P{h) 
отображает его на 31(h). 

Теорема 5.6. 1) Морфизм <р изоморфно отображает 
О * V+(hf на SR(A). 

Р (А) 
2) Ф(С * 1Л(й))=-=Я1(А). 

-°(Л) 
<4 1) Нужно только доказать, что во всех точках подмно­

жества G * V+(h)° морфизм Ф имеет максимальный ранг. Это 
свойство может быть переформулировано следующим образом: 
для любых ggg, aQV+(ft)° 

lueV+{h) влечет £€j>(A). 
Предположим, что |ыбК+(А) для каких-то |Gg\j>(A), uG 

€l/+(A)°, и пусть ио —проекция и на V_(A), a g0 — младшая 
компонента § относительно градуировки ' fi-=-©8c(A)- Тогда 
|о^о==0, но это невозможно, так как щ — также нильпотентный 
элемент с характеристикой А и его стабилизатор содержится в 
P(h). 

2) Имеем: 
3i(A)ccp(G * К+(А))=ОК+(А)саГ(Й), 

/-'(Л) 

В прямом произведении (G/P(h))XV рассмотрим замкнутое 
подмногообразие 

M={(gP(h),v):oegV+{h)} 
оно • изоморфно G * V+(h)). Ввиду полноты многообразия 

P{h) 
GlP(h) проекция М на V замкнута. Но эта проекция есть 
GV+(h). Следовательно, Q1/+(A)——JR(A). • 

С л е д с т в и е , dim Я (A) ==dim V+(/i)+;dim G/P(/i). 
В качестве примера изучим многообразие 91 = Э1о(й) нильпо--

тентных элементов самой алгебры д. Пусть а ь . . . , ап — про­
стые корни алгебры д и е ь . . . , ел - соответствующие им кор­
невые векторы. Рассмотрим элемент AGtDfl', определяемый ус­
ловиями сц(А) =2 (£=1, . . . , п). Имеем, 

3(A)=t, fl2(A)=<eb . . . , еп>. 
Так как (v-^A), а*) =а*(А) ==2 при всех i, то v™1^) есть ли­
нейная комбинация простых корней с положительными рацио­
нальными коэффициентами. Следовательно, 
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с (ft) = f xQt: 2 lt*i (x) = Ol 

где /ь . . . , /n — положительные рациональные числа. Можно 
«считать, что /ь . . . , 4 целы и взаимно просты. Тогда 

k[to(h)fW = b[*k • • • A 
где х ь ..,.-, хп — координаты относительно базиса {еи . . . , #п}. 

Из предыдущего следует, что элемент h является характе­
ристикой любого элемента из %2(h) с отличными от нуля коор­
динатами. Подпространство в+(Л)'=в натянуто на корневые 
векторы, отвечающие всем положительным корням, и является 
стандартной максимальной унипотентной подалгеброй алгеб­
ры д. Подмножество g+(/i)°=ti° состоит из всех элементов под­
алгебры п, имеющих ненулевые коэффициенты при векторах 
_1, .. ., еп. Так как всякий нильпотентный элемент алгебры g 
сопряжен элементу из п, то 

3U^)==Ad(G)ti=-3?. 
Подгруппа Р (h) есть стандартная борелевская подгруппа В 

группы G. Морфизм cp:G*ti~»-3}, [g, tt]^A<i(g)tt, является извест-
в 

шъш разрешением особенностей многообразия 3R (см., напр., 
[277], [282]). Он изоморфно отображает открытое подмножество 
•G*a°cG*ti на открытое подмножество SR(A)c3i, состоящее из 

«в в 
всех регулярных нильпотентных элементов и представляющее 
собой одну орбиту группы G. Дополнение к этой орбите, т. е. 
многообразие иррегулярных нильпотентных элементов, есть образ 
подмногообразия 5 = UG*tf^>cG*ii, где п^-сп (£=-1, . . . ,л) — 

£ 5 В 
идеал, состоящий из всех элементов, имеющих нулевой коэффи­
циент при векторе et. 

Можно показать, что, если группа G проста, все неприво­
димые компоненты многообразия 5 отображаются на одно й 
то же подмногообразие коразмерности 2 в 31. В этом подмно­
гообразии, в свою очередь, имеется открытая орбита, состоя­
щая из так называемых субрегулярных нильпотентных элемен­
тов. Прообраз каждого субрегулярного нильпотентного элемен­
та одномерен и является объединением (конечного числа) не­
особых полных рациональных кривых, пересекающихся друг с 
другом не более чем по одной точке. Схема пересечений этих 
кривых (в которой вершины отвечают кривым, а ребра —точ­
кам пересечения) совпадает со схемой простых корней группы 
G в тех случаях, когда последняя имеет тип Л, D или Е (т. е. 
•без кратных ребер), и является схемой Дынкина типа Лгп-ь 
Dn+i, £?в или £>4» когда G — группа типа Вп, Сп, F* или G2 
«соответственно [277], [286], 
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§ 6. Тонкая геометрия действия 

6.1. Слайсы: постановка задачи. В теории топологических 
групп преобразований при описании структуры действия в ок­
рестности заданной орбиты существенную роль играет так на­
зываемая теорема о слайсе (или срезе) [114], состоящая в 
следующем.1} 

Пусть К—компактная вещественная группа Ли, дифферен­
цируемо действующая на дифференцируемом многообразии М, 
и хвМ — некоторая точка. Тогда некоторая инвариантная 
окрестность U орбиты Кх в М эквивариантно диффеоморфна 
некоторой инвариантной окрестности нулевого сечения нор­
мального расслоения орбиты Кх. Эта последняя окрестность 
имеет стандартное строение — она эквивариантно диффеоморф­
на однородному расслоению вида К * Q (см. п. 4.8), где й — 

некоторая ^-инвариантная окрестность нуля в векторном про­
странстве, являющемся ^-инвариантным прямым дополнением 
кТх(Кх) в ТХ(М\. 

Образ множества Q при эквивариантном диффеоморфизме 
KKXQ~^U и называется слайсом в точке х для действия К 
на М. Ясно, что слайс является /(^-инвариантным замкнутым 
в U подмногообразием, пересечение которого с каждой G-op-
битой в U является ^-орбитой. 

Эта теорема имеет много приложений —к вопросам о струк­
туре стабилизаторов, орбитных типов и др. [114]. Поскольку 
аналогичные вопросы весьма важны и для алгебраических 
групп преобразований, естественно спросить: в какой мере 
теорема о слайсе переносится на алгебраическую ситуацию, а 
точнее, на случай редуктивной алгебраической группы G, дей­
ствующей на аффинном алгебраическом - многообразии X 
(это — алгебраический аналог рассмотренной выше топологи­
ческой ситуации)? Ясно, что дословное перенесение невозмож­
но по нескольким причинам. 

Во-первых, группа Gx может оказаться нередуктивной и 
тогда нельзя гарантировать, что в ТХ(Х) найдется Ох-инва-
риантное дополнение к Tx(Gx). Таким образом, с самого на­
чала следует ограничиться лишь такими точками х, у которых 
стабилизатор Gx редуктивен. 

Во-вторых, даже' если стабилизатор Gx редуктивен, может 
случиться, что в любой окрестности точки х найдется такая 
точка у, что Gy не сопряжен в G никакой подгруппе груп­
пы GX) — ясно, что в окрустности, эквивариантно изоморфной 
однородному расслоению над G/Gx, это невозможно. 

П р и м е р Г. Пусть G=SL2 и V=V3 (см. пример Г в. 
п. 3.3). Мы покажем ниже в примере Г п. 7.2, что в (V суще-

*> См. также статью В. В. Горбацевича и А, Л. Онищика «Группы Ли 
преобразований» в т. 20.— С. 103—240 этой серии. 
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ствует непустое открытое множество, стабилизатор любой точ­
ки которого является группой порядка 3. С другой стороны, 
нетрудно проверить., что стабилизатор формы v=x2y триви­
ален. Поскольку любые непустые открытые подмножества в V 
пересекаются» едайеа в точке v не существует. 

Как будет покапано ниже, указанное препятствие не воз­
никает, если орбита Ох намкпута в X (по теореме 4.17 в этом 
случае стабилизатор Ох автоматически редуктивен). Однако и 
в предположении замкнутости орбиты Gx слайса —в указан­
ном выше смысле—может не существовать. В самом деле; 
допустим» например, что стабилизатор Gx тривиален. Тогда. 
всякое однородное расслоение над G/Gx является прямым., 
произведением группы О на слой, а это значит, что слайс в' 
точке х (если он существует) является рациональным сече­
нием дли действия О на X (см. и. 2.5). Однако, как мы знаем,, 
рационального сечения может и не существовать. 

Пример 2°. Пусть G-—подгруппа в GLn. Тогда стабили­
затор любой точки для действия G на GLn левыми сдвигами 
тривиален и все орбиты замкнуты, однако рациональное сече­
ние существует лишь тогда, когда G —специальная группа в 
смысле 1264]» см* п, 2.6, 

Таким образом, возникающее здесь препятствие имеет ту­
же природу, что и п задачах о построении рациональных се­
чений (п. 2.5) или однородных расслоений (п. 4.8): оно связа­
но с тем» что открытые по Зарисскому множества «слишком 
велики», Оказывается, как и в УТИХ задачах, выход состоит в 
том, чтобы изменить определение слайса, допустив возможность 
перехода к коиечполпетпому накрытию. Это было обнаружено 
Луной» который ра;жнл в [201] теорию так называемых эталь-
ных сляйсов. Прежде чем дать точное определение этого по­
нятия и сформулировать основной результат из [201], напом­
ним некоторые определения и факты и введем удобную тер­
минологию. 

6*2. Превосходные морфизмы. Рассмотрим категорный фак» 
тор nxia:X-*X'lQ (см* п. 4.3). Подмножество U в X будем 
называть яхт-насыщенным* если U n^fG(nXiQ(U)), т.е. каж­
дый слой морфизма nxtt} либо неликом лежит в U, либо не 
пересекается с (L 

Пусть К —ото одно аффинное многообразие, на котором 
действует группа Gy и яУ/« : Y^Y/G — соответствующий ка­
тегорный фактор» Если ф ; Y^X •<•- эквивариаитный морфизм,то 
согласно сказанному в п. 4,4» возникает коммутативная. 
диаграмма 

У ~ — ^ 
-%- | l̂ x/s • 

Y/----—TX/C (6.1) 

2за, 



Рассмотрим теперь морфизм щ, полученный из nx/G заменой 
«базы с помощью cp/G 

ЯГ? 
**т* ~х 

JTi\ I Л # • (6Л) 

Y/Q-
• / /£ 

—-X/S 

Тогда, как мы знаем, существует однозначно определенный 
зквивариантный морфизм у: Y—^Y/GX/GiX, дополняющий диаг­
раммы (6.1) и (6.2) до следующей коммутативной диаграммы 

из 
Морфизм ф называется превосходным [202], если: 

Е1) 7 — изоморфизм (иначе говоря, 'TCT/G получатся 
z%x/G заменой базы с помощью cp/G); 

Е2) ф/G этален. 
Напомним, [151], что этальным называется морфизм 

"ф : U-+-V, этальный в каждой точке #61/, а этальность ip в и 
-означает, что естественный гомоморфизм пополнений локаль­
ных колец «Ф* :&*(u)(V)-*&u(U) является изоморфизмом. Гео­
метрический смысл этого алгебраического условия состоит в 
следующем: если k=C и U и V • рассматриваются как ана­
литические пространства, то этальность г|> в и эквивалентна 
тому, что \|з осуществляет аналитический изоморфизм подхо­
дящих комплексных окрестностей (т. е. окрестностей в ком­
плексной топологии) точек и и n|)(w). Если и и ф(и)—неосо­
бые точки U и V, то этальность ф в д эквивалентна тому, что 
duty — изоморфизм касательных пространств TU(U) и T^U)(V) 
(при k=C это следует из теоремы об обратном отображении). 

Пусть ф превосходен. Тогда из Е1) следует, что ограниче­
ние ф на любой слой морфизма %Y/G является изоморфизмом 
этого слоя с некоторым слоем морфизма %х,о- В частности, 
множество ф(У) rtZ/(r насыщено, ограничение ф на любую ор­
биту инъективно и 1ф переводит замкнутые орбиты в замкну­
тые. Далее, из общих свойств этальных морфизмов [151] и 
из Е2) следует, что ф тоже этален и что множества <p(Y) и 
(ф/G) (Y/G) открыты соответственно в X и X/G. Наконец, от­
метим следующее важное свойство: если Z — замкнутое инва­
риантное подмножество в X, то ф : ф " 1 ^ ) - ^ — превосходный 
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морфизм (это следует из определения замены базы и из ска­
занного в п. 4.4). 

6.3. Этальные слайсы. Теперь можно дать определение 
этального слайса в точке х£Х: им называется любое аффинное 
подмногообразие S в X, обладающее следующими свойствами: 

1) xQS; 
2) S инвариантно относительно Gx; 
3) морфизм ( / * S - > X , [g, s]*-»gs (см. п. 4.8) превосходен. 

GX 

Основным результатом об этальных слайсах является сле­
дующая 

Т е о р е м а 6.1. (Луна, [201]). Пусть редуктивная группа G 
действует на аффинном многообразии X и х£Х — точка, орбита 
которой замкнута в X. Тогда в точке х существует этальный 
слайс. 

Доказательство этой теоремы сразу сводится к случаю, 
когда X является (конечномерным) G-модулем V. В самом 
деле, согласно теореме 1.5, X можно считать замкнутым инва­
риантным подмножеством некоторого (конечномерного) G-MO-
дуля V. Предположим, что для действия G на V в точке х су­
ществует этальный слайс S. Поскольку морфизм a :G*S~*V 

Gx 
Xgi $\^es-> превосходен, то, как объяснено выше, и морфизм 
a:a^(X)—> X превосходен. Однако многообразие аГг(Х) эквй­
вариантно изоморфно однородному расслоению G * (5 П X) (см. 

°х 
дредложение 4.21). Поэтому ST\X является этальным слайсом 
в точке х для действия G на X. 

В случае X=V существование этального слайса S устанав­
ливается по следующей схеме. Ввиду замкнутости орбиты Gx 
в F, группа Gx редуктивна (см. теорему 4.17). Значит, в G^ 
модуле V=TX(V) подмодуль Tx(Gx) выделяется прямым сла­
гаемым; пусть N — дополнительный к Tx(Gx) подмодуль в V. 
Рассмотрим проходящее через точку х подмногообразие x+N 
в У. Поскольку оно Оя-инвариантно, имеется эквивариантный 
морфизм p:G* N-*W \g*n]*+g{x+n) (см. п. 4.8). Однородно 

Gx 

расслоение G* N имеЪт простую геометрическую интерпретацию: 
оно эквйвариантно изоморфно нормальному расслоению к орбите 
Gx в пространстве V. При этом изоморфизме нулевому сечению 
нормального расслоения соответствует G-орбита точки z = [e, 0] 
в G*N. Эта G-орбита имеет в G* N минимальную размерность 

о х 

и поэтому замкнута в G * N. Ясно, что ограничение р на эту 
Gx 

орбиту осуществляет ее эквивариантный изоморфизм с Gx, причем 
§(z)==x. Отсюда, из определения подпространства N и из 
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предложения 4.22 следует, что dz$ является изоморфизмом каса­
тельных пространств TZ(Q*N) и ТХ(У). Поскольку V и 

G* N — гладкие многообразия (см- предложение 4.22), 'это озна-
Gx 

чает, что морфизм (3 этален в точке z. Таким образом, мы нахо­
димся в условиях следующей «основной леммы». 

Л е м м а 6.2. (Луна [201]). Пусть редуктивная группа G 
действует на аффинных многообразиях У и Z и ср: У-KZ — эк-
вивариантный морфизм. Предположим, что для некоторой точ­
ки y&Y выполнены следующие условия: 

1) стабилизаторы точек у и ф(у) совпадают; 
2) орбиты точек у и <р(у) замкнуты, соответственно, в 

У и Z; 
3) морфизм ф этален в точке у. 

Тогда в У существует такая яу/о-насыщенная открытая аф­
финная окрестность W точки у7 что морфизм <р : W-^Z пре­
восходен. 

Применяя эту лемму и предложение 4.21 к морфизму р, мы 
получаем: в N существует такая яд/^-насыщенная открытая 
аффинная окрестность нуля U, что морфизм p:Gr*£/->V npe-

Gx 
восходен. Это означает, что S—x-\- U — этальный слайс в точке 
х для действия Q на V. 

Таким образом, доказательство теоремы 6.1 сводится к до­
казательству леммы 6.2. Последнее достаточно сложно и не 
может быть приведено здесь (читатель найдет его в ориги­
нальной работе Луны [201]). Мы же рассмотрим конкретный 
пример, а затем перейдем к непосредственным следствиям из 
теоремы 6.1: они показывают, что с помощью этальных слайсов 
можно получить алгебраические аналоги результатов о ста­
билизаторах, орбитных типах и др., которые в теории диффе­
ренцируемых компактных групп преобразований получаются с 
помощью обычных слайсов (хотя в алгебраической ситуации , 
картина усложняется ввиду наличия незамкнутых орбит). 

П р и м е р 1°. Пусть G связна. Рассмотрим ее присоединен­
ное действие на ее касательной алгебре Х=~й (ср. пример 1° 
п. 3.8). Пусть Т — максимальный тор в G, t—его касательная: 
алгебра, Д —система корней g относительно Т, $а — корневое 
подпространство, отвечающее корню а. Тогда для любого xGt 
орбита Gx замкнута в X, см. п. 1.5. Рассмотрим в t открытое 
подмножество, образованное регулярными элементами, tre#= 
*={уЫ\а(у)'Ф0 для любого- {56Д}, и пусть х№ее. Тогда Ох = Г, а 
Tx(Gx) =g#=®ga . Поэтому t является Gx-инвариантным пря-
мым дополнением к Tx(Gx) в ТХ(Х)=$. Рассмотрим теперь 
морфизм ф: G*rtre--->Z, \g,s]*-+gs. Тогда из сказанного и из. 
предложения 4.22 следует, что ф этален в любой точке слоя* 
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tT% а значит, и вообще в любой точке. Если еще учесть, что Т 
действует на t тривиально, то мы получаем, что все условия 
шеммы 6.2 выполнены. Это показывает, что treg является эталь-
ным слайсом в любой своей точке. Таким образом, существует 
такое этальное накрытие У множества всех регулярных полу­
простых элементов в д, что действие G на этом накрытии У 
имеет совсем простую структуру — У эквивариантно изоморфно 
<?/rXt reg с естественным действием G на первом сомножителе 
и тривиальным — на втором (это следует из того, что Т три­
виально действует на t). Отметим, что указанное накрытие не 
является изоморфизмом. 

Теперь мы перейдем к изложению ряда результатов, OCHQ-
ванных на теореме 6.1. 

Будем далее считать, что G— редуктивная группа, дейст­
вующая на аффинном многообразии X Результаты, излага­
ющиеся в пп. 6.4—6.9, получены в основном Луной [201]. 

6.4. Стабилизаторы точек из окрестности замкнутой орби­
ты. Пусть х£Х — такая точка, что орбита Gx замкнута. По 
теореме 6.1, в этой точке существует этальный слайс S. По­
скольку 

cp:G*S->X, <p(fc,s]Hgs, (6.3) 

— превосходный морфизм, *р инъективен при ограничении на 
каждую орбиту. С другой стороны, ясно, что в однородном 
расслоении G * S стабилизатор любой точки сопряжен некото-

Gx 
рой подгруппе в Gx. Учитывая, что образом icp является я-г/сг 
насыщенная окрестность точки х, мы получаем следующее 
утверждение: 

Т е о р е м а 6.3. Пусть редуктивная группа G действует на 
аффинном многообразии X. Тогда у любой точки хЪХ, орбита 
которой замкнута, существует такая яхдгнасыщенная окрест­
ность U, что для любой точки yZU группа Gy сопряжёна под­
группе группы Gx. 

В доказательстве теоремы 6.3 использовалось лишь суще­
ствование слайса. Поэтому следующий пример показывает, что 
в теореме 6.1 нельзя убрать предположение об аффинности X 
или же заменить условие замкнутости Gx на условие редук-
тивности Gx: 

П р и м е р 1°. Рассмотрим G и V из примера 1°п. 6.1. Тогда 
-стабилизатор точки v редуктивен (он тривиален), но из ука­
занных в примере Г п. 6.1 свойств следует, что этального 
слайса в точке v не существует. Здесь орбита Gv не 
замкнута (в V). Однако если заменить V на открытое (см. 
п. 1.4) подмножество У, состоящее из всех орбит максимальной 
размерности (==3), то Gv будет замкнута в У, а этального 
слайса в точке v по-прежнему не будет существовать. Отсюда 
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следует, что у точки v не существует никакой инвариантной. 
аффинной окрестности в К 

6.5. Слайс в неособой точке. Интересно рассмотреть случай,. 
когда х—неособая точка многообразия X 

Т е о р е м а 6.4. Пусть редуктивная группа G действует на 
аффинном многообразии X и х£Х—неособая точка, орбита 
которой замкнута. Тогда для некоторого этального слайса S 
в точке х существует превосходный Gx-эквивариантный мор-
физм 

$:S-+TX(S). (6.4) 
Отметим, что G^-модуль TX(S) для неособой точки х с точ­

ностью до изоморфизма не зависит от выбора этального слай­
са S. В самом деле, из предложения 4.22 следует, что 

Tx(X)=Tx(Gx)eTx(S)-9 (6.5) 
и поэтому TX(S) определяется как Gx-инвариантное прямое 
дополнение к Tx(Gx) в ТХ(Х). Указанный Gx-модуль назы­
вается слайс-модулем, а соответствующая линейная группа — 
слайс-группой. 

Из теоремы 6.4 вытекает 
С л е д с т в и е . Пусть редуктивная группа G действует на 

аффинном многообразии X и xGXG— неособая точка много­
образия X. Тогда х — иеособая точка и многообразия Ха и 
TX(XG)=*TX(X)G. В частности, если многообразие X неособо, 
то и многообразие Ха неособо, 

6.6. Этальные слайсы и аналитические слайсы. Интересно 
также рассматривать отдельно случай й==С. Поскольку морфизм 
Ф/G этален, при & = С существует такая комплексная окрест­
ность U точки ща * S)/G (-к), что Ф/G осуществляет аналитический 

Gx 
изоморфизм U с У = (Ф/0 ) (£7 ) . Поскольку Ф превосходен, то 
из определения замены базы следует, что Ф осуществляет экви-
вариантный аналитический изоморфизм пространства я^) „ S)jQ {U} 

Gx 
с инвариантной комплексной окрестностью щ)0(У) орбиты Gx. 
Указанное пространство, однако, имеет весьма простую структуру: 
оно эквивариантно изоморфно однородному расслоению G * Q, где 
Q=7tjJG (U) (см. предложение 4.21). Таким образом, мы видим, 
что некоторая инвариантная комплексная окрестность орбиты Gx 
в X аналитически эквивариантно изоморфна однородному расслое­
нию над этой орбитой со слоем Q, являющимся некоторой 
-%/оу-насыщенной комплексной окрестностью точки х в этальном 
слайсе S в этой точке. Если х—неособая точка в X, то можно 
сказать больше. А именно, примейяя теорему 6.3 и повторяя 
предыдущие рассуждения в отношении морфизма (6.4), мы полу­
чаем, что Q можно считать л^^/е^ннасыщенной комплексной 
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окрестностью нуля в TX(S). Таким образом, мы видим, что при 
ft-——С из теоремы об этальн-рм слайсе вытекает существование 
обычного - аналитического слайса (в точке, орбита которой замкнута):-

Т е о р е м а 6.5. Пусть комплексная редуктивная группа G 
алгебраически действует на аффинном комплексном многооб­
разии X и пусть хЪХ— неособая точка, орбита Gx которой 
замкнута. Тогда некоторая инвариантная комплексная окрест­
ность орбиты Gx в X аналитически эквивариантно изоморфна. 
некоторой инвариантной окрестности нулевого сечения нор­
мального расслоения этой орбиты. 

Как показал Луна [203], из этого результата можно вы­
вести существование слайса как для действий компактных 
групп Ли (см. п. 6.1), так и для некоторых типов действий. 
некомпактных групп Ли на дифференцируемых многообразиях. 

Используя теоремы 6.5 и 4.14, можно доказать, что если 
&=С и для действия конечной группы G на алгебраическом 
многообразии X существует геометрический фактор ат : Х->-
-+-X/G, то он является и топологическим фактором. 

6.7. Структура слоев морфизма факторизации. Сохраним 
предыдущие обозначения. 

Следующее утверждение показывает, что описание слоев 
морфизма факторизации ЯХ/G сводится к нахождению замкну­
тых орбит и описанию таких слоев некоторых других морфиз-
мов факторизации, которые содержат неподвижную точку. 
В том случае, когда многообразие X — гладкое, эти последние 
слои являются нульконусами некоторых линейных действий. 
(см. п. 5.1), так что результаты § 5 позволяют получить о них 
значительную геометрическую информацию. 

Т е о р е м а 6.6. Пусть редуктивная группа G действует на 
аффинном многообразии X, х£Х —точка, орбита которой замкнута 
в X, и 5—этальный слой в точке х. Тогда слой ^)G(^XJG{X)) экви­
вариантно изоморфен однородному расслоению Q*.njL (KSIGX(X))» 

Gx Х 

Если х—неособая точка многообразия X и Л/*—инвариантное 
прямое дополнение к подмодулю Tx(Gx) в G^-модуле ТХ{Х)Г 
а Шх—нуль-конус для действия GxmNx> то слой л£*0 (пх/о (х)) 
эквивариантно изоморфен однородному расслоению G*3ix. 

®х 
^ Э т о непосредственно следует из того, что морфизмы (6.3) 

и (6.4), будучи превосходными, осуществляют изоморфизмы 
соответствующих слоев морфизмов факторизации, а также из 
теоремы 6.4, предложения 4.21 и формулы (625). • 

Применим эту теорему к случаю, когда X — это векторное 
пространство V с линейным действием группы G. Тогда Nx 
канонически отождествляется с некоторым линейным подпро­
странством в V, что позволяет рассмотреть сумму х+91х. Много­
образие л;+3*.* лежит в слое ^JQ(nVIQ(x))9 поскольку Gx(x+n)^= 



==х + ОхпЭх для любого п&$1х. Из теоремы 6.6 следует, что 
множество G (х 4-31*) совпадает с указанным слоем (и, более 
того, G*Slx-+n-JQ(nv/Q(x)), [g, n]*-»g(x-$-n), —эквивариантный 

изоморфизм). 
Таким образом, каждый вектор v&V можно разложить в 

сумму вида а = $+л, где sGV — вектор, имеющий замкнутую 
G-орбиту, а пбУ —вектор, нильпотентный (т. е. лежащий в 
нуль-конусе) относительно действия Gs (см. п. 5.1). Такое 
разложение, вообще говоря, не единственно. Как показывает 
следующий пример, его можно рассматривать как некоторый 
аналог (для общих линейных действий) классического разло­
жения Жордана в редуктивных алгебрах Ли: 

П р и м е р 1°. Рассмотрим присоединенное действие редук-
тивной группы G на ее касательной алгебре Ли X=g. Пусть 
v^s+fi — разложение Жордана какого-либо элемента vty 
[119] (s и п — соответственно, полупростой и нильпотентный 
элементы). Как мы видели в примере Г п. 6.3, орбита Gs 
замкнута в д (см. также п. 1.5). Касательной алгеброй группы 
Gs является %Q(S). Эта алгебра редуктивна (см. теорему 4.17) 
и содержит элемент п. Поэтому (см. п. 5.1) п содержится в 
нуль-конусе относительно действия Gs. Мы видим, в частности, 
что замкнутые орбиты в g — это в точности орбиты полупрос­
тых элементов. 

По аналогии со случаем присоединенного действия и в об­
щем случае элементы пространства V, орбиты которых замк­
нуты, называются иногда полупростыми (ср. в п. 5.1 опреде­
ление нильпотентных элементов). 

Вернемся к общей ситуации, когда G действует на X. 
С помощью теоремы 6.6 мы получаем следующее геометричес­
кое описание аффинных многообразий, на которых нет не­
постоянных целых инвариантов: 

Т е о р е м а 6.7. Пусть редуктивная группа G действует на 
аффинном многобразии X и пусть k[X]G = k. Тогда в X имеет­
ся единственная замкнутая орбита и если Я— стабилизатор 
какой-либо ее точки, то существует такое действие группы Я 
на некотором аффинном многообразии У", что: 

1) в У имеется единственная замкнутая орбита; она яв­
ляется неподвижной точкой и любая орбита в Y содержит эту 
точку в своем замыкании; 

2) X эквивариантно изоморфно однородному расслоению 
G*7. 

я 
Если, кроме того, X гладко в точках замкнутой орбиты, то 

У является векторным пространством с линейным действием 
группы Я. 

С л е д с т в и е . Пусть редуктивная группа G действует на 
гладком аффинном многообразии X и пусть в X имеется един-
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.ственная замкнутая орбита. Если эта орбита является непод­
вижной точкой, то X — это векторное пространство с линейным 
«действием группы G. 

Теорема 6.7 и ее следствие являются алгебраическими ана­
логами соответствующих утверждений о действиях компактных 
групп Ли на дифференцируемых многообразиях (см. п, 8 
гл. II в [114]), 

Теорема 6.7 и предложение 4.21 показывают, что гладкие 
аффинные многообразия X с действием редуктивной группы (5, 
обладающие открытой орбитой, — это в точности однородные 
векторные расслоения G#V, где Я —редуктивная подгруппа в 
G, а У —локально однородный (т; е. содержащий открытую 
орбиту) Я-модуль. Таким образом, классификация таких мно­
гообразий X редуцируется к классификации локально транзи­
тивных линейных действий редуктивных групп. Классификации 
таких действий посвящены специальные исследования: 
Э. Б. Винберг [24] нашел все локально транзитивные линейные 
действия связных простых групп; Сато и Кимура [257] и (более 
простым способом) Г. Б. Шпиз, [95] — неприводимые локально 
транзитивные линейные действия связных редуктивных групп-
Например, связные простые неприводимые локально транзи­
тивные линейные группы исчерпываются списком: SLn> 
A2SL2-n+b Spn, Spinio. 

Нетрудно видеть, что из теоремы 6.7 вытекает также сле­
дующее утверждение: если редуктивная группа G действует 
на ^-мерном аффинном пространстве Ап и k[An]G==k, то это 
действие эквивалентно линейному. Имеется гипотеза [169], что 
это верно всегда, т. е. без предположения k[kn]G*=k. В настоя­
щее время она доказана в следующих случаях: 1) G — тор и 
dim G = n или л—1, [104]; 2) л<2 , [290], [272]; 3) G связна и 
полупроста и /г=3, [190], или п=4, [60]. 

Теорема 6.6 вместе с результатами § 5 используется и при 
исследовании алгебро-геометрических свойств слоев, скажем, 
их особенностей. Укажем, например, критерий гладкости слоя: 

Т е о р е м а 6.8. Пусть редуктивная группа G действует на 
гладком аффинном многообразии X, хбХ —точка, орбита кото­
рой замкнута в X, Nx — инвариантное прямое дополнение к 
подмодулю Tx(Gx) Gx-модуля ТХ{Х) и 1ж—инвари-

оо 
антное прямое дополнение к Nx

x в Nx. Тогда следующие усло­
вия эквивалентны: 

1) слой JXJJ-(icxfQ(x)) является гладким многообразием; 
2) слой n^jG (UXIG (*)) эквивариантно изоморфен однородному 

векторному расслоению G * Lx\ 
QK 

GO 
3) k[Lx] x^k. 
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Пример 2°. Пусть G=SL2, X=V4 и v = x2yWA (см. при­
мер 1° п. 3.3). Несложно проверить, что G^--=|(o ^ l l 

(--.Г1 о)г6**} и Tv(Qv)=-%v= {х3у, хуг) (см. подробности 
в примере 1° п. 7.2). Группа G°=={diag(*,• t~l)\ t£k*} является 
максимальным тором в G, откуда следует (см. ниже пример 1<> 
п. 6.11), что орбита Gv замкнута. Ясно, что Nv= < х4, х2у2, у4 > f 

№%=* < х2у2 >, Lv= < х4, у4 > и 3^ = < х4 > и < У4 >. Таким 
v 

образом, слой я-/
1

0(я^/о(^)) не является гладким (даже нормаль*-
ным) многообразием. Его многообразием особенностей является 
орбита Gv. Особенность этого слоя в точке v устроена весьма 
просто: она эквивалентна (формально, а в случае k = С — аналити­
чески) особенности ххх2=0 в А4. 

6.8. Теорема о выходе на границу орбиты с помощью одно-
параметрической подгруппы. Мы доказали в п. 5.3 критерий 
Гильберта — Мамфорда, согласно которому любую точку ко­
нечномерного G-модуля, орбита которой содержит в своем 
замыкании нуль, можно «подогнать» к нулю с помощью подхо­
дящего одномерного тора из G. Результаты пп. 6.6 и 5.3 дают 
более общее утверждение (оно было впервые доказано при 
А=С Ричардсоном и Бирксом, [108], которые вместо этальных 
слайсов использовали методы п. 5.3): 

Теорема 6.9. Пусть редуктивная группа G действует на 
аффинном многообразии X и х£Х — некоторая точка. Тогда в 
G найдется такой одномерный тор Т, что пересечение многооб-
разия Тх с (единственной) замкнутой орбитой в Gx непусто. 

^ Можно считать, что X=Gx, и тогда мы оказываемся в 
условиях теоремы 6.7 (обозначениями которой воспользуемся). 
Можно считать также, что хбУ. Поскольку X^G*NY, достаточ­
но показать, что для некоторого одномерного тора TczH мно­
гообразие Тх содержит неподвижную точку 0 многообразия У. 
Согласно теореме 1.5, У можно считать замкнутым инвариант­
ным подмножеством некоторого Я-модуля V, а точку 0 —ну­
лем B.'V. Тогда х — нильиотентный элемент в У и существова­
ние тора Г обеспечивается теоремой 5.2. • 

Как показывает следующий пример, «подогнать» точку х 
с помощью одномерного тора к незамкнутой орбите, лежащей 
в замыкании орбиты Gx, вообще говоря, невозможно. 

Пример 1°. Рассмотрим то же действие, что и в примере 10 

п. 6.1, и положим Я(<) = f -̂2 J , tGk*. Тогда %(t)v=^x3:\-tx2y 
и поэтому limk(t)v=x3 . Значит, Gx^czGv. Допустим, что 
Gx3f)Tv=£0 для некоторого (одномерного) тора TaG. По-
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скольку Qx^dTvczV7, а стабилизаторы точек из одной орбиты 
сопряжены, в Gx* содержится одномерный тор. Это противоречит 
тому, что Gxa—=|L jJ Ug&j—одномерная уништентная группа. 

6.9. Стратификация Луны. Пусть, как и выше, редуктивная 
группа G действует на аффинном многообразии X, Будем счи­
тать в этом пункте, что X гладко. 

Как^ известно, существование слайсов для действия ком­
пактной группы Ли на дифференцируемом многообразии поз-* 
воляет развить теорию орбитных типов, дающую стратифика­
цию многообразия инвариантными локально замкнутыми под-i 
множествами, на которых действие устроено уже достаточно 
просто, — все орбиты изоморфны между собой и являются 
слоями локально тривиального расслоения над соответствую^ 
щим подмножеством пространства орбит (см. п. 3 гл. IV в 
[114]). Оказывается, этальные слайсы позволяют получить ал­
гебраический аналог такой стратификации для действия Q 
на X. При этом, конечно, существование незамкнутых орбит 
делает картину более сложной (это находит выражение в том>: 
что страты определяются не только лишь типом замкнутое 
орбиты, но типом нормального расслоения к этой орбите), а 
грубость топологии Зарисского вынуждает вместо локально 
тривиальных расслоений рассматривать локально изотриви-
альные (см. п. 4.8). С точки зрения приложений рассмотрение 
такой стратификации дает некоторый систематический подход 
к решению задачи об описании орбит. Конечно, исчерпываю­
щее решение этой задачи может быть получено редко. На­
пример, уже задача о классификации пар линейных операто­
ров в конечномерном векторном пространстве считается «ди­
кой», не допускающей окончательного решения (напомним» 
что для одного оператора ее решение дается классической тео­
рией жордановской формы). Описание стратов может рассмат­
риваться как естественное приближение к этому решению, по­
скольку «вдоль» стратов наблюдается определенное однооб­
разие в расположении и структуре орбит (см. ниже теорему 
6.10, пп. 3) и 2)). Иногда полное описание орбит удается по­
лучить в пределах некоторых (но не всех) стратов см., напри­
мер, [18], [22], [58]. Мы увидим (см. теоремы 6.10, 6.6 и резуль­
таты пп. 5.5, 5.6, 5,7), что описание орбит в страте сводится к 
описанию орбит некоторых линейных представлений некото-) 
рых параболических подгрупп стабилизаторов полупростых 
точек. Для линейного действия редуктивной алгебраической 
группы G на векторном пространстве У, «самым вырожден­
ным» стратом оказывается нуль-конус, см. п. 5.2. Как мы ви­
дели в п. 5.3, он может быть геометрически описан как резуль­
тат «разнесения» с помощью группы G объединения некото­
рых линейных подпространств в V — см. формулу (5.1). Мы 
увидим в п. 6.13, что некоторые объединения остальных стра*-
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тов могут быть описаны сходным образом. Перейдем теперь к 
точному описанию стратификации. 

Обозначим через $Bl=WlG множество классов G-изоморфных 
однородных векторных расслоений над аффинными однород­
ными пространствами группы G, а через | i : X/G--H.W— отобра­
жение, сопоставляющее каждой точке a$X/G класс нормаль­
ного векторного расслоения к (единственной) замкнутой орбите 
в слое Пх]а(а) (иначе говоря, если ^----какая-либо точка этой 
орбиты, а Л/>инвариантное прямое дополнение к подмодулю 
Tx{Gx) (/^-модуля Тх(х), то (х(а) —это класс расслоения 
С * Nx). 

Т е о р е м а 6.10. Пусть редуктивная группа G действует на 
гладком аффинном многообразии X. Тогда: 

1) образ .отображения jm: X/G-—>_}1 конечен; 
2) для любого А@ЭЙ множество (X/G)x={a£X/G\\i(a) ==Я} 

является гладким подмногообразием в X/G; 
3) для любого ХбЖ все слои ^х)0(а)9 ^(ХЮ)%, G-изоморф" 

ны одному и тому же многообразию F%, а морфизм MXIG*-X%: = 
: = n^JG {(XI G)x) -> (XI G% является локально изотривиальным 
расслоением со слоем F^. 

С л е д с т в и е . Если группа G действует на X свободно 
{т. е. стабилизатор каждой точки тривиален), то морфизм 
ПХ/G является локально изотривиальным расслоением (со сло­
ем G). 

Стратификации многообразий XJG и X, определенные, со­
ответственно, подмногообразиями (стратами) (X/G)x и Х%> на­
зываются стратификациями Луны. Согласно пп, I) и 2) тео­
ремы 6.10, в каждой неприводимой компоненте многообразия 
X/G имеется открытый страт. Он называется главным стра-
том этой компоненты. Исследуя его, можно заменить X на 
прообраз этой компоненты при отображении ЛХ/G И считать, 
что X/G неприводимо. 

Т е о р е м а 6|П. Пусть редуктивная группа G действует на 
гладком аффинном многообразии X, х£Х — точка, орбита ко­
торой замкнута, Nx — инвариантное прямое дополнение к под­
модулю Tx(Gx) Оя-модуля ТХ(Х) и Мх — инвариант­
ное прямое дополнение к N^x в Nx. Предположим, что много­
образие X/G неприводимо. Тогда следующие условия экви­
валентны: 

1) точка пх№{х) лежит в главном страте стратификации 
Луны многообразия X/G; 

2) пересечение многообразия Х°х с любой замкнутой орбитой 
непусто; 

3) действие группы Gx на Мх локально транзитивно (т. е. 
имеет открытую орбиту); 
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(4) морфизм ПХ/G является гладким (см- определение в 
[151, 208]) в точках. 

В условиях теоремы все слои морфизма ПХ/G, лежащие в 
главном страте, являются гладкими многообразиями. 

В том случае, когда X — это векторное пространство V, на 
котором G действует линейно, касательное пространство ТХ(Х) 
канонически отождествляется с V, и поэтому G -̂модуль JV* 
определяется по G -̂модулю Tx(Gx). Это означает, что две 
полупростые точки из V лежат в одном страте Луны тогда ш 
только тогда, когда их стабилизаторы сопряжены в G. Отме­
тим еще, что в рассматриваемом случае на V действует гомо­
тетиями одномерный тор k*. Это действие коммутирует с дей­
ствием G и поэтому спускается на V/G< Страты Луны в V и в 
V/G инвариантны относительно &*. 

Пример Г. Пусть VG = 0 и фактор V/G одномерен. Кри­
вая V/G нормальна (см. теорему 3.16) и, значит, неособа.. 
Ввиду сказанного в п. 4.4, отсюда следует, что алгебра k[V]G 

порождается одним однородным инвариантом f, так что на са­
мом деле V/G — это аффинная прямая, a ztV/G имеет вид 
f;V>-+~k. Поскольку VG = 0, мы имеем degf>2 и поэтому нуль-
конус f"!(0) имеет особенность в нуле. Это означает, что чис­
ло стратов Луны в V/G не меньше 2. Поскольку орбитами 
группы &* на k = V/G являются {0} и &\{0}, этих стратов — 
ровно 2: ими являются указанные &*-орбиты. 

Пример 2°. Пусть G — одномерный тор, VG=0 и 
щу\<*фк. Тогда в V имеется только два страта Луны: нуль-ко­
нус и его дополнение (главный страт). Всякая орбита из глав­
ного страта является слоем морфизма JIV/G- Пользуясь п. 3) 
теоремы 6.10 и специальностью группы G, см. п. 2.6, можно до­
казать, что ограничение морфизма TCV/G на главном страте яв­
ляется не только локально изотривиальным, но и локально 
тривиальным расслоением со слом G. 

Пример 3°. Пусть G=SW —симметрическая группа, .ес­
тественно действующая на пространстве У= {(аь . * •» am)Q 
ekm\at+...+am^0} (см. п. 0.4). Пусть x*= {ah . . . , am)£V. 
Рассмотрим разбиение у{х) множества /={1, 2,...,/га} в объ­
единение попарно непересекающихся непустых подмножеств, 
/=/iU...U/e, по следующему правилу: числа t и /6/ лежат в 
одном таком подмножестве в точности тогда, когда a,i=aj. 
Ясно, что Gx является прямым произведением симметрических 
групп множеств 1\, • • • - h и что всякое разбиение множества 
/ так получается. Набор целых чисел | /1 | , . . . , |/«|, упорядо­
ченный по убыванию, обозначим через (ч(х)\. Этот набор яв­
ляется разбиением числа т . Стабилизаторы двух точек х и 
yW сопряжены в G в точности тогда, когда lt(*) I = 1т(У) |> 
Это означает, что имеется биекция между разбиениями числа 
m и стратами Луны для действия G на V; стратом, соответст­
вующим разбиению числа гп, является множество V%*=*\ 
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;=-{.хбУ| |ч[(я) |is=&}- Главный страт в V состоит из тех точек 
(аи . . . , а т ) , у которых все а-: —разные. Объединение осталь­
ных стратов есть объединение гиперплоскостей Г^ = 
(-={(аь . . . , а т Х а г = а ^ } . Отметим, что G, как линейная груп­
па, порождена отражениями относительно гиперплоскостей 
Tij и что аналогичным образом можно исследовать страты Лу­
ны для любой конечной линейной группы, порожденной отра­
жениями. Интересно, что подмногообразие в V/G, являющееся 
обединением всех стратов Луны, отличных от главного, игра­
ет важную роль в теории особенностей функций: оно являет­
ся так называемой бифуркационной диаграммой простой осо­
бенности типа Лт-1 (аналогичную интерпретацию имеет объ­
единение неглавных стратов Луны для групп Вейля типов Dn 
я Еп); см. [12]. 

П р и м е р 4°. Рассмотрим присоединенное действие группы 
G = SLm на ее касательной алгебре J = g (т. е. алгебре матриц 
порядка т со следом 0). Мы можем естественно отождествить 
пространство V из предыдущего примера (обозначениями ко­
торого воспользуемся) с касательной алгеброй t максималь­
ного тора группы G, состоящего из диагональных матриц. 
Тогда Sm, как группа преобразований пространства V, отож­
дествится с группой Вейля NG(t)/ZG(t). Согласно сказанному в 
примере Г п. 6.7, замкнутые G-орбиты в X —это в точности 
G-орбиты точек из t Ясно, что стабилизатор Gx любой точки 
'#Gt однозначно с точностью до сопряженности в G опреде­
ляется по I Y W I - Поэтому и в рассматриваемом случае имеет­
ся биекция между разбиениями числа т и стратами Луны для 
действия G на X: стратом, соответствующим разбиению К чис­
ла т является множество 

6.10. Пласты. Помимо стратификации Луны в теории инва­
риантов рассматриваются и другие виды покрытий локально 
замкнутыми инвариантными подмножествами, на которых 
действие в том или ином смысле стандартно. Мы рассмотрим 
здесь один тип таких покрытий, введенный Диксмье в [129]. 

Пусть алгебраическая группа Н действует на алгебраичес­
ком многообразии У. Для любого d6Z, Д^О, рассмотрим в У 
множество {y£Y\dimHy=d}. Согласно п. 1.4, оно локально 
замкнуто в У. Неприводимые компоненты этого множества на­
зываются пластами действия Н на У. 
-. П р и м е р 1°. В примерах 1° и 2° из п. 1.3 имеется ровно 
два пласта: нуль и дополнение к нулю; в примерах 3° и 4° — 
тоже два: ось абсцисс и дополнение к ней; в примере 5° — 
три: дополнение к оси абсцисс, ось абсцисс без нуля и нуль. 

Предположим, что многообразие У неприводимо. Тогда сре­
ди всех пластов имеется ровно один, открытый в У, — так на­
зываемый регулярный пласт 
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Y^^{y& | dim Hy= max dim Hx}. 
Вообще говоря, разные пласты могут иметь непустое пере­

сечение.^ Следующее утверждение показывает, что для линей­
ных действий редуктивных групп этот феномен связан с су­
ществованием незамкнутых орбит; оно также дает некоторое 
описание пласта, содержащего замкнутую орбиту, в частности 
показывает, что этот пласт является многообразием того же 
типа, с каким мы уже не раз встречались: оно получается 
«разнесением» с помощью группы открытого подмножества не­
которого линейного подпространства. 

Т е о р е м а Q112 ([110]). Пусть связная редуктивная группа 
G линейно действует на конечномерном векторном пространст­
ве V. Предположим, что орбита точки v£V замкнута, и пусть 

Go 
Z==V v. Тогда «гмэдержкгся в единственном пласте, и этот 
пласт имеет вид GZ™S. 

Конечно, в общем случае условие постоянства размернос­
тей орбит является слишком слабым, чтобы можно было рас­
считывать получить какое-либо общее обозримое описание 
всех пластов и орбит в них (так, в примере 2° п. 1.3 для дей­
ствия G на регулярном пласте не существует геометрического 
фактора). Однако для некоторых специальных видов действий 
пласты можно исследовать весьма детально, что дает хоро­
шую геометрическую картину расположения орбит. К числу 
таких действий в первую очередь относится присоединенное 
действие связной редуктивной группы G на своей касательной 
алгебре д. В этом случае пласты, содержащие замкнутую ор­
биту (или, эквивалентно, содержащие полупростой элемент, 
см. пример Г п. 6.7), называются пластами Диксмье [110]. 
Вообще говоря, не всякий пласт является пластом Диксмье, 
см. [ПО]. Однако всякий пласт в б является многообразием 
знакомого нам типа: он получается «разнесением» с помощью 
G открытого подмножества линейного подпространства в g. 
Точнее, имеет место следующая 

Т е о р е м а 6.13 ([ПО]). Для любого пласта (S присоединён­
ного действия связной редуктивной группы G на своей каса­
тельной алгебре g найдется такая параболическая подалгебра 
у в в и такой разрешимый идеал т в у, что S^GtTQ%% S=Gt. 
Пласт S является пластом Диксмье в точности тогда, когда т 
является разрешимым радикалом в р. Для любой параболи­
ческой подалгебры j> и ее разрешимого радикала х множест­
во Gtreg является пластом Диксмье. 

С л е д с т в и е ([ПО]). Каждый пласт 5 в д содержит един­
ственную нильпотентную орбиту. л 

Нильпотентная орбита в пласте называется иногда ричара-
еоновскощ [244]. 

П р и м е р 2°. Пусть G==SLm. Можно показать, что в этом 
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случае всякий пласт является пластом Диксмье. Пусть А,= 
= (рь . . . ,pw)6Nm — упорядоченное по убыванию разбиение 
числа т (т. е. m==pi+ . . . + p m и р{^р2^ • •. ^Рт)- Сопоста­
вим ему параболическую подалгебру рЛ в g по следующему 
правилу: пусть 52- = p i + . , . .+*Рг и Vi==<ei,... ,eSi>, где 
еь . . . , втп — стандартный базис в km; тогда ^ — это стабилиза­
тор флага О—VoczVicz . . . <=V7n^\CzVm=^km относительно естест­
венного действия g на km. Обозначим через ]SK пласт в д, со­
ответствующий подалгебре ух (в смысле, указанном в теореме 
6.13). Тогда всякий пласт в g имеет вид Sx для. подходящего X 
и Sx¥=$ix при X^jx. Замкнутыми Орбитами в Sx являются, в 
обозначениях примера 4° из п. 6.9, в точности орбиты точек из 
множества t*. Ричардсоновская орбита в S% состоит в точности 
из тех элементов хЩ, для которых dim Kev xl = Si при всех i = 
— 1, 2 , . . . , т . В рассматриваемом случае разные пласты не пе­
ресекаются и каждый пласт является гладким многообразием 
(отметим, что в других простых алгебрах Ли эти свойства, во­
обще говоря, не выполнены, [ПО], [189]). 

Оказывается, в каждом пласте для присоединенного дейст­
вия канонически строится сечение Сешадри, являющееся се­
чением Шевалле с конечной группой Вейля (см. п. 3.8). Точ­
нее, имеет место следующая 

Т е о р е м а 6.14 ([49]). Пусть IS — какой-либо пласт при­
соединенного действия связной редуктивной группы G и е — 
какой-либо элемент нильпотентной орбиты в S. Рассмотрим 
содержащую этот элемент ^-тройку (е, h, f) (см. пример За 

п. 5.5) и положим Z=Sf|(e+'8j (f)). Тогда 
1) S=GZ; 
2) Z — сечение Сешадри для действия G на S, являющееся 

сечением Шевалле с конечной группой Вейля; 
3) каждая G-орбита в 5 пересекает линейное многообразие 

eJrl\ (f) трансверсально; 
4) для действия О на S существует геометрический фактор. 
В настоящее время имеется детальное описание пластов 

присоединенных действий простых алгебраических групп, см. 
[99], [109], [177]. 

Отметим, что в теории инвариантов рассматриваются и 
другие виды инвариантных покрытий. Например, Бялыниц» 
кий—Бируля ввел и исследовал интересное покрытие, опреде­
ленное действием алгебраического тора, [105], [106]. 

6.11. Замкнутость орбит: критерий Луны. Пусть G — редук-
тивная группа, действующая на аффинном многообразии X. 
Мы уже видели, что замкнутые G-орбиты в X играют особую 
роль. В дальнейшем это найдет много новых подтверждений. 
Если Gx, хвХ, — замкнутая орбита, то, согласно теореме 4Л7„ 
группа Gx редуктивна. Однако обратное может быть неверно: 
критерий замкнутости орбиты должен как-то учитывать не 
только свойства стабилизатора, нб и свойства действия в це~ 
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Лом. В настоящее время известно несколько таких критериев. 
Они широко применяются на практике. Мы укажем их в этом 
и следующем пунктах. 

Поскольку X, ввиду теоремы 1.5, допускает замкнутое эк-
вивариантное вложение в конечномерный G-модуль V, мы мо­
жем при необходимости считать, что Х=У. 

Начнем с простейшего случая, когда G является тором Т. 
Воспользуемся терминологией и обозначениями п. 5.4. Оказы­
вается, для любого вектора v£V критерий замкнутости орбиты 
Tv формулируется только в терминах носителя этого вектора: 

П р е д л о ж е н и е Q.15. Пусть Т — алгебраический тор, ли­
нейно действующий на конечно-мерном векторном пространст­
ве V, и v$V — некоторый вектор. Тогда следующие условия эк­
вивалентны: 

1) орбита Tv замкнута в V; 
2) О является внутренней точкой множества supp v. 
Теперь перейдем к общему случаю редуктивной группы G. 

Первый критерий замкнутости G-орбиты в X, который мы рас­
смотрим, был получен Луной [202]. Его доказательство опи­
рается на следующую теорему, представляющую самостоя­
тельный интерес и использующуюся и в других вопросах, на­
пример, при построении сечений Шевалле, см. ниже п. 7.5 и 
[204]: 

Т е о р е м а 6.16 (Луна 1202]). Пусть редуктивная группа G 
действует на аффинном многообразии X и пусть Я—редуктив­
ная подгруппа в G. Тогда естественный морфизм XHING(H)-+ 
-+X/G конечен !> (т.е. алгебра k[XH]NQ{H) цела над под­
алгеброй, являющейся образом гомоморфизма k \X]Q-* 
-* k [Х^\ NQ{H\ определенного ограничением функций на Xм)-

Критерий Луны формулируется так: 
Т е о р е м а 6.17. Пусть редуктивная группа G действует на 

аффинном многообразии X и пусть Я —редуктивная подгруп­
па в G, а х — некоторая точка из Хн. Для того, чтобы орби­
та Gx была замкнута, необходимо и достаточно, чтобы была 
замкнута орбита NG(H)x. 

С л е д с т в и е 1 [202]. Пусть G —редуктивная группа, Н — 
ее редуктивная подгруппа, У —конечномерный G-модуль и 
#6Vя —некоторая точка. Тогда следующие условия эквива­
лентны: 

1) ОлэО; 
2) NaiWxdO. 
< Пусть выполнено условие 1) и у —точка единственной 

(см. следствие из теоремы 4.7) замкнутой NQ (Я)-орбиты 
в NQ(H)x. Ввиду теоремы 6.17, орбита Gy замкнута в V* 
Поскольку GycGx> мы получаем, что у==0. • 

- Отметим, что из редуктивности Я следует редуктивность NG(H); СМ., 
например, [204]. Q 



С л е д с т в и е 2 [202]. Пусть G — редуктивная группа и 
Н — ее редуктивная подгруппа. Тогда следующие условия эк­
вивалентны: 

1) группа Wi=NG (Я)/Н конечна; 
2) для любого действия группы G на аффинном многооб­

разии X и любой точки хвХн орбита Gx замкнута в X. 
*^1)=->2) непосредственно следует из теоремы 6.18. Пусть 

1) не выполнено. Тогда можно найти такой конечномерный 
"^-модуль У, что W0 действует на У нетривиально. Значит 
(см. п. 5.2), в V имеются отличные от нуля нильпотентные 
элементы. Пусть х — такой элемент и X * V. Тогда xQX 

NQ{ff) 
орбита Gx не замкнута в X. Значит, 2)=И). • 

З а м е ч а н и е . Из редуктивности Я следует, что N(H)°= 
= H°-ZG(H)Q, И поэтому в теоремах 6.16 и 6Д7 и в следствиях 
из теоремы 6.17 можно заменить NG(H) на ZG(H). 

Теорема 6.17 и ее следствия удобны для практических при­
менений. 

Пример 1°. Пусть редуктивная группа G действует на 
аффинном многообразии X и пусть Т — максимальный тор в 
G. Тогда для любой точки х£Хт орбита Gx замкнута в X, Это 
немедленно вытекает из следствия 2 теоремы 6.17, поскольку 
группа Вейля NG(T)JT конечна. В частности, орбита вектора 
нулевого веса (относительно Т) любого конечномерного G-
модуля V замкнута, — впервые этот факт доказал, по-видимо­
му, Костант [187]. 

Пример 2°. Рассмотрим действие группы G = SLs на про­
странстве бинарных форм V=Vd (см. пример Г п. 3.3). Пусть 
n=xd+yd, <0*3. Ясно, что v&VH

7 где #-=-{diag(e, в""1) |ed=l} и 
что ZG (Я) = {diag(i, t~~l) |/Gfe*}—максимальный тор в G. Вос­
пользуемся обозначениями примера 1° п. 5.4. Тогда suppu — 
это выпуклая оболочка точек dz и —de. Поэтому из предло­
жения 6.15 следует, что орбита ZG (Я) v замкнута. Отсюда, из 
теоремы 6.17 и из сделанного выше замечания вытекает, что и 
орбита Gv замкнута. 

6.12. Замкнутость орбит; критерий Кемпфа—Несс. Теперь 
мы рассмотрим еще один критерий замкнутости орбиты. Он 
принадлежит Кемпфу и Несс [176]. Мы будем считать в этом 
пункте, что /г==.С. 

Выделим в G максимальную компактную подгруппу К. 
Обозначим через й касательную алгебру группы G. Рассмот­
рим конечномерный G-модуль V и какую-либо орбиту 0 ъ V. 
Хорошо известно, что на У можно задать ^-инвариантное эр­
митово скалярное умножение ( , ). Это позволяет говорить 
о длине ||t;|| любого вектора ибУ. Оказывается, свойство орби­
ты О быть или не быть замкнутой непосредственно связано 
с тем, как меняется эта длина, когда v пробегает орбиту С 
А именно, рассмотрим на гладком вещественном многообразии 
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0 гладкую вещественную функцию lo(v) = \\v\\. Нетрудно ви­
деть, что v является для / о критической точкой в точности 
тогда, когда v ортогонален касательному пространству орбиты 
О'ъ точке v, т. е. 

(go, t/)=0. (9.6) 
Теорема 6.18. Орбита О замкнута в V тогда и только 

тогда, когда функция IQ на 0% сопоставляющая вектору его 
длину, достигает на О своего минимума. Все точки минимума 
образуют в этом случае одну К-орбиту и ими исчерпываются 
все критические точки функции IQ на О. 

^Утверждение «только тогда» очевидно. Доказывая 
утверждение «тогда», предположим, что выполнено условие 
(6.6). Рассмотрим разложение Картана G = KTK. Здесь Тег 
czG — связная вещественная подгруппа Ли с касательной ал­
геброй t, для которой it — касательная алгебра максимально­
го тора группы К, a t(C) =t+£t — касательная алгебра макси­
мального тора группы G. Пусть 76t, v$0. Рассмотрим вещест­
венную функцию fv(t) — l20((exptY)'v) от переменного t$R. 
Весовое разложение v относительно И (С) имеет вид v= 2 ^ А -

Поэтому, учитывая ортогональность весовых подпространств, мы 
получаем 

' f9(t)~^\\<o%\fe*w\ 

Отсюда, рассмотрев fv"'(t), получаем, что либо /V'( /)>0, 
либо exptY^Gv для любого /6R. Поскольку fv

r [0)=0 в силу 
(6.6), в первом случае среди ||ох||2А,(У) есть числа разных зна­
ков и, значит, fv(t) монотонно стремится к i-4-yoo при £-»-_= оо. 
Поскольку функция I О инвариантна относительно К Для лю­
бого а$К точка av — тоже критическая для la и, значит, ли­
бо fav(t) монотонно стремится к -fсо при ^->±оо, либо 
exp tYGGav Для любого ^R. В частности, либо ir^exp tY-a£Gv 
для любого *6R, либо пределы lima^-exp tY-a не существуют. 

t-*-±<x> 
В силу теоремы 6.9 отсюда следует, что орбита С замкнута в 
V. Наконец, если HgalKIN для gbG, то, записывая g в виде 
а.-ехр*У-Ь, где a, beK, Yet, /6R, получаем из предыдущего, что 
exptYGGbv, и потому gv = cv, где с==а&е/С Значит, gv^Kv и 

Из этой теоремы следует, что для любого действия группы 
G на аффинном многообразии X в X существует такое замкну­
тое вещественно-алгебраическое (но не алгебраическое!) К-
инвариантно подмножество, которое пересекает каждый слой 
морфизма факторизации tix/G'~X~+X/G по JC-орбите, лежащей 
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в единственной замкнутой G-орбите этого слоя. В самом деле* 
если X=Vi то в качестве этого множества можно взять 

S={veV\(av,v)=Q}; (6Г7) 
общий же случай сводится к этому с помощью теоремы 1.5. 
П р и м е р 1°. Для действия С* на С2 по формуле £(£==) 
=• (/-!*) (см. пример 2° п. 1.3) стандартное скалярное произве­
дение инвариантно относительно группы ./С=={,гбС*| |z|==l} и 
поэтому множество (6.7) имеет вид S={(£)eC2 | | а | = |Ь|}, 

Отметим, что в любом случае S является пересечением 
системы вещественных квадрик. 

Теорема 6.18 удобна для практического нахождения замк­
нутых орбит. Дадо-к и Кац [122] заметили, что из нее вытекает 

Т е о р е м а 6.19. Пусть v^l4 . . . , ^ —система ненулевых ве­
совых относительно максимального трра Т (С) группы G векторов 
в G-модуле V, причем все веса Xv . . . , %s различны. Предполо­
жим, что: 

1) нуль является внутренней точкой выпуклой оболочки 
системы весов Яь . . . Д5 ; 

2) Яг— Xj не является корнем для любых 1ф]. Тогда G-op-
бита точки v•== vKt + . . . +Vxs замкнута в V. 

^Из 1) следует, что орбита Т (С)v замкнута в V (см. пред­
ложение 6.15). Поэтому, заменяя v на вектор минимальной 
длины в T(C)v, можно считать, что (t(C)u, v)=0. Поскольку 
весовые подпространства в V, отвечающие разным весам, орто­
гональны, то из 2) следует, что (Yv, и)=0 для любого корне­
вого вектора У% Значит, выполнено условие (6.6) и, по тео­
реме 6.18 орбита Gv замкнута в V. • 

П р и м е р 2°. Рассмотрим ту же ситуацию, что и в приме­
ре 2° п. 6.11 (при £=-С). Поскольку х1уй~1 — весовой вектор 
веса —(d—2£)e, а корнями являются 2в и —2е, то из теоремы 
6.19 вытекает, что G-орбита любой формы 

d 

ъ^^а^у^1 ,где ^ а а д = 0 Vi и min {i | аг ^ 0} < - ^ , 

тах{^ |а |^=0}>-у 

замкнута в V: 
П р и м е р 3°. Из теоремы 6.19 мы снова получаем (при 

&=С), что G-орбита вектора нулевого веса замкнута (ср, 
пример Г п. 6.11). 

6.13. Замкнутая орбита, лежащая в замыкании заданной 
орбиты. Пусть G — связная редуктивная группа, линейно и 
эффективно действующая на (конечномерном) векторном про­
странстве V. В этом пункте мы Обсудим вопрос о том, как 
найти (единственную ввиду следствия из теоремы 4.7) замкну-
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тую орбиту, лежащую в замыкании какой-либо заданной ор­
биты. 

Зафиксируем в G максимальный тор Т, Мы будем поль­
зоваться обозначениями из п. 5.4. Положим также: 

А = Ш(Т) \УкфО};-
. А(^)=={^еА|^я^-0} для вектора VQV; 

Ум = JT, Ух и vM = ^ v% для вектора v£V и подмножества 

Же;-Б (Г) (если Л1ПА=0> то мы считаем, что Ум—О, а если 
Л1ПА(^)=0, — что vM = 0). 

Если и б У — некоторый вектор, то мы будем обозначать 
через 'С(и) выпуклый многогранный конус в пространстве 
Е(Т), натянутый на носитель этого вектора, и положим 

)S(iO=c(ton(-c(o)). (б;.8) 
Пусть ш-=иад. Рассмотрим регулярную редуктивную подгруп--
пу H — H(w) группы G, касательная алгебра |) которой есть 
ортогональное дополнение к касательной алгебре тора Tw° в 
ее централизаторе (коммутант алгебры I) порождается теми 
корневыми подпространствами да касательной алгебры g груп­
пы G, для которых соответствующий корень а содержится в 
S(v)). Подпространство W<=VS(v) содержит ш, инвариантно 
относительно Я и ядро неэффективности действия Н на W 
конечно. 

Теорема 6.20 (Э. Б. Винберг [29]). Рассмотрим связную 
редуктивную группу G, линейно и эффективно действующую 
на (конечномерном) векторном пространстве V. Пусть vGV — 
некоторый вектор, w~vS(v) (см. (6.8)) и Я—подгруппа в G, 
определенная выше. 

1) Если выполнено условие 
dim S (v) <dim S (gv) Yg*G, (6.9) 

то вектор w лежит в единственной замкнутой орбите, содержа­
щейся в Gv. 
2) Вектор v®V удовлетворяет условию (6.9) тогда и только 

тогда, когда орбита Hw замкнута и группа Hw конечна. 
Теорема 6.20 может быть использована для описания объ­

единения тех стратов Луны в У, в которых ранг стабилизато­
ров полупростых точек равен наперед заданному целому чис­
лу s=0, l , . . . , rkG. А именно, обозначим через F(s) множест­
во всех максимальных выпуклых s-мерных многогранников в 
пространстве Е(Т)9 натянутых на веса и содержащих внутри 
точку 0. Для каждого многогранника FGF(s) рассмотрим все 
максимальные выпуклые многогранники, натянутые на веса и 
содержащие F в качестве своей грани. При .s>0, а также при 
s = 0, если 06Д, обозначим через P{s) множество всех полу­
ченных таким образом многогранников. Если же 0ФА, то 
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включим в Р(0), помимО указанных многогранников, также 
все максимальные выпуклые многогранники, натянутые на 
веса и не содержащие нуля. 

Пусть MeP(s) и F — максимальная грань многогранника 
М, содержащая 0 (если 5=0 и 0$А, то считаем, что F=0). 
Рассмотрим в G регулярную редуктивную подгруппу H=H(F), 
касательная алгебра которой есть ортогональное дополнение 
к аннулятору множества F в t в централизаторе этого аннуля-
тора. Группа Я действует на VF, и мы обозначим через VF

Q 

множество тех точек до, для которых орбита Hw замкнута, а 
стабилизатор Hw конечен, и положим 

(множества V°F и V°M мЪгут быть и пусты). Тогда из теоремы 
6.20 следует' что 

V(s)=* U G-V& (6.10) 
MQP(s) 

есть объединение тех стратов Луны в V, в которых ранг стаби­
лизатора пблупростых точек равен rkG—- 5. Если же в (6.10) 
заменить Р(s) на U P{f), а Ум— на VM* то вместо V(s) мы 
получим U V (t) (это удобно тем, что не требует проверки усло-
вия (6.9)). Ясно, что вместо всех многогранников М из P(s) 
достаточно рассмотреть лишь систему представителей орбит 
ecfecTBeHHoro действия группы Вейля на P(s). 

Пример 1°. Рассмотрим естественное линейное представ­
ление группы SL3 в пространстве V кубических форм от пере­
менных х, у, z (см. пример 2° п. 5.4, обозначениями которого 
мы воспользуемся). В этом случае Р (0). состоит из одного (с 
точностью до действия группы Вейля) многоугольника М, 
изображенного на рис. 8. Множество .F(l) содержит единст­
венный (с точностью до действия группы Вейля) отрезок F, 
изображенный на рис 9, однако в этом случае условие п. 2) 
теоремы 6.20 не выполнено, поскольку группа H(F) локально 
изоморфна SL2, а ее представление на VF является присоеди­
ненным представлением. Таким образом, пространство V есть 
Объединение открытого страта V{2), состоящего из всех точек, 
орбиты которых замкнуты и стабилизаторы конечны, и двух 
подмнргоо6раз;ий G-V°Ml и G-VM2, составляющих страт V(0)* 
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Рис. 9 

Интересно отметить, что идея классификации форм по ран­
гу их стабилизаторов принадлежит Пуанкаре [236], 

6.14. Отображение момента. Для изучения действий комп­
лексных редуктивных групп могут быть использованы методы 
(вещественной) симплектической геометрии. 

Разъяснение используемых ниже понятий и фактов симп­
лектической геометрии см., например, в [13]. 

Пусть G — связная редуктивная линейная группа, дейст­
вующая в комплексном векторном пространстве V, и К—ее 
максимальная компактная подгруппа. Снабдим пространство 
V эрмитовым скалярным умножением, инвариантным относи­
тельно К, и рассмотрим вещественную симплектическую струк­
туру в пространстве PV, определяемую мнимой частью этого 
скалярного умножения. Действие К : PV является пуассонов-
ским. А именно, можно проверить, что поле скоростей элемен­
та |GI имеет производящую функцию 

где v — (любой) единичный Ёек̂ тор пространства V, лежащий 
над точкой хбРУ; при этом 

fib ч] = Ш» fn) -
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Рассмотрим отображение момента 
m:PV-+i,m(x)t=h{x). 

Как известно, это /С-эквивариантное дифференцируемое 
отображение (имеется в виду, что К действует на !* посредст­
вом ^присоединенного представления), ядро дифференциала 
которого в каждой точке x£PV есть ортогональное дополнение 
в смысле симплектической метрики к пространству Гх(/Сх)== 
= 1*. Кроме того, при обратном гомоморфизме алгебр функ­
ций скобка Березина — Кириллова на I* переходит в скобку 
Пуассона на PV. 

Введем в алгебру I инвариантное скалярное умножение 
(например, по формуле (|, т|)-=Тг£т1*) и с его помощью 
отождествим I* с I. В соответствии с этим будем считать, что 
отображение т принимает значения в f. Далее, пусть |)— кар-
тановская подалгебра алгебры f и Cczfy— камера Вейля. Для 
любого хвРУ обозначим через т(х) тот единственный элемент 
из С, который лежит в /("-орбите элемента т(х). Тем самым 
определено отображение т : PV-+C. 

Т е о р е м а 6.21 (Гийемин и Стернберг [147]). Для любого 
G-инвариантного неприводимого проективного алгебраического 
многообразия XaPV множество m(X)czC представляет собой 
рациональный выпуклый многогранник (т. е. выпуклую обо­
лочку конечного числа точек с рациональными координатами). 

Доказательство этой теоремы, принадлежащее Мамфорду 
и основанное на идеях теории инвариантов, имеется в прило­
жении к статье [229]. В работе [135] Дональдсон применил эту 
теорему к изучению автодуальных связностей инстантонов в 
алгебраических векторных расслоениях над комплексной про­
ективной плоскостью. 

Отображение момента в рассматриваемой ситуации может 
быть также интерпретировано следующим образом. Пусть хрх 
(xePV) обозначает функцию на группе G, определяемую фор­
мулой 

Ф*(Я)<НЫ|-, 
где v — единичный вектор, лежащий над х; тогда 

m(x)l = —jde<Px(it)-
Критерий замкнутости орбиты вектора v (теорема 6.18) озна­
чает, что' орбита Gv замкнута тогда и только тогда, когда 
m(gx)==0 для некоторого g£G. 

Рассмотрим функцию 
\m\*:PV-+nt \т\*(х)**\\т(х)\\*, 

В работе Несс [229] доказано, что все критические точки функ­
ции | т | 2 , не являющиеся точками минимума, лежат в РЭ1, 
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где 91 — нуль-конус для действия G : К Градиентный поток 
функции \т\2 определяет стратификацию многообразия Р% 
прообраз которой в V совпадает со стратификацией нуль-ко­
нуса .31, описанной в п. 5.6. 

§ 7. Стабилизаторы общего положения 

7.L Введение. Мы будем обозначать всюду в этом парагра­
фе через G алгебраическую группу, действующую на неприво­
димом алгебраическом многообразии X. 

Для любого d положим Х&={х&Х\&\т Gx<d}. Тогда 0 = 
=-J_ic_Xoc:... и {см. п. 1.4) каждое множество Х& замкнуто 
в X. Для 

т = т а ,^== max dim Gx (7.1) 
X 

множество Хт совпадает с X, а множество Х\Хт~\ непусто и 
открыто (и, значит, плотно) в X. Таким образом, размерность 
орбиты точки общего положения в X равна т . Следовательно 
(см. п. 1.4), стабилизатор точки общего положения в X име­
ет размерность dim G—т. 

Аналогичное явление, как известно, [114], имеет место и для 
дифференцируемых действий групп Ли на связных дифферен­
цируемых многообразиях. Более того, в случае, когда группа 
Ли компактна, имеет место значительно более тонкое свойст­
во — сопряженность стабилизатора точки общего положения с 
некоторой фиксированной подгруппой (т. е., в другой термино­
логии, существование так называемого «главного орбитного ти­
па»), [114]. Естественно рассмотреть вопрос о том, в какой 
мере это свойство переносится на алгебраический случай. 

Будем говорить, что для действия G на X существует ста­
билизатор общего положения ( с о . п.) G*, если G*— такая 
подгруппа в G, что стабилизатор точки общего положения в X 
сопряжен G*. С. о. п. определен с точностью до сопряженности. 
Из определения следует, что если с. о. п. G* существует, то 
объединение неприводимых компонент многообразия XG*f вы­
бранных как в п. 2.8, является NG(G*)-сечением для действия 
G на X. В п. 7.5 мы увидим, что во многих важных случаях 
эта конструкция прдводит к сечениям Шевалле. 

Как видно из следующего примера, с о . п. может и не су­
ществовать. 

П р и м е р Г. Рассмотрим действие группы G=&X& на век­
торном пространстве k2

y определенное формулой (а, Ь) (х, у) = 
---- (х+ay+b, у), {a,b)^G, (xyy)$k2. Тогда стабилизатор точки 
(х,у) имеет вид G(y): = {(a, —ya)\a£k}. Ввиду абелевости 
группы G, подгруппы G(t/i) и G(y2) при у\фуч не сопряжены, 
Поэтому для указанного действия со .п . не существует. 
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Как мы видели выше (см. начало п. 2.7), всякое алгебраи­
ческое семейство подгрупп в G реализуется в качестве семей­
ства стабилизаторов некоторого сечения подходящего дейст­
вия группы G. Поскольку имеются примеры таких семейств 
подгрупп, в которых любые две подгруппы попарно не сопря­
жены [246], это дает систематический способ построения таких 
действий (в том числе и редуктивных групп G), для которых 
с. о. п. не существует. Этим способом получается в действи­
тельности и разобранный пример: семейство {в(у)\уЩ есть 
семейство стабилизаторов точек сечения s : k~*-k2, s{t)==(t,t)„ 

То, что в приведенном примере стабилизаторы точек обще­
го положения оказываются нередуктивными, не случайно. Это 
видно из следующей общей теоремы, доказанной при k = C Ри­
чардсоном [246]: 

Теорема 7.1. Пусть алгебраическая группа G действует 
на неприводимом алгебраическом многообразии X. Для любой 
точки хвХ обозначим через Ux и Lx соответственно унипотент-
ный радикал и подгруппу Леви группы Gx. Тогда в X сущест­
вует конечное семейство Хъ ... ,Хп неособых подмногообра­
зий, обладающее следующими свойствами: 

\)х=ихл 
i= i 

2) каждое Х\ открыто в Х/[\] ХЛ\ 

3) для любого i и любых точек х, у&Х подгруппы Lx и Lv, 
сопряжены в G; 

4) для любого i множество {{ху и) \хЪХи uWx} является 
подмногообразием в Х*Х-\ проекция которого на Х{ является 
гладким морфизмом (т. е. дифференциал этого морфизма в 
любой точке сюръективен). 

7.2. Теоремы существования с. о. и. Несмотря на сказан­
ное в п. 7.1, имеется ряд позитивных общих результатов, га­
рантирующих существование с. о. п. при некоторых пред­
положениях о G, X или действии. 

Простейшим таким результатом является следующее легко 
доказываемое утверждение : 

Пусть G0—тор. Тогда для любого действия G на непри­
водимом алгебраическом многообразии X с. о. п. существует 
и совпадает с ядром неэффективности действия. 

Значительно более тонкой является следующая теорема 
7.2, касающаяся действий редуктивных алгебраических групп. 
на гладких аффинных многобразиях. Как видно из § 6, такие 
действия во многих отношениях следует считать алгебраичес­
ким аналогом дифференцируемых действий компактных групп 
Ли (хотя в алгебраическом случае картина и усложняется за 
счет возможного наличия незамкнутых орбит). Эта аналогия 
продолжается. и в отношении существования с. о. п.: 
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Т е о р е м а 7.2 (Ричардсон [245], Луна [201]). Для любого 
действия редуктивной алгебраической группы G на неприво­
д и м о м гладком аффинном многообразии X существует с. о. п. 

--^Рассмотрим главный страт Луны (см. п. 6.9) в X. Тогда' 
и з теорем 6.10, 6.11 и 6.7 следует, что существуют редуктивная 
подгруппа HczG (стабилизатор точки «общей» замкнутой 
G-орбиты), конечномерный Я-модуль N, гладкое неприводимое 
многообразие U и G-эквивариантный этальный доминантный 
морфизм UX(G*N)~+-X (считается, что G действует на 

н 
ZJX(G*N) через второй сомножитель), ограничение которого* 
на каждую G-орбиту инъективно. Поэтому существование 
с. о . п. для действия G на X эквивалентно существованию 
с. о . п. для действия G на UX{GyN). Последнее же, ввиду 
свойств однородных векторных расслоений, эквивалентно су­
ществованию с. о. п. для действия Я на N. Поэтому вопрос 
сводится к случаю линейных действий. В частности, можно с 
самого начала считать, что алгебра k[X] факториальна (этого 
будет достаточно для наших целей). 

Пусть / ь . . . , fs — образующие поля k (X)G. 
Множество тех точек многообразия X, в которых каждая и» 

функций fi регулярна, является, ввиду факториальности ал­
гебры k[X]y главным открытым, а потому и аффинным подмно­
гообразием. Это позволяет, заменив X на это открытое мно­
жество, считать с самого начала, что k(X)G есть поле частных: 
k[X"\G и, значит, (X/G, TCX/G)—рациональный фактор, см. п. 2.4. 
Ввиду предложения 2.5, тогда существует такое непустое от­
крытое множество QczX/G, лежащее в главном страте, что* 
каждый слой я£*(а), а&й, является замыканием орбиты размер­
ности т=*то,х. Поскольку слои над точками из главного страта 
эюзивариантно' изоморфны друг другу, это означает, что стаби­
лизаторы точек из открытого множества n~l

IG(Q)\Xm_i сопря­
жены друг другу в G. • 

Из этой теоремы следует, что если G редуктивна, а с. о. п. 
д л я действия G на X не существует, то в X нет инвариантных 
гладких открытых аффинных подмногообразий. Если вдобавок 
eaivio X аффиино, то отсюда вытекает, что действие обладает 
следующим специальным свойством: любое замкнутое инвари­
антное подмногообразие У в X пересекается с подмногообра­
зием Xsin® особых точек многообразия X. В самом деле, если 
бы Y[}Xsin8 = 0, то, по теореме 4.7, можно было бы найти не­
нулевой инвариант f&k[X]G

r обращающийся в нуль на Xsin^f ш 
тогда Xf-={xeX\f(x)¥*0} было бы инвариантным гладким от­
крытым аффинным подмногообразием в X. В частности, это 
д а е т такое 

С л е д с т в и е . Если G редуктивна, X аффинно и действие 
G на X стабильно (см. п. 2.4), то с. о. п. существует. 



Теорема 7.2 применима, в частности, к важнейшему типу 
действий — линейным действиям- редуктивных групп, и приво­
дит к естественному вопросу о явном описании для них с о. п. 
Мы обсудим этот вопрос в п. 7.3. Отметим здесь следующий 
критерий: 

Теорема 7.3. Пусть алгебраическая группа G линейно 
действует на конечномерном векторном пространстве V. Для 
того, чтобы группа Gv (соотв., ее касательная алгебра Qv) для 
точки v£V была с. о. п. (касательной алгеброй с. о. п.), необхо­
димо и достаточно выполнение условий: 

(1) множество V%» = {u{*Va*\ GU = GV) (соответственно, Vg» = 
= {tiQV$v\8uz=Qv}) плотно в V°v (в 1/0*О; 

(2) V=*«o + V°* (соотв., V«j«o + ^ ) . 
4 Это вытекает из определения с. о. п. и того, что естест­

венный морфизм GxV°v-+V (соотв., GXV*v-+ V) имеет на 
множестве GxV°* (соотв., GxVjj0) постоянный ранг., • 

Применение теоремы 7.3 на практике сводится к явному 
вычислению g„, Gv, fltj, VGv и Vg> для выбранной подходящим 
образом точки v и проверке условий (1) и (2) (выбор такой 
точки v достаточно простого вида — с тем, чтобы можно было 
реально осуществить подсчеты, связанные с проверкой условий 
1) и 2), — требует некоторой интуиции). 

Приведем пример: 
Пример Г. Рассмотрим действие группы G = SL2 на 

пространстве бинарных форм V=Vd (см. пример Г п. 3.3). 
Для любых gGSL2 и jWd, /=̂ =0, нули формы gf на проективной 
прямой Pl^=Pk2 (с учетом их кратностей) получаются из нулей 
формы f с помощью дробно-линейного преобразования g : Р1-^ 
-Э--Р1 (см. [94]). Поскольку форма f однозначно с точностью до 
пропорциональности определяется набором своих нулей, а 
дробно-линейное преобразование проективной прямой одно­
значно определяется образами любых трех ее различных то­
чек, то отсюда следует, что при d^3 с. о. п. д/1Я действия груп­
пы SL2 на пространстве Vd конечен. Более того, из того, что 
единственным дробно-линейным преобразованием, переводя­
щим в себя «общий» набор из й^Ъ различных точек проектив­
ной прямой, является тождественное преобразование, следует, 
что при й^Ъ с о. п. для действия группы SL2 на пространстве 
Vd совпадает с ядром неэффективности этого действия, т. е. с 
{±Е} при четном d я с {£} при нечетном d. Опишем теперь 
с о. п. Hd для действия группы SL2 на пространстве Vd в че­
тырех оставшихся случаях. Мы воспользуемся теоремой 7,3 и 
ее обозначениями (явный вид стабилизаторов для указанных 
ниже форм получается из рассмотрения возможных дробно-ли­
нейных перестановок систем их нулей; описание подпростран­
ства ffv, vQVj, непосредственно получается из того, что базисные 
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элементы ^Q Qj ( о l) и ( — 1 О; а л г е бРы л ^ 9 действуют 
на Vd соответственно как операторы у ~ , х~^х~У'д'п и х<ь) : 

Пусть d = l. Тогда G действует транзитивно на V\{0} и 
поэтому в качестве Н\ можно взять, например, стабилизатор 
формы у, т. е. подгруппу IL H Ue*}-

Пусть J = 2. Рассмотрим форму v = xy. Тогда G*—-
-{dlag (*, П | /6**}. 8 * - < •**> У2 > > ^ - < « > i V°* = 
-==VG^\{0}. Поэтому QV=*H2. 

Пусть А! = З И ^ = х3 + у3. Тогда G„={diag (s, e"1)^3^—!}, 
$о*=(ху\ х2уу х 3 - у 3 > , VGv^(x\ if) и l / ^ - I / ^ \ 
\ ( < я3 > U < У" ))• Поэтому 0„ = Я3. 

Пусть rf--4 и ^ = x4 + ^V+i / 4 . Тогда Ор= 
^\albm\a^Q _f), й = (?о)» 0<*<* . ^ —0. ll-бинарная 
группа диэдра 2)2, д^—-<х3у, хг/3, х4 —у4 > и V°v~ 
— <( х4 + у4, x2t/2) . Нетрудно проверить, что множество V0

V 

открыто в Vc4 Поэтому <Зю = //4-
С помощью соответствующей редукции к теореме 7.2 можно 

установить существование со.п. —при тех или иных предпо­
ложениях о действии или многообразии — и для целого ряда 
действий редуктивных групп на неаффинных многообразиях* 
Приведем два примера.* 

Теорема 7,4. Пусть редуктивная группа G действует на 
гладком неприводимом проективном многообразии X. Если 
Х°Ф0, то для этого действия существует с. о. п. 

^Воспользуемся теоремой 1.7. Сохранив ее обозначения, 
будем считать, что XczFV. Ввиду редуктивности группы G, для 
любой точки xGPV в V найдется инвариантная гиперплоскость, 
дополнительная к прямой, определенной точкой х. Пусть L — 
проективизация этой гиперплоскости. Тогда X\L— непустое 
инвариантное аффинное открытое подмножество в X. Теперь1 

утверждение вытекает из теоремы 7.2. • 
Теорема 7.5. Пусть редуктивная группа G действует на 

гладком неприводимом проективном многообразии X, Если 
PicX = Z, то для этого действия существует с. о. п. 

^Вопрос, очевидно, сводится к случаю, когда в X нет от­
крытой орбиты. Тогда, по следствию из теоремы 2.3, на X су­
ществует непостоянная инвариантная рациональная функция. 
Дополнение в J к носителю дивизора нулей этой функции 
является инвариантным открытым подмножеством в X. По­
скольку X проективно и PicX = Z, это подмножество аффинно, 
Утверждение вытекает теперь из теоремы 7.2.^ 
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Из этой теоремы, в частности, следует, что с. о. п. существу­
ет для действий редуктивных групп на проективных простран­
ствах и грассманианах. Отсюда несложно вывести, что с. о. п. 
существует и для действий на произведениях проективных про­
странств. 

В заключение этого пункта приведем еще один общий ре­
зультат о с. о. п. 

Т е о р е м а 7.6 (Брион, Луна, Вуст, [117]). Пусть связная 
группа G действует на произвольном неприводимом многооб­
разии X. Тогда для естественных действий на X борелевской 
подгруппы и максимальной унипотентной подгруппы группы G 
с. о. п. существуют. 

7.3. С. о. п. для линейных действий. В этом пункте рассмат­
ривается линейное действие редуктивной группы G в векторном 
пространстве X = V. Поскольку строение общих редуктивных 
групп в известной мере определяется строением трех их основ­
ных типов — конечных, торов и связных полупростых, а с. о. п. 
для действий групп первых двух типов совпадает с ядром не­
эффективности (см. п. 7.2), естественно рассмотреть отдельно 
случай, когда G связна и полупроста. Именно этот случай на­
иболее изучен. Далее до конца этого пункта G будет предпо­
лагаться связной и полупростой. Поскольку для любого конеч­
номерного G-модуля V с о. п. не изменится при добавлении к 
V тривиального прямого слагаемого, всюду в этом пункте 
предполагается, что VG=0. Условимся также не различать изо­
морфные G-модули. Кроме того, мы будем всюду считать, что 
ядро неэффективности действия G на V конечно (и, следова­
тельно, лежит в центре группы G) — этого всегда можно до­
биться, заменяя V на ее факторгруппу по связной компоненте 
единицы ядра неэффективности этого действия* В то же время 
полностью избавляться от ядра неэффективности (за счет 
факторизации G по нему) нецелесообразна, поскольку иногда 
бывает удобно считать G односвязной, заменив ее на универ­
сальную накрывающую группу. 

Как показывают уже простейшие примеры, для линейных 
действий связных полупростых групп с. о. п, может и не совпа­
дать с ядром неэффективности. Тем не менее, действий, для 
которых это так, оказывается «мало», и поэтому их удается — 
во всяком случае, когда либо G проста, либо G-модуль V 
прост, — явно классифицировать. 

Чтобы объяснить, о чем идет речь, введем определение: 
G-модуль V называется локально сильно эффективным, если 
ядро неэффективности действия G на любом его собственном 
подмодуле конечно. Например, всякий простой G-модуль, а 
если G проста, то вообще всякий G-модуль, сильно эффекти­
вен. Понятно, что «типичный» G-модуль, сильно эффективен. 

Т е о р е м а 7.7. Пусть G —- связная полупростая группа. 
Тогда для всех локально сильно эффективных G-модулей V", 
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кроме конечного их числа, с. о. п. действия G на V совпадает 
с ядром неэффективности этого действия. 

Для простых групп доказательство может быть получено с 
помощью реализации простых G-модулей в алгебре функций 
;S=zk[G/U] (см. п. 3.7) и использования свойств умножения в 
этой алгебре. Этот метод идет от работы Хаджиева [92], где с 
его помощью были получены первые результаты о «типично­
сти» действий с конечным с. о. п. Теорема 7.7 имеет качествен­
ный характер. На самом же деле может быть получена зна­
чительно более точная информация (см. ниже). 

Следующий пример показывает, что снять условие сильной 
эффективности в теореме 7.7 нельзя. 

П р и м е р 1'°. Пусть G = GiXG2, где. G-, G2 —связные полу­
простые группы. Пусть Vi — какой-либо конечномерный Gr 
модуль, причем с. о. п. для действия Gi на V\ бесконечен. Тог­
да с. о. п. для действия G на 1/ = I/tФУ2 бесконечен. Поэтому, 
меняя 1/2, можно получить бесконечно много G-модулей V с 
этим свойством. 

В настоящее время естественно возникающая (ввиду теоре­
мы 7.7) задача о явной классификации сильно эффективных G-
модулей V с отличным от ядра неэффективности с. о. п. пол­
ностью решена в случаях, когда либо группа G проста, либо 
модуль V прост. 

Прежде всего естественно описать те случаи, когда mG,v<. 
< d i m G (см. 7.1): согласно теореме 7.7, сильно эффективных 
G-модулей с таким свойством только конечное число (для дан­
ной G). 

Пусть V— конечномерный G-модуль. Обозначим через g 
касательную алгебру группы G и пусть А = Фйг — ее разложе­
ние в сумму простых идеалов fl*. Мы можем считать, что Gcz 
<rGL(V) и qczL(V). Поскольку на простой алгебре Ли любые 
две инвариантные билинейные формы пропорциональны, а 
Тг(Х-У) и Tr(adX-ad У) являются такими формами на gi, то 
для любого i отношение 

не зависит (если оно определено) от выбора J . Оно называется 
^индексом G-модуля V. Поскольку в & имеются полупростые 
элементы с рациональными собственными значениями, l{&i,V) 
является положительным рациональным числом. Если G и V 
просты, то (см. [44]): 

/ / 1л dimV l^ + P-*—-Pi1 
ЧЙ1 v)— d i m g - | х 0 н ь р I 2 — I P 

г д е x — старший вес V, X0 — старший корень g, p —полусумма 
положительных корней fl, \\i\ — длина вектора |х относительно 
инвариантного скалярного умножения на fl*. 
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Т е о р е м а 7.8 (Е. М. Андреев, Э. Б. Винберг, А. Г. Эла­
швили, [6]). Пусть mG,v<:uimG. Тогда /(g*, V)<1 ХОТЯ бы для 
одного L 

Индекс обладает двумя полезными свойствами: он аддити­
вен по- V и, если G проста, монотонен: если Vi — простой 
G-модуль со старшим весом Xi, t = l , 2, %\ф%2, а %2—%\ являет­
ся доминантным весом, то /(g, Vi)</(fl, l/2). Это позволяет 
без труда найти, например, все G-модули V с 1{%, У)<1 , если 
G проста. Вообще говоря, в этом случае (как и в случае, ког­
да G полупроста, но не проста) теорема 7.8 дает необходимое, 
но не достаточное условие для того, чтобы /nG ,v<dim G. Од­
нако апостериори получается следующая 

Т е о р е м а 7.9 (Е. М. Андреев, Э. Б. Винберг, А. Г. Эла- | 
швили [6]). Если GczGL(V)—связная простая группа, дейст- | 
вующая на V неприводимо, то следующие условия равно­
сильны: 

1) mG,T-<ciim G, 
2) /(a, V)<1, 
3) dimF<dimG. 
Все связные простые неприводимые группы, удовлетво- i 

ряющие условиям этой теоремы, содержатся в сводной табли­
це в конце настоящей статьи. i 

Равенства в 2) и 3) достигаются только для присоединен-
ных групп. ! 

Определение действий с mG,--<di.mG среди тех, которые I 
удовлетворяют необходимому условию из теоремы 7.8, осу- ! 
ществляется параллельно с описанием их с. о. п. (или его | 
касательной алгебры) и основано по существу на непосредст­
венных подсчетах (если структура с. о. п. не может быть | 
найдена из каких-либо косвенных соображений). При этом ис- i 
пользуется теорема 7.3 и — при исследовании приводимых дей- | 
ствий — следующее утверждение (см. [81]): ! 

Пусть алгебраическая группа Я действует на неприводи- ! 
мых многообразиях Y и Z. Предположим, что для действия Я • 
и Y существует с. о. п. Я „. Тогда, если для действия Н„ на Z \ 
существует с. о. п. Я ^ , то и для действия Я на YXZ сущест- I 
вует с. о. п., и он совпадает с Я w . I 

Для всех связных простых групп G эта работа была про­
делана А. Г. Элашвили [96], который классифицировал все | 
G-модули V с mG ,v<dimG и нашел для них касательные ал- I 
гебры с. о. п. В [97], привлекая ряд дополнительных сообра- ; 
жений, он осуществил это также для простых модулей связных \ 
полупростых групп. | 

Аналогичный подход используется и для описания действий || 
с mG,v = dimG, но с отличным от ядра неэффективности I 
с. о. п.: устанавливается достаточное сильное общее необходи- I 
мое условие, позволяющее найти обозримый список действий, j 
заведомо включающий указанные, а затем с помощью непо- \ 
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средственных подсчетов (или косвенных соображений) из него 
выделяются эти указанные действия и для них явно описы­
вается с. о. п. Идея получения такого необходимого условия 
была предложена Е. М. Андреевым и В. Л. Поповым в рабо­
те [7]. В частности, в [7] доказана следующая 

Т е о р е м а 7.10. Пусть GcrGL(V) — связная полупростая 
группа, й = ®Аг — разложение ее касательной алгебры в сумму 
простых идеалов и S — подгруппа центра группы G, состоящая 
из скалярных преобразований векторного пространства У. Ес­
ли dim F>2(dimG—rkG)max(rkgH-l) , то группа G/S дейст­
вует на проективном пространстве PV и, тем более, группа G 
действует на векторном пространстве V с тривиальным с. о. п. 

В [65, 66] А. М. Попов развил этот подход, усилив соответ­
ствующие оценки. Он довел сформулированную программу до 
конца и полностью классифицировал все связные простые и 

неприводимые полупростые линейные группы, имеющие конеч­
ный нетривиальный с. о. п., а также нашел этот с. о. п. (в 
[65, 66], кроме того, аналогичная информация получена для 
соответствующих действий на проективных пространствах и их 
произведениях). 

Приведем в заключение этого пункта результаты по описа­
нию с. о. п. в простом неприводимом случае. Мы увидим в 
§ 8, что список действий из следующей теоремы может быть 
охарактеризован также целым рядом других замечательных 
свойств. 

Т е о р е м а 7.11. Все связные простые неприводимые линей­
ные алгебраические группы Gc:GL(V), имеющие нетривиаль­
ный с. о. п., содержатся в сводной таблице в конце статьи. 

7.4. Замкнутые орбиты общего положения. Пусть редуктив-
ная группа G эффективно действует на аффинном многообра­
зии X. Рассмотрим морфизм факторизации я : X-+X/G. 

Поскольку каждый слой n~l(a), a^X/G содержит единст­
венную замкнутую орбиту Г (а), и ими исчерпываются все 
замкнутые в X орбиты, естественно интерпретировать X/G как 
«многообразие замкнутых орбит». Это позволяет говорить о 
свойствах замкнутых орбит общего положения: так называется 
любое свойство, выполненное одновременно для всех орбит ви­
да Т (а), где а пробегает непустое открытое подмножество в 
XJG (зависящее от свойства). Подчеркнем, что при этом все 
эти орбиты вовсе не обязаны занимать в X «много места»: их 
объединение вполне может содержаться в собственном замкну­
том подмногообразии. Таких орбит будет действительно «мно­
го» в X (а точнее, их объединение будет содержать непустое 
открытое подмножество в X) в точности тогда, когда орбита 
точки общего положения в X замкнута, т. е. действие G на X 
стабильно. 

26S 



Одним из важных свойств замкнутых орбит общего поло­
жения (в отличие от орбит точек общего положения в X, см. 
пример Г в п. 7.1!) является их эквивариантная изоморфность 
друг другу. 

Т е о р е м а 7.12. Пусть редуктивная группа G действует на 
неприводимом аффинном многообразии X. Тогда в G сущест­
вует такая редуктивная подгруппа С, что замкнутая орбита 
общего положения в X эквивариантно изоморфна G/C и в лю­
бой замкнутой орбите есть точка, неподвижная относитель­
но С. 

4Как следует из теоремы 6.3, если орбита точки хвХ замк­
нута, то у точки а=п(х) найдется такая открытая окрест­
ность UaX/G, что стабилизатор любой точки y£n~~l(U) со­
пряжен подгруппе группы Gx. Следовательно, в качестве С 
можно взять минимальный элемент (он существует ввиду не-
теровости пространства G) множества {Gz\z£X, Gz замкнута}; 
редуктивность С следует из теоремы 4.17. • 

Если Т(а) эквивариантно изоморфна GJC, то точка a£X/G 
называется главной. Из приведенного рассуждения видно, что 
множество (X/G)pr всех главных точек открыто в X/G, и что 
если с. о. п, G^ существует, то (с точностью до сопряжен­
ности) 

G*czC (7.2) 
Заметим, что ввиду редуктивности С, группа NG(C) также ре-
дуктивна. 

7.5. С. о. п., сечения Шевалле и стабильность. Как было 
объяснено в п. 7.3, особое место среди всех линейных действий 
занимают действия с нетривиальным с. о. п. Следующий ре­
зультат Луны и Ричардсона [204] показывает, ввиду (7.2), что 
такие действия обладают важным геометрическим свойством: 
для них существует нетривиальное сечение Шевалле, являю­
щееся линейным подпространством. 

Т е о р е м а 7.13. Сохраним обозначения теоремы 7.12 и 
пусть X нормально. Если XC/NG(C) неприводимо, то Xе — 
сечение Шевалле для действия G на X, 

^Пусть ф : XC/NG(С)-*X/G — естественный морфизм, опре­
деленный ограничением инвариантов на Xе. Ввиду теоремы 
7.12, <р сюръективен. Пусть a£(X/G)VT и х£Хс{\тс-1 (а). Учиты­
вая, что Т(а) изоморфна G/C и лежит в замыкании Gx7 a 
GXZDC, получаем, ИЗ соображений размерности, что Gx=T(a), 
GX = C. Это означает, что Xc(]n~l(a) =Xcf]T(a)=NG(C)x. Сле­
довательно, орбита NG(C)x замкнута в Xе и, кроме того, 
NG(C) =NG(XC): Отсюда вытекает, что ср — бирациональный 
изоморфизм. Так как X/G нормально (по теореме 3.16), мы 
получаем с помощью леммы 4.3, что ф — бирегулярный изо­
морфизм. Значит, Xе — сечение Шевалле. • 

Если не требовать линейности действия, то условие непри­
водимости XC/NQ(C), вообще говоря, может и не выполнять-
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-я и, значит, Xе может не быть сечением Шевалле. Это, одна­
ко (как показали Луна [202] и Луна и Ричардсон [204]), про­
исходит из-за того, что мы берем «лишние» неприводимые 
компоненты Xе: если исключить некоторые из них, то снова 
лолучается сечение Шевалле: 

Теорема 7.14. Пусть X гладко. Тогда любая неприводи­
мая компонента многообразия Xе, пересекающая множество 
jf~-l((X/G)pr)y а также объединение всех таких компонент, яв­
ляется сечением Шевалле для действия G на X (ср. п. 2.8). 

Ясно, что практическое использование (скажем, в случае 
линейных действий) этих сечений Шевалле для нахождения ин­
вариантов упирается в нахождение группы С. В общем слу­
чае это — не простой вопрос, однако положение существенно 
упрощается (ввиду наличия богатой информации о группах 
О*, см. п. 7.3), если действие стабильно, т. е. если в (7.2) име­
ет место равенство. Оказывается, для многих важных случаев 
(включая и линейные действия связных полупростых групп) 
можно дать простой критерий стабильности в терминах только 
группы G*. 

Теорема 7.15 (В. Л. Попов [67]). Пусть связная полупро­
стая группа G действует на неприводимом аффинном многооб­
разии X. Предположим, что алгебра k[X] факториальна. Тогда 
лля того чтобы действие G на X было стабильным, необходимо 
и достаточно, чтобы стабилизатор точки общего положения в 
X был редуктивен. В частности, если X гладко, то стабиль­
ность эквивалентна редуктивности с. о. п. G^. 

В [68] этот критерий распространен В. Л. Поповым на бо­
лее общую ситуацию. 

Используя имеющуюся информацицю о G*, можно явно 
найти с помощью теоремы 7.15 все нестабильные линейные 

действия связных простых и нестабильные неприводимые ли­
нейные действия связных полупростых групп — их оказывается 
сравнительно немного-, так что нестабильность линейных дей­
ствий следует рассматривать как исключительное явление. Из 
теорем 7.15 и 7.11 следует, например, что нестабильные связ­
ные простые неприводимые линейные группы исчерпываются 
списком 

SLn, A2SL2n+b Spn, Spiriio. (7.3) 
Аналогично могут быть найдены нестабильные действия и в 
приводимом случае. Любопытно, что все действия (7.3) ло­
кально транзитивны, т. е. обладают открытой во всем про­
странстве орбитой (в приводимом нестабильном случае это 
уже не всегда так). 

В заключение приведем примеры, показывающие, как с по­
мощью описанных сечений Шевалле реально упрощается зада­
ча нахождения инвариантов. 

Пример Г. Пусть G связна и полупроста, a V=g — ее 
касательная алгебра с присоединенным действием G. Пусть 
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vGV—регулярный полупростой элемент, т. е, такой, что Gv=* 
= Т — максимальный тор в G. Из рассмотрения корневого раз­
ложения g относительно Т следует, что Ут = 1 — это касатель­
ная алгебра тора Т и условия 1) и 2) теоремы 7.3 выполнены 
(здесь V0

T — это множество регулярных элементо в t, a gu = 
= Ф ga, где А —система корней, а да —корневое подпростран­
ство, отвечающее корню а). Поэтому Т — это с. о. п. Ввиду 
редуктивности Г, из теоремы 7.15 следует, что С=Г, так что 
X — сечение Шевалле. Поэтому ограничение инвариантов опре­
деляет изоморфизм алгебры k\g]G и алгебры k[t]w

9 где W= 
= NG(T)JT — группа В.ейля; это и составляет содержание 
классического результата Шевалле [295] (который он получил 
иным способом). 

П р и м е р 2°, (Ср. п. 0.12) Рассмотрим действие группы 
G = SL2 на пространстве бинарных форм V = Vd при d^4 (см. 
пример Г п. 3.3). Мы воспользуемся результатами и обозна­
чениями из примера 1° п. 7.2. 

Если rf=l, то k[V\G=*k, поскольку группа G транзитивио 
действует на У\{0}. При d=2, 3, 4 с. о. п. редуктивен, по­
этому из теорем 7.13 и 7.15 следует, что C=GV, a Vе — сече­
ние Шевалле. 

Пусть d=2. Тогда 7Vo(C)==[(0 r i ) , (_^-i о) | '£**}, иле™<> 

видеть, что k [Vе] G —=£[а2], где а —координата на Vе = 
= < ху > . Значит, алгебра k [V^]SL' порождена некоторым одно­
родным инвариантом степени 2. Однако один однородный инва­
риант степени 2 можно указать сразу —это дискриминант А 
квадратичной бинарной формы. Значит, k \V2]su = k [Л]. 

Пусть d = 3. Тогда снова NQ(C) = MQ t~A ( — г 1 0/ 
„ „ _ „ О „ _ , _ ^ ЛГС _ . 

*ek* 
Если а и Р—координатные функции на V" относительно базиса 
хг, у3, то, очевидно, k [Vе] ° * = k [oc2p2]. Значит, алгебра 
k [V3fL2 порождена некоторым однородным инвариантом степени 4* 
Поскольку дискриминант А кубической бинарной формы имеет 
степень 4, мы получаем отсюда, что k [V3fu = k [А] (ср. пример Г 
п. 3.11). 

Пусть d=4. Тогда NQ(C)—это бинарная группа октаэдра, 
см. [283]. Факторгруппа NG(C)/C изоморфна симметрической 
группе S3, а ее двумерное представление, определенное дейст­
вием NG(C)/C на Vе, эквивалентно естественному представле­
нию группы S3 в подпространстве {(аи а2, а3)^г\а1^а2+аг^ 
= 0} пространства къ. Согласно сказанному в п. 0.4, это озна­
чает, что алгебра k[Vc]N G<C> порождена двумя однородными 
инвариантами степеней 2 и 3 (элементарными симметрически­
ми функциями от соответствующих координат на Vе), Следо­
вательно, A[V43SLl =k[P, Я], где Р и Я—некоторые, однород-
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ные инварианты степеней 2 и 3 соответственно. Их явный вид 
указан в п. 0.12; его можно найти, решая, например, соответ­
ствующую систему линейных дифференциальных уравнений 
(см. пример 1° п. 3.3); другой способ указан в п. 0.12. (Ср. 
также пример Г п. 3.11). 

§ 8. Редуктивные линейные группы 
со свободной алгеброй инвариантов 

8Л. Хорошие свойства в теории инвариантов. Так назы­
ваемые «первая и вторая основные теоремы» классической 
теории инвариантов для редуктивной линейной группы 
GdGL(V) состоят в предъявлении конечной системы образу­
ющих и конечной системы определяющих соотношений ал­
гебры инвариантов &(T]G. Это удается сделать лишь в срав­
нительно немногих случаях. Например, алгебра инвариантов 
форм степени d^j3 от п переменных была описана классиками 
только при п^2, d^6 и /x==d!-=3; в XX в. к этому добавились 
случаи п=2, d=7, 8 [132], [276] и /г=4, d=3 [19], [300]. Почти 
во всех оставшихся случаях задача кажется совершенно 
неразрешимой, 

Причина этого явления может быть объяснена результатом 
В. Л. Попова [78], показывающим, что, как правило, алгебра 
инвариантов имеет очень высокую гомологическую размер­
ность. Так, для бинарных форм степени d>7, d^8, эта раз­
мерность больше 10. 

Следует также заметить, что в случае сложно устроенной 
алгебры инвариантов из явного вида ее образующих и соот­
ношений, за редким исключением, трудно извлечь какую-ни­
будь полезную информацию. 

Примерно то же самое можно сказать и о других задачах 
теории инвариантов. Они могут быть эффективно решены 
лишь для немногих (но, быть может, наиболее интересных) ли­
нейных групп. Естественно попытаться выделить эти группы с 
помощью каких-то объективных критериев. Существуют раз­
личные «хоропше» с точки зрения теории инвариантов свой­
ства, которыми могут обладать редуктивные линейные груп­
пы. Таковыми являются, прежде всего, следующие три свой­
ства: 

(FA) Алгебра инвариантов k[V]G свободна, т. е. обладает 
алгебраически независимой системой однородных образующих. 

(ED) Все слои морфизма факторизации я : V-+-V/G имеют 
одинаковую размерность. 

(FO) В каждом слое морфизма я содержится лишь конеч­
ное число орбит. 

Свойство (ED) означает, в алгебраических терминах, что 
существует система параметров алгебры k[V\ над k[V\G, то 
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есть такая алгебраически независимая над k[V]G система эле­
ментов щ,..., uqGk[V] (которые можно считать однородными)^, 
что алгебра k[V] цела над подалгеброй ЩУ\а[ии •.., uq]. 

В классических ситуациях, изучаемых в университетском 
курсе (мономиальное представление группы Sn, присоединен­
ное представление группы GLn и др.), имеют место все эти 
свойства. 

В силу предложения 4.11 свойство (FA) равносильно тому, 
что я(0)—неособая (регулярная) точка многообразия V/G. 
С другой стороны, очевидно, что если выполнено (FA), то 
само многообразие VfG неособо, ибо изоморфно аффинному 
пространству. Ввиду этого линейные группы, обладающие 
свойством (FA), называются нерегулярными (в некоторых ра­
ботах — косвободными). 

Линейные группы, обладающие свойством (ED), называ­
ются равноразмерными (equidimensional). Линейные группы,. 
обладающие свойством (FO), в некоторых работах называют­
ся обозримыми (visible). 

Так как максимальная размерность слоев морфизма к рав­
на размерности нуль-конуса SIG(V) (см. п. 5.2), а минималь­
ная— размерности типичного слоя, т. е. dim У— dim V/G, то 
свойство (ED) эквивалентно равенству 

dim$lG(V)=dimV—dimV/G. (8.1) 
Если в нуль-конусе содержится лишь конечное число орбит 

(как, например, для присоединенных групп) или если хотя бы 
какое-нибудь его плотное подмножество покрывается конечным 
числом орбит, то его размерность не превосходит размерности 
типичной орбиты, которая, в свою очередь, не превосходит раз­
мерности типичного слоя. Следовательно, в этом случае имеет 
место свойство (ED). В частности, из (FO) следует (ED). 

Следствие 3 предложения 5.1 показывает, что для выполне­
ния свойства (FO) достаточно, чтобы в нуль-конусе содержа­
лось лишь конечное число орбит. 

Конъюнкция свойств (FA) и (ED) равносильна следующе­
му свойству: 

(FM) Алгебра ЩУ] является свободным k\V]G-модулем. 
Этот факт вытекает из следующего общего утверждения,, 

относящегося к коммутативной алгебре: 
Пусть A=k[xu . . я\хп] — алгебра многочленов, снабженная 

стандартной градуировкой, В— ее конечно порожденная одно­
родная подалгебра. Тогда для того, чтобы алгебра А являлась. 
свободным JS-модулем, необходимо и достаточно, чтобы ал­
гебра В была свободна и существовала система параметров 
алгебры А над В. 

Наиболее тонкой частью является импликация (В-модульЛ 
свободен)-^ (алгебра В свободна), доказательство которой 
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приведено, например, в [1121 (лемма 1 § 5 гл. V) и [283] (лем­
ма 4.2.10). 

Линейные группы, обладающие свойством (FM), называют­
ся косвободными. (См. в связи с этим п. 3.13). 

Для конечных линейных групп слои морфизма факториза­
ции совпадают с орбитами, так что свойство (FO), а значит,. 
и (ED), всегда имеет место; что же касается свойства (FA), 
то известна следующая теорема. 

Теорема 8.1. (Шепард—Тодд [273], Шевалле [120].) Ал­
гебра инвариантов конечной линейной группы G свободна 
тогда и только тогда, когда группа G порождается псевдоот­
ражениями. 

(Псевдоотражением называется линейное преобразование,. 
пространство неподвижных векторов которого имеет коразмер­
ность 1.) 

Доказательства этой теоремы имеются также в [112] ж 
[283]. Все конечные линейные группы, порожденные псевдоот­
ражениями, перечислены [273]. 

Для алгебраического тора TczQL(V) свойство (ED) (и 
одновременно свойство (FO)) имеет место тогда и только 
тогда, когда V=-=Vl© . . . ®Vm и T^TiX • -. YJm, где Tta 
czGL(Vi) ( i—l,. . . , m) и веса 7\ на V{ либо линейно незави­
симы, либо связаны единственной линейной зависимостью, 
имеющей положительные коэффициенты. Во всех этих случаях 
имеет место и свойство (FA). Однако существуют линейные 
алгебраические торы, обладающие свойством (FA), но не об­
ладающие свойством (ED), например, одномерный тор 
{dlag (/, t, t~l) : tek*}. 

Обзор результатов по классификации связных полупростых 
линейных групп, обладающих хорошими свойствами, будет дан 
в п. 8J. 

В гш. 8.2—8.6 будут изложены некоторые соображения, по­
могающие устанавливать наличие или отсутствие хороших 
свойств, 

8.2* Наследуемость хороших свойств. Свойство редуктив-
ных линейных групп назовем наследуемым, если наличие это­
го свойства у группы GoGL(V) влечет его наличие 

1) у ограничения группы G на любое инвариантное под-
пространство UсV; 

2) у слайс-группы (см. § 6) любого полупростого элемента 
пространства V. 

Теорема 8.2. Свойства (FA), (ED) и (FO) являются 
наследуемыми. 

^ Доказательство наследуемости указанных свойств слайс-
грунпами легко получается из теоремы о слайсе. Например; 
нерегулярность слайс-группы полупростого элемента v&V рав­
носильна тому, что п(V) —неособая точка многообразия V/G; 
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.но если группа G корегулярна, то многообразие V/G вообще 
неособо. 

Наследуемость свойства (FO) ограничением группы G на 
инвариантное подпространство UczV очевидна. Наследуемость 
корегулярности доказывается с помощью биградуировки ал­
гебры k[V], определяемой разложением пространства V впря­
мую сумму двух инвариантных подпространств: У~£/Ф|№. Ми­
нимальная система образующих алгебры k[V]G может быть 
выбрана из биоднородных многочленов. Пусть {fi-...,/n}— 
такая система образующих, и пусть /1, . . . , / w — ее элементы, 
имеющие нулевую степень по W; тогда k[U]Gsssk[fu • -. -/тп]., 
С другой стороны, если система {fi,...,fn} алгебраически 
независима, то и ее подсистема {/l,...,/m} алгебраически неза­
висима. 

Докажем наследуемость равноразмерности ограничением 
группы G на инвариантное подпространство U. В предыдущих 
обозначениях, имеем: 

n~HK(U))~{v£V:fm+l(v)=...==fn(v)^0} 
Пусть X— неприводимая компонента многообразия лг1 (я (£/))> 
содержащая U, и р : X-^U— проектирование параллельно W. 
Тогда лр(х)=п(х) для любого хвХ. Рассмотрим коммутатив­
ный треугольник морфизмов 

* | \ / Ч (8.2) 
щи) 

Если слои морфизма я имеют одинаковую размерность, то 
тем же свойством обладает морфизм 'я|_; но тогда из треуголь­
ника (8.2) легко усмотреть, что этим свойством должен об­
ладать и морфизм п\и. • 

Пример Г. Рассмотрим действие группы SL2 в простран 
стве Vd бинарных форм степени d>3> Стабилизатор Г формы 
<v=xd-{-yd состоит из матриц вида (g e-ij и, при четном d, 

О 8 . 
_. 8-i Q], где ed = l. Как было показано в примере 2° п. 6.11, 

орбита формы v замкнута- Касательное пространство этой орби­
ты в точке v есть { xd~~yd, xd~ly, xyd"1 >, а дополнительное 
к нему Г-инвариантное подпространство, за вычетом тривиального 
слагаемого ( xd-±-yd ) , есть 

U = < xd~2y2, ха"~3уг, . . . , хгуа"г, x2yd~2 >. 
При d^5 группа Г не содержит ни одного элемента, действу­
ющего в U как псевдоотражение, так что алгебра k[U]T не 
свободна. По теореме 8.2 отсюда следует, что и алгебра 
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[̂V ĵSL, н е СВободиа при d>5. Напомним, что при d<4 она 
свободна (см, пример 2? п. 75). 

С помощью следствия теоремы 5.6 легко находится размер­
ность нуль—конуса для действия группы SL2 в пространстве V&. 
Она оказывается равной [—j- ], а размерность типичного 
слоя морфизма факторизации при d>3 равна 3 (см. теоре­
му 3.3, предложение 2.5 и пример Г п. 1.2). Следовательно, 
равноразмериость имеет место только при d<4, т. е, в тех же 
случаях, что и нерегулярность. К этому можно добавить, что 
именно при d^A стабилизатор общего положения действия 
группы SL2 в пространстве Vd нетривиален (см. пример Г 
п. 7.2). 

8-3. Сравнение алгебр инвариантов конечных и связных ре-
дуктивных линейных групп. Д. И. Панюшев [59] обнаружил 
фундаментальное различие между факторпространствами (или, 
на другом языке, алгебрами инвариантов) конечных и связных 
редуктивных линейных групп. В случае k=C это различие мо­
жет быть сформулировано в топологических терминах. 

Неприводимое комплексное алгебраическое многообразие X 
назовем сильно односвязным, если для любого замкнутого 
подмногообразия YczX коразмерности ^2 многообразие 
X'*=X\Y односвязно. Очевидно, что нормальное многообра­
зие X сильно односвязно тогда и только тогда, когда многооб­
разие J?re* его неособых точек односвязно в обычном смысле. 

Автоморфизм алгебраического многообразия назовем 
псевдоотражением, если подмногообразие его неподвижных то­
чек имеет коразмерность 1. (В случае линейных преобразова­
ний это определение согласуется с данным в п. 8.1.) 

П р е д л о ж е н и е 8.3. Пусть Г— конечная группа автомор­
физмов неприводимого аффинного комплексного алгебраиче­
ского многообразия X Если фактормногообразие Х/Т сильно 
односвязно, то группа Г порождается псевдоотражениями. 

«(Как следует из сказанного в конце п. 6.6, Х/Т является 
одновременно факторпространством в топологическом смысле. 
Известна и легко доказывается [102, 27] следующая «лемма 
Чингисхана»: если Г —дискретная группа гомеоморфизмов 
линейно связного хаусдорфова топологического пространства X, 
то из односвязности факторпространства Х/Т следует, что груп­
па Г порождается элементами, имеющими в X неподвижную точ-
ку1). В условиях леммы применим это утверждение к дей­
ствию группы Г на дополнении X' к объединению Y подмного­
образий неподвижных точек всех элементов группы Г, не 
являющихся псевдотражениями. Так как У имеет коразмер­
ность > 2 в X, то У/Г имеет коразмерность > 2 в Х/Т и, зна­
чит, Х'/Г**(Х/Т)\(У/Г) односвязно. Следовательно, группа 

1 Трудно установить, кто первым доказал это утверждение. Термин 
«лемма Чингисхана» предложил О. В. Шварцман. 
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Г порождается элементами, имеющими неподвижные точки в 
X', т. е. псевдоотражениями.^ 

З а м е ч а н и е . Предположение об аффинности многообра­
зия X не является существенным. Достаточно, чтобы для 
действия группы Г на J существовал геометрический фактор. 
(Об условиях существования такого фактора см. теорему 4.14.) 

Редуктивную линейную группу GaGL(V) назовем хоро­
шей, если никакая инвариантная гиперповерхность простран­
ства V не отображается в подмногообразие коразмерности 
^ 2 в V/G. Если группа G полупроста или равноразмерна, то 
она автоматически является хорошей. В самом деле, если G 
полупроста, то всякая инвариантная гиперповерхность XczV 
может быть задана уравнением /=0 , где f£fy[V]G, и то же 
уравнение, но рассматриваемое на V/G, задает тс(Х). Если G 
равноразмерна, то, вообще, полный прообраз любого подмно­
гообразия в V/G есть подмногообразие той же коразмерности 
в V. 

П р е д л о ж е н и е 8.4. Пусть G — хорошая связная редук-
тивная линейная группа, действующая в комплексном вектор­
ном пространстве V. Тогда факторпространство V/G сильно 
односвязно. 

^Так как многообразие V/G нормально (см. теорему 3.16), 
то подмногообразие (V/G)8ing его особых точек имеет коразмер­
ность ^ 2 , и достаточно доказать, что многообразие (J//G)re£= 
= (V/G)\(V/G)8^ односвязно. Положим V'=n-l((V/G)™z). 
Так как G — хорошая линейная группа, то ]/\у'= 
=rc~1((K/6!)8ins)—подмногообразие коразмерности > 2 в У и, 
следовательно, V — односвязное многообразие. 

Ввиду связности группы G все ее орбиты и их замыкания 
неприводимы (как алгебраические многообразия) и, значит* 
линейно связны. Так как замыкания орбит любых двух точек, 
лежащих в одном слое морфизма л, пересекаются, то слои 
морфизма тс также линейно связны. 

Отображение я, как всякий морфизм комплексных ал­
гебраических многообразий, является локально тривиальным 
топологическим расслоением (в смысле вещественной тополо­
гии) над некоторым непустым открытым в топологии Зарис-
ского подмножеством UczV/G [23]. Любой замкнутый путь на 
многообразии (V/G)m% гомотопен пути, лежащему в 
Uf)(V/G)Te£y а всякий такой путь может быть поднят в V. 
Поэтому из односвязности V и связности слоев следует одно­
связность (V/G) ге£. • 

Сопоставление предложений 8.3 и 8.4 дает (в случае 
&=С) следующую теорему. 

Т е о р е м а 8.5. (Д. И. Панюшев [59].) Пусть Gcz 
czGL(V)—хорошая связная редуктивная линейная группа и 
TczGL(U)—какая-либо конечная линейная группа. Если ал-
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гебры k[V]G и Щи\т изоморфны, то группа Г порождается 
псевдоотражениями (и, следовательно, обе эти алгебры сво­
бодны). 

В [59] дано алгебраическое доказательство этой теоремы* 
пригодное для любого поля k. 

Реально эта теорема может применяться в ситуации, опи­
санной теоремой 7.13, когда удается априори установить изо-
морфность алгебр инвариантов различных линейных групп. 
В частности, будучи примененной к присоединенному представ­
лению, она дает новое доказательство того, что группа Вейля 
порождается отражениями. В п. 8.5 мы рассмотрим более ши­
рокий класс редуктивных линейных групп, к которым могут 
быть применены эти соображения. 

8.4. Случай двумерного фактора. Предложение 8.4 позво­
ляет доказать также следующую полезную теорему, высказан­
ную в [71] в качестве гипотезы В. Л. Поповым: 

Т е о р е м а 8.6. [173]. Пусть GczQL(V)—хорошая связная 
редуктивная линейная группа. Если d i m V / G ^ i , то группа G 
корегулярна и равноразмерна. 

Л Если dim V/G=0 или /, то утверждения теоремы очевид­
ны. Пусть dim V/G=2. Тогда равноразмерность имеет место по 
определению хорошей линейной группы. Для доказательства 
корегулярности нужно проверить, что я(0)—неособая точка 
многообразия V/G. Так как V/G — двумерное нормальное 
многообразие, то оно может иметь только изолированные осо­
бенности. Согласно критерию Мамфорда [212] (в случае 
&=С) точка я(0) неособа, если дополнение к ней односвязно; 
но это свойство как раз выполнено ввиду сильной односвязно­
сти многообразия V/G. • 

8.5. Присоединенные группы градуированных алгебр Ли 
(бнгруппы). Пусть т — натуральное число или оо. При т < о о 
пусть Ъш обозначает группу вычетов по модулю т9 а Т т — 
группу корней т-ой степени из единицы; кроме того, будем 
считать, что Zoo-=Z, a T^k*. 

Если алгебра Ли f) снабжена гт-градуировкой 
" * - е Ъ , ' (8.3) 

то для любого №Тт формула 
Q(t)x=*fx при хЩг (8.4)' 

задает ее автоморфизм, причем отображение 9:/»-* 6(0 яв­
ляется гомоморфизмом группы Tw в группу Aut |). Обратно, лю­
бой гомоморфизм 9 : Tm~->Aut 1) определяет Z^-градуировку ал­
гебры I) так, что имеет место формула (8.4). 

Пусть I) — полупростая алгебра Ли, снабженная Zm-rpa-
дуировкой (8.3), и Я — соответствующая ей односвязная ал­
гебраическая группа. Автоморфизмы 6(0* ^Т™, алгебры I) 
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могут быть подняты в группу Я. Пусть Я0 —подгруппа их 
неподвижных точек. Это связная алгебраическая группа с ка­
сательной алгеброй 1)о. Так как [fo, l)l]c:J)b то присоединенное 
представление группы Я индуцирует путем ограничения линей­
ное представление группы Я0 в пространстве %\ = V. Образ G 
группы Я0 при этом представлении называется присоединен-
ной группой градуированной алгебры Ли $. При /л=1 это 
обычная присоединенная группа группы Я (алгебры Ли ?)),при 
лг==2 — группа изотропии симметрического пространства Н/Н0. 

Пусть ( , ) — инвариантное скалярное умножение на |). Из 
{8.4) следует, что 

( k W = 0 при Н-/#0, (8.5) 
так что пространства ^ и |)_г- находятся в двойственности от­
носительно скалярного умножения. В частности, на f)o скаляр­
ное умножение невырожденно. Отсюда следует, что группа Я0, 
а значит, и группа G, редуктивна. 

Имеют место градуированные аналоги разложения Жорда-
на и теоремы Морозова. А именно, если x=xs-\-xn— разложе­
ние Жордана в алгебре J) элемента х61)и то x8i хп^Ь\- Если 
еЩх — нильпотентный элемент, то существует 0I2 — тройка 
{е, К /}, в которой AGfo и Щ-х [25], [27], [2с*]. 

При хЩ\ имеем 
[М]ПЬН>,4 

Это означает, что для подгруппы H0czH И подпростран­
ства {hc:|) выполняется условие леммы 1.10 и, следовательно, 
пересечение с I)i-=;V любой орбиты группы Я в алгебре |) рас­
падается на конечное число орбит одинаковой размерности 
группы G. 

Используя перечисленные свойства, легко доказать, что 
G-орбита элемента x£V замкнута (соответственно, содержит в 
•своем замыкании нуль) тогда и только тогда, когда х—полу­
простой (соответственно нильпотентный) элемент алгебры ?), и 
что в V имеется лишь конечное число орбит нильпотентных 
элементов. Таким образом, группа G обладает свойством 
•<FO). 

В случае т=оо группа G содержит гомотетии, индуциро­
ванные автоморфизмами 8(f), t£k*, так что все элементы про­
странства V нильпотентны и k[V]G=*k. В этом случае пред­
ставляет интерес рассмотреть меньшую линейную группу, не 
содержащую всех гомотетий. Пусть \czi)Q — идеал коразмерно­
сти 1, ортогональный центральной подалгебре dQ(k), и Я0 — 
соответствующая связная подгруппа группы Я0. Образ Ъ под­
группы Я0 при линейном представлении группы Я0 в простран­
стве 1)1 = У назовем приведенной присоединенной группой 
2-градуированной алгебры Ли $. 
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Имеет место альтернатива (для неприводимых присоеди­
ненных групп это доказано в f 165]): 

1) либо k[V]G^=k, и тогда все орбиты группы О совпадают 
с орбитами группы О; 

2) либо к [У]а =-= k [F], где F— некоторый однородный много­
член степени d>0, и тогда подмногообразия F = c при сфО 
суть (гомотетичные) замкнутые орбиты группы О, заполняющие 
открытую орбиту группы О, а прочие орбиты группы G совпа­
дают с орбитами группы G. 

Таким образом, группа (Т также обладает свойством (FO)* 
При т < о о полупростые элементы пространства V класси­

фицируются аналогично тому, как это делается при m=l. 
А именно, максимальное коммутативное подпространство, со­
стоящее из полупростых элементов пространства V, назы­
вается картоновским подпространством. Любой полупростой 
элемент пространства V эквивалентен элементу фиксирован­
ного картановского подпространства с; два элемента из с эк­
вивалентны относительно G тогда и только тогда, когда они 
эквивалентны относительно действующей в с конечной группы 
W=*N(i)/Z(t), где N(t) (соответственно 1 (с)) —нормализатор 
(соответственно централизатор) подпространства с в группе G 
[27]. Группа W называется группой Вейля градуированной 
алгебры Ли %. 

Из сказанного следует, что орбиты точек общего положе­
ния подпространства с суть замкнутые орбиты общего положе­
ния для действия G : V. Легко видеть, что стабилизаторы этих 
точек совпадают с Z(c) и что Vzity=t. Согласно теореме 7.13 
получаем отсюда, Что с — сечение Шевалле для действия G : V, 
т. е. гомоморфизм ограничения инвариантов 

p:k{V]^k{t\w (8.6) 
является изоморфизмом. 

Теорема 8.5 позволяет заключить, что группа W порож­
дается псевдоотражениями и, значит, алгебра k[V]G свободна, 
Таким образом, справедлива следующая теорема. 

Т е о р е м а 8.7. Присоединенная группа любой Zm-граду-
ированной полупростой алгебры Ли, а также приведенная при­
соединенная группа любой Z-градуированной полупростой ал­
гебры Ли, корегулярна и обладает свойством (FO). 

В классических случаях т = 1 и 2 ко всем перечисленным 
свойствам можно добавить следующие два: 

1) действие группы G стабильно, т. е. полупростые элемен­
ты заполняют iinoTHoe подмножество пространства У; 

2) группа Вейля в некотором базисе картановского подпро­
странства записывается матрицами с рациональными элемен­
тами и, в частности, содержит только псёвдоотражения поряд­
ка 2, т. е. настоящие отражения. 
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Ни то, ни другое более не верно при т > 3 . Например, 
при т = 3 в качестве, групп Вейля появляются некоторые эк­
зотические группы, порождаемые псевдоотражениями поряд­
ка 3. 

Нильпотентные элементы полупростых алгебр Ли класси­
фицируются методом Е. Б. Дынкина [44], основанным на теоре­
ме Морозова. Аналогичный метод может быть применен и в 
градуированной ситуации [26], [27], [36], [10]. В сочетании с 
изложенным выше методом классификации полупростых эле­
ментов и разложением Жордана это позволяет получить клас­
сификацию всех элементов пространства V^fo относительно 
присоединенной группы G любой заданной градуированной по­
лупростой алгебры Ли |). 

Этим способом получена классификация тривекторов 9-мер­
ного пространства [36], четыревекторов 8-мерного простран­
ства [8] и спиноров 16-мерного пространства [11]. См. также 
[5], [9], [133], [170]. 

Градуировки полупростых алгебр Ли и соответствующие 
им присоединенные группы удобно описываются в терминах 
аффинных систем корней [47], [27], [152], .[34]-

Линейные группы, изоморфные присоединенным группам 
градуированных полупростых алгебр Ли (соотв. приведенным 
присоединенным группам Z-градуированных полупростых ал­
гебр Ли), называются Q-группами (соотв. приведенными 
Q-группами). Все неприводимые простые 9-группы, а также 
неприводимые приведенные простые 6-группы, содержатся сре­
ди линейных групп, перечисленных в сводной таблице в кон­
це статьи. 
' 8.6. Полярные группы. Было бы хорошо дать аксиоматиче­
ское определение 8-групп. Такого определения не известно, 
Однако в работе Дадока и Каца [122] дано аксиоматическое 
определение более широкого класса редуктивных линейных 
групп, обладающих многими хорошими свойствами 6-групп. 

Связная редуктивная линейная группа GczGL(V) назы­
вается полярной1\ если в пространстве V существует подпро­
странство с со следующими свойствами: 

1) все элементы с полупросты; 
2) dim c==dimF/G; 
3) существует открытое подмножество в с, касательные 

пространства орбит точек которого совпадают (см. соглаше­
ния и обозначения). 

Подпространство с с такими свойствами называется карта-
новским подпространством. Из 1) следует, что t{\3tG{V) ==:{0}, 
а из 2) —что codim9lG(F)>dim F/G. Следовательно, всякая 
полярная группа равноразмерна. 

*) Слово «полярная» связано с возможностью ввести в пространстве V 
некоторое подобие полярных координат. 
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Из тех же свойств картановского подпространства легко 
выводится, что морфизм я | с :t-+V/G конечен и, значит, 
сюръективен. Последнее означает, что любой полупростой эле­
мент пространства V эквивалентен элементу из с. В [122] до­
казано, что два элемента из с эквивалентны относительно .G 
тогда и только тогда, когда они эквивалентны относительно 
действующей в с (конечной) группы W=N(c)/Z(t). Отсюда 
следует, как и в случае 9-групп, что с является сечением Ше-
валле для действия G: V и что группа W порождается псевдо­
отражениями. Таким образом, всякая полярная группа нере­
гулярна. 

В [122] также доказано, что свойство полярности является 
наследуемым в смысле п. 8.2 и что все картановекие подпро­
странства эквивалентны. 

К числу полярных групп относятся все 9-труппы и, по три­
виальным соображениям, все редуктивные линейные группы, 
для которых dim V/\G^l. Существуют полярные группы, не 
принадлежащие ни одному из этих классов. Однако среди 
простых неприводимых линейных групп имеется только одна 
такая группа, а именно группа Spinu, подробно изученная в 

8.7. Перечисление полупростых линейных групп с хорошими 
свойствами. Наряду со свойствами (FA), (ED) и (FO), вве­
денными в п. 8.1, мы будем рассматривать обнаруживающее 
корреляцию с ними свойство. 

(ST) Стабилизатор точки общего положения простран­
ства V нетривиален. 

В ряде работ (см. § 7) были найдены все группы, облада­
ющие свойством (ST),* в классе связных простых неприводи­
мых линейных групп. Затем в том же классе линейных групп 
В. Г. Кац ([48] перечислил все группы со свойством (FO), 
В, Л. Попов [71]— группы со свойством (ED) и, наконец, оба 
эти автора совместно с Э. Б. Винбергом [167] —группы со 
свойством (FA), Во всех случаях получился один и тот же 
список линейных групп, помещенный в сводную таблицу в 
конце настоящей статьи. (Все эти группы, за исключением 
Spinu и Spinl3, являются 6-группами или приведенными Э-груп-
пами.) Так была установлена справедливость следующей 
теоремы. 

Т е о р е м а 8.8. Для связных простых неприводимых линей­
ных групп свойства (FA), (ED), (FO) и (ST) равносильны. 

Большая часть импликаций, составляющих содержание 
этой теоремы, перестает быть верной в классе всех связных 
полупростых линейных групп. Так, примеры показывают, что в 
этом классе групп неверны импликации (FA)=>-(ED), (ED)=>-
=^(FO), (ST)=>(FA), (ED)=>(ST). Однако авторам не изве­
стно примеров, опровергающих импликации (ED)=^(FA) и 
(FO-^^ST) . Первая из них составляет содержание гипотезы, 
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высказанной В. Л. Поповым [71] и получившей некоторую из­
вестность под названием «русская гипотеза». Отметим, что, 
ввиду связности группы, алгебра инвариантов алгебраически 
замкнута в k[V]. Поскольку свойство (ED) также может быть 
выражено в чисто алгебраических терминах, это дает опреде­
ленные основания надеяться, что русская гипотеза может быть 
следствием некоторого общего утверждения, относящегося це­
ликом к коммутативной алгебре. Обсуждение того, каким мо­
жет быть это утверждение, см. в [31]. 

Связные простые приводимые линейные группы со свой­
ством (FA) перечислили О. М. Адамович и Е. О. Головина [3J 
и, независимо, Шварц [259]. Затем Шварц [260] выделил среди 
них группы, обладающие еще и свойством (ED) (и, тем самым, 
свойством (FM)), а О. М. Адамович [1(] доказала, что все 
связные простые приводимые линейные группы, обладающие 
свойством (ED), содержатся в этом списке. Таким образом, 
русская гипотеза постфактум оказалась верной для всех связ­
ных простых линейных групп. 

Далее, Литтельман [200] перечислил связные полупростые 
неприводимые линейные группы, обладающие свойством (FA) 
или (ED), и путем сличения списков установил справедли­
вость русской гипотезы и для этого класса групп. Еще раньше 
Кац [165] нашел все связные полупростые неприводимые ли­
нейные группы со свойством (FO)n . Почти все они оказались 
6-группами или приведенными 0-группами. 

Наконец, в этом ряду работ следует упомянуть классифи­
кацию связных полупростых неприводимых линейных групп 
GczGL(F), для которых dimV/G^l. Эту классификацию про­
делали Сато и Кимура [257] и, независимо и более простым 
способом, Г. Б. Шпиз [95]. 

Все связные полупростые линейные группы со свойством 
(FA) к настоящему моменту не перечислены. Имеется, однако, 
следующая общая теорема. 

Т е о р е м а 8.9. Для всякой связной полупрбстой алгебра­
ической группы G имеется лишь конечное число таких линей­
ных представлений G-^GL(V), что VG=0 и алгебра k[V]G сво­
бодна. Более точно, для всякого такого представления 

d imF<2d imG, (8.7) 
а если представление неприводимо — то даже 

d i m F ^ | d i m G - f j . (8.8) 
Первая часть теоремы была доказана В. Л. Поповым в 

[77]. Там же была высказана одна гипотеза о ряде Пуанкаре 
алгебры инвариантов, из которой следовали бы оценки (8.7) и 
(8.8) (см. п. 3.11). Эта гипотеза была доказана Кнопом в 
[185]. 

• - ') В таблицах работы [165] имеются ошибки, исправленные в [122]. 
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Разность между минимальным числом образующих алгебры 
инвариантов и ее степенью трансцендентности равна ее гомоло­
гической размерности (см. п.п, 3.9, ЗЛО). В Л. Попов установил 
в [78] аналог первой части теоремы 8.9 для любой заданной го­
мологической размерности п алгебры инвариантов. (Свобод-
ность этой алгебры означает, что h=0). 

^8.8. Сечения Вейерштрасса. В некоторых хороших случаях 
действие редуктивнои линейной группы допускает сечение в 
виде линейного многообразия. Классический пример — нормаль­
ная форма Вейерштрасса 

y2z+x*+pxz2+qz* (8.9) 
неособой кубической формы от трех переменных. Формы вида 
(8.9) обазуют линейное многообразие, пересекающее каждую 
орбиту максимальной размерности группы SL3 ровно в одной 
точке. Другой аналогичный пример — сечение Костаита при­
соединенного действия. Его точное описание мы дадим ниже. 

Пусть связная редуктивная алгебраическая группа G ли­
нейно действует в векторном пространстве V. Назовем сече­
нием Вейерштрасса этого действия линейное подмногообразие 
пространства V, которое изоморфно отображается на V/G при 
морфизме факторизации п : V-+V/G. 

Очевидно, что сечение .Вейерштрасса может' существовать 
только тогда, когда алгебра h[V)G свободна. Кроме того, необ­
ходимо, чтобы в каждом слое морфизма к существовала точ­
ка, в которой этот морфизм имел бы максимальный ранг 
(равный dim V/G). 

Укажем способ построения сечения Вейерштрасса. Идея 
этого способа идет от работы Б. Костанта (187], в которой 
исследовалось присоединенное действие; в работах [188], [71], 
[73] этот способ был применен к некоторым другим дей­
ствиям. 

Пусть алгебра h[V]G свободно порождается однородными 
многочленами степеней du . . . , dr (di< . . . <d r ) , и пусть 
u(<V — пеособая точка нуль-конуса 8?=^(У), принадлежащая 
его неприводимой компоненте коразмерности г и имеющая ко­
ническую орбиту (все эти условия автоматически выполнены, 
если орбита элемента и открыта в SR). 

Существует такой рациональный полупростой элемент М& 
что /ш==2«. Имеем 

V=Tu(to)®L, 
где hLczL, dim I я -г . Пусть си... . , с г (сх^ . . .^ст) —собствен­
ные значения оператора h в I , Так как подпространство <У= 
«-ФУс(Л) содержится в нуль-конусе, то UczTu(&). Следова-

тельно, Си. .,У сг<0. 
Так же» как это сделано в [187] для присоединенной груп­

пы, доказываются следующие предложения: 
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1 П р е д л о ж е н и е 8.10. 2di^2—ci ( £ = l , . . . , r ) . 
П р е д л о ж е н и е 8.11. Ранг морфизма л; в точке и макси­

мален (т. е. равен г) тогда и только тогда, когда 2d,~-
= 2 — с г ( / = 1 , , . . , г ) . 

П р е д л о ж е н и е 8.12, Если ранг морфизма я в точке и 
максимален, то линейное многообразие u+L является сече­
нием Вейерштрасса для группы G, причем размерность орбиты 
любой его точки не меньше, чем dim Ощ 

В частности, для присоединенной группы Ad(G)c:GL(g) 
связной редуктивной алгебраической группы G в качестве и 
Следует взять регулярный нильпотентный элемент е алгебры g 
(см. п. 5.7), а в качестве h — полупростой элемент соответ­

ствующей 012-тройки (e,h,f). В качестве L можно взять ц (/). 
Получаемое таким образом сечение S=e+^Q (f) называется 
сечением Костанта. Оно впервые было построено для любой 
редуктивной группы в работе Костанта [187]. Для группы GLn 
похожее сечение (соответствующее другому выбору подпро­
странства L) известно в классической литературе под назва­
нием «первая естественная нормальная форма матрицы? [39]. 

Из второй части предложения 8.12 и из неприводимости 
слоев морфизма факторизации для присоединенной группы 
следует, что орбиты всех точек сечения Костанта имеют мак­
симальную размерность и что любая орбита максимальной раз­
мерности имеет с ним общую точку. 

Наиболее трудным моментом в построении сечения Вейер­
штрасса до недавнего времени была проверка максимальности 
ранга морфизма факторизации в выбранной точке. Если из­
вестна сумма степеней образующих алгебры инвариантов, то 
это можно сделать с помощью предложений 8.10 и 8.11: доста­
точно проверить, что 22^=-2(2—d). Именно на этом пути бы­
ло основано доказательство Костанта [187]; то же соображе­
ние использовалось в [188], [71]. Недавно была обнаружена 
возможность другого подхода. Используя совершенно иные 
соображения, Д. И. Панюшев [61], [62] обнаружил, что для 
обширного класса связных полупростых линейных групп со 
свободной алгеброй инвариантов ранг морфизма факторизации 
автоматически максимален в любой точке, орбита которой 
имеет максимальную размерность. Этот результат был усилен 
Ф. Кнопом [185] и в окончательной форме выглядит следу­
ющим образом: 

Т е о р е м а 8.13. Пусть GczGL(V) —связная полупростая ли­
нейная группа. Если алгебра k[V]G свободна, то в любой точ-
&е орбиты максимальной размерности ранг морфизма факто­
ризации л : F ~ H F / G максимален (т. е. равен dimV/G). 

С л е д с т в и е . Если в условиях теоремы нуль-конус St 
пространства V содержит орбиту максимальной размерности, * 
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то эта орбита открыта в Ш и через любую ее точку можнс^ 
провести сечение Вейерштрасса. 

В частности, сечение Вейерштрасса существует для любой 
полупростой 0-группы. 

§ 9. Классическая теория инвариантов 

Предметом классической теории инвариантов до Гильбер­
та было явное отыскание образующих и определяющих соот­
ношений алгебр инвариантов классических линейных групп,, 
действующих в пространствах тензоров того или иного вида. 
Решение этих двух задач в каждом конкретном случае назы­
валось доказательством «первой основной теоремы» и «второй. 
основной теоремы» соответственно [299], [42]. При этом ис­
пользовались следующие общие соображения: 

1) «символический метод», состоящий в замене инвариан­
тов тензоров инвариантами систем векторов и линейных форм; 

2) процедура поляризации (дифференцирования по одной 
векторной переменной по направлению другой векторной пе­
ременной), позволяющая «размножать» инварианты систем: 
векторов; 

3) редукция первой основной теоремы для системы т век­
торов n-мерного пространства к случаю т^.п. 

Мы попытаемся дать современное изложение этой теории 
(см. также [128], [291], [292], [293]). 
,, 9.1. Поляризация. Мы будем рассматривать многочлены от 

нескольких векторных переменных1*, каждая из которых при­
нимает значения в фиксированном векторном пространстве V» 
Число и обозначения этих переменных пока не будут считать­
ся фиксированными. В тех случаях, когда будет идти речь о 
степени многочлена по какой-либо из векторных переменных, 
будет подразумеваться его однородность по этой переменной. 

Пусть f — многочлен от каких-то векторов. Для любых 
векторных переменных х и у (которые могут входить или не 
входить в число аргументов f) обозначим через Dj*f результат 
дифференцирования f по х по направлению у, т. е. 

где Xi и yt~-координаты векторов х и у. В частности, если / 
не зависит от х, от Dy

xf = 0; если / линеен по х, то Dy
xf—* 

это просто результат подстанов.ки в него у вместо х. Если / не 
зависит от у, то Dlf линеен по у. Вообще, еслц / имеет стег 

!> Выражение «многочлен от векторов х% г/,...» означает «многочлен от 
координат векторов х, у,,..» 
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пень р по х и q по у, то Dxf имеет степень р— 1 по х и <7 + 
+ 1 по г/. 

Распространим Определение (9.1) также на случай х^у. Оче­
видно, что Dxf = pf, если / имеет степень р по х. 

Операторы вида Dx называются операторами поляризации. 
Они перестановочны с действием группы GL (V) в алгебре много­
членов. 

Операторы поляризации имеют простую интерпретацию в 
терминах теории алгебраических групп. Рассмотрим в прямой 
сумме т экземпляров пространства V, наряду с естественным 
действием группы GL(V), перестановочное с ним действие 
группы GLm, при котором матрица A^QLm действует по пра­
вилу (хи • . . , хт)^ (хи ... ,хт)А~\ т. е. каждый вектор xt 
заменяется на линейную комбинацию векторов хи ..., хт с 
коэффициентами, взятыми из /-го столбца матрицы А"1. Это 
действие индуцирует действие группы GLm в алгебре много­
членов от Хи...,хт. Явным образом, матрица A=(a{j) дей­
ствует на многочлен f по формуле 

(Af) (хи . . . , -*,„) = - / ( 2 anXi, . . . , 2 ®шхХ (9*2) 

Из этой формулы следует, что дифференциал данного действия 
отображает матричную единицу EifiLm (как элемент касательной 
алгебры группы GLm) в оператор поляризации D*\ . 

Если многочлен / от векторных переменных имеет 
степень р по аргументу х, то оператор Px^-rDx1. • -D*p 

(где хи •.., хр не входят в число аргументов f) 
переводит его в многочлен. симметричный и по­
лилинейный по хи • • . , хр. Многочлен f восстанавливается по 
Pxf путем подстановки х вместо хи...,хр. Если /однороден 
по каждому аргументу, то, проделав такую операцию со все­
ми его аргументами, мы получим полилинейную форму Pf, на­
зываемую полной поляризацией многочлена /.Многочлен / 
восстанавливается по ней путем подстановки исходных пере­
менных. 

Пусть теперь F— произвольная полилинейная форма от 
векторных переменных ии * • . , щ, и пусть хи . . . Ухш— какие-то 
векторные переменные. Назовем пространством многочленов, 
ассоциированным с формой F, и обозначим через SXi* •••• х

m(F) 
линейную оболочку всех многочленов, получаемых из F путем 
подстановки переменных хи - • - , х ш в каком-либо порядке 
(вообще говоря, с повторениями) вместо \ ии . . . , щ. Очевидно, 

что это пространство инвариантно относительно группы GLW. 
9.2. Редукция первой основной теоремы. Пусть G — произ­

вольная (можно считать ее алгебраической) линейная группа, 
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действующая в тг-мерном векторном пространстве 1Л Рассмот­
рим задачу отыскания G-инвариантов систем векторов про­
странства У, т. е. инвариантов действия группы G в прямой 
сумме нескольких экземпляров пространства V (количество 
слагаемых пока не фиксировано). 

Очевидно, что алгебра всех G-инвариантов систем векто­
ров линейно порождается инвариантами, однородными по каж­
дой векторной переменной. Далее, если / — какой-либо такой 
инвариант, то его полная поляризация Pf также является ин­
вариантом. Поэтому если будут найдены все полилинейные ин­
варианты, то все вообще однородные инварианты можно бу­
дет получить из них путем подстановок новых переменных 
(вообще говоря, с повторениями). 

Определение . Набор {Fa} полилинейных G-инвариантов 
называется полным набором типовых G-инвариантов системы m 
векторов, если ассоциированные с формами Fa пространства 
многочленов S*-' ->4m(Fa) (см. п. 9.1) порождают алгебру 
всех G-инвариантов системы векторов xh . . . ,xw . (Количество 
аргументов у форм Fa может быть различно и никак не свя­
зано с т.) Если это условие выполняется для любого т, то 
набор {Fa} называется полным набором типовых G-инвариан­
тов (без указания числа векторов). 

Обозначим через det ненулевую коеосимметрическую п-ли-
нейную форму в пространстве V. Эта форма G-инвариантна 
тогда и только тогда, когда GcSL(F). 

Т е о р е м а 9.L 1) Всякий полный набор типовых G-инва-
риаитов системы п векторов является уже полным набором ти­
повых G-инвариаитов (любого числа векторов). 

2) Если Gc:.SL(V), то всякий полный набор типовых G-ин­
вариантов системы п— 1 векторов вместе с формой det обра­
зует полный набор типовых G-инвариантов (любого числа 
векторов). 

-^Рассмотрим действие.группы GLW в алгебре многочленов 
от векторных переменных xh...,xm (см. п. 9.1). Так как это 
действие перестановочно с действием группы G, то оно инду­
цирует действие группы GLW в алгебре 9tw всех G-инвариантов 
системы векторов Х\7..., хт. 

Назовем G-инвариант примитивным, если он является при­
митивным вектором для группы GLm, т. е. относительным ин­
вариантом группы Т т треугольных матриц (и, значит; абсо­
лютным инвариантом группы UTm унитреугольных матриц). 
Из теории линейных представлений редуктивных алгебраиче­
ских групп следует, что в каждом неприводимом GLw-инва-
риантном подпространстве алгебры Stm имеется (единственный 
с точностью до скалярного множителя) ненулевой примитив­
ный инвариант. 

Действие группы UTW на систему векторов х ь . . . , х т СО­
СТОИТ в ТОМ, ЧТО к каждому из них прибавляется произвольная 
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линейная комбинация предыдущих. Поэтому при т>п систе­
ма ( # ! , . . . , х т ) общего положения Ц*Тт-эквивалентна системе 
(хь ..., хп, 0 , . . . , 0). Следовательно, примитивные инвариан­
ты системы векторов хи ..., хт не зависят от хп+и • • •» #т-

Пусть теперь {-̂ а}—полный набор типовых инвариантов системы л 
векторов и Я^—подалгебра алгебры &-., порожденная простран­
ствами SXtt'~**m(Fa). Так как SXl " « ( F . ) ^ '» (Fa), то 
алгебра SĈ  содержит все инварианты системы векторов #1, . . . 
. . . , A;^, не зависящие от хп+ъ ..., хт и- в частности, все при­
митивные инварианты. Так как она, кроме того, инвариантна 
относительно группы GLm, то она совпадает с Ят. 

Для доказательства второго утверждения теоремы достаточно 
рассмотреть случай т = п. Пусть {Fa}—полный набор типовых 
инвариантов системы п—\ векторов, Slrt—алгебра всех инвариан­
тов системы векторов хи ...,хп и 9Г— ее подалгебра, порожден­
ная пространством Sx%""tXn(Fa). Всякая система (хъ . . . , х л ) 
общего положения, удовлетворяющая условию det(xi, . .„, хя) = 
= 0, £/7>эквивалентна системе fa, , хп_ъ 0). Поэтому, рас­
суждая аналогично предыдущему, мы получим, что %'п совпадает 
с Яя на гиперповерхности det(xb . . . , хп)=0. Это означает, что 
5£я=Й[Д-+- ЯСЯ det; но отсюда уже следует, что алгебра 5t порожда­
ется подалгеброй %'п и формой det. • 

Следствие. Для всякой редуктивной группы GczQL(V) су­
ществует конечный полный набор типовых G-инвариантов. 

Отметим, что классическое доказательство теоремы 9.1 опи­
ралось на так называемое тождество Капелли [242]. 

Развитая теория легко обобщается на случай нескольких 
векторных пространств. А именно, пусть заданы линейные 
представления R{ : G-^GL(Vi), dim У^щ ( / = 1 , . . . , ft), и 
пусть нас интересуют инварианты действия группы G в пря­
мой сумме нескольких экземпляров пространства V-, несколь­
ких экземпляров пространства V2 и т. д. Как и в случае одно­
го пространства, процесс поляризации сводит дело к нахожде­
нию полилинейных инвариантов. Набор полилинейных инва­
риантов называется полным набором типовых инвариантов, 
если с помощью подстановки новых переменных из него мож­
но получить образующие алгебры инвариантов любого числа 
векторов. 

Обозначим через det£ (* = 1, .. .. k) ненулевую кососимметри-
ческую /гглинейную форму в пространстве Vt и положим щ = 
- - = ^ - 1 , если #- (Q)cSL(V-), и ^-^щ в противном случае. 

Т е о р е м а 9.2. В описанной выше ситуации всякий набор 
полилинейных инвариантов, из которого с помощью подстановки 
новых переменных можно получить образующие алгебры инвари­
антов системы из щ векторов пространства Vx, Ъ2 векторов про-
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странства V2 и т. д., вместе с формами det. для таких i, что 
/?-(G)cSL(V i), образует полный набор типовых инвариантов. 

< В алгебре StOTl т л инвариантов системы из mt векторов 
пространства Уъ т2 векторов пространства V2 и т. д. естествен­
ным образом действует группа QLmi X . . . X QLmk. Инвариант на­
зывается примитивным, если он является относительным инвариан­
том группы Тт. X . . . X Tmk (и, значит, абсолютным инвариантом 
группы итШ1 X . . . X и т т л ) . Далее проводится такое же рассуж­
дение, как при доказательстве теоремы 9.1. • 

9.3. Инварианты систем векторов и линейных форм. Теоре­
мы предыдущего пункта могут быть применены к нахождению 
инвариантов систем векторов и линейных форм относительно 
классических линейных групп GLn, SLn, On> SOn и Spn. Ниже 
приводится сводная таблица полных наборов типовых инвари­
антов для этих групп. В ней векторы обозначаются латинскими 
буквами, линейные формы — греческими. Значение линейной 
формы ср на векторе и обозначается через (и,<р). Также круг­
лыми скобками в случаях On, SOn и Spn обозначается инва­
риантная (симметрическая или кососимметрическая) билиней­
ная форма. Определяемый этой формой канонический изомор­
физм между основным пространством и его сопряженным поз­
воляет в этих случаях не различать векторы и линейные 
формы. 

о 

SLn 
On son 
Spn 

(и, ф) 
(и, ср), det(ab. 
(и, v) 
(и, v), det(uh. 
(Щ V) 

Типовые инварианты 

.., й»), det(<pi,...lqpn) 

А В случае GLn нам достаточно доказать, что алгебра ин­
вариантов системы п векторов хи «••- хп и п линейных форм 
It, , | Л порождается многочленами (хь | j ) . Спомощью пре­
образования из группы GLn систему векторов (х\, , . . , хп) 
общего положения можно перевести в стандартный базис 
($ь ' . . . , еп) пространства /гп. Следовательно, при ограничении 
на линейное многообразие ЛГ, задаваемое уравнениями Х\~ 
— ей . . . , хп^еп, алгебра инвариантов изоморфно вкладывает-
ся в k[M\ Так как инварианты (х<, W ПРИ э т о м отображаются 
на координатные функции многообразия М, то они порождают 
алгебру инвариантов. Аналогично рассматривается случай SLn. 
В случае Оп удобно сочетать теорему 9.1 с другими соображе-
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ниями. Достаточно доказать, что алгебра инвариантов системы 
п векторов х\9 •••• хп порождается многочленами (XuXj). Со­
поставив каждой системе п векторов ее матрицу Грама, мы 
получим отображение прямой суммы п экземпляров простран­
ства kn на пространство всех симметричных матриц п-то по­
рядка, постоянное на орбитах группы Оп и разделяющее ор­
биты общего положения. По теореме 4.12 отсюда следует, см. 
пример Г п. 4.5, что многочлены (хи х$) порождают алгебру 
инвариантов. Аналогично рассматриваются случаи SO n и 
Spn. • 

Инварианты систем векторов найдены также для простей­
шего (7-мерного) неприводимого линейного представления 
группы G2 [89], [26)1], [263] и для простейшего точного (8-мерно­
го) неприводимого линейного представления группы Spin/ [263] 
и для представления группы SL2 в пространстве кубических 
бинарных форм [262]. 

9.4. Соотношения между инвариантами систем векторов и 
линейных форм. В самой общей ситуации, описанной в конце 
п. 9.2, всякое соотношение между инвариантами системы век­
торов с помощью поляризации превращается в соотношение, 
полилинейное по участвующим в нем векторным переменным, 
Обратно, при подстановке в это полилинейное соотношение ис­
ходных переменных получается исходное соотношение. Поэтому 
отыскание всех соотношений между инвариантами (любого 
числа векторов) сводится к отысканию полилинейных соотно­
шений. 

О п р е д е л е н и е . Набор полилинейных соотношений меж­
ду типовыми инвариантами называется полным набором типо­
вых соотношений, если с помощью подстановки новых вектор­
ных переменных (вообще говоря, с повторениями) из них мож­
но получить определяющие соотношения алгебры инвариантов 
любого числа векторов, 

В следующей таблице указаны полные наборы типовых со­
отношений между инвариантами систем векторов и линейных 
форм относительно классических линейных групп. Крышка над 
каким-либо символом означает его пропуск в последовательно­
сти. Через pf А обозначается пфаффиан (см., например, [112]) 
кососимметричнои матрицы четного порядка. (Напомним, что 
(pfA)2=--detA). 
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G 

QLn 

SL« 

On 

SOn 

Spn 

Типовые соотношения 

det((««, ФЛ)7#у.0-*0 
det((ab Ф3))?>;.=1 ==det(wb..., un)det((pb..., <pn) 
2 (-1)Met (и0,.., flif..,, un) (uu ф) = 0 

2 (—1) *det(9o,'..., <рг,..., Фи) (и, Фг) = 0 

2 (—1) Met (OQ, ..., йг,..., un) det (и«, vh..., o n - l ) = 0 

2 (—1)*det(q>o,..., Фг,..., <p»)det(g><, г|зь..., фп-i) = 0 

det (.'(a,, Vj))lJma-0 
det((«,, v^lj^O 

det((au Vj))*9Jmtl=&ei{uh..., an)det(ob • • •>M 
Pi(("<- "i))?,y.i*-0, &=n+2, /i+4,...,2/i 

, det((Wb VMZJ^B-O 

^To, что соотношения между инвариантами, получаемые из 
указанных в таблице типовых соотношений, геометрически 
описывают фактор пространство — это в каждом случае элемен­
тарный факт линейной алгебры. Например, в случае Оп они 
описывают многообразие симметричных матриц ранга </г, а 
из линейной алгебры известно, что всякая такая матрица явля­
ется матрицей Грама некоторой системы векторов пространства 
kn. В случае Spn для геометрического описания факторпрост-
ранства, состоящего из кососимметричных матриц ранга Ог , 
достаточно соотношений, получаемых из последнего типового 
соотношения. В случае SLn соотношения, получаемые из чет­
вертого (а также пятого) типового соотношения, — это извест­
ные квадратичные соотношения, связывающие грассмановы 
координаты разложимого /г-вектора (см., напр., [159]). 

Более тонким является утверждение о том, что рассматри­
ваемые соотношения порождают идеал всех соотношений меж­
ду инвариантами. Для его доказательства можно воспользо­
ваться тем, что действие группы GLm (соответственно G.U-X 
XGLp) в пространстве U систем т векторов (соответственно 
т векторов и р линейных форм), описанное в п. 9.2, индуциру­
ет ее действие в факторпространстве U/G. Нетрудно видеть, 
что это действие локально транзитивно. Это дает возможность 
найти касательное пространство многообразия U/G в точке об­
щего положения. После этого нетрудно проверить, что диффе­
ренциалы соотношений, получаемых из указанных в таблице 
типовых соотношений, в точке общего положения многообразия 
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U/G задают как раз его касательное пространство, а отсюда, 
как известно [187], [189], следует, что эти соотношения порож­
дают идеал многообразия U/G. • 

Другие доказательства см. в [299], [291]. 
9.5. Инварианты тензоров. Пусть О с GL (V) — какая-либо 

линейная группа и Г^(1/) —пространство тензоров типа (т, р) 
над V. Процесс поляризации сводит отыскание однородных G-ин-
вариантов системы тензоров TiQT^^V),..., Tr£Tp

r
r(V) к отыска­

нию полилинейных G-инвариантов систем любого числа. тензоров 
этих типов. 

Далее, имеется естественный изоморфизм между пространством 
полилинейных форм от 5 тензоров Ti£T™t

l (V),..., TS£TP
S

S(V) и 
пространством полилинейных форм от M=rtii+-... +ms векторов 
UifiV (i=l,.. .,s; /==1, . . . , mi) и P = pi+ ..-+ps линейных 
форм ф-;-бК* (i= 1,.. . , s ; y==l,. . . , /?•), при котором каждой 
полилинейной форме F от тензоров TU...,TS отвечает полили­
нейная форма 
F (Щи . . . , U\mx, - • . , Ush . . . , 1tSms, Фи, "i <Plpi. - • •. <tsh • • • > ^ps) = 

= F(lln®. . - ф й ь щ ф ф ц ® • • .0Ф1/?!,. • •- 1tsi® • • -®^да,,®Ф-$/® • • • 

...вФ«и,). (9.3) 
Очевидно, что форма F инвариантна тогда и только тогда, ког­
да форма / инвариантна. Тем самым отыскание полилинейных 
инвариантов систем тензоров сводится к отысканию полилиней­
ных инвариантов систем векторов и линейных форм. Это со­
ставляет содержание так называемого символического метода 
классической теории инвариантов. 

Полилинейные инварианты систем векторов и линейных 
форм относительно классических линейных групп — это линей­
ные комбинации произведений указанных в таблице п. 9.3 ти­
повых инвариантов, взятых от различных аргументов. Какие 
инварианты систем тензоров отвечают произведениям типовых 
инвариантов систем векторов и линейных форм? Рассмотрим, 
например, случай GLn. Всякое произведение типовых инвари­
антов (взятых от различных аргументов) в этом случае имеет 
вид 

-Р(^,у..,"Л,Фь..мФЛ|)^(йьФ1)...(йЛ,ФА|^ 
Так как (#,.<р) есть результат свертки тензора и®<р, то форме 
Р согласно (9.3) отвечает полилинейная форма F от тензоров 
Гь . . . , Та, значение F(Tx, ..,,, Т8) которой есть результат пол­
ной свертки тензора 7Y®.. .®Т& при каком-то взаимно одно­
значном соответствии между его верхними и нижними индек­
сами. 
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Для каждой из остальных классических групп имеются ти­
повые инварианты, отличные от (и,<р). Назовем их основными 
тензорами данной группы. Таковыми являются для SLn —тен­
зор det и аналогичный ему контравариантный тензор det-"1., для 
On—^метрический тензор g (инвариантная симметрическая би­
линейная форма), для SOn—тензоры det и g, для Spn —мет­
рический тензор g (инвариантная кососимметрическая били­
нейная форма). 

Если форма F есть произведение форм вида (щ,щ) и ка­
ких-то основных тензоров Ви ...., Bq, то F(Th . . . , Т8) есть 
результат полной свертки тензора Т\®.. .<8>Ts®Bi®.. .®J3g. 

Для групп Оп, SOnH-Spn в таблице п. 9.3 указаны только 
типовые инварианты систем векторов. Поэтому предыдущие 
рассуждения в этих случаях применимы только к контравари-
антным тензорам, а для отыскания инвариантов систем произ­
вольных тензоров следует предварительно поднять их нижние 
индексы путем свертки с контравариантным тензором g~\ об­
ратным к метрическому тензору g. Если же мы хотим иметь 
дело сразу с тензорами произвольного типа, то мы должны 
включить тензор g-1 в число основных тензоров. 

Учитывая все вышеизложенное, мы приходим к следующей 
окончательной формулировке. 

Т е о р е м а 9.3. Алгебра инвариантов системы тензоров 
Ть , . . , Тг относительно классической линейной группы G ли­
нейно порождается всевозможными полными свертками все­
возможных тензорных произведений тензоров ТУ, . . . , Тг и ос­
новных тензоров группы G. (Каждый из перечисленных тензо­
ров может входить в произведение в произвольном числе эк­
земпляров, но произведение должно быть составлено так, чтобы 
число его верхних индексов равнялось числу нижних). 

Сделаем два замечания, облегчающих применение этой теоре­
мы. Во-первых, так как (det<g,det"1)/!""/.у* е с т ь результат альтерни­
рования произведения 6JJ.,.dy* символов Кронекера, то в случае 
SL-i мы можем не рассматривать произведений, в которых участ­
вуют одновременно det и det"1. Во-вторых, так как (g®g О^ — б ,̂ 
то в случаях Оп> $Оп и Sp„ мы можем не рассматривать сверток, 
в которых какие-то множители вида g ш g~l сворачиваются друг 
с другом хотя бы по одной паре индексов. 

Слабостью символического метода является то, что выделе­
ние конечной (и, тем более, минимальной) системы образую­
щих алгебры инвариантов из получаемых при его помощи ин­
вариантов, как правило, оказывается весьма непростым делом, 
требующим использования иных соображений. 

П р и м е р ы . Г. И н в а р и а н т ы с и с т е м ы л и н е й ­
ных о п е р а т о р о в Аи...,Аг (относительно группы GLn или 
SLn, что все равно). Это редкий случай, когда комбинаторика 
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всевозможных сверток, описываемых теоремой 9.3, легко про­
сматривается. А именно, очевидно, что любая такая свертка 
есть произведение сверток вида 

А)в1...С\ = 1тАВ...С, (9.4) 
где А, В, . . . , С —какие-то из данных операторов. Между ин­
вариантами вида (9.4) имеются соотношения. Например, при 
п = 2 по теореме Гамильтона — Кэли для любого оператора А 
имеем 

A2~-(tr A) A +1 ((tr Л)2~~1г А2) Е=0. 

Умножая это равенство на оператор В и беря след, получаем 
соотношение 

txA2B = txAtxAB+^txA4xB- \{\хА)ЧхВ. 
С помощью анализа подобных соотношений найдены [87], [278] 
минимальные системы образующих алгебр инвариантов любого 
числа линейных операторов при п=2 и 3. При п=2 такую си­
стему образуют, например, инварианты trA*, trAiAj ( i</) , 
tr AiAjAk ( / < / < & ) . В общем случае доказано [86], [241], что 
все соотношения между инвариантами (9.4) являются в неко­
тором точно определенном смысле следствиями теоремы Га­
мильтона — Кэли. 

2°. О р т о г о н а л ь н ы е и с и м п л е к т и ч е с к и е ин­
в а р и а н т ы с и с т е м ы л и н е й н ы х о п е р а т о р о в (т. е. 
инварианты относительно группы Оп или Spn). Представив 
каждый из данных операторов в виде суммы симметрического 
и кососимметрического, мы можем свести дело к случаю, когда 
все данные операторы — симметрические или кососимметричес-
кие. В этом случае тождество (А®д)к

т = ±(ё®А)кщ позволя­
ет переставлять данные операторы с экземплярами метричес­
кого тензора g, благодаря чему тензоры g и g~~l полностью ис­
ключаются и мы получаем лишь инварианты вида (9.4). Од­
нако теперь между ними имеются соотношения, не вытекающие 
из теоремы Гамильтона — Кэли. Более подробно об этом см. 
[87], [249].-

3°. И н в а р и а н т ы б и н а р н о й ф о р м ы f с т е п е н и 
d (относительно группы SL*). Будем рассматривать форму f 
как симметрический тензор типа (0, d). Согласно теореме 9.3 ее 
инварианты получаются в результате всевозможных полных 
сверток тензоров вида 

f ®. . .®f ®der1®...® det"1 , 
- • — v — ' -~ v —у ' Ш 

К I 
где dk = 2L Схема такой свертки может быть описана при по­
мощи графа Г с k вершинами, соответствующими множителям 
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f в (9.5), и / ребрами, соответствующими множителям deH, 
в котором вершина и ребро инцидентны, если соответствующие 
им множители сворачиваются по (одной) паре индексов (при 
свертке по двум парам индексов получается нуль, так что этот 
случай можно на рассматривать). Каждая вершина графа Г 
инцидентна ровно d ребрам. Если граф Г является несвязным 
объединением графов rl и Гг, то определяемый им инвариант 
является произведением инвариантов, определяемых графами 
Г*1 и Г2. Поэтому можно ограничиться связными графами. Да­
лее, если граф Г допускает автоморфизм, меняющий ориента­
цию нечетного числа ребер (при любой их первоначальной 
ориентации), то определяемый им инвариант равен нулю. Учи­
тывая эти соображения и зная степени образующих алгебры 
инвариантов (см. п. 0.12 и пример 2° п. 7.5), при d<4 нетруд­
но показать, что эти образующие определяются следующими 
графами: 

при d*2 - • = • у при d^ -J^J, при d=4 -
^ U А . (Ср п. 0.12) 

Другие примеры, исследуемые при помощи символического 
метода, см. в [3], [41], [42], [45], [88]. 

СВОДНАЯ ТАБЛИЦА 

В настоящей таблице перечислены все связные неприводи­
мые простые линейные группы Gc:SL(K) со свободной алгеб­
рой инвариантов, см. § 8. Среди связных неприводимых про­
стых линейных групп они могут быть также охарактеризованы 
как все: 1) равноразмерные группы, 2) косвободные группы, 
3) обозримые группы, 4) полярные группы, 5) группы с нетри­
виальным стабилизатором общего положения, см. §§ 8 и 7. 

В столбце «G» символами SL-n, Spn, SOn, G2, F4, E6, E7, E8 
обозначаются соответствующие простые алгебраические груп­
пы в их простейших линейных представлениях. Через Spmn 
обозначается образ одиосвязной накрывающей группы SOn при 
спинорном (если п нечетно) или полуспинорном (если п четно) 
представлении. Символом $тН (соотв., /\ШЩ обозначается 
т~я симметрическая (соотв., внешняя) степень линейной груп­
пы Я, а символом Sjf Я (соотв., А™ Щ — старшая неприводи­
мая компонента этой группы. Полезно иметь в виду, что S03= 
=S-SL2, S05=Ao2Sp4, S0 6 =A 2 SU So2S03 = S4SL2. 

В столбце «G*» содержится информация о стабилизаторе 
общего положения G* линейной группы G, см. § 7, А именно, 
если он конечен, то указывается изоморфная ему rpynrta, a 
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если он бесконечен, то указывается тип его касательной алгеб­
ры. При этом Хт, обозначает касательную алгебру т-мерного 
тора, a ttm — касательную алгебру /n-мерной унипотентной 
группы (унипотентного радикала группы G*). 

В столбце «Степени инвариантов» указаны степени элемен­
тов минимальной (алгебраически независимой) системы одно­
родных образующих алгебры k[V]G. См. п. 3.3. 

В столбце «6» в тех случаях, когда группа G является 6-
группой или приведенной в-группой (см. п. 8.5) указан тип 
градуированной алгебры Ли, с которой она связана, и порядок 
т автоморфизма, определяющего градуировку; если т = оо, то 
имеется в виду приведенная 0-группа. 
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