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Весьма вероятно, что никакой другой многочлен не отображает N0 x No на 
No биективно. Однако оказалось, что эта естественная задача очень сложна. 
Первое продвижение было достигнуто Фуетером и Полна [5] в 1923 г. 
Теорема 1.1 [5]. Имеется только два квадратичных спаривающих многочлена, 
а именно многочлены Кантора С\ и C-i. 

В 1978 г. Лью и Розенберг [10, 11] распространили этот результат на 
многочлены степени три и четыре от двух переменных. 

Полное описание всех ^-нумерующих многочленов до сих пор остается 
открытой проблемой; см. §4, где мы разъясняем ее текущее состояние. 

Сморинский отмечал [18, гл. I, §5], что все известные доказательства тео­
ремы Фуетера-Полиа были неожиданно сложны. Они требовали такого глу­
бокого результата аналитической теории чисел, как теорема Линдеманиа о 
трансцендентности еа для ненулевого алгебраического числа ст. Только до­
полнительные ограничения на коэффициенты многочлена позволяли найти 
элементарное доказательство в некоторых частных случаях; см. детали в [18]. 

Цель данной работы состоит в том, чтобы дать два элементарных дока­
зательства теоремы Фуетера-Полиа, не требующих дополнительных предпо­
ложений. Безусловно, значение слова „элементарный" является делом вкуса; 
скажем, можно упростить доказательство упомянутой выше теоремы Линде­
маниа. Например, доказательство теоремы Линдеманиа, данное Гельфондом 
[б], не требует никаких фактов из анализа, кроме теоремы Ролля. Однако 
кажется, что теория трансцендентных чисел не имеет никакого отношения к 
задаче классификации спаривающих многочленов. 

Таким образом, мы заинтересованы в нахождении такого доказательства, 
которое не требует (прямо или косвенно) никаких дополнительных понятий 
и концепций, лежащих за пределами той области, в рамках которой была 
сформулирована исходная задача. 

Первое доказательство является полностью теоретико-числовым. Его 
ключевой шаг имеет дело с квадратичными сравнениями от двух переменных 
по модулю степени простого числа. Второй метод, изложенный в §3, является 
более сложным. Мы применяем метод, использовавшийся при доказатель­
стве теоремы Шевалле-Варниига [17, §2; 19]. Также применяются некоторые 
преобразования комбинаторных тождеств. В противоположность первому до­
казательству здесь мы вынуждены использовать ряд элементарных фактов 
из анализа. С другой стороны, представляется правдоподобным, что второй 
метод может быть обобщен на более высокие размерности (см. также §4). 

Хотя некоторые вспомогательные леммы уже появлялись в литературе 
(см., например, [18]), для полноты мы приводим их доказательства. Другая 
причина приведения всех доказательств состоит в том, чтобы продемонстри­
ровать их элементарную природу. 
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§2. П е р в о е доказательство 

В этом параграфе мы дадим первое доказательство теоремы 1.1. Следую­
щая лемма принадлежит фольклору. 

Лемма 2.1. Пусть Р — квадратичный многочлен от двух переменных с веще-
ственными коэффициентами. Если Р принимает целые значения в точках с 
неотрицательными целыми координатами, то 

P(x,y) = ^x2 + bxy+^y2 + -x+^y + f, (3) 

где 
а, Ь, с, d, e, f — целые числа, и а = d (mod 2), с= е (mod 2). (4) 

В частности, Р принимает целые значения во всех целых точках. 

Доказательство. Запишем многочлен Р в форме (3) с вещественными ко­
эффициентами. Поскольку 

6 = Р(1 ,1)-Р(1 ,0)-Р(0 ,1) + Р(0,0), 
а = Р(2,0)-2Р(1,0) + Р(0,0), 
с = Р(0,2)-2Р(0,1) + Р(0,0), 
( / = - « + 2(Р(1,0)-Р(0,0)), 
е = - с + 2(Р(0,1)-Р(0,0)), 

/ = Р(0,0), 

отсюда следует утверждение леммы. • 

Начиная с этого места мы предполагаем, что Р есть квадратичный спари­
вающий многочлен, представленный в форме (3)-(4). Обозначим через Р2 
его квадратичную однородную часть 

Р2(х,у) = т^ + Ьху+^у2. 

Ясно, что Рч{х,у) J> 0 для всех целых х, у ^ 0. 

Лемма 2.2 [18, гл. 1, лемма 5.7]. Если Р — квадратичный спаривающий мно­
гочлен, то Р2{х,у) > 0 для всех целых х,у^0, (х, у) ф (0,0). 

Доказательство. Ясно, что ни константы, ни линейные многочлены от двух 
переменных не являются взаимно-однозначными. Таким образом, мы мо­
жем предполагать, что Pi не является тождественно нулевым. 



4 М. А. ВСЕМИРНОВ 

Предположим, что Pi(u,v) — 0 для некоторых неотрицательных целых и 
и v, {u,v) ф (0,0), и получим противоречие с инъективностыо Р. Имеем 
P(ut, vt) - t(du + ev)/2 + / . Положим т = (du + ev)/2 = P(u(t + 1), v(t + 1)) -
P(ut,vt). В частности, т — целое число. Так как отображение Р взаимно­
однозначно и P(ut,vt) должно быть неотрицательным для всех t ^ 0, то 
т > 0. 

Теперь, мы подберем значение t. Выберем четные числа г и s такие, 
что Pt{r, s) ф 0. Более того, мы можем их выбрать таким образом, чтобы 
*̂2(»")*) > \dr + es\/2 (в противном случае следует заменить (r,s) на (rC,s£) для 

достаточно большого масштабного множителя £). Кроме того, так как мно­
гочлен Р2 однородный, то (r,s) не пропорционален (u,v), т.е. (rq,sq) ф (ut,vt) 
ни для каких ненулевых </ и t. Тогда 

P(rm, sm) 

Заметим, что 

— rm + brsm Н—s2m -\—г -\—s 
2 2 2 2 т + /. 

а 1 с 2 d e 

t = — г т + brsm + —sm + —г + —s 

является положительным числом по выбору г и s. С другой стороны, 

P(ut,vt) = P(rm,sm), 

и требуемое противоречие получено. • 

Следствие 2.1. Если Р — квадратичный спаривающий многочлен, то а > 0, 
О 0. 

Лемма 2.3. Если Р — квадратичный спаривающий многочлен, то 6 ^ 1 . 

Доказательство. Предположим, что Ь ;> 2. Мы получим противоречие с сюръ-
ективностыо Р. Для этой цели достаточно найти такое п, что число неотри­
цательных целых решений неравенства Р{х,у) < п строго меньше п. Мы 
утверждаем, что можно взять п — 288т2, где т = max{jrf|, |e|,2}. 

По следствию 2.1, а ^ 1, с > 1. Кроме того, / = Р(0,0) ^ 0. Рассмотрим 
следующие три случая. 
Случай 1: х ^ 25т или у ^ 25т. Тогда 
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Случай 2: х }> т, у^тых+у^ 24т. Тогда 

Р{х, у) > Ц ^ + fkzE) + * £ z f O ^ 288m2. 

Случай 3: х ^ Ют и у ̂  Ют. Тогда 

Тем самым число неотрицательных целых решений неравенства Р(х,у) < 
288т2 не превосходит количества целых точек в области 

О ^ у < 25т, если О <J x < т, 
О ^ у < 24т - х, если m ^ х < Ют, 
О ^ 2/ < Ют, если 10?n <С ж < 14т, 
О ^ у < 24т - х, если 14??» ̂  х < 23т, 
О ^ у < т , если 23т ^ х < 25т. 

Количество таких точек есть 

„„ , 333т2 + 9т ,л , 99т2 + 9т ., , , ,„ , -,,-,"> 
25т2 + -— + 40т2 + + 2т 2 = 283т2 + 9т < 288?7i2, 

поскольку т ^ 2. Это завершает доказательство. • 
Следующая лемма также известна [7, гл. 5, теорема 3]. Мы приводим ее 

доказательство лишь для того, чтобы показать, что и она также заслуживает 
наименования „элементарной". 

Лемма 2.4. Для всякого целого I и всякого целого h, не являющегося полным 
квадратом, существует простое р такое, что h является квадратичным не­
вычетом по модулю р, и р\ th. 

Доказательство. Запишем £2h = (-l)a2,3q![1 •• -q]s, где щ — различные нечет­
ные простые. Так как h не является полным квадратом, по крайней мере 
одно из чисел а, /?, 71, • ..,7* нечетно. Следует различать три случая. 

Случай 1: одно из чисел 7: нечетно (скажем, 71 )• Пусть w — квадратичный 
невычет по модулю r/ь Используя китайскую теорему об остатках, можно 
найти </, удовлетворяющее следующей системе: 

q = w (mod </i), 
q = 1 (mod 892 ...г/.,). 
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Случай 2: /? нечетно. Тогда возьмем q, удовлетворяющее системе 

9 = 5 (mod 8), 
q= l (mod r/i ...</.,)• 

Случай 3: все числа 7; и /? четны, а нечетно. В этом случае выберем q, 
удовлетворяющее системе 

J q = 7 (mod 8), 
I q = 1 (mod q\ ...qs). 

В каждом случае q взаимно просто с £h. Непосредственное вычисление, осно­
ванное на квадратичном законе взаимности, показывает, что во всех этих 
случаях (^) = (^-) = —1. Следовательно, существует простое р, делящее q, 
такое, что (-) = — 1. • 

Следующее предложение было наиболее сложной частью исходного доказа­
тельства, данного Фуетером и Полиа. Именно этот шаг требовал результатов 
теории трансцендентных чисел. 

Предложение 2.1. Если Р — квадратичный спаривающий многочлен, то а = 
Ь = с = 1. 

Доказательство. Сначала мы предположим, что Ь2-ас. не является квадратом 
целого числа, и покажем, что в этом случае Р не может отображать М0 х No 
на N0. 

В частности, так как Ь2 — ас не является квадратом, оно отлично от 0. По 
следствию 2.1 а > 0. Запишем 

. а ( 9 Ь~ - ас , \ 

где 
6 d bd-ae , d2 (bd-ae)2 

u = x+-y+—, v-y+-^jn -г, r = f ~ T~ + irm 7-
a 2a 1(Ьг — ас) Аа ъа(Ьг — ас) 

По лемме 2.4 можно выбрать простое р такое, что р \ 2а(б2-ос) и (ь ~4пс) = 
— 1. Числа u,v иг есть рациональные числа, чьи знаменатели взаимно просты 
с р. Следовательно, определены вычеты и, v и г по модулю степеней р. 

Для того чтобы доказать, что Р не может отображать fi0 x No на 1Ч0, до­
статочно показать, что сравнение по модулю р 

Р(х,у) = г (mod p) (5) 
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влечет такое же сравнение по модулю р2: 

P(x,y) = r (mod р2). (6) 

Если имеет место (5), то 

хг ; — I T = 0 (mod p). 

Так как б2 - ас — квадратичный невычет по модулю р, последнее сравнение 
имеет только тривиальное решение и = v = 0 (mod p). Следовательно, 

и2 =—v2 = 0 (mod р2), 
а1 

что влечет (6). Это завершает доказательство в случае, когда Ъ2-ас не является 
квадратом. 

Теперь рассмотрим случай, когда / г -ас = I2 для некоторого неотрицатель­
ного целого числа t. По следствию 2.1, а > 0, с > 0. Несложное вычисление 
показывает, что Рг(< - Ь, а) = 0. Следовательно, по лемме 2.2 6 должно быть 
положительным. Вместе с леммой 2.3 это влечет, что 6 = 1 . Так как а и с 
положительны, единственной возможностью является а = с = 1. • 

Теперь мы можем завершить первое доказательство теоремы Фуетера-
Полиа. 

Доказательство теоремы 1.1. По предложению 2.1 и лемме 2.1 

где due нечетны. Ясно, что если е = d, то Р не может быть спаривающим 
многочленом, поскольку Р(х,у) = Р(у,х). Не умаляя общности, можно счи­
тать, что d > е (в противном случае заменим Р(х,у) на Р{у,х)). В частности, 
d-e^.2. 

Заметим, что ((г/ - е)т - е - 1)/2 является положительным целым чи­
слом для всякого достаточно большого положительного целого т. Согласно 
несложным вычислениям, 

Р (о, ( r f - e ) m - e - l S = р Г (d - е - 2)т-е - 1 



8 М. А. ВСЕМИРНОЙ 

Так как сужение Р на N0 x N0 является инъективным, это влечет, что 

(d — е — 2)т — е — 1 
< 0 для всех т > 0. 

Учитывая, что d - е ^ 2, получаем d - е = 2 и е > 0. Но е нечетно, следова­
тельно, е ^ 1 и (I ) 3. Наконец, / = Р(0,0) ^ 0. Таким образом, для всяких 
неотрицательных х и у 

PI \ ̂  (Х + У)2 + 3* + у г, , ч П*>2/) ^ 2 = С^Х'У)-

Так как Р и С\ являются спаривающими функциями, они должны совпадать 
(в противном случае Р не принимал бы некоторые значения). • 

§3. Второе доказательство 

На самом деле мы приведем другое доказательство не для всей теоре­
мы 1.1, а лишь для предложения 2.1. Заключительные шаги останутся неиз­
менными. 

В первую очередь нам потребуется распространить лемму 2.2 на веще­
ственные х и у. 

Лемма 3.1. Если Р — квадратичный спаривающий многочлен, то Р2(х,у) > 0 
для всех вещественных х,у^0, (х, у) ф (0,0). 

Доказательство. По следствию 2.1 а > 0 и с > 0. Следовательно, Р2(х,0) > 0 и 
^ ( 0 , у) > 0. Согласно лемме 2.2, мы знаем, что требуемое неравенство име­
ет место для положительных целых х и у. Следовательно, оно также имеет 
место для положительных рациональных чисел, поскольку Р2 однородный. 
Но рациональные точки плотны на вещественной плоскости; таким образом, 
значения Р2(х,у) неотрицательны для всех положительных целых. Значит, 
если бы Р2{х,у) — 0 для некоторых вещественных х,у > 0, то тогда бы отно­
шение х/у было бы двойным корнем многочлена at2 + 26/. + с. Следовательно, 
это отношение было бы рациональным, что в силу однородности Р2 проти­
воречит лемме 2.2. • 

Следствие 3.1. Если Р — квадратичный спаривающий многочлен, то 

mia Р2(а,р) >0 . 
а+1) = 1 
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Для всякого многочлена F от двух переменных, который принимает целые 
значения в целых точках, и для всякого простого р через N(F, w,p) обозначим 
число решений (в Z/pZ х Z/pZ) сравнения 

F(x,y) = w (mod p). 

Будем говорить, что значения F равнораспределены по модулю р, если 
N(F,w,p) не зависит от w, т.е. N(F,w,p) — р для всякого w из Z/pZ. 

Предложение 3.1. Если Р — квадратичный спаривающий многочлен, то для 
любого простого р значения Р равнораспределены по модулю р. 

Доказательство. Предположив противное, мы получим, что N(P,w,p) ^ р— 1 
для некоторого w. Так как Р — спаривающий многочлен, то для всякого m 
имеется в точности рт пар неотрицательных целых чисел х и у, удовлетво­
ряющих системе 

Р{х,у) <р2т, 
Р(х,у) = к; (mod p). 

Таким образом, найдутся м и v, О ^ и, v ^ р - 1, такие что Р(и, v) = w (mod p) 
и мощность множества 

5 = {(</, Л) G Ng : Р(до + «, Лр+ «) < р2т}, (7) 

по крайней мере - ^ - т . Так как Р является взаимно-однозначным, мы можем 
найти (g, h) е S такие, что 

P(g,h)^-^m-\. (8) 

С другой стороны, 

/|вЦ-2|6| + |с| + И + |е| 
Р{9, h) < (д + к)1 ^ м ' • • • • • • • j + ; 

Следовательно, для достаточно больших m 

д + Л ^ 7>/^, (9) 

где 7 зависит только от р и от коэффициентов Р. Положим 

L1{g,h) = P(g,h)-P2{g,h), 
Ы<1, Л) = р2Р2(</, Л) - Р(<7р + и, Лр+ v). 
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Оба многочлена L\ и L2 являются линейными по д и h, и их коэффициенты 
ограничены константой, не зависящей от т. По выбору д и Л и согласно (7), 
(8) имеем, что 

P2P2(g,h) = P(gp+u,hp+v) + L2(g,h) 
<p2m + L2{g,h) 
<:p(p-l)(P(g,h) + l) + L2(g,h) 
^ P(P ~ 1)Ш9, h) + Li(g, h) + 1) + L2(g, h). 

Это неравенство вместе с (9) влечет, что для достаточно больших т 

д Л ^ < р(р - 1)Ьг {д, h) + L2(g, h) + р(р - 1) < S 
g + h'g + hj^ p{g + h)2 ^ ^Ti' 

где J зависит только от р, и, v и от коэффициентов Р. Но последнее нера­
венство противоречит следствию 3.1. • 

Следствие 3.2. Если Р — квадратичный спаривающий многочлен, то для вся­
кого простого р и для всякого w, N(P,w,p) = 0 (mod p). 

С другой стороны, мы можем вычислить N(P,w,p) по модулю нечетно­
го простого р в терминах коэффициентов Р. Это вычисление основано на 
хорошо известной идее, которая была использована, например, в доказатель­
стве теоремы Шевалле-Варнинга [17, §2; 19]. Фактически это в точности 
следующий шаг: в теореме Шевалле-Варнинга степень многочлена меньше 
количества переменных, тогда как в нашем случае они равны. 

Лемма 3.2. Для всякого нечетного простого р 

N(P,«,, р) = " | ; 2 Q ? ) ( ^ ) ' V-*-4 (mod p). 

Доказательство. Очевидно, что 

1 - (/>(*,!/) - to)'"1 = j 1 (mod р), если Р(х,у) = w (mod p), 
О (mod р), если Р(х,у) ^ iu (mod p). 
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Таким образом, мы имеем следующие сравнения по модулю р: 

Р — 1 р - 1 

N(P, xv, р) = - £ £ ( № > 2/) - « ) Р _ 1 - 1) 
х-Оу=0 

р—1р —1 

= -E£№"2/)-u')p-1 

р —t р—1 , . . 

_ _ у у ^ у^ (Р- О' 
a; = 0!/ = 0 j 1 + - + j e = p - l • / 1 ' - " J ' 

x ^ V ' irh fi\33 #*е>*(/ - и,у'хЫ+з*+з*у1>+Ъ 

С другой стороны, 
p—lp—l 

53Sa;'^ = ~1 (m°dp). 

когда p - 1 | i, p — 1 | j и i,j > 0, и эта сумма обращается в нуль 
остальных случаях. Следовательно, 

Р w р) = у (Р-[У- (с1)п
 bh (IV 

2 j l + j 2 = P - l 
J 2 + 2 j 3 = p - l 

Замечая, что 

(р -1) ! _ ( p - l ) . . . ( p - 2 j ) _ /2j 
( j ! )2(p_i -2 i ) ! (j!)2 " V J 

мы завершаем доказательство. • 

(rnodp), 

Лемма 3.3. Пусть t — незавиашая переменная. Тогда в кольце Z/pZ[t] 

£ ( Л^ = (1-40{р-1)/2. 
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Доказательство. Хорошо известно, что над С имеет место следующее разло­
жение в формальный степенной ряд: 

л/Г^41 fr<0\j 

Следовательно, 

' = <•-*>•(£ ( М -
т.е. для всякого п > 1 

£(M-«-s: ma=«-. 7 / \ г ) . f—' \ J / \ г , 
*+.?=« х ' ' »+j=n-l v / к ' 

Заметим, что р | (У) для всякого j такого, что (р- 1)/2 ^ j ^ р— 1. Следова­
тельно, для п = 1,... , р — 1 

0^«,j<C(p-l)/2 W У Ч У 0^«',j$(p-l)/2 W 7 Ч У 

i+j=rc i+j=n-l 

Кроме того, ((р^уз) = ( - l )^ - 1 ) / 2 (mod p). Значит, над Z/pZ 

(1 _ 40 • ( " ^ ' Q ) ^У = 1 - At» = (1 - Atf. 
Др-1)/2 / n . N ч 2 

Следовательно, 

•; —n \ J / 3=0 

Сравнивая свободные члены в обеих частях, мы заключаем, что знак должен 
быть +, что завершает доказательство. • 

Второе доказательство предложения 2.1. По следствию 3.2 и лемме 3.2 

(р-1)/2 

Е Е / 2 (?1(т ) ' 6 Р " 1 "* - 0 (mod^)- (10) 
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По следствию 2.1 а, с > 0. Таким образом, имеется бесконечно много простых 
р таких, что р \ ас. Сравнение (10) влечет, что никакое такое р не делит 6. 
Следовательно, (10) приобретает вид 

Применяя лемму 3.3, мы получаем, что б2 — ас = 0 (mod p). Так как имеется 
бесконечно много таких чисел р, то б2 - ас = 0. 

Как и в первом доказательстве, если b <; 0, то Р-г(—Ь,а) = 0, что противо­
речит лемме 2.2. Но Ь ^ 1 по лемме 2.3. Следовательно, Ь = а = с = 1. • 

§4. Заключительные замечания 

Сморинский поставил в [18] вопрос о классификации fc-нумерующих мно­
гочленов. Ясно, что их степени должны быть не меньше к. Имеется естествен­
ное обобщение многочленов Кантора на большие размерности: 

P{xi,...,xk) 
_ fx\ + • • • + хк + к - 1\ (х\ Ч h Xk-i + к - 2 

V * J \ к-1 

Сморинский [18] приписывал их Скулему. Они также были независимо пе­
реоткрыты П. Чоула [3]. 

Сморинский выдвинул гипотезу [18, гл. I, гипотеза 4.3], что с точностью 
до эквивалентности, индуцированной перенумерацией переменных, много­
член (11) является единственным fc-нумерующим многочленом степени к. 
На удивление эта гипотеза оказывается ложной, и контрпример был найден 
Лью [8] за десять лет до этого. Весьма вероятно, что Сморинский не знал 
о работе Лью, когда писал свою книгу. Например, имеется по крайней ме­
ре два неэквивалентных кубических 3-нумерующих многочлена. По поводу 
дальнейших обобщений см. [12-16]. 

Проблема полной классификации остается открытой. При к — 3 Лью, 
Моралес и Санчес-Флорес [9] классифицировали так называемые диагональ­
ные кубические 3-нумерующие многочлены, которые удовлетворяют допол­
нительному требованию: 

P(xi,...,xk) < Р(уи...,Ук), как только хх + • • - + хк < уг + •• • + ук. 

Очевидно, что это требование является излишне ограничительным. 

+ --- + Z1. 



14 М. А. ВСЕМИРНОВ 

Естественно задать вопрос, могут ли быть обобщены наши методы. Заме­
тим, что ситуация, имеющая место в первом доказательстве предложения 2.1, 
является типичной только для бинарных форм. Для высших форм от более 
чем двух переменных (например, для эллиптических кривых в кубическом 
случае) могут существовать нетривиальные решения по модулю любого про­
стого р. 

С другой стороны, кажется весьма правдоподобным, что второй метод мо­
жет быть адаптирован по крайней мере для к = 3. Например, доказательства 
предложения 3.1 и леммы 3.2 допускают непосредственное обобщение. В ре­
зультате при к = 3 следует изучать кубические кривые с очень сильными 
ограничениями на количество точек на их редукциях по модулю р. Этой 
программе будет посвящена последующая публикация. 
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