




Будем считать течение двумерным (плоским или осесимметричным), ста­
ционарным и пренебрегать эффектами вязкости и теплопроводности. Тогда кон­
туры струи определяются равенством на ее границе внешнего давления и давле­
ния в истекающем потоке. При этом скорость газа вдоль линии тока, совпадающей 
с границей струи, us Ф 0, а скорость вдоль нормали к граничной линии тока 

В дальнейшем не будем останавливаться на методах расчета начального 
участка струи, ограниченного осью струи и замыкающей характеристикой. Эти 
методы, а также алгоритмы расчета параметров исследуемых струй с учетом кон­
денсации, описываемой в рамках классической модели, подробно освещены 
в литературе [17—19], Для простоты предполагаем, что на этом участке конден­
сация отсутствует, а начальные условия заданы сразу на замыкающей характе­
ристике п0. Это не вносит каких-либо ограничений в изглагаемый далее метод, 
поскольку параметры течения с конденсацией в начальном участке могут быть 
рассчитаны способом, аналогичным излагаемому ниже. 

С учетом всего вышесказанного, система уравнений газовой динамики, 
описывающая указанное течение, в декартовых координатах запишется так ([19]) : 

Ъ(риу*)1Ъх + b(pvyv)/dy = О, 
д[(ри2 + P)yv]lbx + b{puvyv)lby = 0, (2Л) 
b(puvyv)/bx + b[(pv2 +Р)ур]/Ъу = 0, 
d(puHyv)/bx + b(pvHyv)/by = 0, 
# = w 2 /2+/* , w 2 = w 2 + u 2 . 

Здесь W, и, v - вектор скорости и его х-я и у-я компоненты, v — параметр, 
равный 0 для плоскости и 1 для осесимметричного течения, остальные обозначе­
ния введены ранее, 

Система (2.1) замыкается термодинамическим и калорическим уравнениями 
состояния смеси и уравнениями кинетики конденсации, При этом мы как и в [16] 
считаем, что конденсирующийся газ представляет собой смесь идеальных газов 
кластеров. Названные уравнения получаются из уравнений, приведенных в [16], 
с учетом присутствия в смеси неконденсирующейся компоненты и имеют вид 

N а. N Mj 
P = pRT2 - * , , й = 2 2 Of(k)hf(k)9 (22Л 

/ = Î jU/ / = Î ê = Î V Z ' Z J 

d[puy^af(k)]/dx + b[pvyv <*,(*)]/Эу = pyvW,k, / = 1 , . . . ,N; к = 0 , . . . ,Му. 
В (2,2) индекс / = 0 относится к нейтральной компоненте, / = 1, , . . , N — 

к газам кластеров /-го размера, для удобства записи введены обозначения а0 (fe) 

(0 , êÔÎ ÃÎ, êÔÎ 

\ à0, fc = 0 U 0 , fc = 0 

а символ Wjk используется для обозначения правой части соответствующих кине­
тических уравнений, которые имеют вид 

Wjk = 2 [ / 2 / / - i t / , / I * ) - / 2 //(*,/1 0(1-6 / J V ) + 
/= 0 / â î /= 0 

Mj Мх 

+ 2 2 J 5 ( / , / | * , U > 1 , / = 2,. .• ,JV, * = 0 Af/, (2-3) 
/ = 0 è = 0 

Wlk = - 2 2 2 ЩкЦ)(1+8п81к)-
/ = l / = О / = 0 
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N Mj Mj M , 
- 2 2 2 2 /Д/ ,Ш,/0(1+«/!« /*) , * = 0 , . . . , M ! , 

/ = 1 A: = О / = O P = 0 

„ .,,,,_ q_ 1g/i / : )a;_ 1( / )a!( / )p £>(щ,/)«,*(£) 
m ( / - l ) у 

//(/, il *, ") = [RjQ, i\ k-p) a) (l)a\ (i)-Rf(k, v \ I, i) a* (k)a\ (р)]—л, 
a*(k) = aj(k)lsj(k), mj 

Все обозначения в (2,3) совпадают с введенными в [16]. Отметим, что в этих 
уравнениях уже учтен закон сохранения полного числа молекул в системе 

N 
2 

/= 1 

м 
2 

к =0 
ocf(k) = 1. 

Граничные и начальные условия к системе (2,1) —(2.3) очевидны. Поскольку 
течение является сверхзвуковым, в начальном сечении заданы значения всех иско­
мых величин - р, Р, Т, и, v, otj (к). На границе струи Р = Р0 - внешнему давлению, 
а на оси струи и = 0е 

Система (2.1) —(2.3) является системой дифференциальных уравнений в 
частных производных, поэтому непосредственно к ней асимптотические методы, 
использованные при решении соответствующих одномерных уравнений, приме­
нить не удается. Чтобы преодолеть это затруднение, введем новую систему коор­
динат, связанную с линиями тока и нормалями к ним. Помимо удобства этих 
координат для построения асимптотических решений уравнений (2.1) —(2.3), 
они имеют и еще ряд удачных особенностей: 1) они ортогональны; 2) расчетная 
область в них прямоугольна; 3) линия тока является координатной, что удобно 
для кинетических расчетов; 4) обобщение на вязкий случай производится естест­
венным образом; 5) в этих координатах можно рассчитывать струи с углом разво­
рота, превышающим я/2. 

В качестве новых координат (новых независимых переменных) введем функ­
ции ф и а, измеряемые вдоль линии тока и нормали к ней. Эти координаты связа­
ны с декартовыми соотношениями 

Нфс1ф = -sin 8dx +cos 8dy, (2.4) 
Hado = cos 5 dx + sinbdy, 

где Нф и На — коэффициенты Ламэ [20], 8 — угол наклона вектора скорости W 
к оси х. Чтобы переписать (2.1) — (2.3) в новых координатах, воспользуемся 
результатами работы [21], В ней показано, что, если в декартовых координатах 
исходная система уравнений имела дивергентный вид 

ЭА/Э* + ЭВ/Эу = С, 
где А, В, С — некоторые вектора, то в новых криволинейных координатах она 
будет выглядеть так: 

ЭА1/Эа + ЭВ1/Э1//=С, 
Ai = J ^ A - ^ B , Bj=^aA+xC TB, (2.5) 
х0 = дх/до\ф, Уо = Ъу1Ъо\ф, Хф =дх/дф\а, Уф=Ъу/дф\а. 

Если разрешить (2.4) относительно dx ndy: 
dx = H0cos8do - Нф sm8dф, s~ в) 
dy = /4 sin 5 do +Нфсъъ 8dф, 

то легко найти 
Хф=-Нфьт8, уф=НфСО$8, x0=H0cos8, y0-H0sin8, (2.7) 
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С учетом (2.4) — (2.7) дифференциальные уравнения, входящие в систему 
(2.1) — (2.3), в новых координатах приобретают вид 

Э 
— [р*УиНф]=0, 
до 
?\ ?\ 

—[(pw2 +/>)>>% c o s 5 ] - —[PyvHGsmb] = 0, 
Эа дф 

— [(pw2 +Р)У*Щ sin б] + — [PyuH0cos8] = 0, (2.8) 
Эа дф 

д 
—[ Pwy"H}l,aI(k)]=pyuWfk. до 

Из первого уравнения (2.8) следует, чтоЯ^ = /'(ф)\'pw.yv'. Удобно выбрать f(\jj) = 1. 
Тогда из (2.8) имеем 

о Р д 
— [(w+ — )cos5] - — [ / y # a s i n 5 ] = 0, 
Эа pw Э^ 

Э Р Э 
—[(iv+ — ) sin6 J + [PyvHacos8] = 0, (2.9) 
Эа pw дф 
Э <̂  

оа Эа 

В (2,9) появились новые неизвестные — Я а и ^ Уравнения для них можно полу­
чить из (2.6) из условия, что dx и dy являются полными дифференциалами. За­
писывая равенство смешанных производных 

— (#acos5) + — (Щ sin 5) = 0, 
дф до 

— (#asin б) - — (Щ cos б) = 0 
Э0 Эа 

и подставляя сюда значения Нф, имеем 

(Яа cos б) + — (sin 5/pwy") = 0. 
Э г// Эа 

— (Яаsin б) - — (cos 8/pwyv) = 0, (2.10) 
дф до 

Из (2.8) — (2.10) можно получить и уравнение сохранения импульса в 
проекции на ось а. Для этого умножим второе уравнение (2.8) на cos5, а третье — 
на sin б и сложим их. Имеем 

Э 0 Э5 
— [(pw2 +Р)у"Нф] -PyvHa — = *>Psin5. (2.11) 
Эа дф 

Аналогично, умножим первое уравнение (2,10) на —sin6, а второе — на cos5 и 
сложим их между собой. Это дает 

Эб ЭЯц, 
На —^- = 0. (2.12) 

дф до 
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Выражая из (2,12) Эб/Э*//и подставляя в (2.11), находим 
о Э 

— t ( p w V # * ] +Щ — (Pyv) = vPsino, 
до до 

или с учетом значения Н^ 
dw 1 ЭР vP ду 

w — + + = *>Psin5< (2.13) 
до р до ру до 

Таким же способом можно получить и второе уравнение сохранения импуль­
са в проекции на ось ф. Оно имеет вид 

На — pw2yv - = i/Pcos 6. (2.14) 
дф дф 

С учетом сделанных преобразований систему (2.8) можно окончательно 
представить в виде 

dw 1 дР РР ду 
w — + — — + = *>Psin б, 

до р до ру до 
я а,-

дН0/до = 0, да}(к)/до = руvWfk, P = pRT 2 — , 
/ = о м/ 

d{Pyv) 2 v dHa 
H0 pw у = ̂ Pcos6, (2Л 5) 

дф дф 
85 _ 1 дЩ дд _ 1 дН0 

дф Н0 до ' до Н^ дф 
Нетрудно видеть, что в первые три уравнения (2.15) не входят производные по 
ф, а в пятое - производные по а Теперь становится понятным основное удобст­
во введения новых координат, поскольку в них уравнения энергии, кинетики 
конденсации и сохранения импульса вдоль оси о сводятся к. обыкновенным диф­
ференциальным уравнениям. 

Далее для системы (2.15) нетрудно обобщить алгоритм асимптотического 
решения уравнений кинетики конденсации и энергии, развитый в [16]. Для этого 
надо заметить, что Wjk в правой части уравнений кинетики зависят лишь от Т 
и otj(i), f = 0, , . . , TV, / = 0, . , . , Mf, где Т является медленной переменной 
(см. анализ в [16]). Таким образом, все идеи получения сокращенного описания 
уравнений кинетики конденсации непосредственно переносятся и на двумерный 
случай. В окончательном виде единственное кинетическое уравнение, остающееся 
дифференциальным, в соответствии с [16] запишется так 

дах Sm nm + lteKm + ib 

до 9т4* 
m = l +max(r,/, jC l/8). 

Здесь г — параметр мономолекулярной теории (конкретные выражения для г 
даются в [22]), АГу- - константа скорости прилипания мономера к кластеру из / 
молекул, П]е — равновесная функция распределения кластеров по размерам 
[13], Ь]21ъ — поверхностная энергия кластера из / молекул. В свою очередь в 
уравнении энергии удельная энтальпия смеси h будет теперь определяться соот­
ношением 

h^h0a0 + Нхах -L{\ - a 0 - <*i). (2.17) 

Остальные « / ( £ ) , / = 2, . . . , N, к = 0, . , . , Mj и а,, / = 2, . . . , TV определяются по 
найденным S или ах из аналитических соотношений, приведенных в [15]. 

Если теперь вернуться к исходным переменным х, у, то система уравне­
ний (2.1) сохраняет свой вид за исключением двух моментов. Во-первых, вместо 
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(2.2) величина h теперь задается соотношением (2.17), а уравнение состояния 
записывается в виде 

P = pRT(— +— ) . 
Mo Mi 

Во-вторых, вместо системы кинетических уравнений в (2.2) теперь остается лишь 
одно уравнение 

— (puyvcti)+ — ( P ^ V ) = - — г ^ p / a u . (2.18) 
Эх Эу 9га4/3 

Таким образом, предложенный алгоритм позволяет добиться радикального 
упрощения исходной системы и дает возможность рассчитывать параметры мно­
гомерных течений с конденсацией даже на ЭВМ с низкой производительностью. 
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