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Математические заметки �
Том 96 выпуск 3 сентябрь 2014

УДК 517.9

Краевые задачи
для нелинейного гиперболического уравнения
с переменными коэффициентами и лапласианом Леви

М. Н. Феллер

Для нелинейного гиперболического уравнения с переменными коэффициен-
тами и с бесконечномерным лапласианом Леви Δ𝐿

𝛽

(︂√
2‖𝑥‖𝐻

𝜕𝑈(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

)︂
𝜕2𝑈(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡2
+ 𝛼(𝑈(𝑡, 𝑥))

[︂
𝜕𝑈(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

]︂2

= Δ𝐿𝑈(𝑡, 𝑥)

приведены алгоритмы решения краевой задачи 𝑈(0, 𝑥) = 𝑢0, 𝑈(𝑡, 0) = 𝑢1 и кра-
евой внешней задачи 𝑈(0, 𝑥) = 𝑣0, 𝑈(𝑡, 𝑥)|Γ = 𝑣1, lim‖𝑥‖𝐻→∞ 𝑈(𝑡, 𝑥) = 𝑣2 в классе
функций Шилова, зависящих от параметра 𝑡.

Библиография: 8 названий.
DOI: 10.4213/mzm10344

1. Введение. Теории линейных гиперболических уравнений с лапласианом Ле-
ви посвящены работы [1]–[3].

Нелинейные гиперболические уравнения с лапласианом Леви встречаются в ста-
тье [4], в которой рассматривались краевые задачи для уравнения с дивергентной
частью

𝜕

𝜕𝑡

[︂
𝑘(𝑈(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑈(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑡

]︂
= ∆𝐿𝑈(𝑡, 𝑥),

и в статье [5], в которой рассматривались краевые задачи для уравнения

𝜕2𝑈(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑡2

+ 𝛼(𝑈(𝑡, 𝑥))
[︂
𝜕𝑈(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

]︂2

= ∆𝐿𝑈(𝑡, 𝑥).

В настоящей статье в классе функций Шилова, зависящих от вещественого пара-
метра 𝑡, 0 6 𝑡 < ∞, приведены алгоритм решения краевой задачи для нелинейного
гиперболического уравнения с переменными коэффициентами и с лапласианом Леви

𝛽

(︂√
2‖𝑥‖𝐻

𝜕𝑈(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑡

)︂
𝜕2𝑈(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡2
+ 𝛼(𝑈(𝑡, 𝑥))

[︂
𝜕𝑈(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

]︂2

= ∆𝐿𝑈(𝑡, 𝑥),

𝑡 > 0, 𝑥 ∈ 𝐻,

𝑈(0, 𝑥) = 𝑢0, 𝑈(𝑡, 0) = 𝑢1

c○ М.Н. Феллер, 2014
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и алгоритм решения краевой внешней задачи для нелинейного гиперболического
уравнения с переменными коэффициентами и с лапласианом Леви

𝛽

(︂√
2‖𝑥‖𝐻

𝜕𝑈(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑡

)︂
𝜕2𝑈(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡2
+ 𝛼(𝑈(𝑡, 𝑥))

[︂
𝜕𝑈(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

]︂2

= ∆𝐿𝑈(𝑡, 𝑥),

𝑡 > 0, 𝑥 ∈ Ω′,

𝑈(0, 𝑥) = 𝑣0, 𝑈(𝑡, 𝑥)|Γ = 𝑣1, lim
‖𝑥‖𝐻→∞

𝑈(𝑡, 𝑥) = 𝑣2,

где Γ ∪ Ω′ = {𝑥 ∈ 𝐻 : ‖𝑥‖2𝐻 > 𝑅2}.

2. Предварительные сведения. Пусть 𝐻 – счетномерное вещественное гиль-
бертово пространство. Рассмотрим скалярные функции 𝐹 (𝑥) на 𝐻, 𝑥 ∈ 𝐻.

Бесконечномерный лапласиан ввел Леви [6]. Для функции 𝐹 (𝑥), дважды сильно
дифференцируемой в точке 𝑥0, лапласиан Леви в этой точке определяется, если он
существует, формулой

∆𝐿𝐹 (𝑥0) = lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝐹 ′′(𝑥0)𝑓𝑘, 𝑓𝑘)𝐻 , (1)

где 𝐹 ′′(𝑥) – гессиан функции 𝐹 (𝑥), {𝑓𝑘}∞1 – выбранный ортонормированный базис
в 𝐻.

Приведем свойство лапласиана Леви (1), полученное в [6], которое понадобится
в дальнейшем (см. также [7]). Пусть функция

𝐹 (𝑥) = 𝑓(𝑉1(𝑥), . . . , 𝑉𝑚(𝑥)),

где 𝑓(𝑣1, . . . , 𝑣𝑚) – дважды непрерывно дифференцируемая функция 𝑚 перемен-
ных в области значений {𝑉1(𝑥), . . . , 𝑉𝑚(𝑥)} ⊂ Rm. Пусть 𝑉𝑘(𝑥) – дважды сильно
дифференцируемые функции и ∆𝐿𝑉𝑘(𝑥) существует, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚. Тогда ∆𝐿𝐹 (𝑥)
существует и

∆𝐿𝐹 (𝑥) =
𝑚∑︁

𝑘=1

𝜕𝑓

𝜕𝑣𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑣𝑘=𝑉𝑘(𝑥)

∆𝐿𝑉𝑘(𝑥). (2)

Обозначим через 𝐶sh шиловский класс функций – совокупность функций вида

𝐹 (𝑥) = 𝑓

(︂
(𝑎1, 𝑥)𝐻 , . . . , (𝑎𝑚, 𝑥)𝐻 ,

‖𝑥‖2𝐻
2

)︂
,

где 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 – некоторые элементы пространства 𝐻, 𝑓(𝜉1, . . . , 𝜉𝑚, 𝜁) – функция
𝑚 + 1 переменных, определенная и непрерывная в области Rm+1.

Обозначим через 𝐶* подмножество функции из 𝐶sh, дважды непрерывно диффе-
ренцируемых по аргументу ‖𝑥‖2𝐻/2.

Для 𝐹 (𝑥) ∈ 𝐶* имеет место формула [8]

∆𝐿𝐹 (𝑥) =
𝜕𝑓((𝑎1, 𝑥)𝐻 , . . . , (𝑎𝑚, 𝑥)𝐻 , 𝜁)

𝜕𝜁

⃒⃒⃒⃒
𝜁=‖𝑥‖2𝐻/2

. (3)

Лапласиан Леви (1) в шиловском классе функций не зависит от выбора базиса.
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Обозначим через Ω = {𝑥 ∈ 𝐻 : ‖𝑥‖2𝐻 6 𝑅2} – шар, а через Ω′ – множество точек,
внешних по отношению к шару:

Ω′ = {𝑥 ∈ 𝐻 : ‖𝑥‖2𝐻 > 𝑅2}, Γ = {𝑥 ∈ 𝐻 : ‖𝑥‖2𝐻 = 𝑅2}.

Введем функцию

𝑆(𝑥) =
‖𝑥‖2𝐻 −𝑅2

2
.

Функция 𝑆(𝑥) обладает такими свойствами:

𝑆(𝑥) > 0 при 𝑥 ∈ Ω′, 𝑆(𝑥) = 0 при 𝑥 ∈ Γ, ∆𝐿𝑆(𝑥) = 1.

3. Краевая задача. Рассмотрим задачу

𝛽

(︂√
2‖𝑥‖𝐻

𝜕𝑈(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑡

)︂
𝜕2𝑈(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡2
+ 𝛼(𝑈(𝑡, 𝑥))

[︂
𝜕𝑈(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

]︂2

= ∆𝐿𝑈(𝑡, 𝑥),

𝑡 > 0, 𝑥 ∈ 𝐻,

(4)

𝑈(0, 𝑥) = 𝑢0, 𝑈(𝑡, 0) = 𝑢1, (5)

где 𝛼(𝜉), 𝛽(𝜉) – заданные функции на R1, числа 𝑢0, 𝑢1 заданы.

Теорема 1. Пусть 𝛼(𝜉), 𝛽(𝜉) – непрерывные функции на R1 . Тогда решение
задачи (4), (5) равно

Φ
(︂

𝑡

2
√︀
‖𝑥‖2𝐻/2

, 𝑈(𝑡, 𝑥)
)︂

= 0, (6)

где Φ(𝑧, 𝜙(𝑧)) = 0 – решение в неявном виде краевой задачи для обыкновенного диф-
ференциального нелинейного уравнения второго порядка

𝛽

(︂
𝑑𝜙(𝑧)

𝑑𝑧

)︂
𝑑2𝜙(𝑧)

𝑑𝑧2
+ 𝛼(𝜙(𝑧))

[︂
𝑑𝜙(𝑧)

𝑑𝑧

]︂2

+ 2𝑧
𝑑𝜙(𝑧)

𝑑𝑧
= 0, (7)

𝜙(0) = 𝑢0, 𝜙(𝑧)|𝑧=∞ = 𝑢1. (8)

Решение задачи (4), (5) существует (существует и единственно), если суще-
ствует (существует и единственно) решение задачи (7), (8).

Доказательство. Согласно формуле (3) уравнение (4) и условия (5) принимают
вид

𝛽

(︂
2
√

𝜍
𝜕𝑢(𝑡, 𝜍)

𝜕𝑡

)︂
𝜕2𝑢(𝑡, 𝜍)

𝜕𝑡2
+ 𝛼(𝑢(𝑡, 𝜍))

[︂
𝜕𝑢(𝑡, 𝜍)

𝜕𝑡

]︂2

=
𝜕𝑢(𝑡, 𝜍)

𝜕𝜍

⃒⃒⃒⃒
𝜍=‖𝑥‖2𝐻/2

, (9)

𝑢(0, 𝜍) = 𝑢0, 𝑢(𝑡, 0) = 𝑢1. (10)

Уравнение (9) не изменяется при преобразовании переменных 𝑡 = 𝑐𝑡, 𝜍 = 𝑐2𝜍 при
любых 𝑡, 𝜍, 𝑐. Действительно, с одной стороны,

𝜕𝑢(𝑡, 𝜍)
𝜕𝑡

= 𝑐
𝜕𝑢(𝑡, 𝜍)

𝜕𝑡
,

𝜕𝑢(𝑡, 𝜍)
𝜕𝜍

= 𝑐2 𝜕𝑢(𝑡, 𝜍)
𝜕𝜍

,
𝜕2𝑢(𝑡, 𝜍)

𝜕𝑡2
= 𝑐2 𝜕2𝑢(𝑡, 𝜍)

𝜕𝑡
2
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и из (9) имеем

𝛽

(︂
2

√︂
𝜍

𝑐2
𝑐
𝜕𝑢(𝑡, 𝜍)

𝜕𝑡

)︂
𝑐2 𝜕2𝑢(𝑡, 𝜍)

𝜕𝑡
2 + 𝛼(𝑢(𝑡, 𝜍))

[︂
𝑐
𝜕𝑢(𝑡, 𝜍)

𝜕𝑡

]︂2

= 𝑐2 𝜕𝑢(𝑡, 𝜍)
𝜕𝜍

.

Сокращая на 𝑐2, получим

𝛽

(︂√
𝜍
𝜕𝑢(𝑡, 𝜍)

𝜕𝑡

)︂
𝜕2𝑢(𝑡, 𝜍)

𝜕𝑡
2 + 𝛼(𝑢(𝑡, 𝜍))

[︂
𝜕𝑢(𝑡, 𝜍)

𝜕𝑡

]︂2

=
𝜕𝑢(𝑡, 𝜍)

𝜕𝜍
. (11)

С другой стороны, уравнение (9) имеет место для любых 𝑡, 𝜍, а значит, и для 𝑡, 𝜍,
поэтому

𝛽

(︂√
𝜍
𝜕𝑢(𝑡, 𝜍)

𝜕𝑡

)︂
𝜕2𝑢(𝑡, 𝜍)

𝜕𝑡
2 + 𝛼(𝑢(𝑡, 𝜍))

[︂
𝜕𝑢(𝑡, 𝜍)

𝜕𝑡

]︂2

=
𝜕𝑢(𝑡, 𝜍)

𝜕𝜍
. (12)

Не изменяются и условия (10).
Сравнивая равенства (11) и (12), имеем, что 𝑢(𝑡, 𝜍) = 𝑢(𝑡, 𝜍), т.е.

𝑢(𝑡, 𝜍) = 𝑢(𝑐𝑡, 𝑐2𝜍).

Полагая 𝑐 = 1/(2
√

𝜍), получим, что

𝑢(𝑡, 𝜍) = 𝑢

(︂
𝑡

2
√

𝜍
,
1
4

)︂
= 𝜙

(︂
𝑡

2
√

𝜍

)︂
= 𝜙(𝑧), 𝑧 =

𝑡

2
√

𝜍
, 𝜁 =

‖𝑥‖2𝐻
2

. (13)

То есть 𝑢(𝑡, 𝜍) зависит только от аргумента 𝑧 = 𝑡/(2
√

𝜍).
Из (13) имеем, что

𝜕𝑢(𝑡, 𝜍)
𝜕𝑡

=
1

2
√

𝜍

𝑑𝜙(𝑧)
𝑑𝑧

,
𝜕𝑢2(𝑡, 𝜍)

𝜕𝑡2
=

1
4𝜍

𝑑2𝜙(𝑧)
𝑑𝑧2

,
𝜕𝑢(𝑡, 𝜍)

𝜕𝜍
= − 𝑧

2𝜍

𝑑𝜙(𝑧)
𝑑𝑧

.

Подставляя эти выражения в уравнение (9) и сокращая на 1/(4𝜍), получим для
функции 𝜙(𝑧) обыкновенное дифференциальное нелинейное уравнение второго по-
рядка (7)

𝛽

(︂
𝑑𝜙(𝑧)

𝑑𝑧

)︂
𝑑2𝜙(𝑧)

𝑑𝑧2
+ 𝛼(𝜙(𝑧))

[︂
𝑑𝜙(𝑧)

𝑑𝑧

]︂2

+ 2𝑧
𝑑𝜙(𝑧)

𝑑𝑧
= 0,

а из условий (10) (поскольку 𝑧 = 𝑡/(2
√

𝜁 ), 𝜁 = ‖𝑥‖2𝐻/2) вытекают условия (8)

𝜙(0) = 𝑢0, 𝜙(𝑧)|𝑧=∞ = 𝑢1.

Теперь, если Φ(𝑧, 𝜙(𝑧)) = 0 – решение краевой задачи для обыкновенного диф-
ференциального уравнения (7), (8), то поскольку 𝜙(𝑧) = 𝑢(𝑡, 𝜍), а 𝑧 = 𝑡/(2

√
𝜍 ), 𝜍 =

‖𝑥‖2𝐻/2 и, кроме того, 𝑢(𝑡, 𝜍)|𝜍=‖𝑥‖2𝐻/2 = 𝑈(𝑡, 𝑥), мы получаем, что решение задачи
(4), (5) равно (6): Φ(𝑡/2

√︀
‖𝑥‖2𝐻/2, 𝑈(𝑡, 𝑥)) = 0.

Следствие 1. При 𝛽(𝜉) = 1 решение задачи

𝜕2𝑈(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑡2

+ 𝛼(𝑈(𝑡, 𝑥))
[︂
𝜕𝑈(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

]︂2

= ∆𝐿𝑈(𝑡, 𝑥), 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ 𝐻,

𝑈(0, 𝑥) = 𝑢0, 𝑈(𝑡, 0) = 𝑢1
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(в неявном виде) дается формулой∫︁ 𝑈(𝑡,𝑥)

𝑢0

𝑒
∫︀ 𝑠

𝑢0
𝛼(𝜉) 𝑑𝜉

𝑑𝑠

[︂∫︁ 𝑢1

𝑢0

𝑒
∫︀ 𝜉

𝑢0
𝛼(𝜉) 𝑑𝜉

𝑑𝑠

]︂−1

=
2√
𝜋

∫︁ 𝑡/2
√
‖𝑥‖2𝐻/2

0

𝑒−𝑝2
𝑑𝑝.

Действительно, в случае 𝛽(𝜉) = 1 уравнение (7) равно

𝑑2𝜙(𝑧)
𝑑𝑧2

+ 𝛼(𝜙(𝑧))
[︂
𝑑𝜙(𝑧)

𝑑𝑧

]︂2

+ 2𝑧
𝑑𝜙(𝑧)

𝑑𝑧
= 0. (14)

Из (14), разделив на 𝜙′(𝑧) и проинтегрировав, получим уравнение первого порядка,
и задача (7), (8) принимает вид

ln 𝜙′(𝑧) = −
∫︁

𝛼(𝜙) 𝑑𝜙− 𝑧2 + ln 𝐶0,

𝜙(0) = 𝑢0, 𝜙(𝑧)|𝑧=∞ = 𝑢1.

Отсюда 𝜙′(𝑧)𝑒
∫︀

𝛼(𝜙) 𝑑𝜙 = 𝐶0𝑒
−𝑧2

и интегрируя, получим, что∫︁
𝑒
∫︀

𝛼(𝜙) 𝑑𝜙 𝑑𝜙 = 𝐶0

∫︁
𝑒−𝑧2

𝑑𝑧 + 𝐶1.

С учетом краевых условий имеем∫︁ 𝜙(𝑧)

𝑢0

𝑒
∫︀ 𝑠

𝑢0
𝛼(𝜉) 𝑑𝜉

𝑑𝑠− 2√
𝜋

∫︁ 𝑢1

𝑢0

exp
(︂∫︁ 𝑠

𝑢0

𝛼(𝜉) 𝑑𝜉

)︂
𝑑𝑠

∫︁ 𝑧

0

𝑒−𝑝2
𝑑𝑝 = 0.

Но
𝑧 =

𝑡

2
√︀
‖𝑥‖2𝐻/2

, 𝜙(𝑧) = 𝑢(𝑡, 𝜍)|𝜍=‖𝑥‖2𝐻/2 = 𝑈(𝑡, 𝑥).

Поэтому

Φ
(︂

𝑡

2
√︀
‖𝑥‖2𝐻/2

, 𝑈(𝑡, 𝑥)
)︂

≡
∫︁ 𝑈(𝑡,𝑥)

𝑢0

exp
(︂∫︁ 𝑠

𝑢0

𝛼(𝜉) 𝑑𝜉

)︂
𝑑𝑠

− 2√
𝜋

∫︁ 𝑢1

𝑢0

exp
(︂∫︁ 𝑠

𝑢0

𝛼(𝜉) 𝑑𝜉

)︂
𝑑𝑠

∫︁ 𝑡/(2
√
‖𝑥‖2𝐻/2)

0

𝑒−𝑝2
𝑑𝑝 = 0.

4. Краевая задача (внешняя). Рассмотрим задачу

𝛽

(︂√
2‖𝑥‖𝐻

𝜕𝑈(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑡

)︂
𝜕2𝑈(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡2
+ 𝛼(𝑈(𝑡, 𝑥))

[︂
𝜕𝑈(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

]︂2

= ∆𝐿𝑈(𝑡, 𝑥),

𝑡 > 0, 𝑥 ∈ Ω′,
(15)

𝑈(0, 𝑥) = 𝑣0, 𝑈(𝑡, 𝑥)|Γ = 𝑣1, lim
‖𝑥‖𝐻→∞

𝑈(𝑡, 𝑥) = 𝑣2, (16)

где 𝛼(𝜉), 𝛽(𝜉) – заданные функции на R1, числа 𝑣0, 𝑣1, 𝑣2 заданы, а Γ∪Ω′ = {𝑥 ∈𝐻 :
‖𝑥‖2𝐻 > 𝑅2}.
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Теорема 2. Пусть 𝛼(𝜉), 𝛽(𝜉) – непрерывные функции на R1 . Тогда решение
задачи (15), (16) равно

Φ
(︂

𝑡

2
√︀

𝑆(𝑥)
, 𝑈(𝑡, 𝑥)

)︂
= 0, (17)

где Φ(𝑤, 𝜙(𝑤)) = 0 – решение в неявном виде краевой задачи для обыкновенного
дифференциального нелинейного уравнения второго порядка

𝛽

(︂
𝑑𝜙(𝑤)

𝑑𝑤

)︂
𝑑2𝜙(𝑤)

𝑑𝑤2
+ 𝛼(𝜙(𝑤))

[︂
𝑑𝜙(𝑤)

𝑑𝑤

]︂2

+ 2𝑤
𝑑𝜙(𝑤)

𝑑𝑤
= 0, (18)

𝜙(0) = 𝑣0, 𝜙(𝑤)|𝑤=∞ = 𝑣1. (19)

Здесь 𝑆(𝑥) = (‖𝑥‖2𝐻 −𝑅2)/2.
Решение задачи (15), (16) существует (существует и единственно), если суще-

ствует (существует и единственно) решение задачи (18), (19).

Доказательство. Согласно формуле (2) при 𝑚 = 1 уравнение (15) принимает
вид

𝛽

(︂
2
√

𝜂
𝜕𝑢(𝑡, 𝜂)

𝜕𝑡

)︂
𝜕2𝑢(𝑡, 𝜂)

𝜕𝑡2
+ 𝛼(𝑢(𝑡, 𝜂))

[︂
𝜕𝑢(𝑡, 𝜂)

𝜕𝑡

]︂2

=
𝜕𝑢(𝑡, 𝜂)

𝜕𝜂

⃒⃒⃒⃒
𝜂=𝑆(𝑥)

∆𝐿𝑆(𝑥).

Но 𝑆(𝑥) = (‖𝑥‖2𝐻 −𝑅2)/2 и, значит, ∆𝐿𝑆(𝑥) = ∆𝐿‖𝑥‖2𝐻/2 = 1. Поэтому имеем

𝛽

(︂
2
√

𝜂
𝜕𝑢(𝑡, 𝜂)

𝜕𝑡

)︂
𝜕2𝑢(𝑡, 𝜂)

𝜕𝑡2
+ 𝛼(𝑢(𝑡, 𝜂))

[︂
𝜕𝑢(𝑡, 𝜂)

𝜕𝑡

]︂2

=
𝜕𝑢(𝑡, 𝜂)

𝜕𝜂
, (20)

𝑣(0, 𝜂) = 𝑣0, 𝑣(𝑡, 0) = 𝑣1. (21)

Уравнение (20) и условия (21) не изменяются при преобразовании переменных
𝑡 = 𝑐𝑡, 𝜂 = 𝑐2𝜂 при любых 𝑡, 𝜂, 𝑐. Поэтому

𝑢(𝑡, 𝜂) = 𝑢(𝑐𝑡, 𝑐2𝜂).

Полагая 𝑐 = 1/(2
√

𝜂), получим

𝑢(𝑡, 𝜂) = 𝑢

(︂
𝑡

2
√

𝜂
,
1
4

)︂
= 𝜙

(︂
𝑡

2
√

𝜂

)︂
= 𝜙(𝑤), 𝑤 =

𝑡

2
√

𝜂
, 𝜂 = 𝑆(𝑥). (22)

Из (22) имеем

𝜕𝑢(𝑡, 𝜂)
𝜕𝑡

=
1

2
√

𝜂

𝑑𝜙(𝑤)
𝑑𝑤

,
𝜕2𝑢(𝑡, 𝜂)

𝜕𝑡2
=

1
4𝜂

𝑑2𝜙(𝑤)
𝑑𝑤2

,
𝜕𝑢(𝑡, 𝜂)

𝜕𝜂
= − 𝑤

2𝜂

𝑑𝜙(𝑤)
𝑑𝑤

.

Подставляя эти выражения в уравнение (20) и условия (21) и сокращая на 1/(4𝜂),
получим для функции 𝜙(𝑤) обыкновенное дифференциальное нелинейное уравнение
второго порядка (18)

𝛽

(︂
𝑑𝜙(𝑤)

𝑑𝑤

)︂
𝑑2𝜙(𝑤)

𝑑𝑤2
+ 𝛼(𝜙(𝑤))

[︂
𝑑𝜙(𝑤)

𝑑𝑤

]︂2

+ 2𝑤
𝑑𝜙(𝑤)

𝑑𝑤
= 0,
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а из условий (21) (поскольку 𝑤 = 𝑡/(2
√

𝜂), 𝜂 = 𝑆(𝑥), а 𝑆(𝑥)|Γ = 0) следуют усло-
вия (19)

𝜙(0) = 𝑣0, 𝜙(𝑤)|𝑤=∞ = 𝑣1.

Теперь, если Φ(𝑤, 𝜙(𝑤)) = 0 – решение краевой задачи для обыкновенного диф-
ференциального уравнения (18), (19), то поскольку 𝜙(𝑤) = 𝑢(𝑡, 𝜂), а 𝑤 = 𝑡/(2

√
𝜂),

𝜂 = 𝑆(𝑥) и, кроме того, 𝑢(𝑡, 𝜂)|𝜂=𝑆(𝑥) = 𝑈(𝑡, 𝑥), мы получаем, что решение зада-
чи (15), (16) равно (17): Φ(𝑡/(2

√︀
𝑆(𝑥)), 𝑈(𝑡, 𝑥)) = 0.

Следствие 2. При 𝛽(𝜉) = 1 решение задачи

𝜕2𝑈(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑡2

+ 𝛼(𝑈(𝑡, 𝑥))
[︂
𝜕𝑈(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

]︂2

= ∆𝐿𝑈(𝑡, 𝑥), 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ Ω′,

𝑈(0, 𝑥) = 𝑣0, 𝑈(𝑡, 𝑥)|Γ = 𝑣1, lim
‖𝑥‖𝐻→∞

𝑈(𝑡, 𝑥) = 𝑣2

(в неявном виде) дается формулой∫︁ 𝑈(𝑡,𝑥)

𝑣0

𝑒
∫︀ 𝑠

𝑣0
𝛼(𝜉) 𝑑𝜉

𝑑𝑠

[︂∫︁ 𝑣1

𝑣0

𝑒
∫︀ 𝜉

𝑣0
𝛼(𝜉) 𝑑𝜉

𝑑𝑠

]︂−1

=
2√
𝜋

∫︁ 𝑡/2
√

𝑆(𝑥)

0

𝑒−𝑝2
𝑑𝑝,

где 𝑆(𝑥) = (‖𝑥‖2𝐻 −𝑅2)/2, а 𝑣2 = 𝑣0 .

Действительно, при 𝛽(𝜉) = 1 уравнение (18) равно

𝑑2𝜙(𝑤)
𝑑𝑤2

+ 𝛼(𝜙(𝑤))
[︂
𝑑𝜙(𝑤)

𝑑𝑤

]︂2

+ 2𝑤
𝑑𝜙(𝑤)

𝑑𝑤
= 0. (23)

Из (23), разделив на 𝜙′(𝑤) и проинтегрировав, получим уравнение первого порядка
и задача (18), (19) принимает вид

ln 𝜙′(𝑤) = −
∫︁

𝛼(𝜙) 𝑑𝜙− 𝑤2 + ln 𝐶0,

𝜙(0) = 𝑣0, 𝜙(𝑤)|𝑤=∞ = 𝑣1.

Отсюда 𝜙′(𝑤)𝑒
∫︀

𝛼(𝜙) 𝑑𝜙 = 𝐶0𝑒
−𝑤2

и интегрируя получим, что∫︁
𝑒
∫︀

𝛼(𝜙) 𝑑𝜙 𝑑𝜙 = 𝐶0

∫︁
𝑒−𝑤2

𝑑𝑤 + 𝐶1.

С учетом краевых условий имеем∫︁ 𝜙(𝑤)

𝑣0

𝑒
∫︀ 𝑠

𝑣0
𝛼(𝜉) 𝑑𝜉

𝑑𝑠− 2√
𝜋

∫︁ 𝑣1

𝑣0

𝑒
∫︀ 𝑠

𝑣0
𝛼(𝜉) 𝑑𝜉

𝑑𝑠

∫︁ 𝑤

0

𝑒−𝑝2
𝑑𝑝 = 0.

Но 𝑤 = 𝑡/(2
√︀

𝑆(𝑥)), 𝜙(𝑤) = 𝑢(𝑡, 𝜂)|𝜂=𝑆(𝑥) = 𝑈(𝑡, 𝑥). Поэтому

Φ
(︂

𝑡

2
√︀

𝑆(𝑥)
, 𝑈(𝑡, 𝑥)

)︂
≡

∫︁ 𝑈(𝑡,𝑥)

𝑣0

exp
(︂∫︁ 𝑠

𝑣0

𝛼(𝜉) 𝑑𝜉

)︂
𝑑𝑠

− 2√
𝜋

∫︁ 𝑣1

𝑣0

exp
(︂∫︁ 𝑠

𝑣0

𝛼(𝜉) 𝑑𝜉

)︂
𝑑𝑠

∫︁ 𝑡/2
√

𝑆(𝑥)

0

𝑒−𝑝2
𝑑𝑝 = 0.
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5. Примеры.

Пример 1. Решить краевую задачу(︂√
2‖𝑥‖𝐻

𝜕𝑈(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑡

)︂−1
𝜕2𝑈(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡2
− 2𝑈−3(𝑡, 𝑥)

[︂
𝜕𝑈(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

]︂2

= ∆𝐿𝑈(𝑡, 𝑥),

𝑡 > 0, 𝑥 ∈ 𝐻,

(24)

𝑈(0, 𝑥) = 𝑒𝜋/3
√

3, 𝑈(𝑡, 0) = 𝑒𝜋/
√

3. (25)

Решение. Для уравнения (24) дифференциальное уравнение второго порядка (7)
равно

1
𝜙′(𝑧)

𝑑2𝜙(𝑧)
𝑑𝑧2

− 2
𝜙3(𝑧)

[︂
𝑑𝜙(𝑧)

𝑑𝑧

]︂2

+ 2𝑧
𝑑𝜙(𝑧)

𝑑𝑧
= 0.

Разделив это уравнение на 𝜙′(𝑧) и проинтегрировав, получим дифференциальное
уравнение первого порядка

−
∫︁

𝑑𝜙′

𝜙′2
+ 2

∫︁
𝑑𝜙

𝜙3
− 𝑧2 = 𝐶0.

Отсюда имеем (полагая 𝐶0 = 0)

𝑑𝑧

𝑑𝜙
=

1 + 𝜙2𝑧2

𝜙2
. (26)

Согласно (25) краевые условия (8) запишутся в виде

𝜙(0) = 𝑒𝜋/(3
√

3), 𝜙(𝑧)|𝑧=∞ = 𝑒𝜋/
√

3. (27)

Полагая теперь 𝑧 = 𝑣/𝜙, имеем, что 𝑑𝑧/𝑑𝜙 = ((𝑑𝑣/𝑑𝜙)𝜙 − 𝑣)/𝜙2. Подставляя
значения 𝑧 и 𝑑𝑧/𝑑𝜙 в (26), получим уравнение с разделяющимися переменными

𝜙
𝑑𝑣

𝑑𝜙
= 𝑣2 + 𝑣 + 1.

Его решение

𝜙(𝑧) = 𝐶1 exp
(︂∫︁

𝑑𝑣

𝑣2 + 𝑣 + 1

)︂
= 𝐶1 exp

(︂
2√
3

arctg
1√
3
(2𝑣 + 1)

)︂
,

(так как дискриминант уравнения 𝑣2 + 𝑣 + 1 = 0 𝐷 = −3 < 0).
Поскольку 𝑣 = 𝑧𝜙(𝑧), то получим (полагая 𝐶1 = 1), что решение задачи (26), (27)

равно

𝜙(𝑧) = exp
(︂

2√
3

arctg
1√
3
(2𝑧𝜙(𝑧) + 1)

)︂
.

Учитывая, что 𝑧 = 𝑡/(2
√︀
‖𝑥‖2𝐻/2), 𝜙(𝑧) = 𝑢(𝑡, 𝜁)|𝜁=‖𝑥‖2𝐻/2 = 𝑈(𝑡, 𝑥), получим решение

(в неявном виде) задачи (24), (25):

Φ
(︂

𝑡

2
√︀
‖𝑥‖2𝐻/2

, 𝑈(𝑡, 𝑥)
)︂
≡ 𝑈(𝑡, 𝑥)− exp

{︂
2√
3

arctg
2√
3

(︂
𝑡

2
√︀
‖𝑥‖2𝐻/2

𝑈(𝑡, 𝑥) +
1
2

)︂}︂
= 0.
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Пример 2. Решить краевую задачу(︂√
2‖𝑥‖𝐻

𝜕𝑈(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑡

)︂−1
𝜕2𝑈(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡2
+ 2𝑈−3(𝑡, 𝑥)

[︂
𝜕𝑈(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

]︂2

= ∆𝐿𝑈(𝑡, 𝑥),

𝑡 > 0, 𝑥 ∈ Ω′,
(28)

𝑈(0, 𝑥) = exp
(︂
− 2√

5
Arcth

1√
5

)︂
, 𝑈(𝑡, 𝑥)|Γ = 1,

lim
‖𝑥‖𝐻→∞

𝑈(𝑡, 𝑥) = exp
(︂
− 2√

5
Arcth

1√
5

)︂
,

(29)

где Γ ∪ Ω′ = {𝑥 ∈ 𝐻 : ‖𝑥‖2𝐻 > 𝑅2}.
Решение. Для уравнения (28) дифференциальное уравнение второго порядка (18)

равно
1

𝜙′(𝑤)
𝑑2𝜙(𝑤)

𝑑𝑤2
+

2
𝜙3(𝑤)

[︂
𝑑𝜙(𝑤)

𝑑𝑤

]︂2

+ 2𝑤
𝑑𝜙(𝑤)

𝑑𝑤
= 0.

Разделив это уравнение на 𝜙′(𝑤) и проинтегрировав, получим дифференциальное
уравнение первого порядка ∫︁

𝑑𝜙′

𝜙′2
+ 2

∫︁
𝑑𝜙

𝜙3
+ 𝑤2 = 𝐶0.

Отсюда имеем (полагая 𝐶0 = 0)

𝑑𝑤

𝑑𝜙
=
−1 + 𝜙2𝑤2

𝜙2
. (30)

Согласно (29) краевые условия (19) запишутся

𝜙(0) = exp
(︂
− 2√

5
Arcth

1√
5

)︂
, 𝜙(𝑤)|𝑤=∞ = 1. (31)

Полагая теперь 𝑤 = 𝑣/𝜙 имеем, что 𝑑𝑤/𝑑𝜙 = ((𝑑𝑣/𝑑𝜙)𝜙 − 𝑣)/𝜙2. Подставляя
значения 𝑤 и 𝑑𝑤/𝑑𝜙 в (30), получим уравнение с разделяющимися переменными

𝜙
𝑑𝑣

𝑑𝜙
= 𝑣2 + 𝑣 − 1.

Его решение

𝜙(𝑤) = 𝐶1 exp
(︂∫︁

𝑑𝑣

𝑣2 + 𝑣 − 1

)︂
= 𝐶1 exp

(︂
− 2√

5
Arcth

1√
5
(2𝑣 + 1)

)︂
,

(так как дискриминант уравнения 𝑣2 + 𝑣 − 1 = 0 𝐷 = 5 > 0).
Поскольку 𝑣 = 𝑤𝜙(𝑤), то получим (полагая 𝐶1 = 1), что решение задачи (30), (31)

равно

𝜙(𝑤) = exp
(︂
− 2√

5
Arcth

1√
5
(2𝑤𝜙(𝑤) + 1)

)︂
.

Учитывая, что 𝑤 = 𝑡/(2
√︀

𝑆(𝑥)), 𝜙(𝑤) = 𝑢(𝑡, 𝜂)|𝜂=𝑆(𝑥) = 𝑈(𝑡, 𝑥), и что 𝑆(𝑥) =
(‖𝑥‖2𝐻 −𝑅2)/2, получим решение (в неявном виде) задачи (28), (29):

Φ
(︂

𝑡

2
√︀

𝑆(𝑥)
, 𝑈(𝑡, 𝑥)

)︂
≡ 𝑈(𝑡, 𝑥)− exp

{︂
− 2√

5
Arcth

2√
5

(︂
𝑡

2
√︀

𝑆(𝑥)
𝑈(𝑡, 𝑥) +

1
2

)︂}︂
= 0.
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