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УДК 517.5

Об устранимых особенностях отображений,
рост которых ограничен некоторой функцией

Е. А. Севостьянов

В настоящей работе исследованы вопросы, связанные с локальным поведе-
нием дифференцируемых почти всюду отображений, обладающих 𝑁 -, 𝑁−1-,
𝐴𝐶𝑃 -, и 𝐴𝐶𝑃−1-свойствами, характеристика квазиконформности которых удо-
влетворяет определенным условиям на рост. Показано, что, если отображение
такого типа растет в окрестности изолированной точки границы не быстрее
некоторой функции радиуса шара, то эта точка является устранимой особой
точкой отображения, либо полюсом.

Библиография: 18 названий.
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1. Введение. Настоящая заметка посвящена поиску условий на отображение
𝑓 : 𝐷 ∖ {𝑏} → R𝑛, заданное в окрестности точки 𝑏 пространственной области 𝐷 ⊂ R𝑛,
𝑛> 2, при которых это отображение продолжается в точку 𝑏 непрерывным образом.
Хорошо известно, что даже аналитическая функция 𝜙 : 𝐷 ∖ {𝑏} → C, 𝐷 ⊂ C, задан-
ная в области 𝐷 ∖ {𝑏} комплексной плоскости C, вообще говоря, не продолжается
в точку 𝑏 по непрерывности (𝜙(𝑧) = exp{1/𝑧}, 𝑏= 0). Однако, как следует из резуль-
татов настоящей статьи, при определенных условиях на рост 𝑓 (на рост 𝜙) это, все
же, справедливо. Отметим, что ниже рассматриваются более общие отображения,
чем отображения с ограниченным искажением, включающие в себя, как подкласс,
класс аналитических функций. Определение и примеры отображений с ограничен-
ным искажением могут быть найдены, например, в монографии [1]. Другие резуль-
таты автора на данную тему могут быть найдены в статье [2] и недавно опубли-
кованной работе [3], где рассматриваются немного другие условия на отображение.
Отметим, что результаты настоящей статьи автоматически являются верными для
конформных и квазиконформных отображений, более того, они справедливы также
для более общих 𝑄-гомеоморфизмов и кольцевых 𝑄-гомеоморфизмов (см., напри-
мер, [4]); однако, в этом случае никаких ограничений на рост отображений не тре-
буется, так что указанные результаты содержательны лишь для отображений, не
являющихся инъективными.

Всюду далее 𝐷 – область в R𝑛, 𝑛> 2, 𝑚 – мера Лебега R𝑛, dist(𝐴,𝐵) – евклидово
расстояние между множествами 𝐴,𝐵 ⊂ R𝑛,

dist(𝐴,𝐵) = inf
𝑥∈𝐴,𝑦∈𝐵

|𝑥− 𝑦|,
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(𝑥, 𝑦) обозначает (стандартное) скалярное произведение векторов 𝑥, 𝑦 ∈R𝑛, diam𝐴 –
евклидов диаметр множества 𝐴 ⊂ R𝑛,

𝐵(𝑥0, 𝑟) = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥− 𝑥0| < 𝑟}, B𝑛 := 𝐵(0, 1),

𝑆(𝑥0, 𝑟) = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥− 𝑥0| = 𝑟}, S𝑛−1 := 𝑆(0, 1),

𝜔𝑛−1 означает площадь сферы S𝑛−1 в R𝑛, Ω𝑛 – объем единичного шара B𝑛 в R𝑛,
запись 𝑓 : 𝐷 → R𝑛 предполагает, что отображение 𝑓 , заданное в области 𝐷, непре-
рывно. Отображение 𝑓 : 𝐷 → R𝑛 называется дискретным, если прообраз 𝑓−1(𝑦)
каждой точки 𝑦 ∈ R𝑛 состоит из изолированных точек, и открытым, если образ
любого открытого множества 𝑈 ⊂ 𝐷 является открытым множеством в R𝑛. Будем
говорить, что отображение 𝑓 : 𝐷 → R𝑛 обладает 𝑁 -свойством Лузина, или просто
𝑁 -свойством, если из условия 𝑚(𝐸) = 0, 𝐸 ⊂𝐷, следует, что 𝑚(𝑓(𝐸)) = 0. Аналогич-
но, говорят, что отображение 𝑓 : 𝐷→ R𝑛 обладает 𝑁−1-свойством, если из условия
𝑚(𝐸) = 0, 𝐸 ⊂ R𝑛, следует, что 𝑚(𝑓−1(𝐸)) = 0, где, как обычно, запись 𝑓−1(𝐸)
обозначает полный прообраз множества 𝐸 при отображении 𝑓 .

Кривой 𝛾 мы называем непрерывное отображение отрезка [𝑎, 𝑏] (открытого интер-
вала (𝑎, 𝑏), либо полуоткрытого интервала вида [𝑎, 𝑏) или (𝑎, 𝑏]) в R𝑛, 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → R𝑛.
Под семейством кривых Γ подразумевается некоторый фиксированный набор кри-
вых 𝛾, а 𝑓(Γ) = {𝑓 ∘ 𝛾 | 𝛾 ∈ Γ}. Следующие определения могут быть найдены,
например, [5; разд. 1–6, гл. I]. Борелева функция 𝜌 : R𝑛 → [0,∞] называется допу-
стимой для семейства Γ кривых 𝛾 в R𝑛, если криволинейный интеграл первого
рода от функции 𝜌 по каждой (локально спрямляемой) кривой 𝛾 ∈ Γ удовлетворяет
условию

∫︀
𝛾
𝜌(𝑥) |𝑑𝑥| > 1. В этом случае мы пишем: 𝜌 ∈ adm Γ. Модулем семейства

кривых Γ называется величина

𝑀(Γ) = inf
𝜌∈adm Γ

∫︁
𝐷

𝜌𝑛(𝑥) 𝑑𝑚(𝑥).

Свойства модуля в некоторой мере аналогичны свойствам меры Лебега 𝑚 в R𝑛.
Именно, модуль пустого семейства кривых равен нулю, 𝑀(∅) = 0, модуль обладает
свойством монотонности относительно семейств кривых Γ1 и Γ2: из Γ1 ⊂ Γ2 следует
𝑀(Γ1) 6 𝑀(Γ2), а также свойством полуаддитивности:

𝑀

(︂ ∞⋃︁
𝑖=1

Γ𝑖

)︂
6

∞∑︁
𝑖=1

𝑀(Γ𝑖),

см. [5; теорема 6.2]. Говорят, что некоторое свойство выполнено для почти всех
(п.в.) кривых области 𝐷, если оно имеет место для всех кривых, лежащих в 𝐷,
кроме некоторого их семейства, модуль которого равен нулю.

Пусть ∆ ⊂ R – открытый интервал числовой прямой, 𝛾 : ∆ → R𝑛 – локально
спрямляемая кривая. В таком случае, очевидно, существует единственная неубы-
вающая функция длины 𝑙𝛾 : ∆ → ∆𝛾 ⊂ R с условием 𝑙𝛾(𝑡0) = 0, 𝑡0 ∈ ∆ такая, что
значение 𝑙𝛾(𝑡) равно длине подкривой 𝛾|[𝑡0,𝑡] кривой 𝛾, если 𝑡 > 𝑡0, и длине под-
кривой 𝛾|[𝑡, 𝑡0] со знаком “−”, если 𝑡 < 𝑡0, 𝑡 ∈ ∆. Пусть 𝑔 : |𝛾| → R𝑛 – непрерывное
отображение, где |𝛾|= 𝛾(∆)⊂R𝑛. Предположим, что кривая ̃︀𝛾 = 𝑔 ∘ 𝛾 также локаль-
но спрямляема. Тогда, очевидно, существует единственная неубывающая функция
𝐿𝛾,𝑔 : ∆𝛾 → ∆̃︀𝛾 такая, что

𝐿𝛾,𝑔(𝑙𝛾(𝑡)) = 𝑙̃︀𝛾(𝑡) при всех 𝑡 ∈ ∆.
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Кривая 𝛾 ∈𝐷 называется (полным) поднятием кривой ̃︀𝛾 ∈ R𝑛 при отображении
𝑓 : 𝐷 → R𝑛, если ̃︀𝛾 = 𝑓 ∘ 𝛾. Говорят, что отображение 𝑓 : 𝐷 → R𝑛 принадлежит
классу 𝐴𝐶𝑃 в области 𝐷, пишем 𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑃 , если, для почти всех кривых 𝛾 в облас-
ти 𝐷, кривая ̃︀𝛾 = 𝑓 ∘ 𝛾 локально спрямляема и функция длины 𝐿𝛾,𝑓 , введенная
выше, абсолютно непрерывна на всех замкнутых интервалах, лежащих в ∆𝛾 , для
почти всех кривых 𝛾 в 𝐷. Предположим, что 𝑓 : 𝐷→ R𝑛 – дискретное отображение,
тогда может быть определена функция 𝐿−1

𝛾,𝑓 . В таком случае, будем говорить, что 𝑓
обладает свойством 𝐴𝐶𝑃−1 в области 𝐷, пишем 𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑃−1, если для почти всех
кривых ̃︀𝛾 ∈ 𝑓(𝐷) каждое поднятие 𝛾 при отображении 𝑓 , 𝑓 ∘ 𝛾= ̃︀𝛾, является локально
спрямляемой кривой и, кроме того, обратная функция 𝐿−1

𝛾,𝑓 абсолютно непрерывна
на всех замкнутых интервалах, лежащих в ∆̃︀𝛾 , для почти всех кривых ̃︀𝛾 в 𝑓(𝐷) и
каждого поднятия 𝛾 кривой ̃︀𝛾 = 𝑓 ∘ 𝛾.

Полагаем
𝑙(𝑓 ′(𝑥)) := inf

ℎ∈R𝑛:|ℎ|=1
|𝑓 ′(𝑥)ℎ|.

Напомним, что внутренняя дилатация отображения 𝑓 в точке 𝑥 определяется как

𝐾𝐼(𝑥, 𝑓) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
|𝐽(𝑥, 𝑓)|
𝑙(𝑓 ′(𝑥))𝑛

, если 𝐽(𝑥, 𝑓) ̸= 0,

1, если 𝑓 ′(𝑥) = 0,
∞ в остальных случаях.

Всюду далее 𝑞𝑥0(𝑟) означает среднее интегральное значение 𝑄(𝑥) над сферой
𝑆(𝑥0, 𝑟),

𝑞𝑥0(𝑟) :=
1

𝜔𝑛−1𝑟𝑛−1

∫︁
𝑆(𝑥0,𝑟)

𝑄(𝑥) 𝑑𝑆, (1.1)

где 𝑑𝑆 – элемент площади поверхности 𝑆.
Напомним, что изолированная точка 𝑥0 границы 𝜕𝐷 области𝐷 называется устра-

нимой для отображения 𝑓 , если существует конечный предел lim𝑥→𝑥0 𝑓(𝑥). Если
𝑓(𝑥) → ∞ при 𝑥 → 𝑥0, точку 𝑥0 будем называть полюсом. Изолированная точка
𝑥0 границы 𝜕𝐷 называется существенно особой точкой отображения 𝑓 : 𝐷 → R𝑛,
если при 𝑥 → 𝑥0 нет ни конечного, ни бесконечного предела. Основной результат
настоящей статьи заключает в себе следующая

Теорема 1. Пусть 𝑏 ∈ 𝐷 и 𝑓 : 𝐷 ∖ {𝑏} → R𝑛 – открытое дискретное дифферен-
цируемое почти всюду отображение, 𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑃 ∩ 𝐴𝐶𝑃−1 , обладающее 𝑁 - и 𝑁−1-
свойствам Лузина, а 𝑄 : 𝐷 → [1,∞) – некоторая функция такая, что 𝐾𝐼(𝑥, 𝑓) 6
𝑄(𝑥) при почти всех 𝑥 ∈𝐷 ∖ {𝑏}. Предположим, что существуют некоторые чис-
ла 𝛿 , 𝐶 , 𝑝 > 0 и 𝜀0 > 0, 𝜀0 < dist(𝑏, 𝜕𝐷), такие, что при всех 𝑥 ∈ 𝐵(𝑏, 𝛿) ∖ {𝑏} имеет
место неравенство

|𝑓(𝑥)| 6 𝐶 · exp
{︂
𝑝

∫︁ 𝜀0

|𝑥−𝑏|

𝑑𝑡

𝑡𝑞
1/(𝑛−1)
𝑏 (𝑡)

}︂
. (1.2)

Пусть, кроме того, ∫︁ 𝜀0

0

𝑑𝑡

𝑡𝑞
1/(𝑛−1)
𝑏 (𝑡)

= ∞.
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Тогда точка 𝑏 является для отображения 𝑓 либо полюсом, либо устранимой особой
точкой. Если вместо условия (1.2) имеет место более сильное предположение

lim
𝑥→𝑏

|𝑓(𝑥)| · exp
{︂
−

∫︁ 𝜀0

|𝑥−𝑏|

𝑑𝑡

𝑡𝑞
1/(𝑛−1)
𝑏 (𝑡)

}︂
= 0,

то точка 𝑥 = 𝑏 является для отображения 𝑓 устранимой особой точкой.

Отметим, что для отображений с ограниченным искажением (когда функция
𝑄(𝑥) ограничена) теорема 1 была получена в работе [6; теорема 4.2].

2. Основная лемма. Всюду далее, для произвольной области 𝐺 ⊂ 𝐷, такой,
что 𝐺 ⊂ 𝐷, и произвольного 𝑦 ∈ 𝑓(𝐺) ∖ 𝑓(𝜕𝐺), символ 𝜇(𝑦, 𝑓,𝐺) обозначает тополо-
гический индекс отображения 𝑓 в точке 𝑦 относительно области 𝐺, см., например, [1;
§ 2, гл. II]. Везде ниже мы подразумеваем, что отображение 𝑓 сохраняет ориента-
цию, т.е., 𝜇(𝑦, 𝑓,𝐺)> 0 для всех указанных выше 𝑦 и 𝐺, если не оговорено противное.
Пусть 𝑓 : 𝐷 → R𝑛 – произвольное отображение и пусть существует область 𝐺 ⊂ 𝐷,
𝐺 ⊂ 𝐷, такая, что

𝐺 ∩ 𝑓−1(𝑓(𝑥)) = {𝑥}.

Тогда величина 𝜇(𝑓(𝑥), 𝑓,𝐺), называемая локальным топологическим индексом, не
зависит от выбора области 𝐺 и обозначается символом 𝑖(𝑥, 𝑓). Следующие опреде-
ления см., например, в монографии [7; гл. II, п. 3], см. также [6; разд. 3.11]. Пусть
𝑓 : 𝐷 → R𝑛 произвольное отображение, 𝛽 : [𝑎, 𝑏) → R𝑛 – некоторая кривая и 𝑥 ∈
𝑓−1(𝛽(𝑎)). Кривая 𝛼 : [𝑎, 𝑐) → 𝐷 называется максимальным поднятием кривой 𝛽
при отображении 𝑓 с началом в точке 𝑥, если

(1) 𝛼(𝑎) = 𝑥;
(2) 𝑓 ∘ 𝛼 = 𝛽|[𝑎,𝑐);
(3) если 𝑐 < 𝑐′ 6 𝑏, то не существует кривой 𝛼′ : [𝑎, 𝑐′) → 𝐷 такой, что 𝛼 = 𝛼′|[𝑎,𝑐)

и 𝑓 ∘ 𝛼 = 𝛽|[𝑎,𝑐′).
Пусть 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 – 𝑘 различных точек множества 𝑓−1(𝛽(𝑎)) и 𝑚 =

∑︀𝑘
𝑖=1 𝑖(𝑥𝑖, 𝑓).

Говорят, что последовательность кривых 𝛼1, . . . , 𝛼𝑚 есть максимальная последова-
тельность поднятий кривой 𝛽 при отображении 𝑓 с началом в точках 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘,
если

(a) каждая кривая 𝛼𝑗 есть максимальное поднятие кривой 𝛽 при отображении 𝑓 ,
(b) card{𝑗 : 𝑎𝑗(𝑎) = 𝑥𝑖} = 𝑖(𝑥𝑖, 𝑓), 1 6 𝑖 6 𝑘,
(c) card{𝑗 : 𝑎𝑗(𝑡) = 𝑥} 6 𝑖(𝑥, 𝑓) для всех 𝑥 ∈ 𝐷 и при всех 𝑡.
Пусть 𝑓 – открытое дискретное отображение и 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 ∈ 𝑓−1(𝛽(𝑎)). Тогда кри-

вая 𝛽 имеет максимальную последовательность поднятий при отображении 𝑓 с нача-
лом в точках 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, см. [7; теорема 3.2, гл. II]. Следующее утверждение доказано
автором, см., например, [8; теорема 1].

Предложение 1. Пусть 𝑓 : 𝐷→R𝑛 – открытое дискретное дифференцируемое
почти всюду отображение, 𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑃 ∩𝐴𝐶𝑃−1 , обладающее 𝑁 - и 𝑁−1-свойствами
Лузина, Γ – семейство кривых в 𝐷 , Γ′ – семейство кривых в R𝑛 и 𝑚 – натураль-
ное число, такое что выполнено следующее условие. Для каждой кривой 𝛽 ∈ Γ′

найдутся кривые 𝛼1, . . . , 𝛼𝑚 семейства Γ такие, что 𝑓 ∘ 𝛼𝑗 ⊂ 𝛽 для всех 𝑗 и равен-
ство 𝛼𝑗(𝑡) = 𝑥 имеет место при всех 𝑥 ∈𝐺, всех 𝑡 и не более чем 𝑖(𝑥, 𝑓) индексах 𝑗 .

5*
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Тогда для каждой функции 𝜌 ∈ adm Γ

𝑀(Γ′) 6
1
𝑚

∫︁
𝐷

𝐾𝐼(𝑥, 𝑓) · 𝜌𝑛(𝑥) 𝑑𝑚(𝑥). (2.1)

Для отображения 𝑓 : 𝐷 → R𝑛 множества 𝐸 ⊂ 𝐷 и 𝑦 ∈ R𝑛 определим функцию
кратности 𝑁(𝑦, 𝑓, 𝐸) как число прообразов точки 𝑦 во множестве 𝐸, т.е.

𝑁(𝑦, 𝑓, 𝐸) = card{𝑥 ∈ 𝐸 : 𝑓(𝑥) = 𝑦}.

Далее символ Γ(𝐸,𝐹,𝐷) означает семейство всех кривых 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → R𝑛, которые
соединяют 𝐸 и 𝐹 в 𝐷, т.е. 𝛾(𝑎) ∈ 𝐸, 𝛾(𝑏) ∈ 𝐹 и 𝛾(𝑡) ∈ 𝐷 при 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏). Компакт-
ное множество 𝐺 ⊂ R𝑛 условимся называть множеством нулевой емкости, пишем
cap𝐺 = 0, если существует ограниченное открытое множество 𝐴 ⊂ R𝑛, содержа-
щее 𝐺, такое, что 𝑀(Γ(𝐺, 𝜕𝐴,𝐴)) = 0, см., например, [7; гл. III, раздел 2 и гл. II,
предложение 10.2]. Будем говорить, что произвольное множество 𝐺 имеет емкость
нуль, если произвольное его компактное подмножество 𝐺0 имеет нулевую емкость.
Множества емкости нуль, как известно, всюду разрывны (любая компонента их
связности вырождается в точку), т.е., условие cap𝐺 = 0 влечет, что Int𝐺 = ∅, см.,
например, [7; гл. III, следствие 2.5]. Открытое множество 𝑈 ⊂𝐷, 𝑈 ⊂𝐷, называется
нормальной окрестностью точки 𝑥 ∈ 𝐷 при отображении 𝑓 : 𝐷 → R𝑛, если

𝑈 ∩ 𝑓−1(𝑓(𝑥)) = {𝑥}, 𝜕𝑓(𝑈) = 𝑓(𝜕𝑈),

см., например, [7; раздел 4, гл. I].

Предложение 2. Пусть 𝑓 : 𝐷→R𝑛 открытое дискретное отображение. Тогда
для каждого 𝑥 ∈ 𝐷 существует 𝑠𝑥 такое, что при всех 𝑠 ∈ (0, 𝑠𝑥) компонента
связности множества 𝑓−1(𝐵(𝑓(𝑥), 𝑠)), содержащая точку 𝑥 и обозначаемая сим-
волом 𝑈(𝑥, 𝑓, 𝑠), является нормальной окрестностью точки 𝑥 при отображении 𝑓 ,
при этом

𝑓(𝑈(𝑥, 𝑓, 𝑠)) = 𝐵(𝑓(𝑥), 𝑠), diam𝑈(𝑥, 𝑓, 𝑠) → 0 при 𝑠→ 0,

см., например, [7; лемма 4.9, гл. I].

Для доказательства основных результатов работы нам необходимо воспользовать-
ся следующими утверждениями, см. [9; следствие 8.1, предложение 8.5 и теоре-
ма 8.6], а также, соответственно, [2; лемма 5.2].

Предложение 3. Произвольное открытое дискретное дифференцируемое поч-
ти всюду отображение 𝑓 : 𝐷 → R𝑛 , обладающее 𝑁 - и 𝑁−1-свойствами Лузина и
такое, что 𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑃 ∩𝐴𝐶𝑃−1 , удовлетворяет неравенству вида

𝑀(𝑓(Γ)) 6
∫︁

𝐷

𝑄(𝑥) · 𝜌𝑛(𝑥) 𝑑𝑚(𝑥) (2.2)

для любого семейства кривых Γ в области 𝐷 и 𝜌 ∈ adm Γ при 𝑄(𝑥) = 𝐾𝐼(𝑥, 𝑓).

Предложение 4. Пусть 𝑄 : B𝑛→ [1,∞] – измеримая по Лебегу функция, пусть
𝑓 : B𝑛 ∖ {0} → R𝑛 , 𝑛 > 2, – открытое дискретное отображение, удовлетворяющее
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неравенству (2.2) при 𝐷 := B𝑛 ∖ {0} для любого семейства кривых Γ в B𝑛 ∖ {0} и
𝜌 ∈ adm Γ. Пусть, кроме того,

cap(R𝑛 ∖ 𝑓(B𝑛 ∖ {0})) > 0.

Предположим, что существует 𝜀0 ∈ (0, 1) такое, что при 𝜀→ 0∫︁
𝜀<|𝑥|<𝜀0

𝑄(𝑥) · 𝜓𝑛(|𝑥|) 𝑑𝑚(𝑥) = 𝑜(𝐼𝑛(𝜀, 𝜀0)),

где 𝜓(𝑡) – измеримая по Лебегу функция такая, что 𝜓(𝑡) > 0 п.в. и

𝐼(𝜀, 𝜀0) =
∫︁ 𝜀0

𝜀

𝜓(𝑡) 𝑑𝑡 <∞

для всех 𝜀 ∈ (0, 𝜀0). Тогда 𝑓 имеет непрерывное продолжение 𝑓 : B𝑛 → R𝑛 в B𝑛 .

Важную роль при доказательстве основных результатов работы играет следую-
щая лемма.

Лемма 1. Пусть 𝑏 ∈ 𝐷 и 𝑓 : 𝐷 ∖ {𝑏} → R𝑛 – открытое дискретное дифферен-
цируемое почти всюду отображение, 𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑃 ∩ 𝐴𝐶𝑃−1 , обладающее 𝑁 - и 𝑁−1-
свойствам Лузина. Предположим, что существует некоторое число 𝛿 > 0 такое,
что при всех 𝑥 ∈ 𝐵(𝑏, 𝛿) ∖ {𝑏} и некоторой строго убывающей функции 𝜙 : (0,∞)→
(0,∞), для которой 𝜙(𝑡) →∞ при 𝑡→ 0, имеет место неравенство

|𝑓(𝑥)| 6 𝐶 · 𝜙𝑝(|𝑥− 𝑏|), (2.3)

где 𝑝 > 0 и 𝐶 > 0 – некоторые постоянные. Пусть, кроме того, существуют
измеримая по Лебегу функция 𝑄 : 𝐷 → [1,∞], числа 𝜀0 > 0, 𝜀0 < dist(𝑏, 𝜕𝐷), 𝐴 > 0
и борелевская функция 𝜓(𝑡) : (0, 𝜀0)→ (0,∞) такие, что 𝐾𝐼(𝑥, 𝑓) 6 𝑄(𝑥) при почти
всех 𝑥 ∈ 𝐵(0, 𝛿) ∖ {𝑏} и при 𝜀→ 0∫︁

𝜀<|𝑥−𝑏|<𝜀0

𝑄(𝑥) · 𝜓𝑛(|𝑥− 𝑏|) 𝑑𝑚(𝑥) 6
𝐴 · 𝐼𝑛(𝜀, 𝜀0)
(log𝜙(𝜀))𝑛−1

, (2.4)

где
𝐼(𝜀, 𝜀0) :=

∫︁ 𝜀0

𝜀

𝜓(𝑡) 𝑑𝑡 <∞ для всех 𝜀 ∈ (0, 𝜀0). (2.5)

Тогда точка 𝑏 является для отображения 𝑓 либо полюсом, либо устранимой особой
точкой.

Доказательство. Предположим противное, а именно, что точка 𝑏 является
существенно особой точкой отображения 𝑓 . Не ограничивая общности рассужде-
ний, можно считать, что 𝑏= 0, 𝛿 < dist(0, 𝜕𝐷) и 𝐶 = 1. В таком случае, сфера 𝑆(0, 𝛿)
является компактным множеством в 𝐷 ∖ {0}, поэтому найдется 𝑅 > 0 такое, что

𝑓(𝑆(0, 𝛿)) ⊂ 𝐵(0, 𝑅). (2.6)

Поскольку 𝑏 = 0 является существенно особой точкой отображения 𝑓 , в виду усло-
вий (2.1) и (2.4), а также предложений 3 и 4, отображение 𝑓 в 𝐵(0, 𝛿) ∖ {0} принима-
ет все значения в R𝑛, за исключением, может быть, некоторого множества емкости
нуль, т.е.

𝑁(𝑦, 𝑓,B𝑛 ∖ {0}) = ∞ при всех 𝑦 ∈ R𝑛 ∖ 𝐸,
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где cap𝐸 = 0. Так как 𝐸 имеет емкость нуль, множество R𝑛 ∖ 𝐸 не может быть
ограниченным. В таком случае, найдется 𝑦0 ∈ R𝑛 ∖ (𝐸 ∪𝐵(0, 𝑅)).

Пусть 𝑘0 > 4𝐴𝑝𝑛−1/𝜔𝑛−1, 𝑘0 ∈ N. Поскольку 𝑁(𝑦0, 𝑓,B𝑛 ∖ {0}) = ∞, найдутся
точки

𝑥1, . . . , 𝑥𝑘0 ∈ 𝑓−1(𝑦0) ∩ (𝐵(0, 𝛿) ∖ {0}).
По предложению 2 при некотором фиксированном 𝑟 > 0 каждая точка 𝑥𝑗 , 𝑗 =
1, . . . , 𝑘0, имеет нормальную окрестность 𝑈𝑗 := 𝑈(𝑥𝑗 , 𝑓, 𝑟) такую, что 𝑈𝑙 ∩ 𝑈𝑚 = ∅
при всех 𝑙 ̸= 𝑚, 𝑙,𝑚 ∈ N, 1 6 𝑙 6 𝑘0 и 1 6 𝑚 6 𝑘0.

Полагаем
𝑑 := min{𝜀0,dist(0, 𝑈1 ∪ · · · ∪ 𝑈𝑘0 )}.

Пусть 𝑎 ∈ (0, 𝑑) и 𝑉 := 𝐵(0, 𝛿) ∖𝐵(0, 𝑎). В силу неравенства (2.3), строгого убывания
функции 𝜙, а также предположения о том, что 𝐶 = 1, имеем

𝑓(𝑉 ) ⊂ 𝐵(0, 𝜙𝑝(𝑎)). (2.7)

Поскольку

𝑧0 := 𝑦0 + 𝑟𝑒 ∈ 𝐵(𝑦0, 𝑟) = 𝑓(𝑈(𝑥𝑗 , 𝑓, 𝑟)), 𝑗 = 1, . . . , 𝑘0,

где 𝑒 – единичный вектор, будем иметь 𝑧0 ∈ 𝑓(𝑉 ). Следовательно, найдется после-
довательность точек ̃︀𝑥1, . . . , ̃︀𝑥𝑘0 , ̃︀𝑥𝑗 ∈ 𝑈𝑗 , 1 6 𝑗 6 𝑘0, такая, что 𝑓(̃︀𝑥𝑗) = 𝑧0. Заметим,
что

𝑘0 6
𝑘0∑︁

𝑗=1

𝑖(̃︀𝑥𝑗 , 𝑓) = 𝑚′.

Обозначим через 𝐻 полусферу

𝐻 = {𝑒 ∈ S𝑛−1 : (𝑒, 𝑦0) > 0},

через Γ′ – семейство всех кривых 𝛽 : [𝑟, 𝜙𝑝(𝑎)) → R𝑛 вида 𝛽(𝑡) = 𝑦0 + 𝑡𝑒, 𝑒 ∈ 𝐻, а
через Γ максимальную последовательность поднятий кривой 𝛽 при отображении 𝑓
относительно области 𝑉 с началом в точках ̃︀𝑥1, . . . , ̃︀𝑥𝑘0 , ̃︀𝑥𝑗 ∈𝑈𝑗 , 1 6 𝑗6 𝑘0, состоящую
из 𝑚′ кривых, 𝑚′ =

∑︀𝑘0
𝑗=1 𝑖(̃︀𝑥𝑗 , 𝑓), которая существует в силу [7; теорема 3.2, гл. II].

По предложению 1

𝑀(Γ′) 6
1
𝑚′

∫︁
𝐷

𝐾𝐼(𝑥, 𝑓) · 𝜌𝑛(𝑥) 𝑑𝑚(𝑥) 6
1
𝑘0

∫︁
𝐷

𝐾𝐼(𝑥, 𝑓) · 𝜌𝑛(𝑥) 𝑑𝑚(𝑥) (2.8)

для каждой функции 𝜌 ∈ adm Γ.
При любом фиксированном 𝑒 ∈𝐻 покажем, что для каждой кривой 𝛽 = 𝑦0 + 𝑡𝑒 и

каждого максимального ее поднятия 𝛼(𝑡) : [𝑟, 𝑐)→ 𝑉 с началом в точке ̃︀𝑥𝑗0 , 𝛼 ∈ Γ, 1 6
𝑗0 6 𝑘0, существует последовательность 𝑟𝑘 ∈ [𝑟, 𝑐) такая, что 𝑟𝑘 → 𝑐− 0 при 𝑘 →∞
и dist(𝛼(𝑟𝑘), 𝜕𝑉 ) → 0 при 𝑘 →∞. Предположим противное, тогда найдется 𝑒0 ∈ 𝐻
такое, что кривая 𝛼(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑟, 𝑐), являющаяся максимальным поднятием кривой 𝛽 =
𝑦0 + 𝑡𝑒0, лежит внутри 𝑉 вместе со своим замыканием. Пусть 𝐶(𝑐, 𝛼(𝑡)) обозначает
предельное множество кривой 𝛼 при 𝑡→ 𝑐− 0; тогда для каждого 𝑥 ∈ 𝐶(𝑐, 𝛼(𝑡)) най-
дется последовательность 𝑡𝑘 →∞ такая, что 𝑥= lim𝑘→∞ 𝛼(𝑡𝑘). По непрерывности 𝑓 ,
поскольку, по предположению, 𝐶(𝑐, 𝛼(𝑡)) ⊂ 𝑉 , будем иметь

𝑓(𝑥) = 𝑓
(︁

lim
𝑘→∞

𝛼(𝑡𝑘)
)︁

= lim
𝑘→∞

𝛽(𝑡𝑘) = 𝛽(𝑐),
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откуда следует, что отображение 𝑓 постоянно на множестве 𝐶(𝑐, 𝛼(𝑡)). Так как по
условию 𝑓 дискретно, а множество 𝐶(𝑐, 𝛼(𝑡)), очевидно, является связным, будем
иметь 𝐶(𝑐, 𝛼(𝑡)) = 𝑝1 ∈ 𝑉 .

Полагаем 𝑏0 := 𝜙𝑝(𝑎). Пусть 𝑐 ̸= 𝑏0. Тогда можно построить новое максимальное
поднятие 𝛼′ кривой 𝛽 с началом в точке 𝑝1. Объединяя поднятия 𝛼 и 𝛼′, получаем
еще одно поднятие 𝛼′′ кривой 𝛽 с началом в точке ̃︀𝑥𝑗0 , что противоречит свойству
максимальности исходного поднятия 𝛼. Значит, 𝑐 = 𝑏0.

В таком случае 𝐶(𝑏0, 𝛼(𝑡)) континуум внутри 𝑉 , при этом, 𝐶(𝑏0, 𝛼(𝑡)) = 𝑝′1 ∈ 𝑉
и, значит, 𝛼 продолжается до замкнутой кривой, определенной на отрезке [𝑟, 𝜙𝑝(𝑎)].
Обозначим эту кривую снова через 𝛼 (обозначения не меняем). Тогда при всех 𝑡 ∈
[𝑟, 𝜙𝑝(𝑎)] имеем 𝛽(𝑡) = 𝑓(𝛼(𝑡)) ⊂ 𝑓(𝑉 ), в частности, полагая 𝑡 := 𝜙𝑝(𝑎), рассмотрим
элемент 𝑧1, определяемый по правилу 𝑧1 := 𝑦0 + 𝜙𝑝(𝑎)𝑒0. Ввиду включения (2.7),
имеем

𝑧1 = 𝑦0 + 𝜙𝑝(𝑎)𝑒0 ∈ 𝑓(𝑉 ) ⊂ 𝐵(0, 𝜙𝑝(𝑎)). (2.9)

Однако, поскольку 𝑒0 ∈ 𝐻,

|𝑧1| = |𝑦0 + 𝜙𝑝(𝑎)𝑒0| =
√︀
|𝑦0|2 + 2(𝑦0, 𝜙𝑝(𝑎)𝑒0) + 𝜙2𝑝(𝑎) >

√︀
|𝑦0|2 + 𝜙2𝑝(𝑎) > 𝜙𝑝(𝑎).

(2.10)
Однако, соотношение (2.10) противоречит (2.9), что, в свою очередь, опровергает
предположение о включении замыкания кривой 𝛼(𝑡) во множество 𝑉 .

Следовательно, dist(𝛼(𝑟𝑘), 𝜕𝑉 ) → 0 при 𝑘 → ∞ и некоторой последовательности
𝑟𝑘 ∈ [𝑟, 𝑐) такой, что 𝑟𝑘 → 𝑐− 0 и 𝑘 →∞, что и требовалось установить.

Заметим, что ситуация, когда dist(𝛼(𝑟𝑘), 𝑆(0, 𝛿))→ 0 при 𝑘→∞, исключена. Дей-
ствительно, пусть эта ситуация имеет место. Тогда найдутся 𝑝2 ∈ 𝑆(0, 𝛿) и подпо-
следовательность номеров 𝑘𝑙, 𝑙 ∈ N такие, что 𝛼(𝑟𝑘𝑙

) → 𝑝2 при 𝑙 → ∞. Отсюда, по
непрерывности 𝑓 , получаем, что 𝛽(𝑟𝑘𝑙

) → 𝑓(𝑝2) при 𝑙 → ∞, что невозможно вви-
ду соотношения (2.6), поскольку, при каждом фиксированном 𝑒 ∈ 𝐻 и 𝑡 ∈ [𝑟, 𝜙𝑝(𝑎)),
имеем

|𝛽(𝑡)| = |𝑦0 + 𝑡𝑒| =
√︀
|𝑦0|2 + 2𝑡(𝑦0, 𝑒) + 𝑡2 > |𝑦0| > 𝑅

по выбору 𝑦0.
Из сказанного выше следует, что найдется последовательность 𝑟𝑘 ∈ [𝑟, 𝑐) такая,

что 𝑟𝑘 → 𝑐− 0 при 𝑘→∞, и 𝛼(𝑟𝑘)→ 𝑝3 ∈ 𝑆(0, 𝑎). Кроме того, каждая такая кривая
𝛼 ∈ Γ пересекает сферу 𝑆(0, 𝑑), поскольку, согласно построению, 𝛼 имеет начало вне
шара 𝐵(0, 𝑑). Рассмотрим функцию

𝜌𝑎(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜓(|𝑥|)
𝐼(𝑎, 𝑑)

, 𝑥 ∈ 𝐵(0, 𝑑) ∖𝐵(0, 𝑎),

0, 𝑥 ∈ R𝑛 ∖ (𝐵(0, 𝑑) ∖𝐵(0, 𝑎)),

где величина 𝐼(𝑎, 𝑑) определена также, как в (2.5), а 𝜓 – функция из условия леммы.
Заметим, что функция 𝜌𝑎(𝑥) является борелевской и, кроме того, поскольку 𝜌𝑎(𝑥)
является радиальной функцией, в силу установленных выше свойств кривых из
семейства Γ, а также в силу [5; теорема 5.7], для любой (локально спрямляемой)
кривой 𝛼 ∈ Γ имеем ∫︁

𝛼

𝜌𝑎(𝑥) |𝑑𝑥| > 1
𝐼(𝑎, 𝑑)

∫︁ 𝑑

𝑎

𝜓(𝑡) 𝑑𝑡 = 1,
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т.е., 𝜌𝑎(𝑥) ∈ adm Γ. В таком случае, из соотношения (2.8) получаем

𝑀(Γ′) 6
1

𝑘0 · 𝐼𝑛(𝑎, 𝑑)

∫︁
𝑎<|𝑥|<𝑑

𝐾𝐼(𝑥, 𝑓) · 𝜓𝑛(|𝑥|) 𝑑𝑚(𝑥)

6
𝐼𝑛(𝑎, 𝜀0)

𝑘0 · 𝐼𝑛(𝑎, 𝑑) · 𝐼𝑛(𝑎, 𝜀0)

∫︁
𝑎<|𝑥|<𝜀0

𝑄(𝑥) · 𝜓𝑛(|𝑥|) 𝑑𝑚(𝑥)

=
(︂

1 +
𝐼(𝑑, 𝜀0)
𝐼(𝑎, 𝑑)

)︂𝑛 1
𝑘0 · 𝐼𝑛(𝑎, 𝜀0)

∫︁
𝑎<|𝑥|<𝜀0

𝑄(𝑥) · 𝜓𝑛(|𝑥|) 𝑑𝑚(𝑥)

6
2

𝑘0 · 𝐼𝑛(𝑎, 𝜀0)

∫︁
𝑎<|𝑥|<𝜀0

𝑄(𝑥) · 𝜓𝑛(|𝑥|) 𝑑𝑚(𝑥) (2.11)

при всех 𝑎 ∈ (0, 𝑑1) и некотором 𝑑1, 𝑑1 6 𝑑, поскольку, в силу соотношения (2.4),
𝐼𝑛(𝑎, 𝑑) →∞ при 𝑎→∞. Снова, из (2.4) и (2.11) получаем, что при 𝑎 ∈ (0, 𝑑1)

𝑀(Γ′) 6
2𝐴

𝑘0(log𝜙(𝑎))𝑛−1
. (2.12)

С другой стороны, в силу [5; раздел 7.7]

𝑀(Γ′) =
1
2

𝜔𝑛−1

(log(𝜙𝑝(𝑎)/𝑟))𝑛−1
. (2.13)

Тогда из неравенств (2.12) и (2.13) получаем

1
2

𝜔𝑛−1

(log(𝜙𝑝(𝑎))/𝑟))𝑛−1
6

2𝐴
𝑘0(log𝜙(𝑎))𝑛−1

,

откуда(︂
log

(︂
𝜙𝑝(𝑎)
𝑟

)︂(2/𝜔𝑛−1)
1/(𝑛−1))︂𝑛−1

> (log(𝜙(𝑎))(𝑘0/(2𝐴))1/(𝑛−1)
)𝑛−1,

log
(︂
𝜙𝑝(𝑎)
𝑟

)︂(2/𝜔𝑛−1)
1/(𝑛−1)

> log(𝜙(𝑎))(𝑘0/(2𝐴))1/(𝑛−1)
,

1
𝑟(2/𝜔𝑛−1)1/(𝑛−1) > (𝜙(𝑎))(𝑘0/(2𝐴))1/(𝑛−1)−𝑝(2/𝜔𝑛−1)

1/(𝑛−1)
.

Поскольку по выбору 𝑘0 > 4𝐴𝑝𝑛−1/𝜔𝑛−1, в правой части последнего соотношения
величина 𝜙(𝑎) берется в некоторой положительной степени. Переходя здесь к пре-
делу при 𝑎→ 0 и учитывая, что по условию леммы 𝜙(𝑎) →∞ при 𝑎→ 0, получаем,
что

1
𝑟(2/𝜔𝑛−1)1/(𝑛−1) > ∞,

что невозможно. Полученное противоречие означает, что точка 𝑏= 0 не может быть
существенно особой для отображения 𝑓 .

Отдельный случай представляет собой ситуация, когда 𝐼(𝜀, 𝜀0) 6 𝑀 · log𝜙(𝜀) при
некоторой постоянной𝑀 > 0 и 𝜀→ 0. Следующее утверждение может быть получено
из [10; лемма 5] и оценки (2.1) при 𝑚 = 1.
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Предложение 5. Предположим, что 𝑏 ∈ 𝐷 , 𝑓 : 𝐷 → 𝐵(0, 𝑅) – открытое дис-
кретное дифференцируемое почти всюду отображение, 𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑃 ∩𝐴𝐶𝑃−1 , облада-
ющее 𝑁 - и 𝑁−1-свойствам Лузина, при этом, существуют измеримая по Лебегу
функция 𝑄 : 𝐷→ [1,∞], числа 𝜀0 > 0, 𝜀0 < dist(𝑏, 𝜕𝐷), и 𝐴> 0, такие, что 𝐾𝐼(𝑥, 𝑓) 6
𝑄(𝑥) почти всюду в 𝐷 , при этом, при 𝜀→ 0 имеют место соотношения (2.4), (2.5).
Пусть, кроме того, существует постоянная 𝑀 > 0 и 𝜀1 > 0, 𝜀1 ∈ (0, 𝜀0) такие, что
при всех 𝜀 ∈ (0, 𝜀1) выполнено условие

𝐼(𝜀, 𝜀0) 6 𝑀 · log𝜙(𝜀), (2.14)

где 𝐼(𝜀, 𝜀0) определяется соотношением (2.5), а 𝜙 : (0,∞) → [0,∞) – некоторая
функция. Тогда при всех 𝑥 ∈ 𝐵(𝑏, 𝜀1) имеет место оценка

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑏)| 6 𝛼𝑛(1 +𝑅2)
𝛿

exp{−𝛽𝑛𝐼(|𝑥− 𝑏|, 𝜀0)}, (2.15)

где постоянные 𝛼𝑛 и 𝛽𝑛 = (𝜔𝑛−1/(𝐴𝑀𝑛−1))1/(𝑛−1) зависят только от 𝑛, а 𝛿 – от 𝑅.

Следствие 1. Предположим, что в условиях леммы 1, помимо соотношений
(2.4) и (2.5) имеет место условие (2.14), а вместо условия (2.3) имеет место более
сильное предположение:

lim
𝑥→𝑏

|𝑓(𝑥)| · exp{−𝛽𝑛𝐼(|𝑥− 𝑏|, 𝜀0)} = 0, (2.16)

где 𝛽𝑛 = (𝜔𝑛−1/(𝐴𝑀𝑛−1))1/(𝑛−1) . Тогда точка 𝑥= 𝑏 является устранимой для отоб-
ражения 𝑓 .

Доказательство. Не ограничивая общности рассуждений, можно считать, что
𝑏 = 0. По лемме 1 точка 𝑏 не может быть существенно особой для 𝑓 . Предположим,
что 𝑏 = 0 является для отображения 𝑓 полюсом. Тогда рассмотрим композицию
отображений ℎ = 𝑔 ∘ 𝑓 , где 𝑔(𝑥) = 𝑥/|𝑥|2 – инверсия относительно единичной сфе-
ры S𝑛−1. Заметим, что ℎ ∈ 𝐴𝐶𝑃 ∩ 𝐴𝐶𝑃−1 обладает 𝑁 - и 𝑁−1-свойствам Лузина,
при этом, 𝐾𝐼(𝑥, 𝑓) = 𝐾𝐼(𝑥, ℎ) и ℎ(0) = 0. Кроме того, в некоторой окрестности нуля
отображение ℎ (по построению) является ограниченным. В таком случае найдут-
ся 𝜀0 > 0 и 𝑅 > 0 такие, что |ℎ(𝑥)| 6 𝑅 при |𝑥| < 𝜀0. Следовательно, возможно
применение предложения 5. По неравенству (2.15),

|ℎ(𝑥)| = 1
|𝑓(𝑥)|

6
𝛼𝑛(1 +𝑅2)

𝛿
exp{−𝛽𝑛𝐼(|𝑥|, 𝜀0)}.

Отсюда следует, что

|𝑓(𝑥)| · exp{−𝛽𝑛𝐼(|𝑥|, 𝜀0)} >
𝛿

𝛼𝑛(1 +𝑅2)
.

Однако, последнее соотношение противоречит (2.16). Полученное противоречие
доказывает, что точка 𝑏 = 0 является устранимой для отображения 𝑓 .

3. Основные следствия. Прежде всего, проведем доказательство теоремы 1.
В лемме 1 полагаем

𝜓(𝑡) =
1

𝑡𝑞
1/(𝑛−1)
𝑏 (𝑡)

, 𝜙(𝑡) = exp
{︂∫︁ 𝜀0

𝑡

𝑑𝑟

𝑟𝑞
1/(𝑛−1)
𝑏 (𝑟)

}︂
.
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Отметим, что при указанных ограничениях на 𝑄(𝑥) < ∞, при почти всех 𝑟 ∈
(0, 𝜀0) имеем 𝑞𝑏(𝑟) <∞, откуда вытекает строгое убывание функции 𝜙. Кроме того,
по теореме Фубини имеем∫︁

𝜀<|𝑥−𝑏|<𝜀0

𝑄(𝑥) · 𝜓𝑛(|𝑥− 𝑏|) 𝑑𝑚(𝑥) =
∫︁ 𝜀0

𝜀

∫︁
𝑆(𝑏,𝑟)

𝑄(𝑥) · 𝜓𝑛(|𝑥− 𝑏|) 𝑑𝑆 𝑑𝑟

= 𝜔𝑛−1 ·
∫︁ 𝜀0

𝜀

𝑟𝑛−1𝜓𝑛(𝑟)𝑞𝑏(𝑟) 𝑑𝑟 = 𝜔𝑛−1 · 𝐼(𝜀, 𝜀0) = 𝜔𝑛−1 · log𝜙(𝜀).

Отсюда, в частности, следует, что выполнено условие (2.14) при 𝑀 = 1. Оставшаяся
часть утверждения следует из леммы 1 и следствия 1.

Полагая в лемме 1 в качестве функции 𝜓(𝑡) = 1/𝑡, а в качестве 𝜙(𝑡) = 𝑡−𝑞, 𝑞 > 0,
получаем следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть 𝑏 ∈ 𝐷 и 𝑓 : 𝐷 ∖ {𝑏} → R𝑛 – открытое дискретное дифферен-
цируемое почти всюду отображение, 𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑃 ∩ 𝐴𝐶𝑃−1 , обладающее 𝑁 - и 𝑁−1-
свойствам Лузина. Предположим, что существует некоторое число 𝛿 > 0, такое,
что при всех 𝑥 ∈ 𝐵(𝑏, 𝛿) ∖ {𝑏} имеет место неравенство

|𝑓(𝑥)| 6 𝐶|𝑥− 𝑏|−𝑞 ,

где 𝑞 > 0 и 𝐶 > 0 – некоторые постоянные. Пусть, кроме того, существуют изме-
римая по Лебегу функция 𝑄 : 𝐷 → [1,∞] и число 𝜀0 ∈ (0, 1) такие, что 𝐾𝐼(𝑥, 𝑓) 6
𝑄(𝑥) при почти всех 𝑥 ∈ 𝐵(𝑏, 𝛿) ∖ {𝑏} и при 𝜀→ 0∫︁

𝜀<|𝑥−𝑏|<𝜀0

𝑄(𝑥)
|𝑥− 𝑏|𝑛

𝑑𝑚(𝑥) 6 𝐶1 · log
1
𝜀
, (3.1)

где 𝐶1 = 𝐶1(𝑏) – некоторая положительная постоянная. Тогда точка 𝑏 является
для отображения 𝑓 либо полюсом, либо устранимой особой точкой. Кроме того,
существует постоянная 𝑝 > 0 такая, что оценка вида

lim
𝑥→𝑏

|𝑓(𝑥)| · |𝑥− 𝑏|𝑝 = 0 (3.2)

влечет, что точка 𝑏 является устранимой для отображения 𝑓 .

Доказательство. Заметим, что 𝐼(𝜀, 𝜀0) = log(𝜀0/𝜀), где, как и прежде, 𝐼(𝜀, 𝜀0)
задается соотношением вида (2.5). Все остальное непосредственно вытекает из лем-
мы 1 и следствия 1.

Теорема 3. Пусть 𝑏 ∈ 𝐷 и 𝑓 : 𝐷 ∖ {𝑏} → R𝑛 – открытое дискретное дифферен-
цируемое почти всюду отображение, 𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑃 ∩ 𝐴𝐶𝑃−1 , обладающее 𝑁 - и 𝑁−1-
свойствам Лузина. Предположим, что существует некоторое число 𝛿 > 0 такое,
что при всех 𝑥 ∈ 𝐵(𝑏, 𝛿) ∖ {𝑏} имеет место неравенство (2.3) при

𝜙(𝑡) = exp log(𝑛−𝛼−1)/(𝑛−1)

(︂
1
𝑡

)︂
при некотором 𝛼∈ (0, 𝑛− 1), где 𝑝> 0 и 𝐶 > 0 – фиксированные постоянные. Пусть,
кроме того, существует измеримая по Лебегу функция 𝑄 : 𝐷→ [1,∞] такая, что
𝐾𝐼(𝑥, 𝑓) 6 𝑄(𝑥) при почти всех 𝑥 ∈ 𝐷 и при некотором 𝐾 > 0

𝑞𝑏(𝑟) 6 𝐾 ·
(︂

log
1
𝑟

)︂𝛼

(3.3)
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при 𝑟→ 0. Тогда точка 𝑏 является для отображения 𝑓 либо полюсом, либо устра-
нимой особой точкой.

Доказательство. Предположим, 𝜀0 > 0, 𝜀0 ∈ (0,min{1,dist(𝑏, 𝜕𝐷)}). Полагаем

𝜓(𝑡) =
1
𝑡
, 𝐼(𝜀, 𝜀0) :=

∫︁ 𝜀0

𝜀

𝜓(𝑡) 𝑑𝑡.

Тогда при некоторой постоянной 𝐶1 > 0 и 𝜀→ 0, учитывая условие (3.3), имеем

1
𝐼𝑛(𝜀, 𝜀0)

∫︁
𝜀<|𝑥−𝑏|<𝜀0

𝑄(𝑥) 𝑑𝑚(𝑥)
|𝑥− 𝑏|𝑛

6 𝐶1 ·
1

log𝑛−𝛼−1(1/𝜀)
= 𝐶1 log1−𝑛 𝜙(𝜀),

откуда вытекает выполнение условий (2.4)–(2.5) леммы 1. Применяя эту лемму,
заключаем, что точка 𝑏 не может быть существенно особой для отображения 𝑓 .

Следствие 2. Пусть 𝑏 ∈ 𝐷 и 𝑓 : 𝐷 ∖ {𝑏} → R𝑛 – открытое дискретное диффе-
ренцируемое почти всюду отображение, 𝑓 ∈𝐴𝐶𝑃 ∩𝐴𝐶𝑃−1 , обладающее 𝑁 - и 𝑁−1-
свойствам Лузина. Тогда найдется положительная постоянная 𝛾 > 0, 𝛾 < 1, со
следующим свойством.

Если при некотором 𝜀0 > 0, 𝜀0 ∈ (0,min{1,dist(𝑏, 𝜕𝐷)}), отображение 𝑓 удовле-
творяет более сильному, чем (2.3) (при 𝜙(𝑡) = exp log(𝑛−𝛼−1)/(𝑛−1)(1/𝑡)), условию

lim
𝑥→𝑏

|𝑓(𝑥)| · exp
{︂
−𝛾 log(𝑛−1−𝛼)/(𝑛−1)

(︂
𝜀0

|𝑥− 𝑏|

)︂}︂
= 0, (3.4)

при этом, 𝐾𝐼(𝑥, 𝑓) 6 𝑄(𝑥) при почти всех 𝑥 ∈ 𝐷 и при 𝑟 → 0 выполнено усло-
вие (3.3), то 𝑓 имеет устранимую особенность в точке 𝑏.

Доказательство. По теореме 3 точка 𝑏 не может быть существенно особой
для отображения 𝑓 . Осталось показать, что при выполнении более сильных усло-
вий (3.3)–(3.4) точка 𝑏 для отображения 𝑓 также не может быть полюсом. Заметим,
что при достаточно большом 𝑀1 > 0, некотором 𝜀1 ∈ (0, 𝜀0) и всех 𝜀 ∈ (0, 𝜀1)∫︁

𝜀<|𝑥−𝑏|<𝜀0

𝑄(𝑥) 𝑑𝑚(𝑥)
|𝑥− 𝑏|𝑛

6 𝑀1 · 𝐼𝛼+1(𝜀, 𝜀0). (3.5)

Предположим, что точка 𝑏 является для отображения 𝑓 полюсом. Рассмотрим ком-
позицию отображений ℎ = 𝑔 ∘ 𝑓 , где 𝑔(𝑥) = (𝑥− 𝑏)/|𝑥− 𝑏|2 – инверсия относительно
единичной сферы 𝑆(𝑏, 1). Заметим, что отображение ℎ является дифференцируе-
мым почти всюду, ℎ ∈ 𝐴𝐶𝑃 ∩ 𝐴𝐶𝑃−1, обладает 𝑁 - и 𝑁−1-свойствам Лузина, при
этом, 𝐾𝐼(𝑥, 𝑓) = 𝐾𝐼(𝑥, ℎ) и ℎ(0) = 0. Кроме того, в некоторой окрестности нуля
отображение ℎ, по построению, является ограниченным. В таком случае, найдутся
𝜀2 > 0, 𝜀2 < 𝜀1, и 𝑅 > 0, такие, что |ℎ(𝑥)| 6 𝑅 при |𝑥− 𝑏| < 𝜀2. Согласно [10; лемма 5]
и оценке (2.1) при 𝑚 = 1, учитывая соотношение (3.5), получаем

|ℎ(𝑥)| = 1
|𝑓(𝑥)|

6
𝛼𝑛(1 +𝑅2)

𝛿
exp

{︂
−𝛾 · log(𝑛−1−𝛼)/(𝑛−1) 𝜀0

|𝑥− 𝑏|

}︂
,

где постоянные 𝛼𝑛 и 𝛾 = (𝜔𝑛−1/𝑀1)1/(𝑛−1) зависят только от 𝑛, а 𝛿 – от 𝑅. Не
ограничивая общности, можно считать, что 𝛾 < 1. Тогда

|𝑓(𝑥)| · exp
{︂
−𝛾 · log(𝑛−1−𝛼)/(𝑛−1) 𝜀0

|𝑥− 𝑏|

}︂
>

𝛿

𝛼𝑛(1 +𝑅2)
.
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Однако, если при этом выполнено условие (3.4), мы приходим к противоречию, что
и доказывает следствие.

Пусть Φ: [0,∞]→ [0,∞] – неубывающая функция. Тогда обратная функция Φ−1

может быть корректно определена следующим образом:

Φ−1(𝜏) = inf
Φ(𝑡)>𝜏

𝑡, . (3.6)

Как обычно, inf в (3.6) равен∞, если множество 𝑡 ∈ [0,∞] таких, что Φ(𝑡) > 𝜏 , пусто.
Заметим, что функция Φ−1 также является неубывающей.

Теорема 4. Пусть 𝑏 ∈ 𝐷 и 𝑓 : 𝐷 ∖ {𝑏} → R𝑛 – открытое дискретное дифферен-
цируемое почти всюду отображение, 𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑃 ∩ 𝐴𝐶𝑃−1 , обладающее 𝑁 - и 𝑁−1-
свойствам Лузина, а 𝑄 : 𝐷 → [1,∞) – некоторая функция такая, что 𝐾𝐼(𝑥, 𝑓) 6
𝑄(𝑥) при почти всех 𝑥∈𝐷 ∖ {𝑏}. Предположим, что существуют некоторые числа
𝛿, 𝐶, 𝑝 > 0, такие, что при всех 𝑥 ∈𝐵(𝑏, 𝛿) ∖ {𝑏} и некотором 𝜀0 > 0, 𝜀0 < dist(𝑏, 𝜕𝐷),
имеет место неравенство (1.2). Кроме того, предположим, что существуют
число 𝑀 > 0, неубывающая выпуклая функция Φ: [0,∞] → [0,∞] и окрестность 𝑈
точки 𝑏, такие что ∫︁

𝑈

Φ(𝑄(𝑥))
𝑑𝑚(𝑥)

(1 + |𝑥|2)𝑛
6 𝑀, (3.7)∫︁ ∞

𝛿0

𝑑𝜏

𝜏 [Φ−1(𝜏)]1/(𝑛−1)
= ∞ (3.8)

при некотором 𝛿0 > Φ(0). Тогда точка 𝑏 является для отображения 𝑓 либо полю-
сом, либо устранимой особой точкой.

Доказательство. Из условий (3.7), (3.8) и [11; теорема 3.1] следует расходи-
мость интеграла вида ∫︁ 𝜀0

0

𝑑𝑡

𝑡𝑞
1/(𝑛−1)
𝑏 (𝑡)

= ∞.

Все остальное следует из теоремы 1.

Замечание 1. Пусть 𝑓 : 𝐷 → R𝑛 дискретное отображение. Тогда 𝑓 будем назы-
вать отображением с конечным искажением длины, пишем 𝑓 ∈ 𝐹𝐿𝐷, если 𝑓 диф-
ференцируемо почти всюду в 𝐷, 𝑓 обладает 𝑁 - и 𝑁−1-свойствам, и, кроме того, 𝑓 ∈
𝐴𝐶𝑃 ∩𝐴𝐶𝑃−1. Отображения с конечным искажением длины введены в работе [12],
см. также [9; раздел 8]. Их исследование тесно связано с отображениями конечного
искажения, см., например, [13; гл. 6], а также работы [14]–[17].

Напоследок сформулируем еще одно важное утверждение, относящееся к одно-
му достаточно широкому классу отображений, для которого основные результаты
заметки имеют место. Напомним, что точка 𝑥0 ∈ 𝐷 называется точкой ветвления
отображения 𝑓 , если ни в какой окрестности 𝑈 точки 𝑥0 сужение 𝑓 |𝑈 не явля-
ется гомеоморфизмом. Множество точек ветвления отображения 𝑓 принято обо-
значать символом 𝐵𝑓 . Поскольку произвольное открытое дискретное отображение
𝑓 : 𝐷→R𝑛 класса 𝑊 1,𝑛

loc (𝐷), для которого 𝐾𝐼(𝑥, 𝑓) ∈ 𝐿1
loc и 𝑚(𝐵𝑓 ) = 0, является диф-

ференцируемым почти всюду отображением 𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑃 ∩ 𝐴𝐶𝑃−1, обладающим 𝑁 - и
𝑁−1-свойствам Лузина (в иных терминах – отображением с конечным искажением
длины, см. [18; теорема 1] и [12; следствие 3.14 и предложение 4.3]), из теорем 1–4
вытекает следующее утверждение.
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Следствие 3. Каждое из заключения теорем 1–4, а также следствий 1, 2,
справедливо для произвольных открытых дискретных отображений 𝑓 : 𝐷 ∖ {𝑏} →
R𝑛 класса 𝑊 1,𝑛

loc (𝐷 ∖ {𝑏}) таких, что 𝐾𝐼(𝑥, 𝑓) ∈ 𝐿1
loc и 𝑚(𝐵𝑓 ) = 0.
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