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Математические заметки �
Том 96 выпуск 6 декабрь 2014

УДК 511

Уточнение неравенства универсальности

А. Лауринчикас, Л. Мешка

Неравенство универсальности утверждает, что нижняя плотность множества
сдвигов дзета-функции Римана, приближающих данную аналитическую функ-
цию с точностью 𝜀 > 0, строго положительна. В статье получено, что это мно-
жество имеет строго положительную плотность для всех 𝜀 > 0, за исключением
самое большее счетного множества значений 𝜀.

Библиография: 18 названий.

DOI: 10.4213/mzm10562

1. Введение. В 1975 г. Воронин открыл замечательное свойство универсальнос-
ти дзета-функции Римана 𝜁(𝑠), 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡. Пусть 0 < 𝑟 < 1/4 и 𝑓(𝑠) – функция,
аналитическая внутри круга |𝑠| 6 𝑟 и непрерывная вплоть до границы круга. Он
доказал [1], [2], см. также [3], что если 𝑓(𝑠) не имеет нулей внутри круга |𝑠| 6 𝑟, то
для всякого 𝜀 > 0 существует вещественное число 𝜏 = 𝜏(𝜀) такое, что

max
|𝑠|6𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑠)− 𝜁

(︂
𝑠 +

3
4

+ 𝑖𝜏

)︂⃒⃒⃒⃒
< 𝜀.

Этот результат заинтересовал многих теоретико-числовиков. Теорема Воронина бы-
ла усилена и обобщена для других дзета- и 𝐿-функций. Историю проблемы и ре-
зультаты можно найти в обзорных статьях [4]–[7], в диссертациях [8], [9] и в моно-
графиях [10]–[12]. Современный вариант теоремы Воронина имеет следующий вид,
см., например, [10]. Пусть 𝐷 = {𝑠 ∈ C : 1/2 < 𝜎 < 1}, а meas 𝐴 обозначает меру
Лебега измеримого множества 𝐴 ⊂ R.

Теорема A. Пусть 𝐾 – компактное подмножество полосы 𝐷 , обладающее связ-
ным дополнением, а 𝑓(𝑠) – непрерывная, не имеющая нулей в 𝐾 и аналитическая
внутри 𝐾 функция. Тогда для всякого 𝜀 > 0

lim inf
𝑇→∞

1
𝑇

meas
{︂

𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] : sup
𝑠∈𝐾

|𝜁(𝑠 + 𝑖𝜏)− 𝑓(𝑠)| < 𝜀

}︂
> 0.

Неравенство теоремы, назовем его неравенством универсальности, показывает,
что множество сдвигов 𝜁(𝑠 + 𝑖𝜏), приближающих данную аналитическую функцию,
является достаточно богатым, оно имеет положительную нижнюю плотность.

После доклада на конференции “Diophantine Analysis” в Астрахани (30 июля –
03 августа, 2012 г.) проф. Б. Ваис (B. Veiss) спросил первого автора, можно ли
нижний предел в неравенстве теоремы А заменить просто пределом. Ему был дан
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ответ, что это можно сделать для “почти всех 𝜀 > 0”. Настоящая заметка посвящена
доказательству этого утверждения. Имеет место следующая теорема.

Теорема 1. Пусть 𝐾 – компактное подмножество полосы 𝐷 , обладающее связ-
ным дополнением, а 𝑓(𝑠) – непрерывная, не имеющая нулей в 𝐾 и аналитическая
внутри 𝐾 функция. Тогда для всех 𝜀 > 0, за исключением самое большее счетного
множества значений 𝜀, существует предел

lim
𝑇→∞

1
𝑇

meas
{︂

𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] : sup
𝑠∈𝐾

|𝜁(𝑠 + 𝑖𝜏)− 𝑓(𝑠)| < 𝜀

}︂
> 0.

Через 𝐻(𝐷) обозначим пространство аналитических в 𝐷 функций, наделенное
топологией равномерной сходимости на компактах. В [13]–[15] были получены обоб-
щения теоремы A для функций 𝐹 (𝜁(𝑠)), где 𝐹 : 𝐻(𝐷)→𝐻(𝐷) – некоторый оператор.
Все результаты упомянутых работ можно переформулировать аналогично теореме 1.
Мы приводим только один пример. Пусть 𝑆 = {𝑔 ∈ 𝐻(𝐷) : 𝑔(𝑠) ̸= 0 или 𝑔(𝑠) ≡ 0} и

𝐻𝑎1,...,𝑎𝑟
(𝐷) = {𝑔 ∈ 𝐻(𝐷) : 𝑔(𝑠) ̸= 𝑎𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑟} ∪ {𝐹 (0)}.

Теорема 2. Пусть 𝐹 : 𝐻(𝐷)→𝐻(𝐷) – непрерывный оператор, и пусть 𝐹 (𝑆) ⊃
𝐻𝑎1,...,𝑎𝑟

(𝐷). При 𝑟 = 1 пусть 𝐾 – компактное подмножество полосы 𝐷 , облада-
ющее связным дополнением, а 𝑓(𝑠) – непрерывная, не равная 𝑎1 на множестве 𝐾
и аналитическая внутри 𝐾 функция. При 𝑟 > 2 пусть 𝐾 ⊂ 𝐷 – любое компакт-
ное множество, а 𝑓(𝑠) ∈ 𝐻𝑎1,...,𝑎𝑟 (𝐷). Тогда для всех 𝜀 > 0, за исключением самое
большее счетного множества значений 𝜀, существует предел

lim
𝑇→∞

1
𝑇

meas
{︂

𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] : sup
𝑠∈𝐾

|𝐹 (𝜁(𝑠 + 𝑖𝜏))− 𝑓(𝑠)| < 𝜀

}︂
> 0.

Например, если 𝑟 = 1 и 𝑎1 = 0, то имеем универсальность функции 𝜁𝑁 (𝑠), 𝑁 ∈ N.
Если 𝑟 = 2 и 𝑎1 = −1, 𝑎2 = 1, то теорема 2 дает универсальность функций sin 𝜁(𝑠),
cos 𝜁(𝑠), sinh 𝜁(𝑠) и cosh 𝜁(𝑠) [14].

2. Предельные теоремы. Для доказательства теорем 1 и 2 применим веро-
ятностный метод, предложенный в диссертации Багчи [8] и продолженный в [10].
Через B(𝑆) будем обозначать класс борелевских множеств пространства 𝑆. Опре-
делим

Ω =
∏︁
𝑝

𝛾𝑝,

где 𝛾𝑝 = {𝑠 ∈ C : |𝑠| = 1} для всех простых 𝑝. В силу теоремы Тихонова беско-
нечномерный тор Ω с топологией произведения и операцией поточечного перемно-
жения является компактной топологической абелевой группой. Поэтому на измери-
мом пространстве (Ω, B(Ω)) может быть определена вероятностная мера Хаара 𝑚𝐻 .
Получаем вероятностное пространство (Ω, B(Ω), 𝑚𝐻). Обозначая через 𝜔(𝑝) про-
екцию элемента 𝜔 ∈ Ω на координатное пространство 𝛾𝑝, на этом вероятностном
пространстве 𝐻(𝐷)-значный случайный элемент 𝜁(𝑠, 𝜔) определим формулой

𝜁(𝑠, 𝜔) =
∏︁
𝑝

(︂
1− 𝜔(𝑝)

𝑝𝑠

)︂−1

.

Отметим, что бесконечное произведение в этой формуле для почти всех 𝜔 ∈ Ω отно-
сительно меры 𝑚𝐻 сходится равномерно на компактных подмножествах полосы 𝐷
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и поэтому определяет 𝐻(𝐷)-значный случайный элемент. Пусть 𝑃𝜁 – распределение
этого случайного элемента, т.е. вероятностная мера, определенная формулой

𝑃𝜁(𝐴) = 𝑚𝐻(𝜔 ∈ Ω : 𝜁(𝑠, 𝜔) ∈ 𝐴), 𝐴 ∈ B(𝐻(𝐷)).

Лемма 1. При 𝑇 →∞ вероятностная мера

𝑃𝑇 (𝐴) def=
1
𝑇

meas{𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] : 𝜁(𝑠 + 𝑖𝜏) ∈ 𝐴}, 𝐴 ∈ B(𝐻(𝐷)),

слабо сходится к 𝑃𝜁 .

Доказательство леммы дано в [10].

Аналогичное утверждение имеет место и для функции 𝐹 (𝜁(𝑠)).

Лемма 2. Предположим, что оператор 𝐹 : 𝐻(𝐷) → 𝐻(𝐷) непрерывен. Тогда

𝑃𝑇,𝐹 (𝐴) def=
1
𝑇

meas{𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] : 𝐹 (𝜁(𝑠 + 𝑖𝜏)) ∈ 𝐴}, 𝐴 ∈ B(𝐻(𝐷)),

при 𝑇 →∞ слабо сходится к распределению случайного элемента 𝐹 (𝜁(𝑠, 𝜔)).

Доказательство леммы содержится в [13].

Нам ещe нужны носители предельных мер в леммах 1 и 2. Напоминаем, что носи-
телем меры 𝑃 на (𝐻(𝐷), B(𝐻(𝐷))) называется минимальное замкнутое множество
𝑆𝑃 ⊂ 𝐻(𝐷) такое, что 𝑃 (𝑆𝑃 ) = 1. Множество 𝑆𝑃 состоит из всех таких элементов
𝑔 ∈𝐻(𝐷), что для всякой открытой окрестности 𝐺 элемента 𝑔 справедливо неравен-
ство 𝑃 (𝐺) > 0. Носитель распределения случайного элемента называется носителем
этого элемента.

Лемма 3. Носителем вероятностной меры 𝑃𝜁 является множество 𝑆 .

Доказательство леммы содержится в [10].

Пусть 𝑃𝜁,𝐹 – распределение случайного элемента 𝐹 (𝜁(𝑠, 𝜔)).

Лемма 4. Пусть оператор 𝐹 : 𝐻(𝐷) → 𝐻(𝐷) удовлетворяет условиям теоре-
мы 2. Тогда носитель меры 𝑃𝜁,𝐹 содержит замыкание множества 𝐻𝑎1,...,𝑎𝑟

(𝐷).

Доказательство леммы дано в [14].

3. Доказательство теорем. При доказательстве теорем нам понадобится из-
вестная теорема Мергеляна о приближении аналитических функций многочленами.

Лемма 5. Пусть 𝐾 ⊂ C – компактное подмножество, обладающая связным
дополнением, а 𝑓(𝑠) – непрерывная в 𝐾 и аналитическая внутри 𝐾 функция. Тогда
для всякого 𝜀 > 0 существует многочлен 𝑝(𝑠) такой, что

sup
𝑠∈𝐾

|𝑓(𝑠)− 𝑝(𝑠)| < 𝜀.

Доказательство леммы дано в [16], также см. [17].

Мы будем пользоваться эквивалентом слабой сходимости вероятностных мер
в терминах множеств непрерывности. Пусть 𝑃 – вероятностная мера на (𝑆, B(𝑆)).
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Через 𝜕𝐴 будем обозначать границу множества 𝐴 ∈B(𝑆). Множество 𝜕𝐴 замкнуто,
поэтому принадлежит классу B(𝑆). Если 𝑃 (𝜕𝐴) = 0, то 𝐴 называется множеством
непрерывности меры 𝑃 . Имеет место следующее утверждение.

Лемма 6. Пусть 𝑃𝑛 , 𝑛 ∈ N, и 𝑃 – вероятностные меры на (𝑆, B(𝑆)). Последо-
вательность мер 𝑃𝑛 при 𝑛 →∞ слабо сходится к 𝑃 тогда и только тогда, когда
для всякого множества непрерывности 𝐴 меры 𝑃

lim
𝑛→∞

𝑃𝑛(𝐴) = 𝑃 (𝐴).

Лемма является частью теоремы 2.1 из [18], там же дано ее доказательство.

Доказательство теоремы 1. В силу леммы 5 можем найти многочлен 𝑝(𝑠)
такой, чтобы выполнялось неравенство

sup
𝑠∈𝐾

|𝑓(𝑠)− 𝑒𝑝(𝑠)| < 𝜀

2
. (1)

Определим множество

𝐺𝜀 =
{︂

𝑔 ∈ 𝐻(𝐷) : sup
𝑠∈𝐾

|𝑔(𝑠)− 𝑒𝑝(𝑠)| < 𝜀

2

}︂
.

Тогда 𝐺𝜀 – открытая окрестность функции 𝑒𝑝(𝑠), которая в силу леммы 3 является
элементом носителя меры 𝑃𝜁 . Следовательно, справедливо неравенство

𝑃𝜁(𝐺𝜀) > 0. (2)

Определим еще одно множество

𝐴𝜀 =
{︂

𝑔 ∈ 𝐻(𝐷) : sup
𝑠∈𝐾

|𝑔(𝑠)− 𝑓(𝑠)| < 𝜀

}︂
.

Имеем, что

𝜕𝐴𝜀 =
{︂

𝑔 ∈ 𝐻(𝐷) : sup
𝑠∈𝐾

|𝑔(𝑠)− 𝑓(𝑠)| = 𝜀

}︂
.

Отсюда следует, что границы 𝜕𝐴𝜀 при различных 𝜀 не пересекаются. Поэтому
не более чем счетное множество множеств 𝜕𝐴𝜀 имеют положительную 𝑃𝜁-меру.
В самом деле, для всякого 𝑛 ∈N имеем не более чем 𝑛− 1 множеств 𝐴𝜀, для которых

𝑃𝜁(𝜕𝐴𝜀) >
1
𝑛

.

Отсюда вытекает, что множеств 𝜕𝐴𝜀 с положительной 𝑃𝜁-мерой не более чем счетное
множество. Следовательно, 𝑃𝜁(𝜕𝐴𝜀) = 0, т.е. 𝐴𝜀 является множеством непрерывно-
сти меры 𝑃𝜁 , для всех 𝜀 > 0, за исключением самое большее счетного множества
значений 𝜀. В силу лемм 1 и 6 отсюда получаем, что

lim
𝑇→∞

𝑃𝑇 (𝐴𝜀) = 𝑃𝜁(𝐴𝜀) (3)

для всех 𝜀 > 0, за исключением самое большее счетного множества значений 𝜀. Кро-
ме того, из определений множеств 𝐺𝜀 и 𝐴𝜀, учитывая неравенство (1), убеждаемся,
что 𝐺𝜀 ⊂ 𝐴𝜀 при любом 𝜀 > 0. Поэтому ввиду неравенства (2) выполняется нера-
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венство 𝑃𝜁(𝐴𝜀) > 0. Поскольку

𝑃𝑇 (𝐴𝜀) =
1
𝑇

meas
{︂

𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] : sup
𝑠∈𝐾

|𝜁(𝑠 + 𝑖𝜏)− 𝑓(𝑠)| < 𝜀

}︂
,

то последнее замечание вместе с равенством (3) дает утверждение теоремы.

Доказательство теоремы 2. Случай 𝑟 = 1. В силу леммы 5 существует мно-
гочлен 𝑝(𝑠) такой, что

sup
𝑠∈𝐾

|𝑓(𝑠)− 𝑝(𝑠)| < 𝜀

4
. (4)

Поскольку 𝑓(𝑠) ̸= 𝑎1 на множестве 𝐾, то также 𝑝(𝑠) ̸= 𝑎1 на 𝐾, если только 𝜀
достаточно мало. Следовательно, можем определить непрерывную ветвь логарифма
log(𝑝(𝑠)− 𝑎1), которая будет аналитической функцией внутри 𝐾. Еще раз применяя
лемму 5, находим многочлен 𝑝1(𝑠) такой, что

sup
𝑠∈𝐾

|𝑝(𝑠)− 𝑎1 − 𝑒𝑝1(𝑠)| < 𝜀

4
. (5)

Пусть ℎ𝑎1(𝑠) = 𝑒𝑝1(𝑠) + 𝑎1. Тогда имеем, что ℎ𝑎1(𝑠) ∈ 𝐻(𝐷) и ℎ𝑎1(𝑠) ̸= 𝑎1. Следо-
вательно, ввиду леммы 4 функция ℎ𝑎1(𝑠) является элементом носителя меры 𝑃𝜁,𝐹 .
Кроме того, из неравенств (4) и (5) следует, что

sup
𝑠∈𝐾

|𝑓(𝑠)− ℎ𝑎1(𝑠)| <
𝜀

2
. (6)

Определим множество

̂︀𝐺𝜀 =
{︂

𝑔 ∈ 𝐻(𝐷) : sup
𝑠∈𝐾

|𝑓(𝑠)− ℎ𝑎1(𝑠)| <
𝜀

2

}︂
.

Тогда в силу свойств функции ℎ𝑎1(𝑠) имеем, что

𝑃𝜁,𝐹 ( ̂︀𝐺𝜀) > 0. (7)

Берем еще одно множество

̂︀𝐴𝜀 =
{︂

𝑔 ∈ 𝐻(𝐷) : sup
𝑠∈𝐾

|𝑔(𝑠)− 𝑓(𝑠)| < 𝜀

}︂
.

Повторяя рассуждения доказательства теоремы 1, убеждаемся, что ̂︀𝐴𝜀 является
множеством непрерывности меры 𝑃𝜁,𝐹 для всех 𝜀 > 0, за исключением самое большее
счетного множества значений 𝜀. Поэтому леммы 2 и 6 влекут за собой равенство

lim
𝑇→∞

𝑃𝑇,𝐹 ( ̂︀𝐴𝜀) = 𝑃𝜁,𝐹 ( ̂︀𝐴𝜀) (8)

для всех 𝜀 > 0, за исключением не более чем счетного множества значений 𝜀. Из
неравенства (6) и определений множеств ̂︀𝐺𝜀 и ̂︀𝐴𝜀 имеем, что ̂︀𝐺𝜀 ⊂ ̂︀𝐴𝜀 для всех 𝜀 > 0.
Поэтому, учитывая неравенство (7), из (8) получаем, что

lim
𝑇→∞

𝑃𝑇,𝐹 ( ̂︀𝐴𝜀) > 𝑃𝜁,𝐹 ( ̂︀𝐺𝜀) > 0,

тем самым утверждение теоремы в случае 𝑟 = 1 доказано.
Случай 𝑟 > 2. Определим множество

̃︀𝐴𝜀 =
{︂

𝑔 ∈ 𝐻(𝐷) : sup
𝑠∈𝐾

|𝑔(𝑠)− 𝑓(𝑠)| < 𝜀

}︂
.

Поскольку 𝑓(𝑠) ∈𝐻𝑎1,...,𝑎𝑟
(𝐷), то в силу леммы 4 𝑓(𝑠) является элементом носителя

меры 𝑃𝜁,𝐹 . Отсюда следует, что 𝑃𝜁,𝐹 ( ̃︀𝐴𝜀) > 0. Кроме того, как и в доказательстве
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теоремы 1, получаем, что ̃︀𝐴𝜀 является множеством непрерывности меры 𝑃𝜁,𝐹 для
всех 𝜀 > 0, за исключением не более счетного множества значений 𝜀. Для тех 𝜀 > 0,
для которых 𝑃𝜁,𝐹 (𝜕 ̃︀𝐴𝜀) = 0, в силу леммы 2 имеем, что

lim
𝑇→∞

𝑃𝑇,𝐹 ( ̂︀𝐴𝜀) = 𝑃𝜁,𝐹 ( ̃︀𝐴𝜀) > 0.

Теорема доказана.
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