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Критерий невырожденности группы преобразований

В.А. Кыров

1. Введение. Рассмотрим n(n + 1)/2-параметрическую локальную группу Ли ло-
кальных преобразований пространства Rn:

x′1 = ϕ1(x1, . . . , xn, a1, . . . , an(n+1)/2), . . . , x′n = ϕn(x1, . . . , xn, a1, . . . , an(n+1)/2),

причем нулевым значениям параметров a1, . . . , an(n+1)/2 соответствует тождественное
преобразование. Базис ее алгебры Ли образуют [1] операторы

Xµ = λ1
µ(x1, . . . , xn)∂x1 + · · ·+ λn

µ(x1, . . . , xn)∂xn , (1)

где µ = 1, . . . , n(n + 1)/2. Двухточечным инвариантом группы преобразований является
интеграл системы дифференциальных уравнений [1]:

Xµ(i)f(ij) + Xµ(j)f(ij) = 0, µ = 1, . . . ,
n(n + 1)

2
. (2)

Определение. n(n + 1)/2-параметрическая локальная группа Ли локальных преоб-
разований пространства Rn называется невырожденной, если ее двухточечный инвари-
ант имеет открытую и плотную область определения N ⊂ R2n и удовлетворяет условию
невырожденности

∂(f(ii1), . . . , f(iin))

∂(x1(i), . . . , xn(i))
̸= 0,

∂(f(i1i), . . . , f(ini))

∂(x1(i), . . . , xn(i))
̸= 0, (3)

где x1(i), . . . , xn(i) – координаты точки i, для открытого и плотного множества кортежей
n+1 точек ⟨ii1 . . . in⟩ и ⟨i1 . . . ini⟩ из (Rn)n+1, причем пары ⟨ii1⟩, . . . , ⟨iin⟩, ⟨i1i⟩, . . . , ⟨ini⟩ ∈
N [2], [3].

В данной работе доказывается критерий, позволяющий по базисным операторам ал-
гебры Ли установить невырожденность ей соответствующей локальной группы Ли ло-
кальных преобразований.

Теорема. Локальная n(n + 1)/2-параметрическая группа Ли локальных преобразо-
ваний пространства Rn с базисными операторами (1) является невырожденной тогда
и только тогда, когда ∣∣∣∣∣∣∣∣

M11(ii1) M12(ii1) · · · M1n(ii1)
M11(ii2) M12(ii2) · · · M1n(ii2)
· · · · · · · · · · · ·

M11(iin) M12(iin) · · · M1n(iin)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0, (4)

для открытого и плотного множества кортежей n + 1 точек ⟨ii1 . . . in⟩ из (Rn)n+1 ,
пары ⟨ii1⟩, . . . , ⟨iin⟩ ∈ N , M11, . . . , M1n – миноры определителя∣∣∣∣∣∣∣∣

z1 · · · zn zn+1 · · · z2n

λ1
1(i) · · · λn

1 (i) λ1
1(j) · · · λn

1 (j)
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

λ1
2n−1(i) · · · λn

2n−1(i) λ1
2n−1(j) · · · λn

2n−1(j)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

получаемые в пересечении 1-й строки и столбца под номером k = 1, . . . , n.

c⃝ В.А. Кыров, 2009
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Поставленная задача возникает в теории физических структур при классификации
феноменологически симметричных геометрий, т.е. геометрий с невырожденными двух-
точечными инвариантами (метрическими функциями). Теорема позволяет из набора
алгебр Ли n(n+1)/2-параметрических групп Ли преобразований пространства Rn сразу
выделить те, которые допускают невырожденный двухточечный инвариант (метрическая
функция феноменологически симметричной, т.е. искомой геометрии).

2. Доказательство теоремы. Возьмем n(n+1)/2-параметрическую локальную груп-
пу Ли локальных преобразований пространства Rn с базисными операторами (1). Урав-
нения инвариантности (2) записываются так:

λ1
µ(i)

∂f(ij)

∂x1(i)
+ · · ·+ λn

µ(i)
∂f(ij)

∂xn(i)
+ λ1

µ(j)
∂f(ij)

∂x1(j)
+ · · ·+ λn

µ(j)
∂f(ij)

∂xn(j)
= 0,

где µ = 1, . . . , n(n + 1)/2. Матрица этой системы имеет размерность (n(n + 1)/2) × 2n,
причем ее ранг равен 2n − 1. Поэтому первые 2n − 1 уравнений можно считать функ-
ционально независимыми, в противном случае необходимое число уравнений выделяется
перенумерацией [2], [3]. Выделенная система 2n− 1 уравнений в пространстве R2n коор-
динат x1(i) . . . xn(i)x1(j) . . . xn(j) рассматривается как 2n− 1 скалярных произведений

(M⃗ · F⃗1) = 0, . . . , (M⃗ · F⃗2n−1) = 0,

M⃗ =

(
∂f(ij)

∂x1(i)
, . . . ,

∂f(ij)

∂xn(i)
,
∂f(ij)

∂x1(j)
, . . . ,

∂f(ij)

∂xn(j)

)
,

F⃗ν = (λ1
ν(i), . . . , λn

ν (i), λ1
ν(j), . . . , λn

ν (j)),

где ν = 1, . . . , 2n− 1. Заметим, что векторы F⃗1, . . . , F⃗2n−1 линейно независимы в каждой
точке некоторого открытого и плотного подмножества из R2n, поскольку иначе им соот-
ветствующие базисные операторы из (1) будут линейно зависимыми в этом множестве,
что недопустимо.

Рассмотрим 2n − 1 векторов a⃗1 = (a1
1, . . . , a

2n
1 ), . . . , a⃗2n−1 = (a1

2n−1, . . . , a
2n
2n−1) из R2n.

Под векторным произведением 2n − 1 векторов a⃗1, . . . , a⃗2n−1 в R2n понимается вектор
a⃗ = [⃗a1, . . . , a⃗2n−1] с координатами a⃗ = (a1, . . . , a2n): aτ = (−1)τ+1M1τ , где τ = 1, . . . , 2n,
M1τ – минор определителя ∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 · · · a2n

a1
1 a2

1 · · · a2n
1

· · · · · · · · · · · ·
a1
2n−1 a2

2n−1 · · · a2n
2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Лемма. Векторное произведение a⃗ = [⃗a1, . . . , a⃗2n−1] линейно независимых векторов
a⃗1 = (a1

1, . . . , a
2n
1 ), . . . , a⃗2n−1 = (a1

2n−1, . . . , a
2n
2n−1) в пространстве R2n нормально к гипер-

пространству, натянутому на эти векторы.

Вернемся снова к доказательству теоремы. Из леммы следует, что компоненты век-
тора M⃗ пропорциональны компонентам векторного произведения [F⃗1,. . . ,F⃗2n−1], значит,

∂f(ij)

∂x1(i)
= (−1)1+1ωM11(ij), . . . ,

∂f(ij)

∂xn(i)
= (−1)n+1ωM1n(ij),

∂f(ij)

∂x1(j)
= (−1)1+1ωM11(ji), . . . ,

∂f(ij)

∂xn(j)
= (−1)n+1ωM1n(ji),

где ω = ω(x1(i), . . . , xn(i), x1(j), . . . , xn(j)) – ненулевая гладкая функция, причем M1m –
минор определителя det |⃗a, F⃗1, . . . , F⃗2n−1|, m = 1, . . . , n. Подставляя выше найденные
производные в (3), приходим к (4). Таким образом, если группа Ли преобразований
невырождена, т.е. выполняются неравенства (3), то имеет место неравенство (4) и наобо-
рот.
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Пример. Рассмотрим группу движений евклидовой плоскости

x′ = x cos α− y sin α + c, y′ = x cos α + y sin α + d.

Базис алгебры Ли образуют операторы X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = −y∂x + x∂y. Очевидно,
M11(ij) = xi−xj , M12(ij) = yj−yi. Тогда определитель неравенства (4) равен (xk−xi)×
(yj − yi) − (yk − yi)(xj − xi) ̸= 0. Таким образом, группа движений плоскости Евклида
невырождена.
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