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Математические заметки �
Том 92 выпуск 3 сентябрь 2012

УДК 514

Поясное расстояние между гипергранями зонотопов,
являющихся параллелоэдрами

А. И. Гарбер

Каждому 𝑑-мерному многограннику 𝑃 с центрально-симметричными гипер-
гранями можно сопоставить такую “карту метро”, что каждая линия этого “мет-
ро” содержит в точности гиперграни, параллельные какой-то из граней 𝑃 кораз-
мерности 2. Поясной диаметр 𝑃 – это максимальное количество линий данного
“метро”, которое нужно использовать, чтобы доехать от одной из гиперграней
до другой. В данной работе доказано, что поясной диаметр 𝑑-мерного зонотопа,
являющегося параллелоэдром, не превосходит ⌈log2(4/5)𝑑⌉.

Библиография: 19 названий.

1. Параллелоэдры и гипотеза Вороного.

Определение 1.1. Многогранник 𝑃 ⊂ R𝑑 размерности 𝑑 называется 𝑑-мерным
параллелоэдром, если пространство R𝑑 можно разбить на параллельные копии 𝑃 , не
пересекающиеся по внутренним точкам.

Определение 1.2. Областью или многогранником Дирихле–Вороного для 𝑑-мер-
ной решетки Λ𝑑 в R𝑑 называется многогранник, состоящий из всех точек простран-
ства R𝑑, которые находятся не дальше от некоторой точки 𝑂 ∈ Λ𝑑, чем от остальных
точек решетки Λ𝑑. То есть,

𝐷𝑉Λ𝑑 := {𝑋 ∈ R𝑑: для всех 𝑌 ∈ Λ𝑑 выполнено 𝑋𝑂 6 𝑋𝑌 , где 𝑂 ∈ Λ𝑑}.

Для различных точек решетки Λ области Дирихле–Вороного отличаются толь-
ко параллельным переносом и не пересекаются по внутренним точкам. Значит
многогранник Дирихле–Вороного произвольной решетки является параллелоэдром.
Одной из основных гипотез в теории параллелоэдров является гипотеза Вороного,
которая утверждает обратное.

Гипотеза 1 (Вороной [1]). Любой 𝑑-мерный параллелоэдр есть аффинный образ
области Дирихле–Вороного некоторой решетки Λ𝑑 .

Далее мы будем использовать следующие теоремы о параллелоэдрах.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (гранты №№ 11-01-00633-а и 11-01-00735-а), гранта Президента РФ МД-352.2012.1,
гранта Правительства РФ договор 11.G34.31.0053, а также Центра им. Бернулли (Centre Interfa-
cultaire Bernoulli) и Швейцарского научного фонда (Swiss National Science Foundation).
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Теорема 1.3 (Минковский [2]). Любой параллелоэдр 𝑃 ⊂ R𝑑 удовлетворяет сле-
дующим свойствам:

1) 𝑃 центрально-симметричен;
2) любая гипергрань 𝑃 центрально-симметрична;
3) проекция 𝑃 вдоль любой его грани коразмерности 2 является параллелограм-

мом или центрально-симметричным шестиугольником.

Замечание 1.4. Минковский доказывал данную теорему в случае, когда 𝑃 до-
пускает разбиение пространства R𝑑 грань-в-грань, т.е. когда пересечение любых двух
копий 𝑃 есть грань (возможно пустая) каждой из них. Позднее МакМалленом [3]
была доказана необходимость этих трех условий и в случае, когда 𝑃 допускает и раз-
биение не грань-в-грань.

Замечание 1.5. В данной теореме, как и всюду далее, когда мы говорим о “про-
екции вдоль 𝑘-мерного подпространства 𝜋 𝑑-мерного пространства” мы подразуме-
ваем проекцию на любую (𝑑−𝑘)-мерную плоскость, трансверсальную 𝜋, если это не
оговорено отдельно.

Теорема 1.6 (Венков [4]). Если многогранник 𝑃 удовлетворяет трем условиям
теоремы Минковского, то он является параллелоэдром.

Определение 1.7. Пусть 𝐹 – некоторая грань коразмерности 2 данного 𝑑-мер-
ного параллелоэдра 𝑃 . Множество B всех гиперграней 𝑃 , параллельных 𝐹 , назы-
вается поясом параллелоэдра 𝑃 , соответствующим 𝐹 .

Согласно третьему пункту теоремы Минковского (теоремы 1.3) любой пояс парал-
лелоэдра состоит из четырех или шести гиперграней.

Определение 1.8. Назовем поясным путем Γ на параллелоэдре 𝑃 последо-
вательность 𝐹0,B1, 𝐹1,B2, . . . ,B𝑛, 𝐹𝑛 из гиперграней 𝐹𝑖 и поясов B𝑖; при этом
грань 𝐹𝑖 содержится в поясах B𝑖 и B𝑖+1, а пояс B𝑖 содержит грани 𝐹𝑖−1 и 𝐹𝑖.
Число 𝑘 будем называть длиной данного комбинаторного пути Γ. Будем говорить,
что гиперграни 𝐹 и 𝐺 параллелоэдра 𝑃 находятся на поясном расстоянии 𝑘, если
кратчайший поясной путь, их соединяющий, имеет длину 𝑘. Поясное расстояние
между гранями 𝐹 и 𝐺 в 𝑃 мы будем обозначать 𝑑𝑃

B(𝐹,𝐺).

Определение 1.9. Максимальное расстояние между двумя гипергранями в па-
раллелоэдре 𝑃 будем называть поясным диаметром 𝑃 .

К настоящему времени доказан ряд частных случаев гипотезы Вороного. В част-
ности, самим Вороным [1] гипотеза 1 доказана в случае, когда параллелоэдр 𝑃 явля-
ется примитивным, т.е. в каждой вершине разбиения пространства R𝑑 на параллель-
ные копии 𝑃 сходится по 𝑑+1 копии 𝑃 . Позднее Житомирский [5] доказал гипотезу
Вороного в случае, когда параллелоэдр 𝑃 является 2-примитивным, т.е. в каждой
(𝑑 − 2)-мерной грани разбиения пространства R𝑑 сходится по 3 копии параллело-
эдра 𝑃 . В 1999 г. Эрдал доказал гипотезу Вороного для параллелоэдров, которые
являются зонотопами, то есть проекциями кубов более высоких размерностей [6].
В 2005 г. Ордин доказал гипотезу Вороного в случае 3-неприводимых параллелоэд-
ров [7]. Кроме того, перечислены все комбинаторные типы параллелоэдров в раз-
мерности 4 (Делоне [8] и Штогрин [9]), примитивных пятимерных параллелоэдров
(Барановский и Рышков [10]) и всех пятимерных параллелоэдров (Энгель [11]).
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Результаты Вороного, Житомирского и Ордина получены с помощью метода
канонической нормировки, существование которой для разбиения пространства R𝑑

на копии 𝑃 эквивалентно гипотезе Вороного для 𝑃 (см. [1]). Каноническая норми-
ровка это такое сопоставление каждой (𝑑 − 1)-мерной грани 𝐹 разбиения R𝑑 чис-
ла 𝑛(𝐹 ), что для каждой (𝑑− 2)-мерной грани 𝐺 разбиения существует такой набор
знаков плюс или минус, что

𝑘∑︁
𝑖=1

±e𝑖𝑛(𝐹𝑖) = 0,

где 𝐹𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, – это множество всех гиперграней разбиения, сходящихся в 𝐺,
а e𝑖 – это единичный вектор нормали к 𝐹𝑖; при этом 𝑘 = 3 или 𝑘 = 4 в зависимости
от того пояс из 6 или 4 гиперграней порождает грань 𝐺.

В случае, если две гиперграни 𝐹 и 𝐺 разбиения имеют общую (𝑑− 2)-грань поя-
са из 6 гиперграней, то значение канонической нормировки на одной из граней
однозначно определяет значение нормировки на второй гиперграни. Таким обра-
зом, относительно небольшой поясной диаметр параллелоэдра 𝑃 означает, что для
доказательства существования канонической нормировки для 𝑃 достаточно доказы-
вать существование канонической нормировки, которая удовлетворяет необходимо-
му условию на поясных циклах относительно небольшой длины. В дальнейшем мы
докажем, что для параллелоэдров, являющихся зонотопами размерности 𝑑, поясной
диаметр не превосходит ⌈log2(4/5)𝑑⌉.

2. Зонотопы и вспомогательные леммы. Большая часть лемм данного раз-
дела может быть найдена в работах [12] и [13].

Определение 2.1. Многогранник 𝑃 ⊂ R𝑑 называется зонотопом, если его мож-
но представить в виде проекции куба 𝐶𝑛 ⊂ R𝑛 некоторой размерности.

Эквивалентно, многогранник 𝑃 является зонотопом, если его можно представить
в виде суммы Минковского конечного набора отрезков [0,v𝑖] при 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, где
𝑉 = {v1, . . . ,v𝑛} ∈ R𝑑×𝑛 это набор из 𝑛 векторов в R𝑑. В этом случае 𝑃 обозначают
как 𝑃 = 𝑍(𝑉 ) = 𝑍(v1, . . . ,v𝑛).

Замечание 2.2. В некоторых случаях, например в книге Циглера [14; Разд. 7.3],
зонотопом 𝑍(𝑉 ) = 𝑍(v1, . . . ,v𝑛) называется сумма Минковского отрезков вида
[−v𝑖,v𝑖], 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Данное определение эквивалентно определению 2.1.

Существуют многогранники, являющиеся одновременно и зонотопами, и парал-
лелоэдрами; например, куб произвольной размерности 𝐶𝑑 является одновременно
и параллелоэдром, и зонотопом. Очевидно, что поясной диаметр куба любой раз-
мерности равен 1.

Следующий пример иллюстрирует другой многогранник, принадлежащий к се-
мействам зонотопов и параллелоэдров.

Пример 2.3 (Перестановочный многогранник). Перестановочным многогранни-
ком Π𝑑 называется выпуклая оболочка всех (𝑑 + 1)! точек вида 𝜎(1, 2, . . . , 𝑑 + 1),
где 𝜎 – подстановка из группы S𝑑+1. Несмотря на то, что многогранник Π𝑑 лежит
в R𝑑+1, он является 𝑑-мерным многогранником, так как все его вершины лежат
в 𝑑-мерной плоскости 𝑥1 + · · ·+ 𝑥𝑑+1 = 1 + · · ·+ (𝑑+ 1).
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Перестановочный многогранник Π𝑑 – зонотоп, его можно представить в виде сум-
мы Минковского 𝑑(𝑑 + 1)/2 отрезков, задающихся векторами вида e𝑖 − e𝑗 , 1 6 𝑖 <

𝑗 6 𝑑+1, где e𝑘 – это 𝑘-й вектор стандартного базиса R𝑑+1. Кроме того, Π𝑑 является
параллелоэдром и даже, более того, многогранником Дирихле–Вороного для решет-
ки, порожденной векторами вида e1 +e2 + · · ·+e𝑑+1− (𝑑+1)e𝑘 [15]. Используя ком-
бинаторное описание для всех граней перестановочного многогранника из [14], [15],
несложно получить, что поясной диаметр Π𝑑 равен 2.

Пример 2.4. Рассмотрим более подробно двумерные и трехмерные параллелоэд-
ры. На плоскости существует два комбинаторных типа параллелоэдров – паралле-
лограмм и центрально-симметричный шестиугольник. В обоих случаях все (𝑑− 2)-
мерные грани (вершины) лежат в одном поясе, т.е. поясной диаметр двумерного
параллелоэдра равен 1.

В трехмерном случае существует пять комбинаторно различных параллелоэд-
ров, полученных Федоровым [16]: куб, центрально-симметричная шестиугольная
призма, ромбододекаэдр, удлиненный додекаэдр и усеченный кубооктаэдр. Пояс-
ной диаметр куба и шестиугольной призмы равен 1, а поясной диаметр остальных
трехмерных параллелоэдров равен 2.

В двумерном и трехмерном случаях любой параллелоэдр является зонотопом,
однако, это неверно уже в случае размерности, равной 4. Примером четырехмер-
ного параллелоэдра, который не является зонотопом, может служить правильный
24-гранник [17; Табл. II].

Определение 2.5. Гиперплоскость 𝜋 ⊆ R𝑑 называется опорной плоскостью для
многогранника 𝑃 ⊆ R𝑑, если 𝑃 содержится в одном из замкнутых полупространств,
определяемых плоскостью 𝜋, и пересечение 𝜋 ∩ 𝑃 непусто. При этом пересечение
𝜋 ∩ 𝑃 называется гранью 𝑃 . Мы будем обозначать грань 𝑃 , соответствующую ги-
перплоскости 𝜋, через 𝐹𝑃

𝜋 .

Лемма 2.6. Пусть 𝜋 – опорная плоскость зонотопа 𝑍(𝑉 ). Пусть 𝑉𝜋 обознача-
ет множество всех векторов множества 𝑉 , которые параллельны 𝜋 . В этом слу-
чае многогранники 𝑍(𝑉𝜋) и 𝐹

𝑍(𝑉 )
𝜋 отличаются друг от друга параллельным пере-

носом.

Замечание 2.7. При этом в качестве зонотопа с пустым множеством векторов
мы будем рассматривать точку (начало координат).

Доказательство. Пусть 𝑍(𝑉 ) = 𝑍(v1, . . . ,v𝑛) является проекцией куба 𝐶𝑛 ⊂
R𝑛 на пространство R𝑑 вдоль (𝑛 − 𝑑)-мерного пространства 𝜓. Рассмотрим в про-
странстве R𝑛 гиперплоскость 𝜋 × 𝜓; она является опорной гиперплоскостью для
куба 𝐶𝑛, а значит определяет его грань 𝐹 . Грань 𝐹 является кубом некоторой
размерности, который порождается сторонами куба 𝐶𝑛, проецируемыми в векторы
множества 𝑉 , параллельные плоскости 𝜋. Следовательно, вся грань 𝐹 проецируется
в параллельную копию зонотопа 𝑍(𝑉𝜋) и в тоже время в грань 𝐹𝑍(𝑉 )

𝜋 .

Следствие 2.8. Пусть 𝑉 – множество векторов в R𝑑 и 𝑈 такое собственное
подмножество 𝑉 , что (lin𝑈) ∩ 𝑉 = 𝑈 , где lin𝑈 обозначает линейную оболочку
векторов из 𝑈 . Тогда 𝑈 задает грань (а точнее несколько параллельных граней)
зонотопа 𝑍(𝑉 ), причем эта грань является трансляцией зонотопа 𝑍(𝑈) и имеет
размерность dim lin𝑈 .
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Доказательство. Для этого достаточно рассмотреть любую опорную гипер-
плоскость 𝜋, параллельную всем векторам из 𝑈 и не параллельную ни одному век-
тору из 𝑉 ∖ 𝑈 , а затем применить к этой гиперплоскости лемму 2.6.

Определение 2.9. Пусть 𝑉 – некоторое конечное множество векторов. Будем
называть его подмножество 𝑈 ⊆ 𝑉 𝑘-мерным, если размерность линейной оболочки
lin𝑈 равна 𝑘.

Лемма 2.10. Зонотоп 𝑍(𝑉 ) размерности 𝑑 является параллелоэдром в том
и только том случае, когда для любого (𝑑− 2)-мерного множества векторов 𝑈 ⊆ 𝑉

проекции векторов 𝑉 вдоль подпростраства lin𝑈 дают векторы не более чем трех
направлений.

Доказательство. По следствию 2.8 все (𝑑 − 2)-мерные грани зонотопа 𝑍(𝑉 )
определяются всеми (𝑑− 2)-мерными подмножествами 𝑈 множества 𝑉 , а проекция
𝑍(𝑉 ) вдоль (𝑑− 2)-грани, определяемой подмножеством 𝑈 , это в точности зонотоп,
построенный по проекциям векторов из 𝑉 вдоль 𝑈 (при этом векторы из 𝑈 очевид-
но проецируются в нулевой вектор и не изменяют суммы Минковского остальных
векторов).

Осталось применить теоремы Минковского 1.3 и Венкова 1.6 к зонотопу 𝑍(𝑉 )
и заметить, что двумерный зонотоп 𝑍(𝐾) является параллелограммом или цент-
рально-симметричным шестиугольником в том и только том случае, когда в 𝐾

содержатся векторы не более чем трех направлений.

Лемма 2.11. Пусть зонотоп 𝑍(𝑉 ∪ {u}) = 𝑍(v1,v2, . . . ,v𝑛,u) ⊆ 𝑅𝑑 являет-
ся 𝑑-мерным параллелоэдром и зонотоп 𝑍(𝑉 ) = 𝑍(v1,v2, . . . ,v𝑛) имеет размер-
ность 𝑑. Тогда 𝑍(𝑉 ) является 𝑑-мерным параллелоэдром.

Доказательство. Пусть 𝐾 любое (𝑑 − 2)-мерное подмножество векторов мно-
жества 𝑉 ; оно также является (𝑑 − 2)-мерным подмножеством множества 𝑉 ∪ {u}.
По лемме 2.10 векторы из 𝑉 ∪ {u} проецируются вдоль 𝐾 в векторы не более чем 3
направлений; следовательно, тоже самое верно и для множества 𝑉 . Условия лем-
мы 2.10 выполнены и данная лемма доказана.

Аналогично доказывается следующая лемма.

Лемма 2.12 (Магазинов [18]). Если 𝑍(𝑉 ) = 𝑍(v1, . . . ,v𝑛−1,v𝑛) является па-
раллелоэдром, то и зонотоп 𝑍(𝑉 ′) = 𝑍(v1, . . . ,v𝑛−1, 𝛼v𝑛) также является парал-
лелоэдром для произвольного 𝛼 ̸= 0.

Следующие лемма и следствия получены в работе Венкова [19] для более общего
случая параллелоэдров.

Лемма 2.13. Пусть 𝑍(𝑉 ) – зонотоп, являющийся параллелоэдром, и 𝑒 – неко-
торое его ребро. Тогда проекция 𝑍(𝑉 ) вдоль ребра 𝑒 также является параллелоэд-
ром.

Доказательство. По следствию 2.8 существует вектор v𝑖 ∈ 𝑉 , который явля-
ется параллельным переносом ребра 𝑒. Пусть 𝑈 – множество проекций векторов
из 𝑉 вдоль v𝑖. Тогда проекция 𝑍(𝑉 ) вдоль 𝑒 это зонотоп 𝑍(𝑈). Пусть 𝐾 некото-
рое (𝑑 − 3)-мерное подмножество 𝑈 , задающее грань 𝑍(𝐾) зонотопа 𝑍(𝑈). Пусть
𝐾𝑉 это подмножество векторов из 𝑉 , которые проецируются в векторы из 𝐾 ∪ {0}.

3 Математические заметки, т. 92, вып. 3
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Покажем, что dim𝐾𝑉 = 𝑑 − 2. При проекции вдоль v𝑖 ∈ 𝐾𝑉 оно проецируется
в (𝑑− 3)-мерное множество 𝐾 и при этом его размерность уменьшается на 1. Более
того, выполнено равенство lin𝐾𝑉 = lin𝐾⊕lin{v𝑖}, а значит проецирование вдоль𝐾𝑉

является композицией проецирований вдоль 𝐾 и вдоль v𝑖. Значит множество 𝐾𝑉

задает некоторую (𝑑− 2)-грань 𝑍(𝐾𝑉 ) параллелоэдра 𝑍(𝑉 ).
Таким образом, множество проекций векторов множества 𝑈 вдоль 𝐾 совпадает

с множеством проекций векторов множества 𝑉 вдоль 𝐾𝑉 , так как 𝑈 это в точности
множество проекций векторов из 𝑉 вдоль v𝑖. А значит проекциями векторов из 𝑈
вдоль 𝐾 являются векторы не более чем трех направлений; следовательно, зонотоп
𝑍(𝑈) удовлетворяет условиям леммы 2.10 и является параллелоэдром.

Следствие 2.14. Проекция зонотопа 𝑍(𝑉 ), являющегося параллелоэдром, вдоль
любой его грани является параллелоэдром.

В случае, если из множества 𝑉 , определяющего зонотоп 𝑍(𝑉 ), убрать один из
векторов v и при этом размерность 𝑉 множества уменьшится, соответствующий
зонотоп 𝑍(𝑉 ∖ {v}) является проекцией 𝑍(𝑉 ) вдоль ребра v, а сам зонотоп 𝑍(𝑉 )
является призмой с основанием 𝑍(𝑉 ∖ {v}) и образующей v. Таким образом, из
лемм 2.11 и 2.13 получаем следующее.

Следствие 2.15. Если зонотоп 𝑍(𝑉 ) является параллелоэдром и 𝑈 ⊆ 𝑉 , то
зонотоп 𝑍(𝑈) также является параллелоэдром.

Лемма 2.16. Пусть зонотоп 𝑍(𝑈) является проекцией 𝑍(𝑉 ) вдоль некоторой
грани 𝑍(𝑊 ), где 𝑊 является подмножеством 𝑉 . Тогда для любой грани 𝐹𝑈 кораз-
мерности 𝑘 зонотопа 𝑍(𝑈) существует и единственна грань 𝐹𝑉 коразмерности 𝑘
зонотопа 𝑍(𝑉 ), проекция которой вдоль 𝑍(𝑊 ) совпадает с 𝐹𝑈 . Более того, если
грань 𝐺𝑈 инцидентна грани 𝐹𝑈 , то грань 𝐺𝑉 также будет инцидентна грани 𝐹𝑉 .

Доказательство. Грань 𝐹𝑈 является зонотопом 𝑍(𝑈1) для некоторого подмно-
жества 𝑈1 ⊆ 𝑈 . Рассмотрим опорную плоскость 𝜋, которая соответствует грани 𝐹𝑈

зонотопа 𝑍(𝑈). Плоскости 𝜋 соответствует опорная гиперплоскость 𝜋′ зонотопа
𝑍(𝑉 ), которая порождена плоскостью 𝜋 и векторами из𝑊 . Плоскости 𝜋′ параллель-
ны те и только те векторы 𝑉 , которые либо содержатся в 𝑊 , либо проецируются
в векторы множества 𝑈1. Грань, которая задается в 𝑍(𝑉 ) гиперплоскостью 𝜋′, явля-
ется гранью коразмерности 𝑘 и проецируется в 𝑍(𝑈1) = 𝐹𝑈 ; необходимая грань 𝐹𝑉

построена. Единственность 𝐹𝑉 также следует из построения.
Сохранение инцидентности при таком построении граней 𝐹𝑉 и 𝐺𝑉 также очевид-

но, так как грани 𝐹𝑈 = 𝑍(𝑈1) и 𝐺𝑈 = 𝑍(𝑈2) инцидентны, если и только если одно
из множеств 𝑈1 и 𝑈2 подмножество другого.

Следствие 2.17. Пусть зонотоп 𝑍(𝑈) является проекцией зонотопа 𝑍(𝑉 )
вдоль некоторой грани 𝑍(𝑊 ). Тогда любому поясному пути Γ𝑈 в зонотопе 𝑍(𝑈)
соответствует поясной путь Γ𝑉 той же длины в 𝑍(𝑉 ), причем если поясной
путь Γ𝑈 соединяет гиперграни 𝐹𝑈 и 𝐺𝑈 , то Γ𝑉 соединяет 𝐹𝑉 и 𝐺𝑉 .

3. Симметрические зонотопы.

Определение 3.1. Пусть 𝐸 = {e1, . . . , e𝑑−1} и 𝐹 = {f1, . . . , f𝑑−1} два набора
векторов в R𝑑. Будем называть наборы 𝐸 и 𝐹 сопряженными, если для любого 1 6
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𝑖 6 𝑑− 1 выполнено равенство dim(𝐸 ∪ {f𝑖}) = dim(𝐹 ∪ {e𝑖}) = 𝑑. Соответствующий
зонотоп 𝑍(𝐸 ∪ 𝐹 ) будем называть симметрическим.

Теорема 3.2. Пусть 𝐸 и 𝐹 два таких сопряженных набора векторов в R𝑑 ,
𝑑 > 2, что зонотоп 𝑍(𝐸 ∪ 𝐹 ) является параллелоэдром. Тогда существует такой
зонотоп 𝑍(𝑉 ), комбинаторно эквивалентный 𝑍(𝐸 ∪ 𝐹 ) и также являющийся па-
раллелоэдром, у которого матрица 𝑉 , составленная из столбцов координат век-
торов, входящих в 𝑉 , имеет следующий вид:

𝑉 =
(︂

𝐸𝑑−1 𝐴

0 . . . 0 1 . . . 1

)︂
,

где 𝐸𝑑−1 – это единичная матрица размера (𝑑 − 1) × (𝑑 − 1), a 𝐴 это некоторая
0/1-матрица размера (𝑑 − 1) × (𝑑 − 1), т.е. матрица, элементами которой явля-
ются 0 или 1; более того, можно считать, что в каждой строке матрицы 𝐴

нулей не меньше чем единиц.

Доказательство. Отметим, что следующие преобразования системы векторов
не меняют комбинаторного типа зонотопа, а также его свойства быть или не быть
параллелоэдром:

∙ невырожденное аффинное преобразование системы векторов;
∙ рассмотрение системы векторов в другом базисе (на самом деле это преобра-

зование даже не меняет саму систему векторов);
∙ домножение одного из векторов на ненулевую константу.

Первые два преобразования, очевидно, удовлетворяют указанному свойству. А тре-
тье преобразование удовлетворяет второй части в силу леммы 2.12, а первой части
в силу следствия 2.8, так как домножение одного из векторов на ненулевую кон-
станту не влияет на линейную оболочку множества векторов. Также очевидно, что
в результате описанных преобразований множества векторов 𝐸 и 𝐹 остаются сопря-
женными.

Проделаем с множеством 𝐸 ∪ 𝐹 несколько преобразований указанного вида; при
этом векторы, получающиеся в результате таких преобразований, мы также будем
обозначать e1, . . . , e𝑑−1, f1, . . . , f𝑑−1. Рассмотрим базис g1, . . . ,g𝑑, в котором первые
𝑑− 1 векторов являются векторами множества 𝐸. При этом последняя координата
любого вектора f𝑖 будет ненулевой, так как множество векторов 𝐸 ∪ {f𝑖} имеет раз-
мерность 𝑑. Домножим каждый вектор f𝑖 на такое 𝛼𝑖, что последняя координата
у нового вектора f𝑖 будет равна 1.

Применим лемму 2.10 к зонотопу 𝑍(𝐸 ∪ 𝐹 ), который является параллелоэдром,
и его (𝑑 − 2)-грани, порожденной векторами 𝐸 ∖ {e𝑖} для каждого 𝑖 = 1, . . . , 𝑑 − 1;
при этом мы будем рассматривать проекцию на плоскость, порожденную вектора-
ми e𝑖 и g𝑑. Ни один из векторов f𝑗 не может спроецироваться в вектор направления
вектора e𝑖, так как тогда dim𝐸 ∪ {f𝑗} = 𝑑 − 1, что противоречит сопряженности
множеств 𝐸 и 𝐹 . Следовательно, векторы 𝐹 проецируются в векторы одного или
двух направлений, причем вектор f𝑗 проецируется в вектор 𝑐𝑗e𝑖 + g𝑑, где 𝑐𝑗 это 𝑖-я
координата вектора f𝑗 . Два вектора проекций f𝑗 и f𝑘 коллинеарны, если и только
если 𝑐𝑗 = 𝑐𝑘; следовательно, среди чисел 𝑐𝑗 не более двух различных. Ровно одного
значения быть не может, так как в этом случае все векторы 𝐹 лежат в гиперплоско-
сти 𝑐𝑗𝑥𝑑 = 𝑥𝑖 и в этой же плоскости лежат все векторы 𝐸 кроме e𝑖, что невозможно

3*
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при 𝑑 > 2. Обозначим пару значений, соответствующих 𝑖-й координате, как 𝑎𝑖 и 𝑏𝑖,
причем 𝑎𝑖 < 𝑏𝑖.

Умножим каждый вектор e𝑖 на 𝑏𝑖− 𝑎𝑖. Рассмотрим наши векторы 𝐸 ∪𝐹 в новом
базисе g′𝑖 = (𝑏𝑖 − 𝑎𝑖)g𝑖 при 1 6 𝑖 6 𝑑− 1 и g′𝑑 = g𝑑 + 𝑎1g1 + · · ·+ 𝑎𝑑−1g𝑑−1. В этом
базисе новые векторы 𝐸 являются первыми 𝑑 − 1 базисными векторами, а каж-
дый вектор множества 𝐹 имеет координаты 0 или 1, так как он представляется
в виде суммы вектора g′𝑑 с некоторыми векторами вида g′𝑖. Следовательно, в базисе
g′1, . . . ,g

′
𝑑 множество 𝐸 ∪ 𝐹 представимо в виде

𝐸 ∪ 𝐹 =
(︂

𝐸𝑑−1 𝐴′

0 . . . 0 1 . . . 1

)︂
для некоторой 0/1-матрицы 𝐴′. Пусть в 𝑖-й строке матрицы 𝐴 нулей меньше чем
единиц. Тогда домножим вектор e𝑖 на −1, заменим вектор базиса g′𝑖 на g′′𝑖 = −g′𝑖,
а также вектор g′𝑑 на g′′𝑑 = g′𝑑+g′𝑖. Сделав так для каждого 𝑖, мы получим требуемый
вид множества 𝐸 ∪ 𝐹 .

4. Основные результаты.

Теорема 4.1. Пусть 𝑃 и 𝑄 две гиперграни 𝑑-мерного зонотопа 𝑍(𝑉 ). Суще-
ствует такой симметрический зонотоп 𝑍(𝐸∪𝐹 ) размерности не более чем 𝑑, что
поясное расстояние между гранями 𝑃 и 𝑄 в 𝑍(𝑉 ) не больше поясного расстояния
между гранями, задаваемыми сопряженными множествами 𝐸 и 𝐹 в 𝑍(𝐸 ∪ 𝐹 ).

Доказательство. Докажем утверждение теоремы по индукции. База при 𝑑 = 2
очевидна, так как единственным двумерным симметрическим зонотопом является
параллелограмм. Предположим, что утверждение теоремы доказано для всех раз-
мерностей, меньших 𝑑.

В случае, если существует такой вектор v ∈ 𝑉 , что у 𝑃 и у 𝑄 есть по ребру,
параллельному v, спроецируем 𝑍(𝑉 ) вдоль ребра v. Пусть 𝑃 ′ и 𝑄′ – гиперграни
проекции 𝑍(𝑉 ′), соответствующие 𝑃 и 𝑄. По следствию 2.17 выполнено неравенство
𝑑

𝑍(𝑉 )
B (𝑃,𝑄) 6 𝑑

𝑍(𝑉 ′)
B (𝑃 ′, 𝑄′). В этом случае достаточно применить индукционное

предположение к зонотопу 𝑍(𝑉 ′), который по лемме 2.13 является параллелоэдром,
и граням 𝑃 ′ и 𝑄′.

Теперь рассмотрим случай, когда у 𝑃 и 𝑄 нет параллельных ребер. Гипер-
грань 𝑃 является (𝑑 − 1)-мерным зонотопом, а значит 𝑃 = 𝑍(𝑈) для некоторого
(𝑑 − 1)-мерного множества векторов 𝑈 ⊂ 𝑉 . Выберем в 𝑈 произвольный базис 𝐸,
состоящий из векторов множества 𝑉 . Аналогично построим (𝑑 − 1)-мерное линей-
но независимое множество 𝐹 ⊂ 𝑉 , соответствующее гиперграни 𝑄. Множества 𝐸

и 𝐹 сопряжены; для этого достаточно показать, что произвольный вектор f𝑖 ∈ 𝐹

линейно независим с векторами множества 𝐸. В случае, если это не так, вектор f𝑖
параллелен гиперплоскостям обеих граней 𝑃 и 𝑄, а такой случай уже разобран
ранее.

Докажем, что зонотоп 𝑍(𝐸 ∪ 𝐹 ) является требуемым в условии теоремы. Для
этого для каждого поясного пути Γ, соединяющего грани 𝑍(𝐸) и 𝑍(𝐹 ) в 𝑍(𝐸 ∪ 𝐹 ),
построим поясной путь такой же длины, соединяющий грани 𝑃 и 𝑄 в 𝑍(𝑉 ). Пусть
Γ содержит гиперграни 𝑍(𝐸) = 𝑍(𝑈0), 𝑍(𝑈1), . . . , 𝑍(𝑈𝑛) = 𝑍(𝐹 ), где 𝑈𝑖 ⊂ 𝐸 ∪ 𝐹
и при этом dim(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑖+1) = 𝑑 − 2. Пусть 𝑉𝑖 = 𝑉 ∩ lin(𝑈𝑖); рассмотрим гипергра-
ни 𝑍(𝑉𝑖) зонотопа 𝑍(𝑉 ) (это будут действительно гиперграни в силу следствия 2.8).
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Очевидно, что 𝑍(𝑉0) = 𝑃 и 𝑍(𝑉𝑛) = 𝑄; кроме того, грани 𝑍(𝑉𝑖) и 𝑍(𝑉𝑖+1) имеют
общую (𝑑 − 2)-мерную грань, так как пересечение множеств 𝑉𝑖 и 𝑉𝑖+1 в точности
(𝑑 − 2)-мерно. Следовательно, искомый поясной путь на 𝑍(𝑉 ) построен и теорема
доказана.

Обозначение 4.2. Пусть 𝜉(𝑑) обозначает максимальный поясной диаметр 𝑑-мер-
ного симметрического зонотопа, являющегося параллелоэдром.

Следствие 4.3. Поясной диаметр любого 𝑑-мерного зонотопа, являющегося па-
раллелоэдром, не превосходит max16𝑖6𝑑 𝜉(𝑖).

Следствие 4.4. Для нахождения 𝑑-мерного зонотопа, являющегося параллело-
эдром, с максимальным диаметром достаточно исследовать все симметрические
зонотопы, также являющиеся параллелоэдрами, размерности не большей, чем 𝑑.
Более того, достаточно исследовать только такие сопряженные множества 𝐸

и 𝐹 , которые удовлетворяют утверждению теоремы 3.2, т.е. множество векто-
ров 𝐸 ∪ 𝐹 , координаты которого записаны в виде матрицы 𝑑 × (2𝑑 − 2), имеет
вид

𝐸 ∪ 𝐹 =
(︂

𝐸𝑑−1 𝐴

0 . . . 0 1 . . . 1

)︂
для некоторой 0/1-матрицы 𝐴, у которой в каждой строке нулей не меньше, чем
единиц.

Теорема 4.5. Поясной диаметр любого 𝑑-мерного параллелоэдра 𝑃 , являющего-
ся зонотопом, не превосходит ⌈log2 𝑑⌉.

Доказательство. Будем доказывать утверждение данной теоремы по индук-
ции, при этом база 𝑑 = 1 и 𝑑 = 2 очевидна. Пусть мы доказали, что поясной
диаметр 𝑘-мерного параллелоэдра, являющегося зонотопом, при 𝑘 < 𝑑 не превос-
ходит ⌈log2 𝑘⌉. Докажем это для 𝑑-мерных параллелоэдров (𝑑 > 3), являющихся
зонотопами. Согласно теореме 4.1 достаточно доказать, что в любом 𝑑-мерном сим-
метрическом зонотопе 𝑍(𝐸 ∪ 𝐹 ) поясное расстояние между гипергранями 𝑃𝐸 и 𝑃𝐹 ,
соответствующими множествам 𝐸 и 𝐹 соответственно, не превосходит ⌈log2 𝑑⌉.

Применим к зонотопу 𝑍(𝐸 ∪ 𝐹 ) теорему 3.2. Рассмотрим грань 𝑍(𝐸 ∪ 𝐹 ), соот-
ветствующую опорной гиперплоскости 𝜋, параллельной 𝑥𝑑−1 = 0. В этой грани
лежат векторы e1, . . . , e𝑑−2, а также не меньше половины (т.е. ⌈(𝑑− 1)/2⌉) векторов
из 𝐹 , так как в (𝑑− 1)-й строке соответствующей 0/1-матрицы 𝐴 не менее полови-
ны нулей. Значит 𝜋 задает грань 𝑃𝜋, размерность которой равна 𝑑 − 1. Также 𝑃𝜋

является соседней с гипергранью 𝑃𝐸 по грани коразмерности 2, задаваемой векто-
рами множества 𝐸 ∖ {e𝑑−1}. Кроме того, грань 𝑃𝜋 имеет не менее ⌈(𝑑− 1)/2⌉ общих
векторов с гранью 𝑃𝐹 ; обозначим множество общих векторов через 𝐹𝜋.

Спроецируем зонотоп 𝑍(𝐸∪𝐹 ) вдоль грани, задаваемой 𝐹𝜋. Получаемый зонотоп
является параллелоэдром и размерности не более чем

𝑑−
⌈︂
𝑑− 1

2

⌉︂
=

⌈︂
𝑑

2

⌉︂
.
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Поясной диаметр проекции согласно предположению индукции не превосходит⌈︂
log2

⌈︂
𝑑

2

⌉︂⌉︂
= ⌈log2 𝑑⌉ − 1.

Поясное расстояние между гранями 𝑃𝐹 и 𝑃𝜋 в 𝑍(𝐸 ∪ 𝐹 ) в силу следствия 2.17
не превосходит поясного диаметра данной проекции, а значит поясное расстояние
между гранями 𝑃𝐸 и 𝑃𝐹 в 𝑍(𝐸 ∪ 𝐹 ) не превосходит 1 + (⌈log2 𝑑⌉ − 1).

Теорема 4.6. Поясной диаметр пятимерного параллелоэдра 𝑃 , являющегося зо-
нотопом, не превосходит 2.

Доказательство. Достаточно рассматривать только симметрические зоното-
пы, являющиеся параллелоэдрами, размерности не более чем 5. Все зонотопы, явля-
ющиеся параллелоэдрами, размерности 4 или менее по теореме 4.5 имеют поясной
диаметр не более 2, а значит, в силу следствия 4.3 и теоремы 3.2 нам достаточ-
но показать, что поясной диаметр симметрического пятимерного параллелолэдра
𝑍(𝐸 ∪ 𝐹 ), приведенного к виду из теоремы 3.2, равен двум (единице он равен быть
не может, так как гиперграни 𝑃𝐸 и 𝑃𝐹 не являются смежными по грани коразмер-
ности 2).

Если в соответствующей (4 × 4)-матрице 𝐴 есть 𝑖-я строка, в которой ровно три
нуля, то гиперплоскость 𝑥𝑖 = 0 задает гипергрань 𝑍(𝐸∪𝐹 ), смежную по трехмерным
граням с гранями 𝑃𝐸 и 𝑃𝐹 , так как гиперплоскость 𝑥𝑖 = 0 содержит по три вектора
из множеств 𝐸 и 𝐹 .

Осталось рассмотреть случай, когда в каждой строке матрицы 𝐴 содержится
ровно по два нуля и ровно по две единицы, так как более двух единиц ни в какой
строке быть не может в силу теоремы 3.2. Тогда каждая строка матрицы 𝐴 задает
разбиение множества из 4 элементов на два двухэлементых подмножества. Так как
строк всего четыре, в какой-то паре строк, скажем 𝑖 и 𝑗, эти разбиения совпадают.
Если строки 𝑖 и 𝑗 матрицы 𝐴 совпадают, то все векторы из 𝐹 лежат в плоскости
𝑥𝑖 = 𝑥𝑗 и в ней же лежат два вектора (кроме e𝑖 и e𝑗) множества 𝐸. Если 𝑖-я и 𝑗-я
строки матрицы не совпадают (т.е. они получаются друг из друга заменой нуля на
единицу и наоборот), то все векторы из 𝐹 лежат в гиперплоскости 𝑥𝑖 + 𝑥𝑗 = 𝑥5

и снова в этой плоскости лежат два вектора из 𝐸. В любом случае такая пара
множеств 𝐸 и 𝐹 не является сопряженной, а значит данный случай невозможен
и теорема доказана.

Следствие 4.7. Поясной диаметр 𝑑-мерного зонотопа, являющегося паралле-
лоэдром, не превосходит ⌈log2(4/5)𝑑⌉.

Доказательство. Достаточно использовать в качестве базы индукции резуль-
таты теоремы 4.5 при 𝑑 6 4 и теоремы 4.6 при 𝑑 = 5, а для доказательства перехода
индукции те же рассуждения, что и в переходе индукции в теореме 4.5.

Замечание 4.8. Теорема 4.5 в пятимерном случае дает оценку 3 и является
неточной.

Теорема 4.9. В шестимерном пространстве существует зонотоп, являющий-
ся параллелоэдром, поясной диаметр которого равен 3, т.е. в этом случае оценка
теоремы 4.5 и следствия 4.7 является точной.
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Доказательство. Рассмотрим симметрический зонотоп 𝑍 = 𝑍(𝐸 ∪ 𝐹 ) ⊂ R6,
задаваемый множеством векторов

𝑉 = 𝐸 ∪ 𝐹 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 1 1 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где первые пять столбцов матрицы 𝑉 отвечают векторам e1, e2, e3, e4, e5, а послед-
ние – векторам f1, f2, f3, f4, f5 соответственно. Далее мы покажем, что 𝑍(𝑉 ) имеет
поясной диаметр более двух и является параллелоэдром.

Предположим, что поясной диаметр зонотопа 𝑍 равен 2. Тогда существует его
гипергрань 𝑃 , смежная по граням коразмерности 2 с гранями 𝑃𝐸 и 𝑃𝐹 , задава-
емыми 𝐸 и 𝐹 соответственно. Тогда 𝑃 параллельны не менее четырех векторов
из 𝐸 и из 𝐹 , что невозможно, так как для этого у каких-то четырех векторов из 𝐹
должны совпадать 𝑖-е координаты для некоторого 𝑖 < 6. Таким образом, поясной
диаметр зонотопа 𝑍 не менее 3. Больше трех он быть не может в силу теоремы 4.5.

Теперь докажем, что 𝑍 является параллелоэдром. Для этого мы проверим спра-
ведливость утверждения леммы 2.10 для каждого четырехмерного подмножества
векторов множества 𝐸∪𝐹 . Обозначим шестой вектор базиса, в котором изначально
даны множества 𝐸 и 𝐹 , как g. Отметим, что при циклической перестановке первых
пяти векторов изначального базиса также циклически переставляются векторы 𝐸

и 𝐹 . Также любой автоморфизм левого пятиугольника на следующем рисунке инду-
цирует аналогичный автоморфизм правого пятиугольника (повороту соответству-
ет поворот на такой же угол, а симметрии соответствует симметрия относительно
параллельной прямой), которые вместе задают перестановку векторов в множества
𝐸 ∪ 𝐹 , сохраняющую вид многогранника 𝑍.

Рис. 1. Пятиугольники, соответствующие 𝐸 и 𝐹 .

Векторы множества 𝐸 записываются в базисе f1, f2, f3, f4, f5, g в виде

e𝑖 =
1
2
(f𝑖 + f𝑖+1 + f𝑖+3 − f𝑖+1 − f𝑖+4)−

1
2
g,
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значит после замены вектора g на (1/2)(f1 + f2 + f3 + f4 + f5 − g) и векторов f𝑖 на
−f3𝑖, e𝑗 на e3𝑗+3 мы получим новый базис 𝐹 ∪ {g}, в котором множество 𝐹 ∪ 𝐸
имеет такой же вид как 𝐸 ∪ 𝐹 в начальном базисе. При этом для векторов из 𝐸
и 𝐹 мы рассматриваем индексы по модулю 5. Мы построили отображение лево-
го пятиугольника на правый и правого на левый, которое при подходящей замене
базиса не изменяют зонотопа 𝑍. Построенное отображение дает нам возможность
рассматривать только те четырехмерные подмножества 𝐸 ∪ 𝐹 , которые содержат
не менее половины векторов из 𝐸. Кроме того, если векторов из 𝐸 и из 𝐹 поров-
ну, то можно рассматривать только такие пары, в которых векторы из 𝐸 являются
соседними в левом пятиугольнике либо векторы из 𝐸, не соседние в левом пяти-
угольнике, а векторы из 𝐹 , соседние в правом, так как при нашем отображении
соседние векторы из правого пятиугольника отображаются в не соседние в левом.

Пусть 𝐺 обозначает рассматриваемое четырехмерное подмножество 𝐸 ∪ 𝐹 , при
этом в 𝐺 векторов из 𝐸 не менее половины. Нам необходимо рассмотреть следующие
случаи.

(i) В множестве 𝐺 четыре вектора из множества 𝐸, при этом можно считать (бла-
годаря первому замечанию об автоморфизмах пятиугольников), что это векторы e1,
e2, e3, e4.

Спроецируем остальные векторы множества 𝐸 ∪ 𝐹 на плоскость, порожденную
векторами e5 и g. Получатся векторы трех направлений: e5, e5 + g, g, что и требу-
ется.

(ii) В множестве 𝐺 три вектора из 𝐸, причем эти три вектора расположены под-
ряд на левом пятиугольнике. Можно считать, что из множества 𝐸 в 𝐺 находятся
векторы e1, e2 и e3. Для четвертого вектора из множества 𝐺 возможен один из
следующих вариантов.

(a) Это вектор f1 (или аналогично вектор f4, так как на правом пятиугольнике
они симметричны относительно прямой симметрии множества векторов e1, e2, e3

на левом пятиугольнике).
Спроецируем остальные векторы 𝐸∪𝐹 на плоскость, порожденную векторами e4

и e5. Получатся векторы трех направлений: e4, e5, e4 − e5.
(b) В множестве 𝐺 содержится вектор f2 (или аналогично вектор f3).
Спроецируем остальные векторы 𝐸∪𝐹 на плоскость, порожденную векторами e4

и e5. Получатся векторы трех направлений: e4, e5, e4 + e5.
(c) В множестве 𝐺 содержится вектор f5.
Спроецируем остальные векторы 𝐸∪𝐹 на плоскость, порожденную векторами e4

и e5. Получатся векторы трех направлений: e4, e5, −e4 − e5.
(iii) В множестве 𝐺 три вектора из 𝐸, причем они расположены не подряд на

левом пятиугольнике. Можно считать, что 𝐸 ∩ 𝐺 = {e1, e2, e4}. Для четвертого
вектора из 𝐺 возможен один из следующих вариантов.

(a) В множестве 𝐺 содержится вектор f1 (или аналогично вектор f3).
Спроецируем остальные векторы 𝐸∪𝐹 на плоскость, порожденную векторами e3

и e5. Получатся векторы трех направлений: e3, e5, e3 − e5.
(b) В множестве 𝐺 содержится вектор f2.
Спроецируем остальные векторы 𝐸∪𝐹 на плоскость, порожденную векторами e3

и e5. Получатся векторы двух направлений: e3, e5.
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(c) В множестве 𝐺 содержится вектор f4 (или аналогично f5).
Тогда вектор f3 = f4 − e4 + e2 также содержится в нашей четырехмерной грани,

а случай с векторами e1, e2, e4, f3 уже разобран в пункте (iii)(a).

(iv) В множестве 𝐺 по два вектора из 𝐸 и из 𝐹 причем векторы из 𝐸 расположе-
ны подряд на левом пятиугольнике. Можно считать, что на левом пятиугольнике
векторы e1 и e2 лежат в 𝐺. Возможен один из следующих случаев для векторов
из 𝐹 , содержащихся в 𝐺:

(a) В множестве 𝐺 содержатся векторы f1 и f2 (или аналогично f2 и f3).
Тогда вектор e5 = f1 − f2 + e2 также содержится в нашей четырехмерной грани,

а случай с векторами (e5, e1, e2) уже рассмотрен в пункте (ii).

(b) В множестве 𝐺 содержатся векторы f1 и f3.
Спроецируем остальные векторы 𝐸∪𝐹 на плоскость, порожденную векторами e3

и e4. Получатся векторы двух направлений: e3, e4.

(c) В множестве 𝐺 содержатся векторы f1 и f4 (или аналогично f3 и f5).
Спроецируем остальные векторы 𝐸∪𝐹 на плоскость, порожденную векторами e3

и e4. Получатся векторы трех направлений: e3, e4, e3 + e4.

(d) В множестве 𝐺 содержатся векторы f1 и f5 (или аналогично f3 и f4).
В этом случае в данной четырехмерной грани также находится вектор e4 = f5 −

f1 + e1 и данный случай уже разобран в пункте (iii).

(e) В множестве 𝐺 содержатся векторы f2 и f4 (или аналогично f2 и f5).
Спроецируем остальные векторы 𝐸∪𝐹 на плоскость, порожденную векторами e3

и e5. Получатся векторы трех направлений: e3, e5, e5 − e3.

(f) В множестве 𝐺 содержатся векторы f4 и f5.
Спроецируем остальные векторы 𝐸∪𝐹 на плоскость, порожденную векторами e3

и e4. Получатся векторы трех направлений: e3, e4, −e3 − e4.

(v) В множестве 𝐺 по два вектора из 𝐸 и из 𝐹 , причем векторы из 𝐸 расположены
не подряд на левом пятиугольнике. В этом случае можно считать, что векторы
из 𝐹 расположены подряд на правом пятиугольнике. Также можно считать, что
в множестве 𝐺 содержатся векторы e1 и e3. Для векторов из 𝐹 ∩ 𝐺 возможны
следующие случаи.

(a) В множестве 𝐺 содержатся векторы f1 и f2 (или аналогично f3 и f4).
Тогда рассматриваемая четырехмерная грань также содержит вектор f3 = f2 −

e1 + e3, т.е. содержит три вектора из множества 𝐹 , а данный случай уже был разо-
бран в пунктах (ii) и (iii).

(b) В множестве 𝐺 содержатся векторы f2 и f3. Тогда в множестве 𝐺 должен
содержаться еще хотя бы один вектор из 𝐸 ∪𝐹 , так как четыре вектора e1, e3, f2, f3
линейно-зависимы (f3 = f2 − e1 + e3). В 𝐺 будет три вектора из 𝐸 или три вектора
из 𝐹 , а это случай был рассмотрен ранее.

(c) В множестве 𝐺 содержатся векторы f4 и f5 (или аналогично f5 и f1).
Тогда рассматриваемая четырехмерная грань также содержит вектор e5 = f5 −

f4 + e3, а данный случай уже был разобран в пункте (iii).

Все возможные случаи разобраны и данная теорема доказана.
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