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� ���������� �������������� �������� 213� ��������� ���������� Ǒ������������.�. �®é¥¢¨â¨­1. �¢¥¤¥­¨¥ ¨ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨.� áá¬ âà¨¢ ¥âáï ­ ¡®à ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥« � = (�1; : : : ; �s) ∈ R
s.� ¨«ãçè¨¬ á®¢¬¥áâÄ­ë¬ ¯à¨¡«¨�¥­¨¥¬ (á®ªà é¥­­® ­.¯.) ª ­ ¡®àã� ­ §ë¢ ¥âáï æ¥« ï â®çª  � = (p; a1; : : : ; as) ∈

Z
s+1 â ª ï, çâ® D(�) = maxj=1;:::;s |p�j − aj | < maxj=1;:::;s |q�j − bj |;

∀ q : 1 6 q 6 p; ∀ (b1; : : : ; bs) ∈ Z
s \ {(a1; : : : ; as)}:�áî¤ã ¤ «¥¥ ¢ íâ®¬ ¯ã­ªâ¥ ¢á¥ �j ¨àà æ¨®­ «ì­ë. �á¥ ­.¯. ª � ¬®�­® à á¯®«®�¨âì ¢ ¢¨¤¥¡¥áª®­¥ç­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ �� = (p� ; a�1 ; : : : ; a�s ), � = 1; 2; : : : , â ª, çâ® p1 < · · · < p� <p�+1 < · · · ¨D(�1) > · · · > D(�� ) > D(��+1) > · · · . Ǒ®«®�¨¬M� [�℄ = 0

@
p� a�1 : : : a�s: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :p�+s a�+s1 : : : a�+ss 1

A¨ ç¥à¥§ rkM� [�℄ ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì à ­£ ª¢ ¤à â­®© ¬ âà¨æëM� [�℄. �¯à¥¤¥«¨¬ ­ âãà «ì­®¥ç¨á«®R(�), 2 6 R(�) 6 s+ 1, ¨§ ãá«®¢¨ïR(�) = min˘n : ­ ©¤¥âáï à¥è¥âª  � ⊆ Z
s+1; dim� = n¨ ­ âãà «ì­®¥ �0 â ª®¥, çâ® �� ∈ � ∀ � > �0¯:�¥«¨ç¨­  dimZ � ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ¬ ªá¨¬ «ì­®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ç¨á¥« �i1 ; : : : ; �im , ª®â®à®¥¬®�­® ¢ë¡à âì ¨§ ­ ¡®à  (�0 = 1; �1; : : : ; �s) ∈ R

s+1 â ª, çâ®¡ë ®­¨ ¡ë«¨ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨Äá¨¬ë ­ ¤ ª®«ìæ®¬ æ¥«ëå ç¨á¥« Z.�â¢¥à�¤¥­¨¥ 1. Ǒãáâì s = 1. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® � ¢ë¯®«­¥­® detM� [�℄ = ±1 (â.¥.rkM� [�℄ = 2 ∀ �).�â¢¥à�¤¥­¨¥ 2. Ǒà¨ ¯à®¨§¢®«ì­®¬ s > 1 ¢ë¯®«­¥­® R(�) = dimZ �.�â¢¥à�¤¥­¨¥ 3. Ǒãáâì s = 2 ¨ �1; �2 «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë ¢¬¥áâ¥ á ¥¤¨­¨æ¥© ­ ¤ Z.�®£¤  ­ ©¤¥âáï ¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£® ­ âãà «ì­ëå � â ª¨å , çâ® rkM� [�℄ = 3 = dimZ �(â.¥. ¤«ï ¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£¨å � ¢ë¯®«­¥­® detM� [�℄ 6= 0).�â¢¥à�¤¥­¨ï 1, 2, 3 ®¡é¥¨§¢¥áâ­ë ¨ «¥£ª® ¯à®¢¥àïîâáï. �«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âá®¡®© ­®¢ë© à¥§ã«ìâ â.�¥®à¥¬ . Ǒãáâì s > 3. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ª®­â¨­ã «ì­®¥ á¥¬¥©áâ¢® ­ ¡®à®¢ � ç¨Äá¥« �1; : : : ; �s, «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¢¬¥áâ¥ á ¥¤¨­¨æ¥© ­ ¤ Z, â ª¨å , çâ® rkM� [�℄ 6 3
∀ � ∈ N. (� ç áâ­®áâ¨, ¤«ï ¢á¥å � ¢ë¯®«­¥­® detM� [�℄ = 0, å®âï dimZ � = s+ 1.)� ¬¥ç ­¨ï. 1)�ä®à¬ã«¨à®¢ ­­ ï â¥®à¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©ª®­âà¯à¨¬¥àª £¨¯®â¥§¥� Ä£ à¨á  [1℄.2) �  ¢®§¬®�­®áâì ¯®«ãç¥­¨ï à¥§ã«ìâ â®¢ â¨¯  ¤ ­­®© â¥®à¥¬ë  ¢â®àã ãª § « �.Ǒ. �®«¡¨Ä«¨­. � á¢ï§¨ á íâ¨¬  ¢â®à ¯à¥¤« £ ¥â ­ §ë¢ âì ª®­áâàãªæ¨î ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë á¯¨Äà «ìî �®«¡¨«¨­ .3) �­ «®£¨ç­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¤«ï «¨­¥©­ëå ä®à¬ ­ ¨¬¥­¥¥ ãª«®­ïîé¨åáï ®â ­ã«ï ¡ë«¨ ¯®Ä«ãç¥­ë  ¢â®à®¬ ¢ [2℄.� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ä¨­ ­á®¢®© ¯®¤¤¥à�ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥¤®Ä¢ ­¨© (£à ­â ò 96-01-00378).



214 � ���������� �������������� ��������2. �¥¬¬ .� áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¥¢ª«¨¤®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®R
s+1, ®â­¥á¥­­®¥ ª ¤¥ª àâ®¢®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â(x; y1; : : : ; ys). �¥à¥§ ` ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì «ãç, ¨áå®¤ïé¨© ¨§ ­ ç «  ª®®à¤¨­ â ¢ ¯®«ã¯à®Äáâà ­áâ¢® x > 0. �«ï «ãç  ` ¨ ¯®«®�¨â¥«ì­®£® ç¨á«  " ª®­ãá K"(`) ®¯à¥¤¥«¨¬ á®áâ®ïé¨¬ ¨§¢á¥å «ãç¥© `′ â ª¨å, çâ® ã£®« ¬¥�¤ã ` ¨ `′ ¬¥­ìè¥ ". �«ï â®çª¨ � ¨§ ¯®«ã¯à®áâà ­áâ¢  x > 0®¡®§­ ç¨¬ `(�) «ãç [0; �). �ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¯«®áª®áâì � ⊆ R

s+1 ¢¯®«­¥ à æ¨®­ «ì­®©, ¥á«¨ á®Ä¤¥à� é ïáï ¢ ­¥© à¥è¥âª  � = �∩Z
s+1 â ª®¢ , çâ® dim� = dim�. � ¨«ãçè¨¬ ¯à¨¡«¨�¥­¨¥¬ª «ãçã ` á ­ ¯à ¢«ïîé¨¬ ¢¥ªâ®à®¬ (1; �1; : : : ; �s) ¬ë ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì â®çªã � ∈ Z

s+1, ï¢«ïîÄéãîáï ­.¯. ª ­ ¡®àã � ¢ á¬ëá«¥, ®¯à¥¤¥«¥­­®¬ ¢ëè¥. �á«¨ áç¨â âì, çâ® �j ¯à¨ ª �¤®¬ j ­¥ ¥áâì¯®«ãæ¥«®¥ ç¨á«®, â® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ­.¯. �� = (p� ; a�1 ; : : : ; a�s ), p1 < · · · < p� < p�+1 < · · ·ª «ãçã ` (ª®­¥ç­ ï ¨«¨ ¡¥áª®­¥ç­ ï, ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â â®£®, ¨¬¥¥âáï «¨ ­  «ãç¥ ` æ¥« ï â®çª , ®âÄ«¨ç­ ï ®â ­ ç «  ª®®à¤¨­ â, ¨«¨ ­¥â) ®¯à¥¤¥«¥­  ®¤­®§­ ç­®, ¨ ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ¥¥B(`) =
{�1; �2; : : : ; �� ; : : : }. � ª�¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ®¡®§­ ç¥­¨¥Btk(`) = {�k; �k+1; : : : ; �t}.�¥¬¬ . Ǒãáâì � = Z

s+1 ∩ � { à¥è¥âª  ¢® ¢¯®«­¥ à æ¨®­ «ì­®© ¯«®áª®áâ¨ � à §Ä¬¥à­®áâ¨ dim� > 2. Ǒãáâì � ∈ � { æ¥« ï â®çª  â ª ï , çâ®B(`(�)) = {�1; �2; : : : ; �� ; : : : ; �t};�t = �, ¨, ªà®¬¥ â®£®, Bt� (`(�)) = {�� ; : : : ; �t} ⊂ � ⊂ �. Ǒãáâì, ¢¤®¡ ¢®ª , D(�� ) < D(�)¤«ï «î¡®© æ¥«®© â®çª¨ �, ­¥ ¯à¨­ ¤«¥� é¥© ¯«®áª®áâ¨ �. �®£¤  ­ ©¤¥âáï " > 0 â Äª®¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® «ãç  `′ ⊂ K"(`) ¢ë¯®«­ï¥âáï 1) B(`′) ⊃ B(`); 2) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìÄ­®áâì ­.¯. ª «ãçã `′, à á¯®«®�¥­­ëå ¬¥�¤ã ¯à¨¡«¨�¥­¨ï¬¨ �� ¨ �t (á®¤¥à� é ï ¯®ªà ©­¥© ¬¥à¥ ¢á¥ ¯à¨¡«¨�¥­¨ï ¨§ Bt� (`(�))) æ¥«¨ª®¬ «¥�¨â ¢® ¢¯®«­¥ à æ¨®­ «ì­®©¯«®áª®áâ¨ �.�®ª § â¥«ìáâ¢® «¥¬¬ë ®á­®¢ ­® ­  á«¥¤ãîé¨å á®®¡à �¥­¨ïå.1. Ǒà¨ ­¥¡®«ìè®¬ è¥¢¥«¥­¨¨ `′ «ãç  ` ­ ç «ì­ë¥ ­.¯. ª ` ®áâ îâáï ­.¯. ¨ ª `′, å®âï ªà®¬¥ íâ¨å­ ¨«ãçè¨å ¯à¨¡«¨�¥­¨©, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¬®£ãâ ¯®ï¢¨âìáï ­®¢ë¥ ­ ¨«ãçè¨¥ ¯à¨¡«¨�¥­¨ï.2. �¥¡®«ìè®¥ è¥¢¥«¥­¨¥ «ãç  ` ­¥ ¯®§¢®«ï¥â ¯®ï¢¨âìáï ¬¥�¤ã ¯à¨¡«¨�¥­¨ï¬¨ �� ¨ �t ­ ¨Ä«ãçè¨¬ ¯à¨¡«¨�¥­¨ï¬, ­¥ ­ å®¤ïé¨¬áï ¢® ¢¯®«­¥ à æ¨®­ «ì­®© ¯«®áª®áâ¨ �.3. �å¥¬  ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë.3.1.�­®£®ªà â­® ¯à¨¬¥­ïï «¥¬¬ã, áâà®¨¬ ¢¯®«­¥ à æ¨®­ «ì­ë¥ ¯«®áª®áâ¨ �1; �1; �2; �2; : : : ;�s; �s à §¬¥à­®áâ¥© dim�j = 2, dim�j = 3 ¨ «ãç ` = `(�), � ∈ �s, â ª, çâ®¡ë, ¢®-¯¥à¢ëå,�j ; �j+1 ⊂ �j , ¢®-¢â®àëå,B(`) = ˘�1; : : : ; ��1 ; ��1+1; : : : ; �t1 ; �t1+1; : : : ; ��2 ; : : : ; ��s+1; : : : ; �ts¯;£¤¥ �ts = �, t0 = 1, ¯à¨ç¥¬ tj − �j > s + 1, �j − tj−1 > s + 1 ∀ j ¨ ��j+1; : : : ; �tj ∈ �j ∀ j,�tj+1; : : : ; ��j+1 ∈ �j ∀ j, ¨, ¢-âà¥âì¨å,B(`) (à ¢­® ª ª ¨ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ Ssj=1 �j) ­¥ «¥� «® ¡ë­¨ ¢ ª ª®¬ s-¬¥à­®¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢¥ ¯à®áâà ­áâ¢  R
s+1.3.2. �­®£®ªà â­® ¯à¨¬¥­ïï ¯à®æ¥¤ãàã ¯ã­ªâ  3.1, áâà®¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì «ãç¥©`k = `(�k), �k ∈ Z

s+1, k = 1; 2; : : : , â ª, çâ® ¤«ï ª �¤®£® «ãç  `k ¬­®�¥áâ¢® ­.¯.B(`k) á®áâ®¨â¨§ k èâãª ¯®¤àï¤ ¨¤ãé¨å ¡«®ª®¢, ª �¤ë© ¨§ ª®â®àëå ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢ ¬¨, ®¯¨á ­­ë¬¨ ¢ëè¥ ¢¯ã­ªâ¥ 3.1.Ǒà¥¤¥«ì­ë© «ãç ¤«ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ «ãç¥© `k ¨ ¡ã¤¥â § ¤ ¢ âì ç¨á« , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë: ¢á¥ ­ ¡®àë ¯®¤àï¤ ¨¤ãé¨å s+1 ­.¯. ¤«ï ­¨å ¢ á¨«ã ¯®áâà®¥­¨ï ¨ «¥¬¬ë ¡ã¤ãâ«¥� âì ¢ ­¥ª®â®àëå ¤¢ã- ¨«¨ âà¥å¬¥à­ëå ¯«®áª®áâïå,   ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ 2 ¨ ®¯ïâì �¥ ¯à®æ¥¤ãà ¯®áâà®¥­¨ï ®¡¥á¯¥ç¨¢ îâ «¨­¥©­ãî ­¥§ ¢¨á¨¬®áâì.�Ǒ���� ����������[1℄Lagarias J.S. //Pa
. J.Math. 1982. V. 102. ò1. P. 61{88. [2℄�®é¥¢¨â¨­�.�. �£¥®Ä¬¥âà¨¨ ­ ¨«ãçè¨å ¯à¨¡«¨�¥­¨© // �®ª«. ���. (¢ ¯¥ç â¨).�®áª®¢áª¨© £®áã¤ àáâ¢¥­­ë©ã­¨¢¥àá¨â¥â ¨¬. �.�. �®¬®­®á®¢  Ǒà¨­ïâ® à¥¤ª®««¥£¨¥©29.10.1996


