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Введение

Многогранники – центральный объект выпуклой геометрии. В последнее
время в этой классической области исследований используются результаты ал-
гебраической геометрии и топологии, коммутативной и гомологической алгеб-
ры. Имеются замечательные результаты, лежащие на пересечении теории мно-
гогранников, теории комплексных многообразий, эквивариантной топологии
и теории особенностей (см. [1]). Примеры взаимодействия теорий многогран-
ников и дифференциальных уравнений можно найти в [2].



МНОГОГРАННИКИ И КВАЗИСИММЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 69

Настоящий обзор посвящен проблеме флаговых чисел выпуклых многогран-
ников. Рассматривается градуированная группа, порожденная классами ком-
бинаторной эквивалентности выпуклых многогранников вместе с умножения-
ми, задаваемыми прямым произведением и джойном выпуклых многогранни-
ков. Таким образом, вводятся ×- и >-кольца многогранников P и RP. Показа-
но, что >-кольцо RP имеет каноническую структуру градуированной алгебры
Хопфа (алгебра Хопфа решеток частично упорядоченных по вложению граней
многогранников). Более того, ×-кольцо P является комодулем Хопфа над RP.
Описаны результаты применения теорий алгебр Хопфа, дифференциальных
градуированных алгебр и квазисимметрических функций к построению комби-
наторных инвариантов многогранников. В качестве следствия мы получаем ин-
варианты, различающие многогранники с одинаковыми флаговыми числами.

В теории многогранников важную роль играют соотношения Дена–Соммер-
вилля для векторов граней простых многогранников и Байер–Биллера для
флаговых векторов выпуклых многогранников. Используя вектор граней, мы
строим f -полином многогранника и показываем, что условия Дена–Соммер-
вилля эквивалентны функциональным уравнениям, выделяющим образ кольца
простых многогранников в кольце Z[α, t]. Обобщением этой конструкции яв-
ляется гомоморфизм FP : P → Qsym[α], где Qsym – алгебра Хопфа квазисим-
метрических функций, изоморфная кольцу полиномов над Z. Мы описываем
функциональные уравнения, выделяющие образ кольца P в Qsym[α] в виде
аддитивного прямого слагаемого. Гомоморфизм FP записывается в терминах
флаговых чисел, и мы показываем, что наши уравнения эквивалентны соотно-
шениям Байер–Биллера на эти числа.

Мы вводим правые представления алгебры Z〈c,d〉 на кольцах P и Qsym[α]
такие, что гомоморфизм FP является эквивариантным и его образ совпадает
с орбитой 1 · Z〈c,d〉. Оказывается, что для выпуклого многогранника P раз-
ложение квазисимметрической функции FP(P ) по базису из cd-слов совпадает
с известным cd-индексом. Более того, мы получаем разложение cd-базиса по
базису квазисимметрических мономов. Важным результатом является то, что
все коэффициенты в указанных выражениях неотрицательны.

Согласно теореме Байер–Биллера, размерность линейного пространства
над полем рациональных чисел Q, натянутого на флаговые векторы выпук-
лых n-мерных многогранников, равна n-му числу Фибоначчи. Используя
этот результат, мы показываем, что образ кольца P⊗Q в Qsym[α]⊗Q является
кольцом полиномов. Таким образом, мы получаем разложение производящей
функции чисел Фибоначчи в бесконечное произведение и, в качестве следствия,
формулу для числа мультипликативных образующих этого кольца полиномов.
Теория алгебр Хопфа дает условия, выделяющие его мультипликативные
образующие, а теория квазисимметрических функций позволяет описать эти
образующие в терминах специальных слов Линдона. Мы даем конструкцию
универсального G-полинома, соответствующего деформации умножения в
градуированном кольце, и показываем, что фундаментальные понятия теории
выпуклых многогранников (торические g- и h-полиномы) являются частными
случаями общеалгебраических результатов.

В заключительной части обзора мы приводим замечательную геометриче-
скую конструкцию К. Ли, следствием которой являются выражения cd-индек-
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са и h-полинома многогранника в виде суммы по вершинам. Слагаемые в этой
сумме рекуррентно описываются при помощи функции высоты многогранника.

Ссылки на работы, содержащие ключевые результаты, о которых идет речь
во введении, даны в основном тексте. В целом обзор опирается на работы
авторов [2]–[5].

1. Многогранники

1.1. Определения и конструкции. В этом пункте собраны необходимые
определения и конструкции из теории многогранников. Подробности можно
найти в книгах [6]–[9].

Существует два алгоритмически различных способа задать выпуклый мно-
гогранник в линейном пространстве. Далее мы будем рассматривать много-
гранники только в евклидовом пространстве Rn, n <∞.

Определение 1.1. V-многогранником называется выпуклая оболочка ко-
нечного набора точек в Rn.

Определение 1.2. H-полиэдром называется пересечение конечного набора
замкнутых полупространств в Rn.
H-многогранником называется ограниченный H-полиэдр.

Согласно классической теореме (см., например, [7; теорема 1.1]), эти два
определения описывают один и тот же объект.

Размерность выпуклого многогранника определяется как размерность его
аффинной оболочки. Если специально не оговорено, то без ограничения общ-
ности мы будем предполагать, что n-мерный выпуклый многогранник Pn ле-
жит в пространстве Rn, нулевая точка которого является внутренней для этого
многогранника. В этом случае существуют такие векторы a1, . . . ,am, что

Pn = {x ∈ Rn : 〈ai,x〉+ 1 > 0, i = 1, . . . ,m} (1)

– многогранник с гипергранями Fi = Pn∩{x ∈ Rn : 〈ai,x〉+1 = 0}, i = 1, . . . ,m.
Каждому многограннику P соответствует решетка граней L(P ) с частичным

порядком, задаваемым вложением граней. Эта решетка имеет минимальный
элемент (пустое множество) и максимальный элемент (сам многогранник).

Два многогранника P и Q называются комбинаторно эквивалентными, ес-
ли существует взаимно однозначное соответствие между L(P ) и L(Q), сохра-
няющее отношение включения. Комбинаторным многогранником называется
класс комбинаторной эквивалентности выпуклых многогранников. Во мно-
гих случаях для описания свойств комбинаторных многогранников удобно ис-
пользовать их геометрических представителей вида (1). Ниже мы приводим
конструкции для геометрических многогранников, но нетрудно видеть, что
эти конструкции корректно определены на классах комбинаторной эквивалент-
ности.

Понятие многогранника общего положения с точки зрения определений 1.1
и 1.2 приводит к двум специальным классам многогранников.

Определение 1.3 (V-многогранник общего положения). Многогранник Pn

называется симплициальным, если каждая его гипергрань является симплек-
сом (т. е. содержит ровно n-вершин).
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Определение 1.4 (H-многогранник общего положения). Многогранник Pn

называется простым, если каждая его вершина содержится ровно в n гипер-
гранях.

Нам потребуется также следующее понятие.

Определение 1.5 (двойственный многогранник). Для n-мерного выпукло-
го многогранника Pn, представленного в форме (1), определен многогранник

(Pn)∗ = {y ∈ Rn : 〈y,x〉+ 1 > 0 ∀x ∈ Pn},

который называется двойственным или полярным.

Используя то, что начало координат является внутренней точкой многогран-
ника Pn, представленного в форме (1), можно показать (см., например, [7]), что

(Pn)∗ = conv{ai, i = 1, . . . ,m} и (P ∗)∗ = P. (2)

Существует взаимно однозначное соответствие F ↔ F♦ между i-мерными гра-
нями n-мерного многогранника P и (n− i− 1)-мерными гранями многогранни-
ка P ∗ такое, что

F ⊂ G ⇔ G♦ ⊂ F♦.

Для любого простого многогранника P двойственный многогранник P ∗ явля-
ется симплициальным, и наоборот.

Определение 1.6 (гранная фигура). Пусть F – грань многогранника P .
Гранной фигурой P/F называется многогранник

P/F = (F♦)∗.

Легко видеть, что размерность многогранника P/F равна (dimP−dimF−1),
а его решетка граней имеет вид

L(P/F ) = {G ∈ L(P ) : F ⊆ G ⊆ P},

т. е. L(P/F ) является отрезком [F, P ] в решетке L(P ).

Пример 1.7. Пусть Pn – простой многогранник. Тогда для любой собствен-
ной k-мерной грани F ⊂ P гранная фигура P/F является (n − k − 1)-мерным
симплексом.

Определение 1.8 (прямое произведение). Для выпуклых многогранников
Pn1 ⊂ Rn1 и Qn2 ⊂ Rn2 определен выпуклый многогранник

Pn1 ×Qn2 = {(x,y) ⊂ Rn1 × Rn2 : x ∈ Pn1 , y ∈ Qn2}.

Эта операция называется прямым произведением выпуклых многогранников.
Она является коммутативной и ассоциативной.

Многогранник Pn1 ×Qn2 имеет размерность n1 + n2, а его грани являются
прямыми произведениями граней многогранников Pn1 и Qn2 . В частности, он
имеет m1 + m2 гиперграней, где m1 и m2 – числа гиперграней многогранни-
ков Pn1 и Qn2 соответственно.
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Определение 1.9 (скрещенное произведение). Для выпуклых многогран-
ников

Pn1 = {x ∈ Rn1 : 〈ai,x〉+ 1 > 0, i = 1, . . . ,m1},
Qn2 = {y ∈ Rn2 : 〈bj ,y〉+ 1 > 0, j = 1, . . . ,m2}

определен многогранник

Pn1 ◦Qn2 = conv(Pn1 × {0} ∪ {0} ×Qn2) ⊂ Rn1 × Rn2 .

Эта операция называется скрещенным произведением выпуклых многогранни-
ков. Она является коммутативной и ассоциативной. Многогранник Pn1 ◦ Qn2

имеет размерность n1 + n2.

Утверждение 1.10. Прямое и скрещенное произведения многогранников
связаны формулой

(Pn1 ×Qn2)∗ = (Pn1)∗ ◦ (Qn2)∗. (3)

Доказательство. Рассмотрим представление многогранника Pn1 × Qn2

в форме (1):

Pn1 ×Qn2 = {(x,y) ∈ Rn1 × Rn2 : 〈ai,x〉+ 1 > 0, i = 1, . . . ,m1,

〈bj ,y〉+ 1 > 0, j = 1, . . . ,m2}.
Согласно формуле (2), мы получаем:

(Pn1 ×Qn2)∗ = conv{(ai,0), (0, bj), i = 1, . . . ,m1, j = 1, . . . ,m2}
= (Pn1)∗ ◦ (Qn2)∗,

что и доказывает утверждение.

Прямое произведение двух простых многогранников является простым мно-
гогранником. Следовательно, для любых двух симплициальных многогранни-
ков P и Q скрещенное произведение P ◦ Q является симплициальным много-
гранником.

Стандартным n-мерным кубом In называется многогранник In = {x ∈ Rn :
0 6 xi 6 1, i = 1, . . . , n}. Положим I = I1.

Пример 1.11 (бипирамида). Бипирамидой (или надстройкой) многогран-
ника P называется многогранник BP = I ◦ P .

Пример 1.12 (призма). Призмой (или цилиндром) многогранника P назы-
вается многогранник I×P . Согласно формуле (3), мы получаем (BP )∗ = I×P ∗.

Правильным симплексом ∆n−1 ⊂ Rn называется выпуклая оболочка стан-
дартных базисных векторов в Rn.

Определение 1.13 (джойн). Пусть Pn1 ⊂ Rn1+1 и Qn2 ⊂ Rn2+1 – два мно-
гогранника, лежащих в правильных симплексах ∆n1 и ∆n2 . Многогранник

Pn1 >Qn2 = conv(Pn1 × {0} ∪ {0} ×Qn2) ⊂ Rn1+1 × Rn2+1 (4)

называется джойном многогранников Pn1 и Qn2 . Многогранник Pn1 > Qn2

имеет размерность (n1 + n2 + 1) и лежит в правильном симплексе ∆n1+n2+1.

Из конструкции видно, что операция джойна является коммутативной и ас-
социативной.
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Пример 1.14 (конус). Конусом (или пирамидой) многогранника P называ-
ется многогранник CP = pt > P , где pt – точка.

Отметим, что любая вершина v многогранника P задает вложение конуса
CQ = pt > Q в многогранник P > Q, при котором точка pt переходит в вер-
шину v.

Термины “призма”, “пирамида” и “бипирамида” используются в комбинато-
рике многогранников. Они соответствуют терминам “цилиндр”, “конус” и “над-
стройка” в комбинаторной топологии.

В определении операции джойна мы рассматривали многогранники, лежа-
щие в правильных симплексах. Однако аффинный тип многогранника P > Q
не зависит от расположения многогранников P и Q в правильных симплексах.
Он зависит только от аффинных типов многогранников P и Q.

Многогранник P > Q может быть определен и в инвариантных терминах –
как выпуклая оболочка многогранников P и Q, при условии, что они располо-
жены в некотором пространстве RN таким образом, что их аффинные оболочки
aff P и aff Q скрещиваются по {0} в смысле линейной алгебры.

Пустое множество ∅ удобно рассматривать как (−1)-мерный многогранник.
В этом случае в дополнение к формуле (4) можно написать:

∅ > P = P = P > ∅ и ∅ > ∅ = ∅.

В тех случаях, когда рассматриваются операции джойна и скрещенного про-
изведения, удобно считать пустое множество гранью многогранника, в то же
время при операции прямого произведения естественно рассматривать только
непустые грани.

Утверждение 1.15. Грани многогранника Pn1 > Qn2 в конструкции (4)
с точностью до аффинной эквивалентности имеют вид F > G, где F , G –
грани многогранников P и Q соответственно.

Внутри многогранника P >Q лежат многогранники P и Q, которые удобно
отождествлять с P > ∅ и ∅ >Q.

Следствие 1.16. Решетка граней L(P > Q) является прямым произведе-
нием решеток L(P ) и L(Q). Таким образом, операция “джойн” корректно
определена на комбинаторных многогранниках.

Пример 1.17. Для симплексов ∆k и ∆l мы имеем: ∆k > ∆l = ∆k+l+1.

Утверждение 1.18. Грани многогранника Pn1 ◦ Qn2 с точностью до аф-
финной эквивалентности имеют вид P ◦ Q или F > G, где F 6= P , G 6= Q –
грани многогранников P и Q соответственно.

Утверждение 1.19. Пусть P и Q – комбинаторные многогранники. Тогда

(P >Q)∗ = P ∗ >Q∗. (5)

Доказательство. Грани многогранника (P > Q)∗ имеют вид (F > G)♦,
причем (F >G)♦ ⊆ (F ′ >G′)♦ тогда и только тогда, когда F ′ >G′ ⊆ F >G, т. е.
F ′ ⊆ F , G′ ⊆ G, что равносильно условию F♦ ⊆ (F ′)♦, G♦ ⊆ (G′)♦. Поэтому
соответствие (F > G)♦ ↔ F♦ > G♦ задает комбинаторную эквивалентность
многогранников (P >Q)∗ и P ∗ >Q∗.
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Следствие 1.20. Пусть P – комбинаторный многогранник. Тогда (CP )∗=
CP ∗ , т.е. операция взятия конуса и операция перехода к двойственному мно-
гограннику коммутируют.

1.2. ×-кольцо многогранников.

Определение 1.21. Обозначим через P2n свободную абелеву группу, по-
рожденную всеми n-мерными комбинаторными многогранниками. В частно-
сти, P0 = Z, P2 = Z с образующими pt – точка и I – интервал соответственно.
Для n > 1 имеет место разложение в прямую сумму

P2n =
∑

m>n+1

P2n,2(m−n),

где группа P2n,2(m−n) порождена n-мерными многогранниками с m гипергра-
нями. Нетрудно показать, что rkP2n,2(m−n) < ∞ для любых m и n, n < m.
Прямое произведение многогранников P ×Q задает в прямой сумме

P =
∑
n>0

P2n = P0 ⊕ P2 ⊕
∑
m>3

m−1∑
n=2

P2n,2(m−n)

структуру биградуированного коммутативного ассоциативного кольца, которое
мы будем называть ×-кольцом многогранников. Роль единицы в этом кольце
играет точка P 0 = pt.

Прямое произведение P × Q простых многогранников P и Q является про-
стым многогранником, поэтому группа Ps, порожденная всеми простыми мно-
гогранниками, является подкольцом в P.

Определение 1.22. Комбинаторный многогранник Pn, n > 0, называется
неразложимым относительно прямого произведения, если он не может быть
представлен как прямое произведение P1 × P2 двух многогранников положи-
тельной размерности.

Утверждение 1.23. Кольцо P является кольцом полиномов от неразло-
жимых относительно прямого произведения многогранников.

Доказательство. См. приложение A (утверждение A.1).

Многогранник P = P1 × P2 является простым тогда и только тогда, когда
оба многогранника P1 и P2 простые.

Следствие 1.24. Кольцо Ps является подкольцом полиномов от неразло-
жимых простых многогранников.

Так как (P ∗)∗ = P , то соответствие P → P ∗ задает инволюцию кольца P.
Для любого изоморфизма градуированных абелевых групп A : P → P опре-

делено умножение P ×AQ = A−1(AP ×AQ) такое, что отображение A является
изоморфизмом градуированных колец (P,×A) → (P,×).

Инволюция ∗ : P → P определяет умножение P ×∗ Q. Используя форму-
лу (2), мы получаем P ×∗ Q = P ◦Q.
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Определение 1.25. Биградуировка кольца P задает кольцевой гомомор-
физм

ξα,β : P → Z[α, β], ξα,β(Pn) = αnβm,

где m = m(P ) – число гиперграней многогранника Pn и degα = deg β = 2.

Пример 1.26. Далее важную роль будет играть кольцевой гомоморфизм
ξα = ξα,1 : P → Z[α]. При α = 0, получаем аугментацию кольца P

ξ(P ) =

{
1, если P = pt,
0 в противном случае.

Определение 1.27 [2]. f-полиномом выпуклого многогранника Pn назы-
вается полином

f(α, t)(Pn) = αn + fn−1,1α
n−1t+ · · ·+ f1,n−1αt

n−1 + f0,nt
n,

где fi,n−i – число i-мерных граней многогранника Pn.

Утверждение 1.28. f-полином выпуклых многогранников определяет
кольцевой гомоморфизм f : P → Z[α, t].

Доказательство. f -полином можно переписать в виде

f(α, t)(Pn) =
∑
F⊆P

αdimF tn−dimF ,

где F пробегает непустые грани многогранника P .
Так как грани прямого произведения Pn1 × Qn2 являются прямыми произ-

ведениями граней многогранников Pn1 и Qn2 , то

f(α, t)(Pn1 ×Qn2) =
∑

F×G⊆P×Q

αdimF+dimG tn1+n2−dimF−dimG

=
∑

F⊆P, G⊆Q

(αdimF tn1−dimF )(αdimG tn2−dimG)

=
( ∑
F⊆P

αdimF tn1−dimF

)( ∑
G⊆Q

αdimG tn2−dimG

)
= f(α, t)(Pn1) · f(α, t)(Qn2).

1.3. Алгебра Рота–Хопфа.

Определение 1.29. Пусть R1 и R2 – кольца. Обозначим через τR1,R2
коль-

цевой гомоморфизм R1 ⊗R2 → R2 ⊗R1, переставляющий тензорные сомножи-
тели: τR1,R2

(x⊗ y) = y ⊗ x.

Пусть A =
∑

A2n, n > 0, – связное градуированное кольцо, где A2n –

группа элементов градуировки 2n. Введем кольцо L(A) =
∑

L−2k(A), k ∈ Z,
линейных операторов A→ A, умножение в котором задается композицией опе-
раторов, а группу L−2k(A) составляют операторы, которые переводят группу
A2n в группу A2(n−k) для каждого n. Имеем id = 1 ∈ L0(A).
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Определение 1.30. Пусть T – конечное частично упорядоченное множе-
ство с минимальным элементом 0̂ и максимальным элементом 1̂.

Говорят, что элемент y ∈ T накрывает элемент x ∈ T , если x < y и в мно-
жестве T нет такого элемента z, что x < z < y.

Частично упорядоченное множество T называется градуированным, если су-
ществует функция ранга ρ : T → Z такая, что ρ(0̂) = 0 и ρ(y) = ρ(x) + 1, если y
накрывает x. Легко видеть, что если частично упорядоченное множество T
является градуированным, то функция ρ определена однозначно.

Для двух элементов x, y ∈ T , x 6 y, положим ρ(x, y) = ρ(y)−ρ(x). Положим
также ρ(T ) = ρ(1̂) и deg T = 2ρ(T ).

Для элементов x, y ∈ T таких, что x 6 y, определена функция Мёбиуса
µ(x, y), задаваемая рекуррентной формулой

µ(x, y) =

−
∑

x6z<y

µ(x, z), если x < y,

1, если x = y.

Функция Мёбиуса однозначно определена условием: для любых x, y ∈ T , x 6 y,
имеем

∑
x6z6y

µ(x, z) = 1, если x = y, и
∑

x6z6y

µ(x, z) = 0 в противном случае.

Частично упорядоченное множество T называется эйлеровым, если функция
Мёбиуса имеет вид µ(x, y) = (−1)ρ(x,y).

Утверждение 1.31. Пусть P – многогранник. Тогда его решетка гра-
ней L(P ) является эйлеровым частично упорядоченным множеством.

Доказательство. Пусть F,G ∈ L(P ), F ⊂ G, – две грани многогранни-
ка P . Тогда из формулы Эйлера–Пуанкаре для гранной фигуры G/F имеем:∑

F⊂F ′⊂G
(−1)dimF ′−dimF−1 = 1 + (−1)dimG−dimF ,

откуда следует, что функция (−1)dimG−dimF удовлетворяет рекуррентному со-
отношению для функции Мёбиуса.

Многие из результатов этого обзора верны для случая эйлеровых частично
упорядоченных множеств, но мы ограничимся рассмотрением выпуклых мно-
гогранников.

Частично упорядоченные множества T ′ и T ′′ называются изоморфными, ес-
ли существует взаимно однозначное соответствие T ′ → T ′′, сохраняющее поря-
док.

Обозначим через R градуированную свободную абелеву группу, порожден-
ную классами изоморфизма конечных градуированных частично упорядочен-
ных множеств T , deg T = 2ρ(T ).

Утверждение 1.32 [10], [11]. Группа R имеет структуру связной граду-
ированной алгебры Хопфа:

– умножение µ : R⊗R → R задается прямым (декартовым) произведени-
ем T ′ × T ′′ частично упорядоченных множеств T ′ и T ′′ , в котором порядок
определяется условием

(x, y) 6T ′×T ′′ (u, v) тогда и только тогда, когда x 6T ′ u и y 6T ′′ v;
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– единица ı : Z → R переводит единицу 1 кольца Z в частично упорядочен-
ное множество, состоящее из одного элемента 0̂ = 1̂;

– коумножение ∆: R → R⊗R задается формулой

∆(T ) =
∑

0̂6z61̂

[0̂, z]⊗ [z, 1̂],

где [x, y] – частично упорядоченное подмножество {z ∈ T | x 6 z 6 y};
– коединица ε : R → Z задается формулой

ε(T ) =

{
1, если 0̂ = 1̂,
0 в противном случае;

– антипод χ : R → R действует по формуле

χ(T ) =
∑
k>0

∑
Ck

(−1)k[x0, x1] · [x1, x2] · · · [xk−1, xk],

где Ck = (0̂ = x0 < x1 < · · · < xk = 1̂).

Определение 1.33. Алгебру Хопфа (R, µ, ı,∆, ε, χ) мы будем называть ал-
геброй Рота–Хопфа.

Алгебра Рота–Хопфа градуированных частично упорядоченных множеств
появилась в [10]. Различные варианты этой конструкции исследовались в ра-
ботах [11]–[14]. Обобщения этой алгебры можно найти в [15].

Пример 1.34. Простейшая булева алгебра B1 = {0̂, 1̂} является решеткой
граней точки pt. В этом случае ∆(B1) = 1⊗B1 +B1 ⊗ 1, χ(B1) = −B1.

В кольце R определена каноническая инволюция ∗. Образом частично упо-
рядоченного множества T при инволюции ∗ является градуированное частично
упорядоченное множество T ∗, состоящее из тех же элементов, но с обращенным
порядком, т. е. x 6T y тогда и только тогда, когда x >T∗ y. Тогда ρ(T ∗) = ρ(T )
и ∆(T ∗) = ∗ ⊗ ∗(τR,R∆T ), т. е. отображение ∗ является изоморфизмом алгебр
Хопфа R и Rop cop, где Rop cop – алгебра, противоположная к R.

Введем операторы R → R, которые нам потребуются в дальнейшем.

Определение 1.35. Пусть T ∈ R2n – частично упорядоченное множество
ранга n, n > 1. Введем частично упорядоченные множества T1 = T ∪ {1̂n+1},
T2 = (T \ {1̂n}) ∪ {x, y} ∪ {1̂n+1} ∈ R2(n+1), где x, y – элементы ранга n,
и определим линейные операторы O0,O1 : R → R формулами O0T = 2T1 − T2,
O1T = T2 − T1. Для T = {0̂ = 1̂} положим T1 = {0̂, 1̂}, T2 = 2{0̂, 1̂} и O0T = 0,
O1T = {0̂, 1̂}.

Введем операторы dk ∈ L−2k(R), k > 0, по формулам

dkT =
∑
x∈T

[0̂, x], ρ(x) = ρ(T )− k.

Обозначим через D(R) =
∑

D−2k(R), k > 0, градуированное кольцо, порож-
денное операторами dk.
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Из конструкции прямого произведения частично упорядоченных множеств
легко получить следующую формулу:

dk(T ′T ′′) =
∑
i+j=k

(diT ′)(djT ′′),

в частности, оператор d = d1 является дифференцированием.

1.4. >-кольцо многогранников.

Определение 1.36. Джойн многогранников определяет на кольце P били-
нейную операцию степени +2. Она ассоциативна и коммутативна, поэтому
группа (P,>) является ассоциативным коммутативным кольцом без единицы.

Используя соглашение ∅ > P = P = P > ∅, добавим в это кольцо формаль-
ную единицу степени −2 как элемент, отвечающий пустому множеству ∅.

Обозначим абелеву группу Z⊕P через RP. Тогда (RP,>) – коммутативное
ассоциативное кольцо с единицей.

Многогранник Pn1 >Qn2 размерности n1+n2+1 имеет f0,n1(P
n1)+f0,n2(Q

n2)
вершин и m1 +m2 гиперграней.

Следствие 1.37. Кольцо RP является триградуированным с градуировка-
ми 2(n+ 1), 2(m− n− 1), 2(k − n− 1), где n = dimP , m – число гиперграней,
а k = f0,n – число вершин. Оператор двойственности ∗ переводит много-
гранник с градуировками

(
2(n+ 1), 2(m− n− 1), 2(k − n− 1)

)
в многогранник

с градуировками
(
2(n+ 1), 2(k − n− 1), 2(m− n− 1)

)
.

Замечание 1.38. Напомним, что в кольце P многогранник P имеет две
градуировки: 2n и 2(m−n). Так как f0,n1+n2(P

n1×Qn2) = f0,n1(P
n1)·f0,n2(Q

n2),
то число вершин не дает третьей градуировки в случае ×-произведения.

Определение 1.39. Комбинаторный многогранник P 6= ∅ называется не-
разложимым относительно джойна, если его нельзя представить в виде джой-
на P1 > P2 двух многогранников P1 6= ∅, P2 6= ∅.

Утверждение 1.40. Кольцо RP является кольцом полиномов от нераз-
ложимых относительно джойна многогранников.

Доказательство. См. приложение A (утверждение A.2).

Определение 1.41. Комбинаторный многогранник P называется само-
двойственным, если P ∗ = P .

Определение 1.42. Обозначим через SP абелеву подгруппу в группе RP,
состоящую из всех самодвойственных элементов.

Согласно утверждению 1.19, группа SP является подкольцом в кольце RP.

Пример 1.43. Кольцо SP содержит подкольцо, порожденное симплексами
и многоугольниками M2

m.

Рассмотрим соответствие, переводящее многогранник P в решетку его гра-
ней L(P ). Оно определяет мономорфизм абелевых групп RP → R. При этом
L(P >Q) = L(P ) · L(Q), и единица ∅ кольца RP переходит в одноэлементное
множество {0̂ = 1̂}, являющееся единицей кольца R. Поэтому отображение L
является гомоморфизмом колец. Кроме того, L(P ∗) = L(P )∗.



МНОГОГРАННИКИ И КВАЗИСИММЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 79

Пусть P – многогранник в RP. Тогда

∆(L(P )) =
∑

∅⊆F⊆P
[∅, F ]⊗ [F, P ] =

∑
∅⊆F⊆P

L(F )⊗ L(P/F )

и

ε(L(P )) =

{
1, если P = ∅,
0 в противном случае.

Тем самым мы доказали следующий факт.

Утверждение 1.44. Отображение L задает структуру алгебры Хопфа
(RP, µ, ı,∆, ε, χ), где

– умножение µ : RP ⊗RP → RP задается джойном многогранников;
– единица ı : Z → RP переводит единицу 1 ∈ Z в ∅;
– коумножение ∆: RP → RP ⊗RP задается формулой

∆(P ) =
∑

∅⊆F⊆P
F ⊗ P/F ;

– коединица ε : RP → Z задается формулой

ε(P ) =

{
1, если P = ∅,
0 в противном случае;

– антипод χ : RP → RP действует по формуле

χ(P ) =
∑
k>0

∑
∅=F0⊂F1⊂···⊂Fk=P

(−1)k(F1/F0) > (F2/F1) > · · ·> (Fk/Fk−1).

Мы имеем: ∆(P ∗) = ∗⊗∗(τRP,RP∆P ), т. е. операция ∗ является изоморфиз-
мом алгебр Хопфа RP и RPop cop.

Пример 1.45. Пусть B – абелева подгруппа в кольце RP, порожденная пу-
стым множеством ∅ и всеми симплексами ∆n, n > 0. Решетка граней L(∆n)
представляет собой булеву алгебру Bn = {0̂, 1̂}n = Bn1 . В силу того, что
∆k > ∆l = ∆k+l+1, группа B является подкольцом. Положим x = ∆0 = pt. То-
гда ∆n = xn+1. Кроме того, ∆x = 1⊗x+x⊗1, χ(x) = −x, поэтому подкольцо B
является подалгеброй Хопфа, изоморфной алгебре Хопфа многочленов Z[x].

Замечание 1.46. Как мы увидим позже, самодвойственный многогранник
может иметь грани, которые не являются самодвойственными. Поэтому коль-
цо SP не является подалгеброй Хопфа в RP.

Определение 1.47. Триградуировка кольца RP задает мультипликатив-
ный гомоморфизм

εα,β,γ : RP → Z[α, β, γ], εα,β,γ(P ) = αn+1βmγk,

где n – размерность многогранника P , m = m(P ) – число его гиперграней,
k = f0,n(P ) – число вершин и degα = deg β = deg γ = 2.

Далее важную роль будет играть мультипликативный гомоморфизм εα =
εα,1,1 : RP → Z[α]. Отметим, что ε0 = ε0,1,1 = ε.
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1.5. Операторы на кольцах многогранников. ×-кольцо P и >-коль-
цо RP имеют ряд общих свойств, при описании которых мы будем эти кольца
обозначать единым символом R. Положим R[2n] = R0 ⊕ R2 ⊕ · · · ⊕ R2n.

Определение 1.48. Оператором граней dk, k > 0, на кольце R называется
оператор, сопоставляющий многограннику P сумму всех его граней коразмер-
ности k:

dkP
n =

∑
Fn−k⊆Pn

Fn−k. (6)

В частности, dk∅ = 0, k > 1, а dn+1P
n = ∅ в кольце RP и dn+1P

n = 0
в кольце P.

Имеем: dk ∈ L−2k(R) и dkL(P ) = L(dkP ) при вложении L : RP → R.

Пример 1.49. Положим d = d1. Тогда d pt = ∅ в RP и d pt = 0 в P.

Определение 1.50. Градуированное кольцо D(R) ⊂ L(R), порожденное
операторами граней dk, k > 0, называется алгеброй операторов граней. Имеем:

D =
∞∑
k=0

D−2k. Для каждого n > 0 группа R[2n] ⊂ R замкнута относительно дей-

ствия алгебры D(R). Соответствующая алгебра операторов обозначается через
D(R[2n]). Введем также группу D(R2n,R2(n−k)) операторов R2n → R2(n−k), по-
рожденную операторами из D(R).

Утверждение 1.51. Для любых двух многогранников P и Q верны фор-
мулы

d(P ×Q) = (dP )×Q+ P × (dQ) в кольце P, (7)
d(P >Q) = (dP ) >Q+ P > (dQ) в кольце RP. (8)

Таким образом, кольца P и RP являются дифференциальными.

Доказательство. Каждая гипергрань многогранника P × Q имеет вид
F × Q или P × G, где F – гипергрань многогранника P , а G – гипергрань
многогранника Q (в этом случае мы считаем, что у точки pt гиперграней нет).
Поэтому

d(P ×Q) =
∑
F⊂P

F ×Q+
∑
G⊂Q

P ×G = (dP )×Q+ P × (dQ).

Каждая гипергрань многогранника P >Q имеет вид F >Q или P >G, где F –
гипергрань многогранника P , а G – гипергрань многогранника Q (в этом слу-
чае мы считаем, что точка pt имеет единственную гипергрань ∅, а у пустого
множества ∅ гиперграней нет). Поэтому

d(P >Q) =
∑
F⊂P

F >Q+
∑
G⊂Q

P >G = (dP ) >Q+ P > (dQ).

Пример 1.52. Так как xP = pt>P = CP – конус над P , то в RP мы имеем:

d(CP ) = d(pt > P ) = (d pt) > P + pt > (dP ) = ∅ > P + C(dP ) = P + C(dP ).

Следствие 1.53. Оператор умножения на x = pt определяет на коль-
це RP оператор конуса C ∈ L(RP) степени 2 такой, что

[d,C] = id. (9)
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В кольце P формула (9) верна для всех многогранников, кроме точки pt, для
которой d(C pt) = dI = 2pt. Так как pt + C(d pt) = pt, то вместо формулы (9)
в кольце P имеет место формула d(CP ) = C(dP ) + P + ξ(P ) · pt.

Кольцо P не наследует структуры алгебры Хопфа из вложения абелевых
групп P ⊂ RP, однако для него определены единица  : Z → P, (1) = pt, а
также аугментация ξ : P → Z, ξ(pt) = 1 и ξ(P ) = 0, если P 6= pt. Композиция
 ξ : P → P является проектором:  ξ(pt) = pt и  ξ(P ) = 0, если P 6= pt.

Таким образом, на кольце P выполнено соотношение:

[d,C] = id +  ξ. (10)

Пример 1.54. Для симплексов ∆k и ∆l мы имеем:

d(∆k > ∆l) = (k + 1)∆k−1 > ∆l + (l+ 1)∆k > ∆l−1 = (k + l+ 2)∆k+l = d∆k+l+1.

Так как ∆k = xk+1 и dxk+1 = d∆k = (k + 1)∆k−1 = (k + 1)xk, то дифференци-

альное кольцо (RP, d) содержит дифференциальное подкольцо
(

Z[x],
d

dx

)
.

Теорема 1.55. (i) Пусть Pn ∈ P – многогранник. Соотношение

f(α, t)(dPn) =
∂

∂t
f(Pn)(α, t)

выполнено тогда и только тогда, когда Pn простой.
(ii) Пусть f̃ : Ps → Z[α, t] – линейное отображение, удовлетворяющее усло-

виям f̃(dP ) =
∂

∂t
f̃(P ) и f̃(Pn)

∣∣
t=0

=αn для любого простого многогранника Pn .

Тогда f̃(P ) = f(α, t)(P ).
(iii) Для любого простого многогранника Pn выполнено соотношение

f(α, t) = f(−α, α+ t).

Доказательство. (i) Пусть Pn – простой многогранник. Тогда

f(α, t)(dPn) =
∑

Fn−1⊂P

∑
G⊆Fn−1

αdimG tn−1−dimG =
∑
G⊂P

∑
Fn−1⊃G

αdimG tn−1−dimG.

Каждая k-мерная грань простого многогранника лежит ровно в n − k гипер-

гранях. Поэтому f(α, t)(dPn) =
∑
G⊂P

(n−dimG)αdimG tn−1−dimG =
∂

∂t
f(α, t)(P ).

Пусть теперь f(α, t)(dPn) =
∂

∂t
f(α, t)(Pn). Рассмотрим коэффициент при

мономе tn−1. Слева он равен
∑
Fn−1

f0,n−1(Fn−1) – числу пар (вершина, гипер-

грань), а справа он равен nf0,n(Pn). Каждая вершина многогранника Pn ле-
жит не менее чем в n гипергранях, поэтому

∑
Fn−1

f0,n−1(Fn−1) > nf0,n(Pn),

причем равенство имеет место тогда и только тогда, когда Pn простой.
(ii) Используем индукцию по размерности многогранника. Для P 0 = pt име-

ем f̃(pt) = 1 = f(α, t)(pt). Предположим, что f̃ = f для всех многогранников
размерности k 6 n. Тогда для любого (n+1)-мерного многогранника получаем:

f̃(α, t)(dPn+1) = f(α, t)(dPn+1), поэтому
∂

∂t
f̃(Pn+1) =

∂

∂t
f(Pn+1).
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Таким образом, f̃(α, t)(Pn+1) = f(α, t)(Pn+1) + c(α). Полагая t = 0, мы
получаем αn+1 = αn+1 + c(α), поэтому c(α) = 0.

(iii) Снова используем индукцию по размерности многогранника. Мы име-
ем: f(α, t)(pt) = 1 = f(−α, α + t)(pt). Пусть соотношение верно для всех
многогранников размерности k 6 n. Тогда для многогранника Pn+1 мы име-

ем: f(α, t)(dPn+1) = f(−α, α + t)(dPn+1). Таким образом,
∂

∂t
f(α, t)(Pn+1) =

∂

∂t
f(−α, α + t)(Pn+1), поэтому f(α, t)(Pn+1) − f(−α, α + t)(Pn+1) = c(α). По-

лагая t = 0, получаем

αn+1
[
1−

(
(−1)n+1 + (−1)nfn,1 + · · ·+ f0,n+1

)]
= c(α).

Согласно формуле Эйлера–Пуанкаре, мы имеем f0,n+1−f1,n+ · · ·+(−1)nfn,1 =
1 + (−1)n, поэтому c(α) = 0.

Теорема доказана.

Таким образом, соотношение f(α, t)(dP ) =
∂

∂t
f(α, t)(P ) позволяет доказы-

вать утверждения о f -полиномах простых многогранников индукцией по раз-
мерности. В частности, доказать, что имеет место уравнение f(α, t)(P ) =
f(−α, α+t)(P ), равносильное соотношениям Дена–Соммервилля для чисел гра-
ней простых многогранников.

Утверждение 1.56. Для любых двух многогранников P,Q ∈ P имеет ме-
сто соотношение

d(P ◦Q) = (dP ) > (dQ). (11)

Таким образом, отображение d : (P, ◦) → RP , P → dP , является кольцевым
гомоморфизмом.

Определение 1.57. Каждому элементу P ∈ P соответствуют операторы
×-, ◦- и >-умножения: L×PQ = P ×Q, L◦PQ = P ◦Q, L>

PQ = P >Q. Каждому
элементу P ∈ RP соответствует оператор умножения L>

P : L>
PQ = P >Q.

Утверждение 1.58. На кольце P выполнены соотношения

[d, L×P ] = L×dP , (12)

dL◦P = L>
dP d, (13)

[d, L>
P ] = L>

dP + L×P  ξ, (14)

для P = pt имеем L>
dP = id.

На кольце RP выполнено соотношение

[d, L>
P ] = L>

dP . (15)

Определение 1.59. Соответствие P → BP определяет оператор бипира-
миды степени 2 на кольце R. По определению B∅ = 0.

На кольце P оператор конуса совпадает с L>
pt, а оператор бипирамиды сов-

падает с оператором L◦I .

Замечание 1.60. Легко видеть, что самодвойственный простой многогран-
ник P , dimP > 2, комбинаторно эквивалентен симплексу. В то же время су-
ществует много примеров самодвойственных многогранников, не являющихся



МНОГОГРАННИКИ И КВАЗИСИММЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 83

простыми. Такие примеры дает бесконечная серия k-угольных пирамид при
k > 4.

Классическим примером является следующий правильный самодвойствен-
ный многогранник, гиперграни которого не являются самодвойственными.

Пример 1.61 (24-клетка). Пусть Q – четырехмерный многогранник, задава-
емый как выпуклая оболочка следующих 24 точек в R4: концов 8 векторов ±ei,

1 6 i 6 4, и 16 точек вида
(
±1

2
,±1

2
,±1

2
,±1

2

)
. Все гиперграни многогранни-

ка Q являются октаэдрами.
Двойственный многогранник Q∗ может быть описан 24 неравенствами:

± xi + 1 > 0 для 1 6 i 6 4 и
1
2

(±x1 ± x2 ± x3 ± x4) + 1 > 0. (16)

Каждое из этих неравенств обращается в равенство ровно в одной из указанных
24 точек, поэтому оно определяет опорную гиперплоскость, которая пересека-
ется с многогранником Q ровно в одной точке. Следовательно, многогранник Q
имеет ровно 24 вершины. Вершины многогранника Q∗ могут быть определены
при помощи “процесса исключения переменных” в системе (16) (см. [7; раз-
дел 1.2]). В результате мы получаем 24 точки вида ±ei ± ej , 1 6 i < j 6 4.
Каждая опорная гиперплоскость, определяемая системой (16), содержит ров-
но 6 вершин многогранникаQ∗, которые образуют октаэдр. Таким образом, оба
многогранника Q и Q∗ имеют 24 октаэдральные грани. На самом деле, оба эти
многогранника дают пример правильного четырехмерного многогранника, на-
зываемого 24-клеткой. Это единственный правильный самодвойственный мно-
гогранник размерности > 2, отличный от симплекса. Подробности о 24-клетке
и других правильных многогранниках можно найти в книге [16].

В этом примере dQ = 24BI2, но (dQ)∗ = 24I3. Таким образом, кольцо SP
не является дифференциальным подкольцом в кольце RP. Однако существует
другой способ определить дифференцирование на кольце SP. Инволюция ∗
является кольцевым гомоморфизмом, а оператор d – дифференцированием на
кольце RP, поэтому оператор δ = ∗d∗ также является дифференцированием
на RP.

Утверждение 1.62. Оператор d + δ является дифференцированием коль-
ца SP .

Доказательство. По определению P = P ∗ для любого элемента P ∈ SP,
поэтому(

(d+ δ)P
)∗ = ∗(d+ ∗d∗)P = ∗dP + ∗∗dP = ∗d∗P + dP = (δ + d)P.

Утверждение 1.63. Для любых двух многогранников P и Q верны фор-
мулы

dk(P ×Q) =
∑
i+j=k

(diP )× (dj Q) в кольце P, (17)

dk(P >Q) =
∑
i+j=k

(diP ) > (dj Q) в кольце RP. (18)
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Доказательство. Мы имеем:

dk(Pn ×Qr) =
∑

Fn−i⊆Pn, Gr−j⊆Qr, i+j=k

Fn−i ×Gr−j

=
∑
i+j=k

∑
Fn−i⊆Pn

Fn−i ×
( ∑
Gr−j⊆Qr

Gr−j
)

=
∑
i+j=k

( ∑
Fn−i⊆Pn

Fn−i
)
×

( ∑
Gr−j⊆Qr

Gr−j
)

=
∑
i+j=k

(diP )× (djQ).

Такое же рассуждение годится и для многогранника Pn > Qr. Единственным
различием является то, что джойн Pn>Qr имеет грани вида ∅>Gr−j , i = n+1,
i+ j = k, и Fn−i > ∅, j = r + 1, i+ j = k. Тогда ∅ = dn+1Pn = dr+1Qr.

Следствие 1.64. На кольце P имеем: dkL×P =
k∑
i=0

L×diP
dk−i . На кольце RP

имеем: dkL>
P =

k∑
i=0

L>
diP

dk−i . Таким образом, любой оператор в кольце RD(R),

порожденном операторами из кольца D(R) и операторами {LµP , P ∈ R}, где
µ – умножение в кольце R, может быть представлен в виде∑

P,ω

LµPDω, P ∈ R, Dω ∈ D(R).

Определение 1.65. Введем оператор Φ: R → R[t], Φ ∈ D(R)[[t]], по фор-
муле

Φ(t) = 1 + dt+ d2t
2 + · · ·+ dkt

k + · · · .

Утверждение 1.66. Отображение Φ(t) : R → R[t] является гомоморфиз-
мом колец.

Доказательство. Пусть · – умножение в R. Пользуясь формулами (17)
и (18), для любых двух многогранников Pn1 и Qn2 получаем:

Φ(t)(Pn1 ·Qn2) =
∞∑
k=0

dk(Pn1 ·Qn2)tk =
∞∑
k=0

( ∑
i+j=k

(diPn1) · (djQn2)
)
tk

=
∑
i,j>0

(diPn1ti) · (djQn2tj) =
( ∞∑
i=0

diP
n1ti

)
·
( ∞∑
j=0

djQ
n2tj

)
=

(
Φ(t)Pn1

)
·
(
Φ(t)Qn2

)
.

Наконец, Φ(t) pt = pt в кольце P и Φ(t)∅ = ∅ в кольце RP, поэтому отобра-
жение Φ(t) является гомоморфизмом колец R → R[t].

Утверждение 1.67. На кольце R верно соотношение Φ(−t)Φ(t) = 1, т.е.

dn − ddn−1 + · · ·+ (−1)n−1dn−1d+ (−1)ndn = 0, n > 1. (19)

Доказательство. Для ∅ ∈ RP утверждение, очевидно, верно. Пусть
pt ∈ P, тогда

Φ(−t)Φ(t) pt = (1− dt+ · · · )(pt + ∅t) = pt−∅t+ ∅t = pt.
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Имеем Φ(−t)Φ(t) =
∑( ∑

(−1)ididk−i
)
tk. Пусть n > 0 и k > n+ 1, тогда для

многогранника Pn коэффициент при tk ряда Φ(−t)Φ(t)Pn равен нулю. Если
k = 0, то он равен Pn. Для 1 6 k 6 n мы получаем:(

ddk−1 − d2dk−2 + · · ·+ (−1)k−2dk−1d
)
Pn

=
∑

Fn−k⊂Pn

( ∑
Fn−k+1⊃Fn−k

1−
∑

Fn−k+2⊃Fn−k

1 + · · ·

+ (−1)k−2
∑

Fn−1⊃Fn−k

1
)
Fn−k

=
∑

Fn−k⊂Pn

(
f0,k−1(Pn/Fn−k)− f1,k−2(Pn/Fn−k) + · · ·

+ (−1)k−2fk−2,1(Pn/Fn−k)
)
Fn−k.

Для (k−1)-мерного многогранника Pn/Fn−k верна формула Эйлера–Пуанкаре

f0,k−1(Pn/Fn−k)−f1,k−2(Pn/Fn−k)+ · · ·+(−1)k−2fk−2,1(Pn/Fn−k) = 1+(−1)k.

Тогда
(
ddk−1 − d2dk−2 + · · · + (−1)k−2dk−1d

)
Pn = (1 + (−1)k)dkPn, поэтому( ∑

(−1)ididk−i
)
Pn = 0. Коэффициент при tn+1 равен нулю в кольце P

и
(
1− f0,n + f1,n−1 + · · ·+ (−1)nfn−1,1 + (−1)n+1

)
∅ в кольце RP. Из формулы

Эйлера–Пуанкаре следует, что последнее выражение тоже равно нулю.

Утверждение 1.68. Имеют место формулы:

ξ−αΦ(α) = ξα на кольце P, (20)
ε−αΦ(α) = ε0 на кольце RP. (21)

Доказательство. Так как ξαdkPn = fn−k,k(Pn)αn−k, то

ξ−αΦ(α)Pn = (−α)n + (−α)n−1fn−1,1α+ · · ·+ f0,nα
n

=
( n∑
i=0

(−1)ifi,n−i

)
αn = αn = ξαP

n

в силу формулы Эйлера–Пуанкаре.
С другой стороны, на кольце RP мы имеем: εαdkPn = fn−k,k(Pn)αn−k+1,

поэтому

ε−αΦ(α)Pn = (−α)n+1 + (−α)nfn−1,1α+ · · ·+ (−α)f0,nαn + αn+1.

Из формулы Эйлера–Пуанкаре следует, что это выражение равно нулю для
всех многогранников, кроме ∅. Таким образом, ε−αΦ(α) = ε0.

Утверждение 1.69. Кольцо простых многогранников Ps замкнуто отно-
сительно действия алгебры операторов D(P), которая на этом кольце дей-
ствует как алгебра разделенных степеней, т.е. Φ(t)

∣∣
Ps

= edt
∣∣
Ps

и, более по-
дробно,

k! dk
∣∣
Ps

= dk
∣∣
Ps

и dkdl
∣∣
Ps

=
(
k + l
k

)
dk+l

∣∣
Ps
. (22)
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Доказательство. Пусть Pn – простой многогранник. Тогда все его грани
тоже являются простыми многогранниками. Для любого k > 0 имеем

dkPn =
∑

Fn−k⊂Pn

Fn−k
( ∑
Pn⊃Gn−1⊃···⊃Gn−k+1⊃Fn−k

1
)
,

где Pn ⊃ Gn−1 ⊃ · · · ⊂ Gn−k+1 ⊃ Fn−k – всевозможные цепочки граней, содер-
жащие грань Fn−k. Каждая гранная фигура P/Fn−k простого многогранника
является (k − 1)-мерным симплексом, поэтому число таких цепочек равно k! .
Таким образом, dkPn = k! dkPn.

Заметим, что абелева подгруппа Ps ⊂ RP не замкнута относительно дей-
ствия алгебры D(RP). Если добавить пустое множество ∅, то группа Z∅⊕Ps

уже будет замкнута относительно этого действия, но формула (22) для нее,
вообще говоря, не выполнена. Дело в том, что для простого многогранника Pn

мы имеем: k! dkPn = dkPn для 1 6 k 6 n; но (n+ 1)! dn+1P
n = (n+ 1)! ∅, в то

время как

dn+1Pn = d(dnPn) = d(n! dnPn) = dn! f0,n(Pn) pt = n! f0,n(Pn)∅.

Следовательно k! dkPn = dkPn для всех k, 1 6 k 6 n тогда и только тогда, ко-
гда многогранник Pn является простым, при этом равенство верно для k = n+1
тогда и только тогда, когда он имеет n+ 1 вершину, т. е. является симплексом.

Пример 1.70. Подкольцо Z[x] ⊂ RP, x = pt, замкнуто относительно дей-

ствия алгебры D(RP), при этом k! dk = dk =
dk

dxk
.

Рассмотрим еще одно подкольцо, на котором реализуется представление
алгебры D(RP). Пусть x = pt и y = M2

4 −M2
3 = I2− x3. Переменные x и y ал-

гебраически независимы, поэтому они порождают кольцо полиномов Z[x, y] и

d = (dx)
∂

∂x
+ (dy)

∂

∂y
=

∂

∂x
+ x2 ∂

∂y
.

Положим

s(t) = s1t+ s2t
2 + s3t

3 + · · · = log Φ(t) =
∞∑
k=1

(−1)k−1

k

(
Φ(t)− 1

)k ∈ D(RP)⊗Q.

Например, s1 = d, s2 = 0, s3 = d3 − (1/6)d3. Из утверждения 1.67 непосред-
ственно следует, что s(−t) = −s(t) (т. е. s2k = 0 для всех k > 1), а позже мы
покажем, что s(t)(P >Q) =

(
s(t)P

)
>Q+P > (s(t)Q), т. е. каждый оператор sk

является дифференцированием кольца RP.

Тогда Φ(t) = exp s(t) =
∑ 1

k!
s(t)k и s(t) =

(
s(t)x

) ∂
∂x

+
(
s(t)y

) ∂
∂y

. Так как

каждый оператор sk имеет степень −2k, то skx = 0 при k > 2 и sky = 0 при
k > 4. В то же время s1x = 1, s1y = x2, s2y = 0, s3y = −1/3, поэтому s(t)x = t
и s(t)y = t(x2 − t2/3). Таким образом,

s(t) = t

(
∂

∂x
+

(
x2 − 1

3
t2

)
∂

∂y

)
и Φ(t) = exp

(
t

(
∂

∂x
+

(
x2 − 1

3
t2

)
∂

∂y

))
.

В частности, d3 =
1
6
d3 − 1

3
∂

∂y
=

1
6

(
∂

∂x
+ x2 ∂

∂y

)3

− 1
3
∂

∂y
.
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Определение 1.71. Введем операторы A ,D : R → R, задаваемые форму-
лами: A = 2C −B и D = [B,C] = BC − CB.

Утверждение 1.72. (i) На кольце P выполнены соотношения:
1) Φ(t)C = (C+t)Φ(t)+t ξt ; 2) Φ(t)B = (B−2C−t)+(2C+t)Φ(t)+2t ξt .

(ii) На кольце RP выполнены соотношения:
1) Φ(t)C = (C + t)Φ(t); 2) Φ(t)B = (B − 2C − t) + (2C + t)Φ(t).

(iii) На кольце R выполнены соотношения:
1) Φ(t)A = A + t+ tΦ(t); 2) Φ(t)D = D + A t+ t2 .

Доказательство. (i) Для точки мы имеем: Φ(t) pt = pt и

Φ(t)C pt = Φ(t)I = I + (2pt)t = C pt + (pt)t+ (pt)t = (C + t)Φ(t) pt + t ξt(pt),

Φ(t)B pt = Φ(t)I = I + (2pt)t = B pt− (2C + t) pt + (2C + t) pt + 2t ξt(pt)

= B pt− (2C + t) pt + (2C + t)Φ(t) pt + 2t ξt(pt)

= [(B − 2C − t) + (2C + t)Φ(t) + 2t ξt] pt.

Пусть P – n-мерный многогранник, n > 1. Тогда

Φ(t)CP = CP + (CdP + P )t+ · · ·+ (CdnP + dn−1P )tn + (1 + dnP )tn+1

= CΦ(t)P + tΦ(t)P + tξt(P ),

Φ(t)BP = BP + (2CdP )t+ (2Cd2P + dP )t2 + · · ·+ (2CdnP + dn−1P )tn

+ (2 + dnP )tn+1 = (B − 2C − t)P + 2CΦ(t)P + tΦ(t)P + 2t ξt(P ).

(ii) Оператор C на кольце RP задается умножением на x = pt, отображение
Φ(t) : RP → RP[t] – кольцевой гомоморфизм, поэтому

Φ(t)CP = (Φ(t)x) · (Φ(t)P ) = (x+ 2t∅) · (Φ(t)P ) = (C + 2t)Φ(t)P.

Для P = ∅ имеем:

Φ(t)B∅ = 0,
(
(B − 2C − t) + (2C + t)Φ(t)

)
∅ = −2pt−∅t+ 2pt + ∅t = 0.

Пусть dimP = n > 0. Тогда

Φ(t)BP = BP + (2CdP )t+ (2Cd2P + dP )t2 + · · ·+ (2CdnP + dn−1P )tn

+ (2C∅ + dnP )tn+1 + ∅tn+2 = (B − 2C − t)P + 2CΦ(t)P + tΦ(t)P.

(iii) Формула 1) непосредственно следует из формул первых двух частей
утверждения. На кольце P имеем:  ξtB = t ξt =  ξtC =  ξtA , поэтому

Φ(t)D = Φ(t)(BC − CB) = Φ(t)(CA −A C)

= [(C + t)Φ(t) + t ξt]A − [A + t+ tΦ(t)]C

= (C + t)(A + t+ tΦ(t)) + t2 ξt − [A C + Ct+ t(C + t)Φ(t) + t2 ξt]

= CA −A C + A t+ t2 = D + A t+ t2.

На кольце RP имеем:

Φ(t)D = Φ(t)(CA −A C) = [(C + t)Φ(t)]A − [A + t+ tΦ(t)]C

= (C + t)(A + t+ tΦ(t))− [A C + Ct+ t(C + t)Φ(t)]

= CA −A C + A t+ t2 = D + A t+ t2.



88 В.М. БУХШТАБЕР, Н.Ю. ЕРОХОВЕЦ

Следствие 1.73. На кольце R имеем:

dD = A , d2D = 1, dkD = 0, k > 3; (23)
dA = 2, dkA = dk−1, k > 2. (24)

1.6. Флаговые векторы. Введем на множестве 2[0,n−1] всех подмножеств
множества [0, n − 1] = {0, 1, . . . , n − 1} полный порядок следующим условием:

Для двух множеств S1 = {a1, . . . , ak}, a1 < · · · < ak, и S2 = {b1, . . . , bl},
b1 < · · · < bl, мы имеем S1 < S2 тогда и только тогда, когда слово
akak−1 . . . a1 меньше слова blbl−1 . . . b1 в лексикографическом порядке.

Например, ∅ < {0} < {1} < {0, 1} < {0, 1, 2} < {3} < {0, 1, 2, 3}.
Для множества S ⊆ [0, n − 1] и числа k > 0 положим S + k = {s + k :

s ∈ S} ⊆ [0, n+ k − 1].

Определение 1.74. Пусть Pn – n-мерный многогранник и S = {a1, . . . , ak},
a1 < · · · < ak, – подмножество в [0, n− 1]. Число возрастающих цепочек граней

F a1 ⊂ F a2 ⊂ · · · ⊂ F ak , dimF ai = ai,

называется флаговым числом и обозначается fS = f{a1,...,ak}. Положим f∅ = 1.
Например, число f{i} равно числу fi,n−i граней размерности i, которое мы
уже определили ранее. Длину k цепочки обозначим через l(S). Тогда 0 6
l(S) 6 n. Набор {fS} всех флаговых чисел многогранника называется его
флаговым вектором.

Для множества S = {a1, . . . , ak} ⊆ [0, n− 1] положим a0 = −1, ak+1 = n и

f{−1,a1,...,ak} = f{−1,a1,...,ak,n} = f{a1,...,ak,n} = f{a1,...,ak}.

Это соглашение соответствует тому, что пустое множество ∅ является един-
ственной гранью размерности −1 и содержится в любой другой грани много-
гранника Pn, а сам многогранник является единственной гранью размерно-
сти n и содержит любую другую грань.

Для элемента P =
∑

λiP
n
i ∈ P2n = RP2(n+1), n > 0, определим флаговое

число fS по формуле fS(P ) =
∑

λifS(Pni ).

Утверждение 1.75. Для любого многогранника Pn , n > 0, и множества
S = {a1, . . . , ak} ⊆ [0, n− 1] мы имеем:

fS(Pn) = ξ1da2−a1da3−a2 · · · dn−ak
Pn = f{−1}∪S(Pn) = εda1+1da2−a1 · · · dn−ak

Pn.
(25)

Утверждение 1.76. Для многогранника P размерности n − 2 > 0 и мно-
жества S = {a1, . . . , ak} ⊆ [0, n− 2] имеем:

fS(DP ) =

{
0, n− 2 /∈ S,
fS\{n−2}(P ), n− 2 ∈ S;

fS(A P ) =

{
fS(P ), n− 2 /∈ S,
2fS\{n−2}(P ), n− 2 ∈ S.

Доказательство. Для S = ∅ утверждения верны. Пусть k > 1. Имеем:
fS(DP ) = ξ1(da2−a1 · · · dn−ak

DP ) и fS(A P ) = ξ1(da2−a1 · · · dn−1−ak
A P ). Если

n − ak > 3, то dn−ak
D = 0 и dn−1−ak

A = dn−2−ak
, поэтому fS(DP ) = 0
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и fS(A P ) = fS(P ). Если же n − ak = 2, то dn−ak
D = 1 и dn−1−ak

A = 2,
поэтому

fS(DP ) = ξ1da2−a1 · · · dak−ak−1dn−ak
DP

= ξ1da2−a1 · · · dn−2−ak−1P = fS\{n−2}(P ),

fS(A P ) = ξ1da2−a1 · · · dak−ak−1dn−1−ak
A P

= 2ξ1da2−a1 · · · dn−2−ak−1P = 2fS\{n−2}(P ).

В работе [17] доказано, что флаговые векторы многогранников удовлетво-
ряют обобщенным соотношениям Дена–Соммервилля (соотношениям Байер–
Биллера).

Теорема 1.77 (см. [17; теорема 2.1]). Рассмотрим n-мерный многогран-
ник Pn и множество S ⊂ {0, 1, . . . , n − 1}. Пусть {i, k} ⊆ S ∪ {−1, n}, где
i < k − 1 и S ∩ {i+ 1, . . . , k − 1} = ∅, тогда

k−1∑
j=i+1

(−1)j−i−1fS∪{j} = (1− (−1)k−i−1)fS . (26)

Определение 1.78. Пусть Ψn, n > 2, – множество всех подмножеств S ⊆
{0, 1, . . . , n− 2}, которые не содержат двух последовательных чисел. Положим
Ψ1 = Ψ0 = {∅}.

Можно показать по индукции, что мощность множества Ψn равна n-му числу
Фибоначчи cn (c0 = 1, c1 = 1, cn+1 = cn + cn−1, n > 1).

Определение 1.79. Пусть Ωn, n > 1, – множество всех n-мерных вы-
пуклых многогранников, которые получаются применением к пустому множе-
ству ∅ слов из операторов B и C, которые не содержат двух последовательных
операторов B и оканчиваются на C2. Мы будем отождествлять многогранники
из множества Ωn cо словами, которые им соответствуют. Определим на мно-
жестве слов из букв B и C лексикографический порядок, положив C < B.

Имеем: Ω1 = {C2}, Ω2 = {C3, BC2}, при этом C2 < C3 < BC2.
Каждое слово длины n+ 1 из множества Ωn имеет вид либо CQ, Q ∈ Ωn−1,

либо BCQ, Q ∈ Ωn−2, так что мощность множества Ωn удовлетворяет уравне-
нию для чисел Фибоначчи |Ωn| = |Ωn−1| + |Ωn−2|. Так как |Ω1| = 1, |Ω2| = 2,
то |Ωn| = cn, n > 1.

Замечание 1.80. Мы видим, что |Ωn| = |Ψn| = cn. Существует естествен-
ное взаимно однозначное соответствие между множествами Ωn и Ψn, при ко-
тором слово Cn+1−akBCak−ak−1−1B · · ·BCa1−1 переходит в множество {a1 − 3,
. . . , ak − 3}. Это соответствие согласовано с полными порядками на множе-
ствах Ωn и Ψn.

Теорема 1.81. Пусть n > 1. Тогда:
1) для любого множества S ⊆ {0, 1, . . . , n − 1} существует нетривиаль-

ное линейное соотношение, выражающее флаговое число fS(P ) через флаговые
числа fS′(P ), S′ ∈ Ψn , которое выполнено для всех многогранников размерно-
сти n (см. [17; предложение 2.2]);

2) флаговые векторы {fS(Q)}Q∈Ωn порождают (cn − 1)-мерное аффинное
пространство (см. [17; предложение 2.3]);
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3) флаговые векторы {fS′(Pn)}S′∈Ψn порождают (cn − 1)-мерное аффинное
пространство, определяемое уравнениями (26) и условием f∅ = 1 (см. [17;
теорема 2.6]).

Первая часть теоремы следует из соотношений Байер–Биллера (26). Дей-
ствительно, пусть S ⊆ [0, n − 1], S /∈ Ψn. Тогда для некоторого k, 1 6 k 6 n,
пара {k − 1, k} принадлежит S ∪ {n}. Пусть Ŝ = S \ {k − 1} и i = max{j ∈
{−1} ∪ S, j < k − 1}. Запишем соотношение Байер–Биллера:

fS =
k−2∑
j=i+1

(−1)k−jfŜ∪{j} + (1 + (−1)k−i)fŜ . (27)

Все множества в правой части строго меньше множества S. Повторяя такое
преобразование, в конце концов мы получим выражение числа fS через числа
{fS′ , S′ ∈ Ψn} как линейную комбинацию с целыми коэффициентами, которое
верно для всех n-мерных многогранников.

Замечание 1.82. Здесь мы привели доказательство, следуя работе [17].
Из него видно, что коэффициенты линейного соотношения можно выбрать це-
лыми числами и что все множества {S′ ∈ Ψn}, встречающиеся в выражении
числа fS , S /∈ Ψn, можно выбрать строго меньшими, чем множество S.

Что касается второй части теоремы, то нам понадобится следующее более
сильное утверждение.

Утверждение 1.83. Рассмотрим матрицу

Kn = {kQ,S = fS(Q)} ∈ Matcn×cn
(Z),

где n > 1, Q ∈ Ωn и S ∈ Ψn . Упорядочим строки и столбцы по возрастанию
слов Q и множеств S . Тогда detKn = 1.

Доказательство. Для n = 1 матрица K1 имеет вид (f∅(C2)) = (1), где
C2 = I.

Для n = 2 имеем: K2 =
(

1 f0(C3)
1 f0(BC2)

)
=

(
1 3
1 4

)
, detK2 = 1, где C3 = ∆2

и BC2 = I2.
Докажем утверждение индукцией по n. Пусть предположение верно для всех

матриц Kr, r < n. Запишем матрицу Kn в виде
(
K11 K12

K21 K22

)
, где блок K11

отвечает словам вида CQ, Q ∈ Ωn−1, и множествам S, которые не содержат
элемент n−2, а блок K22 отвечает словам вида BCQ, Q ∈ Ωn−2, и множествам,
содержащим элемент n− 2.

Грани многогранника CP имеют вид либо F ⊆ P , либо CF , ∅ ⊆ F ⊆ P ,
поэтому каждая возрастающая цепочка граней многогранника CPn−1, не со-
держащая граней соседних размерностей, имеет вид

F l1 ⊂ · · · ⊂ F li ⊂ CF li+1 ⊂ · · · ⊂ CF lk ,

где
F l1 ⊂ · · · ⊂ F li ⊂ F li+1 ⊂ · · · ⊂ F lk ⊆ Pn−1,
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следовательно, для любого множества S = {a1, . . . , ak} ∈ Ψn мы имеем:

f{a1,...,ak}(CP
n−1) = f{a1−1,...,ak−1}(Pn−1) + · · ·

+ f{a1,...,ai,ai+1−1,...,ak−1}(Pn−1) + · · ·+ f{a1,...,ak}(P
n−1), (28)

где, как и раньше, f{−1,a2,...,ak} = f{a2,...,ak}.
Пусть ak < n− 2. Множества вида {a1, . . . , al, al+1− 1, . . . , ak− 1} могут уже

не принадлежать семейству Ψn−1. Однако, согласно первой части теоремы
и замечанию 1.82,

f{a1,...,ak}(CP
n−1) = f{a1,...,ak}(P

n−1) +
∑

Ŝ∈Ψn−1

Ŝ<{a1,...,ak}

λŜfŜ(Pn−1), λŜ ∈ Z.

Поэтому матрицу K11 можно представить в виде Kn−1R, где R – верхняя уни-
треугольная матрица. В частности, detK11 = detKn−1 · detR = 1 по предпо-
ложению индукции.

Лемма 1.84. Пусть P – (n− 2)-мерный многогранник и S ∈ Ψn . Тогда

fS(BCP ) =

{
fS(CBP ), если n− 2 /∈ S,
fS(CBP ) + fS\{n−2}(P ), если n− 2 ∈ S.

(29)

Доказательство. Лемма является прямым следствием утверждения 1.76.

Теперь рассмотрим многогранник BCQ, отвечающий одной из нижних cn−2

строк матрицыKn. Если словоQ начинается с символа C, то ему соответствует
слово CBQ и строка в верхней части матрицы. Вычтем эту строку из строки,
которой отвечает BCQ. Согласно лемме 1.84, мы получим

k′BCQ,S =

{
0, если n− 2 /∈ S;
fS\{n−2}(Q), если n− 2 ∈ S.

(30)

Если же словоQ начинается с символа B, то ему не соответствует никакая стро-
ка в верхней части матрицы. Однако по предположению индукции detKn−1=1.
Кроме того, все флаговые числа (n− 1)-мерных многогранников выражаются
с целыми коэффициентами через cn−1 чисел {fS , S ∈ Ψn−1}. Поэтому флаго-
вый вектор любого (n−1)-мерного многогранника Pn−1 является линейной ком-
бинацией с целыми коэффициентами флаговых векторов многогранников из
множества Ωn−1. В частности, fS(BQ) =

∑
Q′∈Ωn−1

nQ′fS(Q′), S ⊆ [0, n− 2]. Ис-

пользуя формулу (28), мы получаем fS(CBQ) =
∑

Q′∈Ωn−1

nQ′fS(CQ′), S ∈ Ψn.

Вычитая соответствующую линейную комбинацию строк из верхней части мат-
рицы, мы снова получаем формулу (30).

Таким образом, элементарными преобразованиями строк матрица Kn может
быть приведена к виду (

Kn−1R K12

0 Kn−2

)
.

Используя предположение индукции, получаем detKn = 1.
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Замечание 1.85. Доказательство утверждения 1.83 можно получить сле-
дуя работе [17]. Разница в наших доказательствах заключается в том, что
М. Байер и Л. Биллера переходят к новой матрице чисел граней многогранни-
ков Q ∈ Ψn, а мы работаем непосредственно с флаговыми числами, пользуясь
формулой (28) и леммой 1.84. В [17] не отмечен важный для нас факт, что
detKn = 1.

Следствие 1.86. Любой целочисленный вектор {gS , S ⊆ [0, n − 1]}, удо-
влетворяющий соотношениям (26), однозначно представляется в виде цело-
численной линейной комбинации векторов {fS(Q), S ⊆ [0, n − 1]}, Q ∈ Ψn .
В частности, это верно для флагового вектора n-мерного многогранника.

Доказательство. Любая координата gS вектора {gS , S ⊆ [0, n − 1]}, удо-
влетворяющего соотношениям (26), выражается через числа {gS′ , S′ ∈ Ψn} по
той же формуле, по которой флаговое число fS любого n-мерного многогран-
ника Pn выражается через флаговые числа {fS′ , S′ ∈ Ψn}. Так как detKn = 1,
то любой вектор gΨn = {gS′ , S′ ∈ Ψn} единственным образом представляется
в виде целочисленной линейной комбинации векторов fΨn(Q), Q ∈ Ωn. Следо-
вательно, и вектор {gS , S ⊆ [0, n− 1]} однозначно представляется в виде цело-
численной линейной комбинации флаговых векторов многогранников Q ∈ Ωn

с теми же коэффициентами.

Следствие будет использовано при исследовании образа флаговых полино-
мов в кольце Qsym[α] (см. ниже).

О связи флагового вектора и cd-индекса см. приложение E.

Определение 1.87. Будем говорить, что множество T 2n из cn элементов
группы P2n = RP2(n+1), n > 0, задает базис в пространстве флаговых век-
торов, если определитель матрицы Kn

T = {kP,S = fS(P )} ∈ Matcn×cn
(Z), где

P ∈ T 2n и S ∈ Ψn, равен ±1.

Утверждение 1.88. Пусть множества T 2(n−1) и T 2(n−2) , n > 2, зада-
ют базисы в пространствах флаговых векторов. Тогда множество T 2n =
(A T 2(n−1)) ∪ (DT 2(n−2)) задает базис в пространстве флаговых векторов.

Доказательство. Упорядочим множества S ∈ Ψn по возрастанию. Мат-

рицу Kn
T можно представить в виде

(
K11 K12

K21 K22

)
, где блок K11 отвечает эле-

ментам вида A P , P ∈ T 2(n−1), и множествам S, которые не содержат элемент
n − 2, а блок K22 отвечает словам вида DP , P ∈ T 2(n−2), и множествам, со-
держащим элемент n − 2. Согласно утверждению 1.76, имеем: K11 = Kn−1

T ,
K21 = 0 и K22 = Kn−2

T . Поэтому detKn
T = detKn−1

T · detKn−2
T = ±1.

Обозначим через T 2n
A D ⊂ P2n,n > 0, множество, состоящее из элементов, по-

лучающихся из точки pt применением всевозможных слов степени 2n из букв A
и D , где deg A = 2 и deg D = 4 .

Следствие 1.89. Для любого n > 0 множество T 2n
A D задает базис в про-

странстве флаговых векторов.
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Пример 1.90. Имеем:

T 0
A D ={pt}, T 2

A D = {A pt = I}, T 4
A D = {A 2pt = 2∆2 − I2, Dpt = I2 −∆2},

T 6
A D ={A 3pt = 4∆3 − 2CI2 − 2B∆2 +BI2,

A Dpt = −2∆3 + 2CI2 +B∆2 −BI2, DA pt = B∆2 − CI2}.

Определение 1.91. Пусть PA D – абелева подгруппа в P, порожденная все-
ми элементами множеств T 2n

A D , n > 0. Определим проекцию πA D : P → PA D ,
которая сопоставляет элементу P ∈ P2n элемент πA D(P ) ∈ P2n

A D , который
имеет такой же флаговый вектор. Пусть P ∈ P2n. Тогда

πA D(P ) =
∑

[W ]P (Wpt),

где W = A rDA lkD . . .DA l1 , degW = 2n и [W ]P ∈ Z.

Определение 1.92. Рассмотрим правое действие свободной ассоциативной
алгебры Q = Z〈c,d〉, deg c = 2, deg d = 4, на кольце P, при котором Pc = A P
и Pd = DP .

Имеем: 1Z〈c,d〉 = PA D , поэтому отображение Q → Z〈A ,D〉 является анти-
изоморфизмом.

Определение 1.93. Пусть T – градуированное частично упорядоченное
множество ранга n + 1. Для множества S = {a1, . . . , ak} ⊆ {0, 1, 2, . . . , n − 1}
определим флаговое число fS(T ) как число возрастающих цепочек элементов
x1 < · · · < xk, %(xi) = ai + 1.

Из конструкций множеств T1 и T2 (см. определение 1.35) легко следует сле-
дующий результат.

Утверждение 1.94. Пусть T ∈ R2n – частично упорядоченное множе-
ство и S ⊆ {0, 1, . . . , n− 1}. Тогда

fS(T1) =

{
fS(T ), n− 1 /∈ S,
fS\{n−1}(T ), n− 1 ∈ S,

fS(T2) =

{
fS(T ), n− 1 /∈ S,
2fS\{n−1}(T ), n− 1 ∈ S,

где для n = 0 мы считаем, что −1 ∈ S = ∅.

Следствие 1.95. Для операторов O0 и O1 имеем:

fS(O0T ) =

{
fS(T ), n− 1 /∈ S,
0, n− 1 ∈ S,

fS(O1T ) =

{
0, n− 1 /∈ S,
fS\{n−1}(T ), n− 1 ∈ S.

Для флаговых чисел многогранников из кольца RP существует каноничес-
кая операция умножения. См. приложение B.

2. Квазисимметрические функции и алгебры Хопфа

Необходимые сведения из теории алгебр Хопфа можно найти в [18], [19].
В этом разделе мы следуем, преимущественно, обозначениям работы [20]. См.
также [21] и [22].

Пусть R – кольцо и T – конечное или счетное множество. Через R〈T 〉 и R[T ]
мы будем обозначать соответственно свободную ассоциативную алгебру и ал-
гебру полиномов над R от образующих T .
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2.1. Определения и конструкции. Теория квазисимметрических функ-
ций возникла и развилась за последние двадцать лет под влиянием проблем
из различных направлений исследований. В настоящее время она широко из-
вестна, богата результатами и приложениями. См. [13], [14], [20], [21], [23]–[29].

Определение 2.1. Упорядоченное множество ω = (j1, . . . , jk), ji > 1, где
j1 + · · ·+jk = n, называется композицией числа n. Положим |ω| = n и l(ω) = k.

Пустую композицию числа 0 мы будем обозначать символом ( ). Имеем
|( )| = 0, l

(
( )

)
= 0.

Определим на множестве композиций числа n частичный порядок, задав на-
крывающие отношения (j1, . . . , ji+ji+1, . . . , jk) ≺ (j1, . . . , ji, ji+1, . . . , jk). В этом
случае максимальной будет композиция (1, 1, . . . , 1), а минимальной – (n).

Для композиции ω = (j1, . . . , jk) положим ω∗ = (jk, . . . , j1).
Пусть n > 1. Для множества S = {a1, . . . , ak} ⊆ {0, 1, . . . , n − 1} обозначим

через ω(S) композицию (n − ak, ak − ak−1, . . . , a2 − a1) числа n − a1, а для
композиции ω = (j1, . . . , jk) положим S(ω) = {n − |ω|, n − |ω| + jk, . . . , n − j1}.

Определение 2.2. Пусть t1, t2, . . . – конечное или счетное множество пере-
менных степени deg ti = 2. Квазисимметрическим мономом Mω композиции
ω = (j1, . . . , jk) называется выражение Mω =

∑
l1<···<lk

tj1l1 · · · t
jk
lk

, M( ) = 1.

Степень монома Mω равна 2|ω| = 2(j1 + · · · + jk). Для любых двух моно-
мов Mω и Mω′ их произведение в кольце полиномов Z[t1, t2, . . . ] равно

Mω′Mω′′ =
∑
ω

( ∑
Ω′+Ω′′=ω

1
)
Mω,

где для композиций ω = (j1, . . . , jk), ω′ = (j′1, . . . , j
′
l′) и ω′′ = (j′′1 , . . . , j

′′
l′′) че-

рез Ω′ и Ω′′ обозначены всевозможные строки длины k такие, что

Ω′ = (0, . . . , j′1, . . . , 0, . . . , j
′
l′ , . . . , 0), Ω′′ = (0, . . . , j′′1 , . . . , 0, . . . , j

′′
l′′ , . . . , 0).

Правило умножения композиций называется перекрывающимся тасовочным
умножением. Например,

M(1)M(1) =
( ∑

i

ti

)( ∑
j

tj

)
=

∑
i

t2i + 2
∑
i<j

titj = M(2) + 2M(1,1),

что соответствует разложениям

(2) = (1) + (1), (1, 1) = (1, 0) + (0, 1) = (0, 1) + (1, 0),

и

M(1)M(1,1) =
( ∑

i

ti

)( ∑
j<k

tjtk

)
=

∑
i<j

t2i tj +
∑
i<j

tit
2
j + 3

∑
i<j<k

titjtk

= M(2,1) +M(1,2) + 3M(1,1,1),

что соответствует разложениям

(2, 1) = (1, 0) + (1, 1), (1, 2) = (0, 1) + (1, 1),

(1, 1, 1) = (1, 0, 0) + (0, 1, 1) = (0, 1, 0) + (1, 0, 1) = (0, 0, 1) + (1, 1, 0).
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Таким образом, конечные линейные комбинации квазисимметрических моно-
мов образуют градуированное кольцо. Это кольцо называется кольцом квази-
симметрических функций и обозначается

Qsym[t1, . . . , tr] =
∑
n>0

Qsym2n[t1, . . . , tr]

в случае n переменных, либо

Qsym[t1, t2, . . . ] =
∑
n>0

Qsym2n[t1, t2, . . . ] или Qsym =
∑
n>0

Qsym2n

в случае бесконечного числа переменных, где группы Qsym2n[t1, . . . , tr] и
Qsym2n состоят из однородных квазисимметрических функций степени 2n.

Замечание 2.3. Мы будем часто пользоваться изоморфностью ограниче-
ния Qsym2n → Qsym2n[t1, . . . , tr] при r > n.

Определение 2.4. Соответствие Mω → Mω∗ задает кольцевой гомомор-
физм ∗ : Qsym → Qsym, который является инволюцией.

Утверждение 2.5. Полином g ∈ Z[t1, . . . , tr] принадлежит Qsym[t1, . . . , tr]
тогда и только тогда, когда

g(0, t1, t2, . . . , tr−1) = g(t1, 0, t2, . . . , tr−1) = · · · = g(t1, . . . , tr−1, 0). (31)

Полином g(t1, t2, . . . ) вида

a+
∞∑
k=1

∑
16l1<···<lk

∑
j1,...,jk>1

aj1,...,jkl1,...,lk
tj1l1 · · · t

jk
lk

(32)

степени 2(j1 + · · ·+ jk) 6 N принадлежит Qsym тогда и только тогда, когда

g(t1, . . . , ti−1, 0, ti, . . . ) = g(t1, . . . , ti−1, ti, . . . ) для всех i > 1. (33)

Доказательство. Для квазисимметрического монома Mω мы имеем:

Mω(t1, . . . , ti, 0, ti+1, . . . , tr−1) =

{
0, l(ω) = r,

Mω(t1, . . . , ti, ti+1, . . . , tr−1), l(ω) < r,

в случае r переменных, и Mω(t1, . . . , ti−1, 0, ti, . . . ) = Mω(t1, . . . , ti−1, ti, . . . )
в случае бесконечного числа переменных, поэтому для квазисимметрических
функций условия (31) и (33) выполнены.

С другой стороны, докажем, что выполнение условия (31) или (33) влечет
равенство любых двух коэффициентов вида aj1,...,jkl1,...,lk

и aj1,...,jkl′1,...,l
′
k
.

Сначала заметим, что из условия (33) следуют равенства

g(0, t1, t2, t3, . . . ) = g(t1, 0, t2, t3, . . . ) = g(t1, t2, 0, t3 · · · ) = · · · .
Пусть li > li−1+1 или i = 1, li > 1. Рассмотрим соответствующие коэффици-

енты в уравнении g(t1, . . . , tli−2, 0, tli−1, tli , . . . ) = g(t1, . . . , tli−1, 0, tli , . . . ). Сле-
ва моном tj1l1 · · · t

ji−1
li−1

tjili−1t
ji+1
li+1−1 · · · t

jk
lk−1 имеет коэффициент aj1,...,ji−1,ji,ji+1,...,jk

l1,...,li−1,li,li+1,...,lk
,

а справа – aj1,...,ji−1,ji,ji+1,...,jk
l1,...,li−1,li−1,li+1,...,lk

, поэтому они равны. Следовательно, мы можем
“передвинуть” индекс li на 1 влево.

Теперь для любого коэффициента aj1,...,jkl1,...,lk
мы можем шаг за шагом пере-

двинуть индекс l1 в 1, индекс l2 – в 2, . . . , индекс lk – в k. Таким образом,
aj1,...,jkl1,...,lk

= aj1,...,jk1,...,k .
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Следовательно, полином g является линейной комбинацией квазисимметри-
ческих мономов. Так как его степень ограничена, то число мономов конечно,
поэтому g является квазисимметрической функцией. Утверждение доказано.

В качестве следствия мы получаем другое доказательство того, что квази-
симметрические функции образуют кольцо.

М. Хазевинкель в [20] доказал гипотезу Диттерса о том, что кольцо Qsym
является алгеброй полиномов над кольцом целых чисел.

Так как rkQsym2n = 2n−1, то числа βi мультипликативных образующих
степени 2i могут быть найдены из рекуррентного соотношения

1− t

1− 2t
=

∞∏
i=1

1
(1− ti)βi

.

Определены гомоморфизмы абелевых групп:

Vr+1 : Qsym[t1, . . . , tr] → Qsym[t1, . . . , tr+1],

Vr+1Mω(t1, . . . , tr) = Mω(t1, . . . , tr+1);

Er : Qsym[t1, . . . , tr+1] → Qsym[t1, . . . , tr], tr+1 → 0.

Отображение Vr+1 мультипликативно для мономов Mω1 и Mω2 таких, что
l(ω1) + l(ω2) 6 r. Отображение Er переводит мономы Mω, l(ω) = r + 1, в 0,
в то время как для композиции ω, l(ω) < r + 1, имеем ErMω(t1, . . . , tr, tr+1) =
Mω(t1, . . . , tr). Оно является кольцевым гомоморфизмом.

Легко видеть, что ErVr+1 – тождественное отображение.
Для r > 0 определен оператор ΠQsym : Z[t1, . . . , tr] → Qsym[t1, . . . , tr]⊗Q:

ΠQsymt
j1
s1 · · · t

jk
sk

=
1(
r
k

)( ∑
l1<···<lk

tj1l1 · · · t
jk
lk

)
, s1 < · · · < sk,

сопоставляющий моному среднее значение по всем мономам заданного типа.
Для квазисимметрического монома Mω, ω = (j1, . . . , jk), мы имеем:

ΠQsymMω =
∑

16l1<···<lk6r

1(
r
k

) Mω =
(
r

k

)
1(
r
k

) Mω = Mω,

поэтому оператор ΠQsym является проектором.

Замечание 2.6. Мы видим, что в теории симметрических и квазисиммет-
рических функций важную роль играет такая характеристика, как число пе-
ременных в полиноме.

Утверждение 2.7. Кольцо квазисимметрических функций Qsym имеет
структуру алгебры Хопфа:

– умножением µ : Qsym ⊗Qsym → Qsym служит перекрывающееся та-
совочное умножение;

– единица ı : Z → Qsym переводит единицу 1 ∈ Z в моном M( ) ;
– коумножение ∆: Qsym → Qsym ⊗Qsym задается формулой

∆(M(j1,...,jk)) =
k∑
i=0

M(j1,...,ji) ⊗M(ji+1,...,jk);
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– коединица ε : Qsym → Z задается формулой

ε(Mω) =

{
1, если ω = ( ),
0 в противном случае;

– антипод χ : Qsym → Qsym действует по формуле (см. [13], [26])

χ(Mω) = (−1)l(ω)
∑
σ6ω

Mσ∗ ,

где суммирование ведется по всем композициям σ , σ 6 ω , числа |ω|.

Мы имеем ∆(M∗
ω) = ∗⊗∗(τQsym,Qsym∆Mω), т. е. инволюция ∗ задает изомор-

физм алгебр Хопфа Qsym и Qsymop cop.

Определение 2.8. Определим линейные операторы O0,O1 : Qsym → Qsym
формулами

O0M(j1,j2,...,jk−1,jk) = M(j1,j2,...,jk−1,jk+1), O0M( ) = 0;

O1M(j1,j2,...,jk−1,jk) = M(j1,j2,...,jk−1,jk,1), O1M( ) = M(1).

Утверждение 2.9. Qsym = Z〈O0,O1〉M( ) , причем имеет место изомор-
физм абелевых групп Z〈O0,O1〉 ' Z〈O0,O1〉M(1) .

Доказательство. Имеем M(1) = O1M( ), M(j1,...,jk−1,1) = O1M(j1,...,jk−1)

и M(j1,...,jk) = O0M(j1,...,jk−1), если jk > 1. Поэтому все квазисимметриче-
ские мономы принадлежат группе Z〈O0,O1〉M( ). При этом соответствие W →
WM(1) задает изоморфизм абелевых групп Z〈O0,O1〉 ' Z〈O0,O1〉M(1).

Определение 2.10. Пусть ψ : R1 → R2 – гомоморфизм колец. Отобра-
жение A : R1 → R2[α] называется ψ-α-дифференцированием, если для любых
a, b ∈ R1

A(ab) = A(a)ψ(b) + ψ(a)A(b) + αA(a)A(b).

Пример 2.11. Следующие утверждения проверяются непосредственно.
(i) Отображение A1 : Z[x] → Z[x, α], переводящее полином f(x) в разностную

производную
(
f(x+ α)− f(x)

)
/α, является id-α-дифференцированием.

(ii) Отображение A2 : Z[x, y] → Z[x, y], f(x, y) →
(
f(x, y) − f(y, x)

)
/(x − y),

является id-α-дифференцированием, где α = x− y. Заметим, что

A2(f) =
f(y + α, y)− f(y, y)

α
− f(y, y + α)− f(y, y)

α
.

(iii) Отображение δ : P → Z[α, t], δ(α, t)(P ) = f(α, t)(dP ) − ∂

∂t
f(α, t)(P ), яв-

ляется f -0-дифференцированием.

Развитие и приложения теории ψ-α-дифференцирований можно найти в [30].

Определение 2.12. Введем отображение ∂ : Qsym → Qsym[α] формулой
∂M(j1,...,jk) = αj1−1M(j2,...,jk), ∂M( ) = 0.

Следующий результат получается непосредственной проверкой.

Утверждение 2.13. Отображение ∂ является id-α-дифференцированием.

4 УМН, т. 66, вып. 2
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2.2. Отображение Эренборга.

Определение 2.14. Пусть T ∈ R2n – частично упорядоченное множество.
Определим квазисимметрическую функцию

F(T ) =
∑

0̂=x0<x1<···<xk+1=1̂

M(ρ(x0,x1),ρ(x1,x2),...,ρ(xk,xk+1))

=
∑

{a1,...,ak}∈2[0,n−2]

f{a1,...,ak}M(a1+1,a2−a1,...,n−1−ak),

где первая сумма берется по всем возрастающим цепочкам элементов. Имеем:
F(1) = 1 и F({0̂, 1̂}) = M(1). Соответствие T → F (T ) задает отображение
Эренборга F: R → Qsym.

Отображение Эренборга является гомоморфизмом алгебр Хопфа, причем
F(T ∗) = F(T )∗ (см. [13]). Пусть Oi – операторы из определения 1.35.

Утверждение 2.15. Имеем: F(OiT ) = OiF(T ) для i = 1, 2 и T ∈ R.

Доказательство. Пусть T ∈ R2n. Имеем: F(O01) = F(0) = 0 = O0M( ),
F(O11) = F({0̂, 1̂}) = M(1) = O1M( ). Пользуясь следствием 1.95, для n > 1
получаем:

F(O0T ) =
∑

{a1,...,ak}∈2[0,n−1]

f{a1,...,ak}(O0T )M(a1+1,a2−a1,...,n−ak)

=
∑

{a1,...,ak}∈2[0,n−2]

f{a1,...,ak}(T )M(a1+1,...,n−ak)

=
∑

{a1,...,ak}∈2[0,n−2]

f{a1,...,ak}(T )O0M(a1+1,...,n−1−ak) = O0F(T ),

F(O1T ) =
∑

{a1,...,ak}∈2[0,n−1]

f{a1,...,ak}(O1T )M(a1+1,a2−a1,...,n−ak)

=
∑

{a1,...,ak−1,n−1}∈2[0,n−1]

f{a1,...,ak−1}(T )M(a1+1,...,n−1−ak−1,1)

=
∑

{a1,...,ak−1}∈2[0,n−2]

f{a1,...,ak−1}(T )O1M(a1+1,...,n−1−ak−1) = O1F(T ).

Следствие 2.16. 1) Отображение Эренборга F: R → Qsym является эпи-
морфизмом.

2) Флаговые числа fS , S ⊆ [0, n − 2], как функции на группе R2n линейно
независимы над Q.

Этот результат впервые был получен в работе [31].

2.3. Алгебры Лейбница–Хопфа. Пусть R – коммутативное ассоциатив-
ное кольцо с единицей.

Определение 2.17. Алгеброй Лейбница–Хопфа называется ассоциативная
алгебра ХопфаH с фиксированной конечной или счетной последовательностью
мультипликативных образующих Hi, i = 1, 2, . . . , и коумножением

∆Hn =
∑
i+j=n

Hi ⊗Hj , H0 = 1. (34)
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Универсальной алгеброй Лейбница–Хопфа называется алгебра Лейбница–Хоп-
фа A с последовательностью мультипликативных образующих Ai, i = 1, 2, . . . ,
такая, что для любой алгебры Лейбница–Хопфа H соответствие Ai → Hi опре-
деляет гомоморфизм алгебр Хопфа A → H.

Рассмотрим свободную ассоциативную алгебру Z = Z〈Z1, Z2, . . . 〉 с фикси-
рованной последовательностью образующих Zi, i ∈ N.

Утверждение 2.18. Алгебра Z имеет структуру алгебры Лейбница–Хоп-
фа (Z, µ, ı,∆, ε, χ), где

– умножение µ : Z ⊗ Z → Z определяется умножением в свободной ассо-
циативной алгебре;

– единица ı : Z → Z переводит единицу 1 ∈ Z в единицу Z0 = 1 ∈ Z ;
– коумножение ∆: Z → Z ⊗Z задается формулой

∆Zn =
∑
i+j=n

Zi ⊗ Zj ;

– коединица задается формулой

ε(Zn) =

{
1, если n = 0,
0 в противном случае;

– антипод χ : Z → Z действует по формуле

χ(Zn) =
∑

ω : |ω|=n

(−1)l(ω)Zω, n > 1,

где Zω = Zj1 · · ·Zjk для композиции ω = (j1, . . . , jk).

Замечание 2.19. Положим Φ(t) = 1 + Z1t + Z2t
2 + · · · =

n∑
k=0

Zkt
k. Тогда

формула коумножения равносильна условию

∆Φ(t) = Φ(t)⊗ Φ(t). (35)

Антипод χ : Z → Z должен удовлетворять уравнению

1 ? χ = µ(1⊗ χ)∆ = ı ε = µ(χ⊗ 1)∆ = χ ? 1.

Следовательно,
Φ(t) · χ(Φ(t)) = 1 = χ(Φ(t)) · Φ(t) (36)

и элементы {χ(Zn)} удовлетворяют рекуррентным формулам

χ(Z1) = −Z1; χ(Zn+1)+χ(Zn)Z1 + · · ·+ χ(Z1)Zn+Zn+1 = 0, n > 1. (37)

Пользуясь формулой (36), мы получаем:

χ(Φ(t)) =
1

Φ(t)
=

∞∑
k=0

(−1)k(Φ(t)− 1)k;

χ(Zn) =
n∑
k=1

(−1)k
∑

j1+···+jk=n, ji>0

Zj1 · · ·Zjk , n > 1.

Утверждение 2.20. Алгебра Хопфа Z является универсальной алгеброй
Лейбница–Хопфа.

4*
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Положим degZi = 2i. Пусть M – градуированно двойственная к Z алгебра
Хопфа. Имеет место следующий известный факт.

Утверждение 2.21. Алгебра Хопфа квазисимметрических функций Qsym
изоморфна алгебре Хопфа M.

Действительно, для композиции ω = (j1, . . . , jk) определим элемент mω ∈M
формулой

〈mω, Zσ〉 = δω,σ,

где Zσ = Za1 · · ·Zal
для композиции σ = (a1, . . . , al). Тогда элементы mω умно-

жаются так же, как квазисимметрические мономы Mω.
Пусть Zop cop – алгебра Хопфа, противоположная к Z. Алгебра Хопфа Z

кокоммутативна, поэтому Z и Zop cop совпадают как коалгебры. В то же время
умножение в Zop cop имеет вид µop(x⊗ y) = µ(y⊗x) = yx. Антиавтоморфизм %
алгебры Хопфа Z

%(Za1 · · ·Zak
) = Zak

· · ·Za1

обладает свойством ∆% = (% ⊗ %)∆ и поэтому задает изоморфизм алгебр Хоп-
фа Z и Zop cop.

Утверждение 2.22. На кольце Qsym = M имеем %∗ = ∗.

Доказательство. Так как

〈%∗Mω, Zσ〉 = 〈Mω, %Zσ〉 = 〈Mω, Zσ∗〉 = δω,σ∗ = δω∗,σ = 〈Mω∗ , Zσ〉,

то %∗Mω = Mω∗ = M∗
ω.

Определение 2.23 [32]. (Левым) модулем Милнора M (или модулем Хоп-
фа) над алгеброй Хопфа X называется алгебра с единицей 1 ∈ R, которая
также является (левым) модулем над X таким, что x(1) = ε(x) · 1 и

x(uv) =
∑

x′n(u)x
′′
n(v), x ∈ X, u, v ∈M, ∆x =

∑
x′n ⊗ x′′n.

Пусть A – одно из колец P, RP или R.

Утверждение 2.24. 1) Гомоморфизм LA : Z → D(A), Zk → dk , определя-
ет на кольце A структуру левого Z-модуля Милнора.

2) Гомоморфизм RA : Zop cop → D(A), RA = LA%, определяет на кольце A
структуру правого Z-модуля Милнора.

3) Отображение LR : Z → D(R) является изоморфизмом колец.
4) Коумножение dk →

∑
di ⊗ dj определяет на кольце D(R) структуру

алгебры Лейбница–Хопфа. Кольцо R имеет каноническую структуру левого
модуля Милнора над D(R).

Доказательство. Доказательство утверждений 1) и 2) следует из форму-
лы dk(T ′T ′′) =

∑
i+j=k

(diT ′)(djT ′′) (см. конец п. 1.3) и утверждения 1.63.

Чтобы доказать утверждение 3), покажем, что операторы {dk ∈ D(R),
k > 1} алгебраически независимы. Пусть u(d1, . . . , dn) = 0 ∈ D−2n(R), где
u =

∑
uωDω – однородный некоммутативный полином. Тогда линейная функ-

ция R2n → Z, переводящая T в ε
(
u(d1, . . . , dn)T

)
и являющаяся линейной
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комбинацией различных флаговых чисел fS , S ⊆ [0, n − 2], с коэффициен-
тами uω, тождественно равна нулю. Поэтому согласно следствию 2.16 все
числа uω равны нулю.

Утверждение 4) непосредственно следует из утверждений 1) и 3).

Отметим, что моном Zω = Zj1 · · ·Zjk при гомоморфизме LA переходит в опе-
ратор Dω = dj1 · · · djk , а при гомоморфизме RA – в оператор Dω∗ = djk · · · dj1 .

Определение 2.25. Положим U = Z/JU , где двухсторонний хопфовский
идеал JU порожден элементами

Zn − Z1Zn−1 + · · ·+ (−1)n−1Zn−1Z1 + (−1)nZn, n > 2. (38)
Все эти элементы являются коэффициентами ряда Φ(−t)Φ(t), так что для ал-
гебры Хопфа U имеет место формула Φ(−t)Φ(t) = 1. Из соотношения (38)
следует, что U ⊗ Q ' Q〈Z1, Z3, Z5, . . . 〉, и поэтому отображение U id⊗1−−−→ U ⊗ Q
является вложением (см. раздел 5).

Обозначим через Ui образ образующей Hi при факторотображении Z → U .

Утверждение 2.26. В алгебре Хопфа U имеет место формула
χ(Ui) = (−1)iUi. (39)

Алгебра Хопфа U является универсальной в категории алгебр Лейбница–Хоп-
фа, удовлетворяющих условию (39).

Доказательство. Сравнивая рекуррентную формулу для антипода (37)
с формулой (38) и пользуясь тем, что χ(U1) = −U1, мы получаем, что χ(Ui) =
(−1)iUi. Универсальность алгебры U следует из утверждения 2.20.

Следствие 2.27. Отображения LR и RR определяют на кольце R струк-
туры левого и правого модуля Милнора над алгеброй Хопфа U .

Это следует из утверждений 2.24 и 1.67.

Замечание 2.28. Так как %(JU ) = JU , то отображение % индуцирует кор-
ректно определенный антигомоморфизм % : U → U , который задает изомор-
физм U ' U op cop.

Факторотображение Z → Z/JU является эпиморфизмом, поэтому двой-
ственное ему отображение градуированных двойственных алгебр Хопфа U∗ →
Z∗ = Qsym является вложением. При этом образ алгебры Хопфа U∗ в алгебре
Хопфа Qsym инвариантен относительно инволюции %∗ = ∗ .

Определение 2.29. Обозначим через C свободную коммутативную алгебру
Лейбница–Хопфа от образующих Ci степени 2i. Имеем C = Z/JC , где идеал JC
порожден элементами ZiZj − ZjZi.

Утверждение 2.30. Алгебра Хопфа C = Z[C1, C2, . . . ] является универ-
сальной в категории коммутативных алгебр Лейбница–Хопфа.

Алгебра Хопфа C является самодвойственной, причем градуированно двой-
ственная к ней алгебра Хопфа C∗ канонически изоморфна алгебре Хопфа сим-
метрических функций Z[σ1, σ2, . . . ] = Sym[t1, t2, . . . ] ⊂ Qsym[t1, t2, . . . ], порож-
денной элементарными симметрическими функциями

σi = M(1,...,1) =
∑

l1<···<li

tl1 · · · tli .
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Отображения Z → C и Sym[t1, t2, . . . ] ↪→ Qsym[t1, t2, . . . ] двойственны друг
к другу, а изоморфизм C ' C∗ задается соответствием Ci → σi.

2.4. Алгебры Ли–Хопфа.

Определение 2.31. Алгеброй Ли–Хопфа называется алгебра Хопфа L

с фиксированной конечной или счетной последовательностью мультипликатив-
ных образующих Li, i = 1, 2, . . . , с коумножением

∆Ln = 1⊗ Ln + Ln ⊗ 1, L0 = 1.

Универсальной алгеброй Ли–Хопфа называется алгебра Ли–Хопфа A с набором
мультипликативных образующих Ai, i = 1, 2, . . . , такая, что для любой алгебры
Ли–Хопфа L соответствие Ai → Li определяет гомоморфизм алгебр Хопфа
A → L.

Рассмотрим свободную ассоциативную алгебруW = Z〈W1,W2, . . . 〉 над коль-
цом целых чисел с фиксированной последовательностью образующих Wi, i∈N.

Утверждение 2.32. Свободная ассоциативная алгебра W имеет струк-
туру алгебры Ли–Хопфа (W, µ, ı,∆, ε, χ), где

– умножение µ : W ⊗ W → W определяется умножением в свободной
ассоциативной алгебре;

– единица ı : Z →W переводит единицу 1 ∈ Z в единицу W0 = 1 ∈ W ;
– коумножение ∆: W →W ⊗W задается формулой

∆Wn = 1⊗Wn +Wn ⊗ 1;

– коединица задается формулой ε(Wn) =

{
1, если n = 0,
0 в противном случае;

– антипод χ : W →W действует по формуле χ(Wn) = −Wn .

Утверждение 2.33. Алгебра Хопфа W является универсальной алгеброй
Ли–Хопфа.

Положим degWi = 2i и обозначим через N градуированно двойственную
к W алгебру Хопфа. Получаем так называемую тасовочную алгебру.

Соответствие

1 + Z1t+ Z2t
2 + · · · = exp(W1t+W2t

2 + · · · ) (40)

определяет изоморфизм алгебр Хопфа Z ⊗Q ' W ⊗Q.

3. Слова Линдона

Известная теорема из теории алгебр Ли (см., например, [33]) утверждает, что
алгебра N ⊗Q является алгеброй полиномов от так называемых слов Линдона.

Определение 3.1. Пусть [a1, . . . , an] ∈ N∞ = lim−→Nn, т. е. слово, состоящее
из символов a1, . . . , an, ai ∈ N, где N – множество натуральных чисел. Считая
пустое множество минимальным элементом, упорядочим такие слова лексико-
графически, т. е. [a1, . . . , an] > [b1, . . . , bm] тогда и только тогда, когда найдется
такое i, что a1 = b1, . . . , ai−1 = bi−1, ai > bi, 1 6 i 6 min{m,n}, либо n > m
и a1 = b1, . . . , am = bm.
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Собственным концом слова [a1, . . . , an] называется любое слово вида
[ai, . . . , an], 1 < i 6 n. (Пустое слово и слово, состоящее из одного символа,
не имеют собственных концов.)

Словом Линдона называется такое слово, которое меньше любого своего
собственного конца. Например, слова [1, 1, 2], [1, 2, 1, 2, 2], [1, 3, 1, 5] является
словами Линдона, а слова [1, 1, 1, 1], [1, 2, 1, 2], [2, 1] не являются. Положим
LYN =

⋃
n>0

LYN2n, где LYN2n – множество всех слов Линдона градуировки 2n.

Ясно, что понятие слов Линдона можно ввести для любого вполне упоря-
доченного конечного или бесконечного множества. Далее важную роль будут
играть слова Линдона для множества {1, 2} и для множества odd всех нечетных
натуральных чисел.

Следующий результат играет важную роль в приложениях слов Линдона.

Теорема 3.2 (факторизация Чена–Фокса–Линдона, см. [22], [34]). Каждое
слово w ∈ N∞ единственным образом разлагается в произведение невозраста-
ющих слов Линдона, т.е. w = u1 ∗ · · · ∗ uk , ui ∈ LYN, u1 > · · · > uk .

Например, [1, 1, 1, 1] = [1]∗ [1]∗ [1]∗ [1], [1, 2, 1, 2] = [1, 2]∗ [1, 2], [2, 1] = [2]∗ [1].
АлгебраN аддитивно порождена словами из множества N∞. При этом слово

w = [a1, . . . , an] соответствует линейному отображению W → Z такому, что
〈[a1, . . . , an],Wω〉 = δw,ω, где Wω = Wb1 . . .Wbl

, ω = (b1, . . . , bl) и для слова
w = [a1, . . . , an]

δw,ω =

{
1, ω = (a1, . . . , an);
0 в противном случае.

Умножение в алгебре N называется тасовочным умножением и имеет вид

[a1, . . . , an]×sh [an+1, . . . , am+n] =
∑
σ

[aσ(1), . . . , aσ(n), aσ(n+1), . . . , aσ(n+m)],

где σ – перестановка из группы Sn+m такая, что

σ−1(1) < · · · < σ−1(n) и σ−1(n+ 1) < · · · < σ−1(n+m).

Например,

[1]×sh [1] = [1, 1] + [1, 1] = 2[1, 1],

[1]×sh [2, 3] = [1, 2, 3] + [2, 1, 3] + [2, 3, 1],

[1, 2]×sh [1, 2] = [1, 2, 1, 2] + [1, 1, 2, 2] + [1, 1, 2, 2] + [1, 1, 2, 2]

+ [1, 1, 2, 2] + [1, 2, 1, 2] = 2[1, 2, 1, 2] + 4[1, 1, 2, 2].

Имеет место известный результат о структуре тасовочной алгебры.

Теорема 3.3. N ⊗Q = Q[LYN], т.е. тасовочная алгебра над полем рацио-
нальных чисел является алгеброй полиномов от слов Линдона.

Доказательство вытекает из следующей теоремы, описывающей связь тасо-
вочного умножения и факторизации Чена–Фокса–Линдона.

Теорема 3.4. Пусть w – слово из N∞ и w = u1 ∗ · · · ∗ um – его разло-
жение Чена–Фокса–Линдона. Тогда все слова, которые входят в разложение
тасовочного произведения u1×sh · · ·×sh um с ненулевыми коэффициентами, не
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превосходят слова w относительно лексикографического порядка, при этом
слово w входит в это произведение с ненулевым целочисленным коэффици-
ентом.

Используя этот результат, нетрудно доказать теорему о структуре тасовоч-
ной алгебры в случае произвольного подмножества M = {m1,m2, . . . } ⊆ N.

Пусть WM = Z〈Wm1 ,Wm2 , . . . 〉 – свободная ассоциативная алгебра Ли–Хоп-
фа и NM – градуированная двойственная ей алгебра Хопфа. Обозначим через
LYNM соответствующее множество слов Линдона.

Теорема 3.5. NM ⊗Q = Q[LYNM ].

Доказательство. Покажем по индукции, что элементы множества LYNM

порождают всю алгебру NM⊗Q. Пусть m1 ∈M – минимальный элемент, тогда
слово [m1] линдоново. Предположим, что все слова, лексикографически мень-
шие слова w, могут быть представлены как полиномы от элементов множества
LYNM . Применяя предыдущую теорему к разложению Чена–Фокса–Линдона
w = u1 ∗ · · · ∗um, мы получаем представление u1×sh · · ·×sh um = aw+(остаток),
где a ∈ N и все слова из остатка лексикографически меньше слова w. По пред-
положению индукции, остаток является полиномом от элементов множества
LYNM . Поэтому w ∈ Q[LYNM ].

Таким образом, элементы множества LYNM порождают алгебру NM ⊗ Q.
Так как каждое слово градуировки 2n в алгебре NM имеет единственное разло-
жение Чена–Фокса–Линдона, то число мономов от слов Линдона LYNM степе-
ни 2n равно размерности градуированной компоненты алгебры NM степени 2n.
Следовательно, мономы от слов Линдона линейно независимы, слова Линдона
алгебраически независимы и NM ⊗Q ' Q[LYNM ].

Следствие 3.6. Алгебры Хопфа N{12}⊗Q и Nodd⊗Q, градуированно двой-
ственные к алгебрам Ли–Хопфа W{12}⊗Q = Q〈W1,W2〉 и Wodd⊗Q, являются
алгебрами полиномов от слов Линдона LYN{12} и LYNodd соответственно.

Теорема 3.7. 1) Имеет место изоморфизм градуированных колец поли-
номов: N{12} ⊗Q ' Nodd ⊗Q[β], где deg β = 4.

2) dimN 2n
{12} ⊗ Q = cn , n > 0, следовательно, имеет место разложение

производящего ряда для чисел Фибоначчи в бесконечное произведение:

1
1− t− t2

=
∞∑
n=0

cnt
n =

∞∏
i=1

1
(1− ti)ki

, (41)

где kn =
∣∣LYN2n

{12}
∣∣ – число слов Линдона градуировки 2n в множестве LYN{12} .

При n 6= 2 оно равно числу слов Линдона градуировки 2n в множестве LYNodd .
3) kn+1 > kn > Nn−2, где Nn – число представлений числа n в виде суммы

нечетных натуральных чисел.

Доказательство. 1) Между множествами LYN2n
{12} и LYN2n

odd существует
взаимно однозначное соответствие, при котором слово [1, (2, . . . , 2), 1, (2, . . . , 2),
. . . , 1, (2, . . . , 2)], содержащее k групп (2, . . . , 2), переходит в слово [2a1 + 1, . . . ,
2ak + 1], где ai – число двоек в i-й группе. Это соответствие вместе с соответ-
ствием [2] → β задает требуемый изоморфизм алгебр полиномов.
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2) Размерность µn пространства dimN 2n
{12}⊗Q равна количеству различных

слов из 1 и 2 градуировки n. Имеем µ0 = µ1 = 1. В рассматриваемом случае
слово w имеет вид [1, w′] или [2, w′′], поэтому µn+1 = µn + µn−1, n > 1. Таким
образом, µn = cn.

3) Имеем: k1 = k2 = k3 = 1.
Пусть n > 3 и w = [a1, . . . , ak] ∈ LYN2n

{12}. Тогда [1, w] = [1, a1, . . . , ak] ∈
LYN2(n+1)

{12} . Действительно, для любого собственного конца [ai, . . . , ak], i > 1,
если ai > 1, то [ai, . . . , ak] > [1, w]. Если ai = 1, то i 6= k и [ai+1, . . . , ak] >
[a1, . . . , ak], так как w – слово Линдона. Таким образом, kn+1 > kn.

Любое разложение n = d1 + · · · + dk в сумму нечетных натуральных чисел
d1 6 · · · 6 dk, за исключением случая k > 1, d1 = · · · = dk = d, дает слово
Линдона [d1, . . . , dk] ∈ LYNodd.

Разложению, состоящему из одинаковых слагаемых d, при d > 5 можно
поставить в соответствие слово Линдона [1, d−2, 1, d, . . . , d]. При d = 1 или d = 3
мы получаем два разложения, которым может не соответствовать никакого
слова Линдона, следовательно, kn > Nn − 2.

Пример 3.8. Пусть n = 6. Тогда

6 = 1 + 5 = 3 + 3 = 1 + 1 + 1 + 3 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1.

Таким образом, k6 = 2 и N6 = 4. Следовательно, оценка из пункта 3) неулуч-
шаема.

Пример 3.9. Для малых n мы имеем:

n LYN2n
{12} LYN2n

odd

3 [1,2] [3]
4 [1,1,2] [1,3]
5 [1,2,2], [1,1,1,2] [5], [1,1,3]
6 [1,1,2,2], [1,1,1,1,2] [1,5], [1,1,1,3]
7 [1,2,2,2], [1,1,1,2,2], [1,1,2,1,2], [1,1,1,1,1,2] [7], [1,1,5], [1,3,3], [1,1,1,1,3]

При этом

(1− t)(1− t2) = 1− t− t2 + t3;

(1− t)(1− t2)(1− t3) = 1− t− t2 + t4 + t5 − t6;

(1− t)(1− t2)(1− t3)(1− t4) = 1− t− t2 + 2t5 − t8 − t9 + t10;

(1− t)(1− t2)(1− t3)(1− t4)(1− t5)2 = 1− t− t2 + 2t6 + 2t7 − t8 − t9 − 2t10

− t11 − t12 + 2t13 + 2t14 − t18 − t19 + t20.

Замечание 3.10. (i) Из классических результатов следует, что произведе-
ние (41) абсолютно сходится при |t| < (

√
5− 1)/2.

(ii) Известно, что число разложений натурального числа n в сумму нечет-
ных натуральных чисел равно числу разложений числа n в сумму различных
натуральных чисел.
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Замечание 3.11. Числа ki можно найти следующим образом:

− log(1− t− t2) = −
∞∑
i=1

ki log(1− ti),
∞∑
n=1

1
n

n∑
j=0

(
n

j

)
tn+j =

∞∑
i=1

ki

∞∑
r=1

tri

r
.

Тогда для любого N
[N/2]∑
j=0

(
N−j
j

)
N − j

=
1
N

∑
i|N

iki.

Используя формулу обращения Мёбиуса, мы получаем

NkN =
∑
d|N

(
d

[d/2]∑
j=0

(
d−j
j

)
d− j

)
µ

(
N

d

)
,

где µ(n) – функция Мёбиуса, т. е.

µ(n) =


1, n = 1;
(−1)r, n = p1 · · · pr, {pi} – различные простые числа;
0, n содержит в разложении на простые множители квадраты.

Например, если N = p – простое число, то

pkp = −1 + p

[p/2]∑
j=0

(
p−j
j

)
p− j

, kp =
[p/2]∑
j=1

(
p−j
j

)
p− j

.

Каждое слагаемое является целым числом, так как число(
p− j

j

)
=

(
p− j − 1
j − 1

)
p− j

j

целое и числа (p−j) и j взаимно просты. Имеем: k5 = 2, k7 = 4, k11 = 18 и т. д.

Замечание 3.12. Отметим, что, несмотря на изоморфизм алгебр Хопфа
N ⊗ Q ' Qsym ⊗ Q и положительное решение гипотезы Диттерса, алгебра
Хопфа N не является алгеброй полиномов над кольцом целых чисел.

4. Топологическая реализация алгебр Хопфа

Э. Бейкер и Б. Рихтер в [21] указали топологическую интерпретацию кольца
квазисимметрических функций и в качестве следствия получили доказатель-
ство теоремы Хазевинкеля, используя фундаментальные результаты алгебраи-
ческой топологии.

В этом разделе мы будем рассматривать для клеточных комплексов X груп-
пы гомологий H∗(X) и когомологий H∗(X) с целыми коэффициентами. Пред-
положим, что группы H∗(X) не имеют кручения.

Диагональное отображение X → X ×X задает на H∗(X) структуру градуи-
рованной коалгебры с коумножением ∆: H∗(X) → H∗(X)⊗H∗(X) и двойствен-
ную структуру градуированной алгебры на H∗(X) с умножением ∆∗ : H∗(X)⊗
H∗(X) → H∗(X).
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В случае, когда X является H-пространством с умножением µ : X×X → X,
мы получаем на коалгебре H∗(X) структуру градуированной алгебры Хопфа
с умножением Понтрягина µ∗ : H∗(X) ⊗ H∗(X) → H∗(X). При этом кольцо
когомологий H∗(X) получает структуру градуированно двойственной алгебры
Хопфа с диагональным отображением µ∗ : H∗(X) → H∗(X)⊗H∗(X).

Для любого пространства Y пространство петель X = ΩY является H-про-
странством. Непрерывное отображение f : Y1 → Y2 индуцирует отображение
H-пространств Ωf : X1 → X2, где Xi = ΩYi. Таким образом, для любого
пространства Y такого, что пространство петель X = ΩY не имеет кручения
в гомологиях, мы получаем алгебру Хопфа H∗(X). Это соответствие явля-
ется функториальным, т. е. непрерывное отображение f : Y1 → Y2 индуцирует
гомоморфизм алгебр Хопфа f∗ : H∗(X1) → H∗(X2).

Пусть ΣX – надстройка над пространством X. Согласно теореме Ботта–
Самельсона [35], кольцо H∗(ΩΣX) является свободной ассоциативной алгеб-
рой T (H̃∗(X)), порожденной абелевой группой H̃∗(X). Эта конструкция функ-
ториальна, т. е. непрерывное отображение f : X1 → X2 индуцирует гомомор-
физм соответствующих тензорных алгебр, индуцированный гомоморфизмом
f∗ : H̃∗(X1) → H̃∗(X2) (см. детали в [36]).

Мы будем обозначать элементы кольца H∗(ΩΣX) символами (a1| · · · |an), где
ai ∈ H̃∗(X). Так как диагональное отображение ΣX → ΣX × ΣX дает отоб-
ражение H-пространств ∆: ΩΣX → ΩΣX × ΩΣX, то по теореме Эйленберга–
Зильбера мы получаем, что

∆∗(a1| · · · |an) = (∆∗a1| · · · |∆∗an), где (a1 ⊗ b1|a2 ⊗ b2) = (a1|a2)⊗ (b1|b2).

Для связного пространства X имеется хорошая комбинаторная модель про-
странства ΩΣX, а именно конструкция Джеймса JX. После одной надстройки
возникает расщепление:

ΣΩΣX ∼ ΣJX ∼
∨
n>1

ΣX(n),

где X(n) обозначает n-кратную приведенную степень X ∧ · · · ∧ X простран-
ства X.

Пример 4.1. Существует гомотопическая эквивалентность

ΣΩΣS2 →
∨
n>1

Σ(S2)(n) ' Σ
( ∨
n>1

S2n

)
.

Следовательно, существует отображение H-пространств

ΩΣ(ΩΣS2) → ΩΣ
( ∨
n>1

S2n

)
,

которое является гомотопической эквивалентностью.

Используя классические топологические результаты, опишем топологиче-
ские реализации алгебр Хопфа, которые встречаются в нашем обзоре.

Пусть CP∞ = lim CPn и BU = limBU(n), где CPn – n-мерное комплексное
проективное пространство и BU(n) – бесконечномерное комплексное многооб-
разие Грассмана n-мерных подпространств.
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I. 1) H∗(CP∞) – алгебра разделенных степеней Z[u1, u2, . . . ]/I, где идеал I

порожден соотношениями uiuj −
(
i+ j

i

)
ui+j и ∆un =

n∑
k=0

uk ⊗ un−k.

2) H∗(CP∞) = Z[u] с коумножением ∆u = 1⊗ u+ u⊗ 1.
II. H∗(ΩΣCP∞) ' T (H̃∗(CP∞)) = Z〈u1, u2, . . . 〉 с коумножением ∆un =∑

ui⊗uj , индуцированным диагональным отображением пространства
ΩΣCP∞.

Теорема 4.2 [21]. Следующие алгебры Хопфа изоморфны:

H∗(ΩΣCP∞) ' Z = Z〈Z1, Z2, . . . 〉, H∗(ΩΣCP∞) 'M = Qsym[t1, t2, . . . ].

III. H∗(BU) ' H∗(BU) ' Z[σ1, σ2, . . . ] ' C. Это самодвойственная алгебра
Хопфа симметрических функций. В когомологиях функции σi представ-
лены классами Чженя.

IV. 1) H∗(ΩΣS2) = H∗(ΩS3) = Z[w] – кольцо многочленов о переменной w,
degw = 2, с коумножением ∆w = 1⊗ w + w ⊗ 1.

2) H∗(ΩΣS2) = Z[u1, u2, . . . ]/I – алгебра разделенных степеней. Таким
образом, алгебры Хопфа H∗(ΩΣS2) и H∗(CP∞) изоморфны.

V. H∗(ΩΣ(ΩΣS2)) ' Z〈w1, w2, . . . 〉 – свободная ассоциативная алгебра с ко-

умножением ∆wn =
n∑
k=0

(
n

k

)
wk ⊗ wn−k.

VI. H∗

(
ΩΣ

( ∨
S2n

))
' Z〈ξ1, ξ2, . . . 〉 – свободная ассоциативная алгебра с

коумножением ∆ξn = 1 ⊗ ξn + ξn ⊗ 1. Таким образом, алгебра Хопфа
H∗

(
ΩΣ

( ∨
S2n

))
дает топологическую реализацию универсальной ал-

гебры Ли–Хопфа W.
Гомотопическая эквивалентность a : ΩΣ

( ∨
S2n

)
→ ΩΣ(ΩΣS2) индуци-

рует изоморфизм градуированных алгебр Хопфа a∗ : Z〈ξ1, ξ2, . . . 〉 →
Z〈w1, w2, . . . 〉.

Например, a∗ξ1 = w1, a∗ξ2 = w2−(w1|w1), a∗ξ3 = w3−3(w2|w1)+2(w1|w1|w1).
Используя топологические результаты, мы получили изоморфизм над Z двух

структур алгебры Хопфа на свободной ассоциативной алгебре с коумноже-
ниями

∆wn =
n∑
k=0

(
n
k

)
wk ⊗ wn−k и ∆ξn = 1⊗ ξn + ξn ⊗ 1.

Этот результат интересен и с топологической точки зрения, так как элемен-
ты (wn−a∗ξn), n > 2, являются препятствиями к денадстройке гомотопической
эквивалентности

Σ(ΩΣS2) → Σ
( ∨

S2n
)
.

Мы имеем коммутативную диаграмму:

ΩΣ(ΩΣS2) ΩΣk // ΩΣCP∞
j

$$I
I

I
I

I

ΩΣS2 k //

OO

CP∞

OO

i // BU
det // CP∞
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Здесь мы использовали следующие обозначения:
(a) i – вложение CP∞ = BU(1) ⊂ BU ;
(b) отображение j возникает из свойства универсальности пространства

ΩΣCP∞ как свободного H-пространства;
(c) отображение CP∞ → ΩΣCP∞ индуцировано тождественным отображе-

нием ΣCP∞ → ΣCP∞;
(d) отображение k : ΩΣS2 → CP∞ отвечает образующей в H2(ΩΣS2) = Z;
(e) det – отображение классифицирующих пространств BU → BU(1), инду-

цированное отображениями det : U(n) → U(1), n = 1, 2, . . . .
Как мы уже отмечали, алгебра Хопфа H∗(BU) изоморфна алгебре Хопфа

симметрических функций (при этом классы Чженя соответствуют элементар-
ным симметрическим функциям) и является самодвойственной:

H∗(BU) ' H∗(BU) ' Sym[t1, t2, . . . ] = Z[σ1, σ2, . . . ].

Представителями мультипликативных образующих алгебры H∗(BU) являются
образы при отображении i фундаментальных циклов [CPn]. Таким образом,
гомоморфизм j∗ является эпиморфизмом, а j∗ – мономорфизмом. Имеем:

– гомоморфизм j∗ соответствует факторизации алгебры некоммутативных
полиномов Z по коммутаторам ZiZj − ZjZi;

– гомоморфизм j∗ соответствует включению Sym[t1, t2, . . . ] в кольцо ква-
зисимметрических функций Qsym[t1, t2, . . . ] и j∗(σi) = M(1,...,1);

– гомоморфизм k∗ соответствует включению Z[u] в алгебру разделенных
степеней и k∗(u) = u1;

– композиция det∗ j∗ соответствует гомоморфизму алгебры Z в алгебру
Z[u1, . . . , un]/I и отвечает отображению Zk → dk

∣∣
Ps

алгебры Z в алгеб-
ру D(Ps).

5. Структура алгебры операторов граней D

Теорема 5.1. Гомоморфизм LR : Z → D(R), переводящий Zk в dk , индуци-
рует изоморфизм градуированных колец

D(R) ' U = Z/JU , (42)

где U – универсальная алгебра Хопфа в категории алгебр Лейбница–Хопфа с ан-
типодом χ(Hi) = (−1)iHi .

Доказательство. Нам потребуется следующий результат.

Лемма 5.2. Пусть D ∈ D−2k(R). Тогда существуют однозначно опреде-
ленные полиномы u, u′ , w , w′ от некоммутирующих переменных такие, что
операторы вида

D̂ = u(d2, d3, . . . , dk) + dw(d2, d3, . . . , dk−1), (43)

D̃ = u′(d2, d3, . . . , dk) + w′(d2, d3, . . . , dk−1)d (44)

действуют на каждом пространстве R2n , n > k , так же, как оператор D .
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Доказательство. Для k = 0 и k = 1 утверждение верно. Утверждение
верно и для k = 2, так как d2 = 2d2. Пусть k > 3. Из соотношений (19)
вытекает формула

ddi − (−1)idid =
(
d2di−1 − d3di−2 + · · ·+ (−1)i−1di−1d2

)
+

(
1 + (−1)i+1

)
di+1.

Используя соотношение d2 = 2d2 и то, что в правой части этой формулы опе-
ратор d отсутствует, мы получаем существование требуемых операторов (43)
и (44).

Допустим, что u(d2, . . . , dk) + dw(d2, . . . , dk) = 0, где u =
∑

aωDω, |ω| = k,
и w =

∑
bωDω, |ω| = k − 1. Тогда для любого n-мерного многогранника Pn,

n > k, имеем: ξ1(u + dw)Pn = 0, ε1(u + dw)Pn = 0. Так как оператор u + dw
имеет степень −2k, то из этого следует, что∑

|ω|=k

aωf{n−k,n−k+j1,n−k+j1+j2,...,n−jl}(P
n)

+
∑

|ω|=k−1

bωf{n−k,n−k+1,n−k+1+j1,...,n−jl}(P
n) = 0. (45)

Пользуясь соотношениями Байер–Биллера, мы получаем

f{n−k,n−k+1,n−k+1+j1,...,n−jl}

= (−1)n−k−1

( n−k−1∑
j=0

(−1)jf{j,n−k+1,n−k+1+j1,...,n−jl}

)
+

(
1 + (−1)n−k

)
f{n−k+1,n−k+1+j1,...,n−jl}.

Теперь все встречающиеся множества {n−k, n−k+j1, n−k+j1 +j2, . . . , n−jl},
{j, n− k+1, n− k+ j1, . . . , n− jl} и {n− k+1, n− k+1+ j1, . . . , n− jl} для всех
возможных композиций ω различны и принадлежат семейству Ψn.

В случае >-кольца RP и многогранника P k−1 размерности n = k− 1 индекс
n− k = −1 в выражении (45) исчезает и оно принимает вид∑

|ω|=k

aωfj1−1,j1+j2−1,...,n−jl(P
n) +

∑
|ω|=k−1

bωf0,j1,...,n−jl(P
n) = 0.

И в этом случае множества {j1− 1, j1 + j2− 1, . . . , n− jl}, {0, j1, . . . , n− jl} для
всевозможных композиций ω различны и принадлежат семейству Ψn.

Так как векторы {fS(Q), S ∈ Ψn}, Q ∈ Ωn, линейно независимы, то все
коэффициенты aω и bω равны нулю. Поэтому представление (43) единственно.

Мы получаем, что мономы

Dω = dj1 . . . djl , |ω| = k, ji > 2, и dDω = ddj1,...,jl , |ω| = k − 1, ji > 2,

образуют базис абелевой группы D(R2n,R2(n−k)), n > k.
Каждый моном dDω, |ω| = k − 1, ji > 2, может быть представлен в виде

целочисленной комбинации мономовDω′ иDω′d, поэтому мономы видаDω,Dωd
тоже образуют базис. Следовательно, представление (44) тоже единственно.

Теперь докажем теорему 5.1. Отображение LR : Z → D(R) является градуи-
рованным эпиморфизмом. Пусть z =

∑
|ω|=k

aωZω ∈ Z – элемент градуировки 2k
такой, что LRz = 0.
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Пользуясь соотношениями (38), мы можем (как в доказательстве леммы 5.2)
представить элемент z в виде

z =
∑

|ω|=k, ji>2

a′ωZω +
∑

|ω|=k−1, ji>2

bωZωZ1 + z′, z′ ∈ JU .

В силу утверждения 1.67 идеал JU принадлежит ядру отображения LR, поэто-
му LRz = LRz

′ = 0 = LR(z − z′). Следовательно,∑
|ω|=k, ji>2

a′ωDω +
∑

|ω|=k−1, ji>2

bωDωd = 0.

По лемме 5.2 все коэффициенты a′ω и b′ω равны нулю. Поэтому z = z′ ∈ JU .
Таким образом, мы доказали, что KerLR = JU . Отсюда Z/JU ' D(R).

Замечание 5.3. Мы видим, что соответствие dk → dk определяет изомор-
физм D(RP) → D(P), поэтому далее мы будем обозначать эти алгебры единым
символом D, а гомоморфизмы LR и RR – символами L и R.

Следствие 5.4. Кольцо D не имеет кручения.

Следствие 5.5. Коумножение dk →
∑

di ⊗ dj определяет на кольце D
структуру алгебры Лейбница–Хопфа. Алгебра Хопфа D изоморфна алгебре
Хопфа U , универсальной в категории алгебр Лейбница–Хопфа с антиподом
χ(Hi) = (−1)iHi . Кольцо R имеет каноническую структуру левого модуля
Милнора над алгеброй Хопфа D .

При помощи леммы 5.2 можно показать, что D(R[2n]) ' Z/JD(R[2n]), где
идеал JD(R[2n]) порожден элементами (38) и Zω, |ω| > n.

Следствие 5.6. D(R[2n]) = D(R)/Jn , где двусторонний идеал Jn порожден
операторами Dω , |ω| > n.

Следствие 5.7. Операторы d2, d3, d4, . . . алгебраически независимы.

Следствие 5.8. rkD−2n = cn−1 , n > 1.

Доказательство. Пусть νn = rk Z〈d2, d3, d4, . . . 〉−2n. Имеем ν0 = 1, ν1 = 0,
ν2 = 1, ν3 = 1, ν4 = 2, ν5 = 3, . . . . Легко видеть, что при n > 1 выполнено
рекуррентное соотношение

νn+1 = νn−1 + νn−2 + · · ·+ ν2 + 1 = νn−1 + νn−2 + · · ·+ ν2 + ν1 + ν0.

Поэтому νn+1 = νn + νn−1, n > 3. Так как ν2 = ν3 = 1, то νn = cn−2, n > 2.
Из леммы 5.2 следует, что rkD−2n = νn + νn−1, n > 3. Поэтому rkD−2n =

cn−2 + cn−3 = cn−1, n > 3. Легко видеть, что последняя формула верна и для
n = 1, 2.

Напомним (см. утверждение 1.69), что на кольце простых многогранников

имеют место соотношения dk
∣∣
Ps

=
dk

k!

∣∣∣∣
Ps

и кольцо D(Ps) изоморфно алгеб-

ре разделенных степеней Z/Ĵ , где идеал Ĵ порожден соотношениями ZkZl −(
k + l

k

)
Zk+l.
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Утверждение 5.9. Имеет место изоморфизм градуированных колец:

D ⊗Q → Q〈d1, d3, d5, . . . 〉, (46)

при котором d2k+1 → d2k+1 , k > 0, и

d2k →
k∑
i=1

(−1)i−1

(
2i−2
i−1

)
i · 22i−1

( ∑
j1+j2+···+j2i=i+k, jl>1

d2j1−1 . . . d2j2i−1

)
. (47)

Доказательство. Положим

a(t) =
Φ(t) + Φ(−t)

2
=

∑
k>0

d2kt
2k, b(t) =

Φ(t)− Φ(−t)
2

=
∑
k>0

d2k+1t
2k+1.

Тогда

a(−t) = a(t), b(−t) = −b(t),
Φ(t) = a(t) + b(t), Φ(−t) = a(t)− b(t),

Φ(−t)Φ(t) =
(
a(t)2 − b(t)2

)
+

(
a(t)b(t)− b(t)a(t)

)
.

Так как первое слагаемое в правой части последнего равенства четно, а второе –
нечетно, то соотношение Φ(−t)Φ(t) = 1 эквивалентно соотношениям

a(t)2 − b(t)2 = 1, a(t)b(t) = b(t)a(t).

Поэтому a(t) =
√

1 + b(t)2 и формула (47) верна. Следовательно, все опе-
раторы d2k выражаются в виде некоммутативных полиномов от операторов
d1, d3, . . . с рациональными коэффициентами. Например, d2 = d2/2, d4 =
(dd3 + d3d)/2− d4/8.

Это означает, что алгебра D ⊗ Q порождается операторами d1, d3, d5, . . . .
С другой стороны, найдем число ln мономов вида d2j1−1 · · · d2jk−1 таких, что
(2j1 − 1) + · · ·+ (2jk − 1) = n. Положим l0 = 1. Мы имеем:

l1 = 1, l2 = 1, l3 = 2, l4 = 3, . . . .

Кроме того, верна рекуррентная формула ln+1 = ln + ln−2 + ln−4 + · · · , n > 0.
Тогда ln+1 = ln + ln−1, n > 2, поэтому ln = cn−1.

Таким образом, число мономов градуировки 2n равно размерности линей-
ного пространства D−2n ⊗ Q. Поэтому они линейно независимы. Следова-
тельно, операторы d1, d3, d5, . . . алгебраически независимы над Q и D ⊗ Q =
Q〈d1, d3, d5, . . . 〉.

Следствие 5.10. Изоморфизм (46) задает на Q〈d1, d3, d5, . . . 〉 структуру
алгебры Хопфа, содержащей алгебру операторов граней D в качестве подал-
гебры Хопфа.

Определение 5.11 (см. пример 1.70). Введем операторы sk ∈ D⊗Q, k > 1,
по формуле

s(t) = s1t+ s2t
2 + s3t

3 + · · · = log Φ(t) =
∑ (−1)k−1

k
(Φ(t)− 1)k, k > 1.

Например, s1 = d, s2 = 0, s3 = d3−d3/6. Из соотношения Φ(−t)Φ(t) = 1 мы
получаем, что s(−t) + s(t) = 0. Поэтому s2k = 0 для всех k.

Из соотношения ∆Φ(t) = Φ(t) ⊗ Φ(t) =
(
Φ(t) ⊗ 1

)
·
(
1 ⊗ Φ(t)

)
мы получаем,

что ∆s(t) = 1 ⊗ s(t) + s(t) ⊗ 1. Поэтому каждый оператор s2k+1 является
дифференцированием кольца R⊗Q.
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Утверждение 5.12. Имеет место изоморфизм градуированных алгебр
Хопфа:

D ⊗Q = Q〈s1, s3, s5, . . . 〉,

где Q〈s1, s3, s5 . . . 〉 – свободная ассоциативная алгебра Ли–Хопфа с образующи-
ми s2k−1 , k > 1, степени −2(2k − 1).

6. Флаговые полиномы

6.1. Конструкция. Любое линейное отображение колец a : R1 → R2 мож-
но продолжить до линейного отображения a : R1[t] → R2[t], положив a(r0+r1t+
· · ·+ rnt

n) = a(r0) + a(r1)t+ · · ·+ a(rn)tn. Если a – кольцевой гомоморфизм, то
и его продолжение является кольцевым гомоморфизмом.

Согласно утверждению 1.66, отображение Φ(t) : R → R[t] является кольце-
вым гомоморфизмом. Тогда соответствие P → Φ(t2)Φ(t1)P описанным выше
способом определяет кольцевой гомоморфизм R → Qsym[t1, t2] ⊗ R ⊂ R[t1, t2].

Итерируя эту конструкцию, на n-м шаге мы получим кольцевой гомомор-
физм

Φn : R → Qsym[t1, . . . , tn]⊗ R, Φn(t1, . . . , tn)P = Φ(tn) · · ·Φ(t1)P.

По построению Φn(t1, . . . , tn−1, 0) = Φn−1(t1, . . . , tn−1). Это позволяет получить
предельный гомоморфизм Φ∞ : R → Qsym ⊗ R,

Φ∞P =
∑
k>0

∑
(j1,...,jk)

M(jk,...,j1) ⊗ (dj1 · · · djkP ). (48)

Утверждение 6.1. Любой кольцевой гомоморфизм κ : R → A индуцирует
кольцевой гомоморфизм

Fκ : R → Qsym ⊗A,

Fκ(P ) = (1⊗ κ)Φ∞(P ) =
∑
k>0

∑
(j1,...,jk)

M(jk,...,j1) ⊗ κ(dj1 · · · djkP ).

Для каждого r > 0 имеем кольцевые гомоморфизмы

Fκ,r = Fκ(t1, . . . , tr, 0, 0, . . . ) : R → Qsym[t1, . . . , tr]⊗A.

Согласно замечанию 2.3, образ Fκ(P ) элемента P ∈ R2n полностью определя-
ется полиномом Fκ,r(P ) для r > n.

Описанная конструкция приводит к следующим важным гомоморфизмам.
(i) α-характер ξα : P → Z[α] задает кольцевой гомоморфизм FP = Fξα

: P →
Qsym[α]:

FP(Pn) = ξαΦ∞Pn = αn +
n∑
k=1

∑
06a1<···<ak6n−1

f{a1,...,ak}α
a1M(n−ak,...,a2−a1).

(49)
Для n = 1 получаем FP,1(α, t1)(Pn) = αn + f{n−1}α

n−1t1 + · · ·+ f{0}t
n
1 – одно-

родный f -полином от двух переменных ([2], см. также определение 1.27 в на-
стоящем обзоре). Таким образом, полином FP,n, n > 2, является обобщением
f -полинома выпуклого многогранника.
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(ii) α-характер εα : P → Z[α] задает кольцевой гомоморфизм FRP = Fεα :
RP → Qsym[α]:

FRP(Pn) = εαΦ∞Pn = (M(n+1) + αn+1)

+
n∑
k=1

∑
06a1<···<ak6n−1

f{a1,...,ak}
(
M(n−ak,...,a2−a1,a1+1) + αa1+1M(n−ak,...,a2−a1)

)
.

(50)

(iii) Аугментация ε : RP → Z задает кольцевой гомоморфизм Fε : RP →
Qsym:

Fε(Pn) =
∑

06a1<···<ak6n−1

f{a1,...,ak}M(n−ak,...,a2−a1,a1+1). (51)

При этом Fε(P ) = ∗F(L(P )), где ∗ – инволюция на алгебре Хопфа Qsym, L –
вложение RP → R, а F – отображение Эренборга R → Qsym.

Замечание 6.2. Мы будем считать, что отображение FP определено и на
кольце RP, причем FP(∅) = 0.

Утверждение 6.3. На кольце RP имеем:

FP = ∂Fε, FRP(P ) = Fε(P ) + αFP(P ).

Следствие 6.4. Для любых двух элементов P,Q ∈ RP мы имеем:

FP(P >Q) = FP(P ) · Fε(Q) + Fε(P ) · FP(Q) + αFP(P ) · FP(Q), (52)

т.е. отображение FP : RP → Qsym[α] является Fε-α-дифференцированием.

Следствие 6.5. FP(CP ) = Fε(P ) + (α+ σ1)FP(P ) для любого P ∈ RP .

Утверждение 6.6. Соответствие FRP → FRP
∣∣
α=0

= Fε задает изомор-
физм FRP(RP) → Fε(RP).

Доказательство. Ясно, что это рассматриваемое соответствие задает эпи-
морфизм, который является мономорфизмом, так как из условия Fε(P ) = 0
вытекает, что все флаговые числа элемента P ∈ RP равны нулю, а следова-
тельно, FRP(P ) = 0.

6.2. Кольца флаговых векторов. Для каждого из отображений FP ,
FRP и Fε образы двух элементов P,Q ∈ R совпадают тогда и только тогда,
когда они имеют одинаковые флаговые векторы.

Определение 6.7. Назовем ×-кольцом флаговых векторов выпуклых мно-
гогранников кольцо (P/KerFP) ' FP(P), а >-кольцом флаговых векторов –
кольцо (RP/KerFRP) = (RP/KerFε) ' Fε(RP) ' FRP(RP).

Теорема 6.8. Подгруппа FP,r(P2n) ⊂ Qsym[t1, . . . , tr][α], r > n, является
прямым слагаемым и состоит из всех однородных полиномов g степени 2n
таких, что

g(α, t1,−t1, t3, . . . , tr) = g(α, 0, 0, t3, . . . , tr),
g(α, t1, t2,−t2, t4, . . . , tr) = g(α, t1, 0, 0, t4 . . . , tr),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
g(α, t1, . . . , tr−2, tr−1,−tr−1) = g(α, t1, . . . , tr−2, 0, 0),

(53)
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и

g(−α, t1, . . . , tr−1, α) = g(α, t1, . . . , tr−1, 0). (54)

Эти уравнения равносильны соотношениям Байер–Биллера (26).

Доказательство. Тот факт, что подгруппа FP,r(P2n) является прямым
слагаемым, непосредственно вытекает из уравнений (53) и (54), поэтому
достаточно показать, что она описывается этими уравнениями. Мы имеем:
Φ(−t)Φ(t) = 1 = Φ(0)Φ(0), поэтому

ξαΦ(tr) · · ·Φ(t3)Φ(−t1)Φ(t1)Pn = ξαΦ(tr) · · ·Φ(t3)Φ(0)Φ(0)Pn,
ξαΦ(tr) · · ·Φ(t4)Φ(−t2)Φ(t2)Φ(t1)Pn = ξαΦ(tr) · · ·Φ(t4)Φ(0)Φ(0)Φ(t1)Pn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξαΦ(−tr−1)Φ(tr−1)Φ(tn−2) · · ·Φ(t1)Pn = ξαΦ(0)Φ(0)Φ(tr−2) · · ·Φ(t1)Pn.

Равенство

ξ−αΦ(α)Φ(tr−1) · · ·Φ(t1)Pn = ξαΦ(0)Φ(tr−1) · · ·Φ(t1)Pn

вытекает из утверждения 1.68. Докажем теперь, что если однородный поли-
ном g степени 2n удовлетворяет условиям (53) и (54), то g = FP,r(P ) для
некоторого элемента P ∈ P2n.

Любую функцию g ∈ Qsym[t1, . . . , tr][α] степени 2n можно записать в виде

g(α, t1, . . . , tr) =
∑

S : l(S)6r

gSα
a1Mω(S), S ⊆ [0, n− 1]. (55)

В частности, FP,r(Pn) =
∑

S : l(S)6r

fSα
a1Mω(S).

Лемма 6.9. Пусть g ∈ Qsym[t1, . . . , tr][α] – однородный полином степе-
ни 2n. Тогда:

1) уравнения

g(α, t1, . . . , tq,−tq, . . . , tr) = g(α, t1, . . . , 0, 0, . . . , tr)

равносильны соотношениям

at+1−1∑
j=at+1

(−1)j−at−1g{a1,...,at,j,at+1,...,ak} =
(
1 + (−1)at+1−at

)
g{a1,...,at,at+1,...,ak}

для 1 6 k 6 min{r − 1, n− 1}, k + 1− q 6 t 6 r − q ;
2) уравнение

g(−α, t1, . . . , tr−1, α) = g(α, t1, . . . , tr−1, 0)

равносильно соотношениям

a1−1∑
j=0

(−1)jg{j,a1,...,ak} = (1 + (−1)a1−1)g{a1,...,ak} для 0 6 k 6 min{r − 1, n− 1}.
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Доказательство. Имеем:

g(α, t1, . . . , tq,−tq, . . . , tr)

= g∅α
n +

min{r,n}∑
k=1

∑
06a1<···<ak6n−1

g{a1,...,ak}α
a1

×
( ∑

16l1<···<lk6r

tn−ak

l1
· · · ta2−a1

lk

)∣∣∣∣
tq+1=−tq

= g∅α
n +

min{r−2,n}∑
k=1

∑
06a1<···<ak6n−1

g{a1,...,ak}α
a1

×
( ∑
lj 6=q, q+1

tn−ak

l1
· · · ta2−a1

lk

)

+
min{r−1,n}∑

k=1

∑
06a1<···<ak6n−1

g{a1,...,ak}α
a1

×
( ∑
lj=q, lj+1 6=q+1

tn−ak

l1
· · · tak+2−j−ak+1−j

q · · · ta2−a1
lk

)

+
min{r−1,n}∑

k=1

∑
06a1<···<ak6n−1

g{a1,...,ak}α
a1

×
( ∑
lj 6=q, lj+1=q+1

tn−ak

l1
· · · (−tq)ak+1−j−ak−j · · · ta2−a1

lk

)

+
min{r,n}∑
k=1

∑
06a1<···<ak6n−1

g{a1,...,ak}α
a1

×
( ∑
lj=q, lj+1=q+1

tn−ak

l1
· · · (−1)ak+1−j−ak−j t

ak+2−j−ak−j
q · · · ta2−a1

lk

)
.

Первые два слагаемых образуют в точности g(α, t1, . . . , 0, 0, . . . , tr). Поэтому все
коэффициенты полинома, состоящего из последних трех слагаемых, должны
быть равны нулю.

Рассмотрим моном

αa1tn−ak

l1
· · · tat+1−at

q · · · ta2−a1
lk

, где q = lk+1−t.

Наличие такого монома в сумме эквивалентно условиям

k 6 min{r − 1, n− 1}, k + 1− t 6 q, t− 1 6 r − q − 1.

Равенство нулю коэффициента при таком мономе равносильно соотношению

(
1 + (−1)at+1−at

)
g{a1,...,at,at+1,...,ak} +

at+1−1∑
j=at+1

(−1)j−atg{a1,...,at,j,at+1,ak} = 0.

Таким образом, мы доказали первую часть леммы.
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Из подробной записи уравнения g(−α, t1, . . . , tr−1, α) = g(α, t1, . . . , tr−1, 0):

g∅(−α)n +
min{r−1,n}∑

k=1

∑
06a1<···<ak6n−1

g{a1,...,ak}(−α)a1

×
( ∑

16l1<···<lk6r−1

tn−ak

l1
· · · ta2−a1

lk

)

+
min{r,n}∑
k=1

∑
06a1<···<ak6n−1

g{a1,...,ak}(−α)a1

×
( ∑

16l1<···<lk=r

tn−ak

l1
· · · ta3−a2

lk−1
αa2−a1

)

= g∅α
n +

min{r−1,n}∑
k=1

∑
06a1<···<ak6n−1

g{a1,...,ak}α
a1

×
( ∑

16l1<···<lk6r−1

tn−ak

l1
· · · ta2−a1

lk

)
следует, что оно равносильно соотношениям

(−1)a1g{a1,...,ak} +
a1−1∑
j=0

(−1)jg{j,a1,...,ak} = g{a1,...,ak}

для 0 6 k 6 min{r − 1, n− 1}.
В частности, при k = 0 мы имеем формулу Эйлера–Пуанкаре

(−1)ng∅ + (−1)n−1g{n−1} + · · ·+ g{2} − g{1} + g{0} = g∅.

Это завершает доказательство леммы.

Следствие 6.10. Для однородного полинома g ∈ Qsym[t1, . . . , tr][α] степе-
ни 2n при r > n имеем:

– функциональные уравнения (53) равносильны соотношениям Байер–Бил-
лера (26), i 6= −1, на коэффициенты {gS , S ⊆ {0, 1, . . . , n− 1}},

– функциональное уравнение (54) равносильно соотношениям Байер–Билле-
ра (26), i = −1, на коэффициенты {gS , S ⊆ {0, 1, . . . , n− 1}}.

Доказательство. Мы видим, что соотношения (53) и (54) следуют из со-
отношений Байер–Биллера для i 6= −1 и i = −1 соответственно.

С другой стороны, для i = −1 соотношения (26) следуют из уравнения (54).
Если же S = {a1, . . . , at, at+1, . . . , as}, i = at > 0 и k = at+1 или если S =

{a1, . . . , at}, i = at > 0, s = t и k = n, то мы можем в лемме 6.9 взять любое
число q такое, что s+ 1− t 6 q 6 r − t.

Теперь закончим доказательство теоремы 6.8. Если однородный полином
g ∈ Qsym[t1, . . . , tr][α] степени 2n удовлетворяет уравнениям (53) и (54), то
по следствию 6.10 его коэффициенты {gS , S ⊆ {0, . . . , n − 1}} удовлетворяют
соотношениям Байер–Биллера. Поэтому согласно следствию 1.86 полином g
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единственным образом представляется в виде целочисленной линейной комби-
нации g =

∑
Q∈Ωn

λQFP,r(Q). Тогда

g =
∑
Q∈Ωn

λQFP,r(Q) = FP,r
( ∑
Q∈Ωn

λQQ

)
.

Теорема 6.8 доказана.

Из доказательства теоремы 6.8 мы получаем, что rkFP,r(P2n) = cn, r > n.

Утверждение 6.11. Пусть r > 2 и Pn – n-мерный многогранник. Тогда

FP,r(α, t1, . . . , tr)(Pn) = FP,1(α, t1 + · · ·+ tr)(Pn) (56)

в том и только том случае, когда многогранник Pn простой.

Напомним, что FP,1(α, t) = f(α, t) есть f -полином выпуклого многогран-
ника.

Доказательство. Согласно утверждению 1.69, на кольце простых много-

гранников выполнены соотношения dk
∣∣
Ps

=
1
k!
dk

∣∣∣
Ps

и Φ(t) = etd. Поэтому

Φ(tr)Φ(tr−1) · · ·Φ(t1) = Φ(t1 + · · ·+ tr), следовательно, FP,r(α, t1, . . . , tr)(Pn) =
FP,1(α, t1 + · · ·+ tr)(Pn).

С другой стороны, пусть FP,r(α, t1, . . . , tr)(Pn) = FP,1(α, t1 + · · · + tr)(Pn).
Тогда FP,2(α, t1, t2)(Pn) = FP,1(α, t1 + t2)(Pn), т. е.

αn+
n−1∑
i=0

f{i}α
i(tn−i1 +tn−i2 )+

∑
06i<j6n−1

f{i,j}α
itn−j1 tj−i2 = αn+

n−1∑
i=0

f{i}α
i(t1+t2)n−i.

В частности, коэффициенты при мономе t1t
n−1
2 слева и справа совпадают.

Тогда f{0,n−1} = nf{0}. Следовательно, каждая вершина многогранника Pn

лежит ровно в n гипергранях, поэтому многогранник Pn простой.

Замечание 6.12. Устремляя r к бесконечности, мы получаем, что

FP(α, t1, t2, . . . )(Pn) = FP,1(α, t1 + t2 + · · · )(Pn)
тогда и только тогда, когда многогранник Pn простой.

В случае простых многогранников уравнения (53) тривиальны, а уравне-
ние (54) принимает вид

FP,1(−α, t1 + · · ·+ tr−1 + α) = FP,1(α, t1 + · · ·+ tr−1).

Положим t = t1 + · · ·+ tr−1. Тогда FP,1(−α, t+ α) = FP,1(α, t). Это уравнение
равносильно соотношениям Дена–Соммервилля для простых многогранников.
(После замены переменных FP,1(α − t, t) = h(α, t) уравнение принимает вид
h(α, t) = h(t, α), где h(α, t) – h-полином простого многогранника.)

Теорема 6.13. (i) Подгруппа FRP,r(RP2n) ⊂ Qsym[t1, . . . , tr][α], r > n, яв-
ляется прямым слагаемым и состоит из всех однородных полиномов g сте-
пени 2n таких, что

1) выполнены уравнения (53);
2) выполнено уравнение

g(−α, t1, t2, . . . , tr−1, α) = g(0, t1, t2, . . . , tr−1, 0). (57)
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(ii) Подгруппа Fε,r(RP2n) ⊂ Qsym[t1, . . . , tr], r > n, является прямым сла-
гаемым и состоит из всех однородных полиномов g степени 2n таких, что
выполнены уравнения

g(t1,−t1, t3, . . . , tr) = g(0, 0, t3, . . . , tr);
g(t1, t2,−t2, t4, . . . , tr) = g(t1, 0, 0, t4, . . . , tr);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
g(t1, . . . , tr−2, tr−1,−tr−1) = g(t1, . . . , tr−2, 0, 0).

(58)

В обоих случаях уравнения равносильны соотношениям Байер–Биллера (26).

Доказательство. Так как

FRP,r(α, t1, . . . , tr)(P ) = εαΦ(tr) · · ·Φ(t1)P,

Fε,r(t1, . . . , tr)(P ) = ε0Φ(tr) · · ·Φ(t1)P = FRP,r(0, t1, . . . , tr)(P ),

то согласно утверждениям 1.67 и 1.68 для любого элемента P ∈ RP полином
FRP,r(P ) удовлетворяет уравнениям (53) и (57), а полином Fε,r(P ) удовлетво-
ряет уравнениям (58).

В обратную сторону доказательство аналогично доказательству теоремы 6.8.

Замечание 6.14. Отметим, что rkFP(P2n) = cn = rkFε(RP2(n+1)). Это
связано с тем, что градуировка n-мерного многогранника Pn в кольце P рав-
на 2n, а в кольце RP равна 2(n+ 1).

Замечание 6.15. Проекция абелевых групп ΠRP : RP → P, переводящая
непустой многогранник в себя и пустое множество ∅ в нуль, индуцирует про-
екцию ΠRP : (RP/KerFε) → (P/KerFP). При отождествлении P/KerFP
с FP(P) проекция ΠRP задается отображением FP . Если при этом отожде-
ствить кольцо RP/KerFε с Fε(RP), то ΠRP = ∂.

6.3. Характеризация флагового полинома FP . В этом пункте мы най-
дем условие, которое однозначно определяет флаговый полином FP .

Сначала установим связь между полиномами FP(Pn) и FP(dkPn).

Утверждение 6.16. Для многогранника Pn выполнено соотношение

FP(α, t1, t2, . . . )(dkPn) =
1
k!

∂k

∂tk

∣∣∣∣
t=0

FP(α, t, t1, t2, . . . )(Pn). (59)

Доказательство. Оба выражения принадлежат кольцу Qsym[α] и имеют
степень 2(n−k), поэтому они однозначно определяются своими ограничениями
на n− k переменных t1, . . . , tn−k. Мы имеем:(

1
k!

∂k

∂tk

∣∣∣∣
t=0

FP(α, t, t1, t2, . . . )(Pn)
)∣∣∣∣

tn−k+1=tn−k+2=···=0

=
1
k!

∂k

∂tk

∣∣∣∣
t=0

FP,n−k+1(α, t, t1, t2, . . . , tn−k)(Pn)

=
1
k!

∂k

∂tk

∣∣∣∣
t=0

ξαΦ(tn−k) · · ·Φ(t1)Φ(t)Pn

= ξαΦ(tn−k) · · ·Φ(t1)dkPn = FP,n−k(α, t1, t2, . . . , tn−k)(dkPn)
=

(
FP(α, t1, t2, . . . )(dkPn)

)∣∣
tn−k+1=tn−k+2=···=0

,

что и доказывает (59).
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Следствие 6.17. Пусть Pn – n-мерный многогранник. Тогда

FP(α, t, t1, t2, . . . )(Pn) = FP(α, t1, t2, . . . )(Pn) + FP(α, t1, t2, . . . )(dPn)t

+ FP(α, t1, t2, . . . )(d2P
n)t2 + · · ·+ FP(α, t1, t2, . . . )(dnPn)tn, (60)

FP,r+1(α, t, t1, . . . , tr)(Pn) = FP,r(α, t1, . . . , tr)(Pn)
+ FP,r(α, t1, . . . , tr)(dPn)t+ FP,r(α, t1, . . . , tr)(d2P

n)t2 + · · ·
+ FP,r(α, t1, . . . , tr)(dnPn)tn, r > 0. (61)

Доказательство. Первое равенство следует из утверждения 6.16. Для
r > 0 имеем:

FP,r+1(α, t, t1, . . . , tr)(Pn) = ξαΦ(tr) · · ·Φ(t1)Φ(t)Pn

=
n∑
k=0

(
ξαΦ(tr) · · ·Φ(t1)dkPn

)
tk =

n∑
k=0

FP,r(α, t1, . . . , tr)(dkPn)tk,

что и доказывает равенство (61).

Равенство (60) эквивалентно условию

FP(α, t1, t2, . . . )(Φ(t)Pn) = FP(α, t, t1, t2, . . . )(Pn),

т. е. коммутативности диаграммы

P FP−−−−→ Qsym[t1, t2, . . . ][α]

Φ(t)

y T

y
P[t] FP−−−−→ Qsym[t, t1, t2, . . . ][α]

где T : Qsym[t1, t2, . . . ][α] → Qsym[t, t1, t2, . . . ][α] – кольцевой гомоморфизм:

Tg(α, t1, t2, . . . ) = g(α, t, t1, t2, . . . ), g ∈ Qsym[t1, t2, . . . ][α].

Замечание 6.18. Для всех r > 0 имеем

FP,r(α, t1, . . . , tr)(Φ(t)Pn) = FP,r+1(α, t, t1, . . . , tr)(Pn).

Рассмотрим гомоморфизм Tr+1 : Qsym[t1, . . . , tr][α] → Qsym[t, t1, . . . , tr][α]:

Tr+1(α) = α, Tr+1Mω(t1, . . . , tr) = Mω(t, t1, . . . , tr).

Тогда равенство FP,r(α, t1, . . . , tr)(Φ(t)Pn) = (Tr+1FP,r)(α, t, t1, . . . , tr) верно
только при r > n.

Теорема 6.19. Пусть ψ : P → Qsym[α] – гомоморфизм абелевых групп та-
кой, что

1) ψ(α, 0, 0, . . . )(Pn) = αn для любого n-мерного многогранника Pn ;
2) следующая диаграмма коммутативна:

P ψ−−−−→ Qsym[t1, t2, . . . ][α]

Φ(t)

y T

y
P[t]

ψ−−−−→ Qsym[t, t1, t2, . . . ][α]

Тогда ψ = FP .
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Доказательство. Из условия 1) следует, что ψ(α, 0, 0, . . . )(P ) = ξαP для
любого элемента P ∈ P.

Пусть ψ(Pn) = αn +
∑

ω:l(ω)>0

ψω(α)Mω, где ψω(α) ∈ Z[α]. Фиксируем ω =
(j1, . . . , jk).

Так как ψ(α, t, t1, t2, . . . )(Pn) = ψ(α, t1, t2, . . . )(Φ(t)Pn), то

ψ(α, y1, y2, . . . , yk, t1, t2, . . . )(Pn) = ψ(α, t1, t2, . . . )(Φ(yk) · · ·Φ(y1)Pn).

Поэтому

ψ(α, y1, . . . , yk, 0, 0, . . . ) = ψ(α, 0, 0, . . . )
(
Φ(yk) · · ·Φ(y1)Pn

)
= ξαΦ(yk) · · ·Φ(y1)Pn = FP(α, y1, . . . , yk, 0, 0, . . . ).

Следовательно, ψω = fS(ω)α
n−|ω|. Так как это рассуждение верно для всех

композиций ω, то ψ = FP .

Замечание 6.20. Отображение T : Qsym[t1, t2, . . . ][α] → Qsym[t, t1, . . . ][α] –
изоморфизм, в то время как отображение Φ(t) : P → P[t] – только мономор-
физм, образ которого описывается условием P (t) ∈ Φ(t)(P) тогда и только
тогда, когда Φ(−t)P (t) ∈ P.

Согласно утверждению 6.11, на кольце простых многогранников мы имеем:

FP(α, t1, t2, . . . )(P ) = FP,1(α, t1 + t2 + · · · )(P ) = FP,1(α, σ1)(P ),

поэтому образ кольца Ps принадлежит подкольцу Z[α, σ1]. С другой стороны,
Φ(t)

∣∣
Ps

= etd
∣∣
Ps

, поэтому выполнено условие

FP,1(α, t1)(etdP ) = FP,1(α, t+ t1)(P ).

Утверждение 6.21. Пусть ψ : Ps → Z[α, t] – гомоморфизм абелевых групп
такой, что

1) ψ(α, 0)(Pn) = αn для любого простого n-мерного многогранника Pn ;
2) выполнено одно из следующих двух эквивалентных условий:

a) ψ(α, t1)(etdP ) = ψ(α, t+ t1)(P ) для любого элемента P ∈ Ps ;

b) ψ(α, t)(dP ) =
∂

∂t
ψ(α, t)(P ) для любого элемента P ∈ Ps .

Тогда ψ = FP,1 .

Доказательство. Пусть условия 1) и 2a) выполнены. Тогда для любого
элемента P ∈ Ps имеем:

ψ(α, t+ t1)(P ) = ψ(α, t1)(etdP ) = ψ(α, 0)(e(t+t1)dP )

= ξαΦ(t+ t1)P = FP,1(α, t+ t1)(P ).

Осталось доказать, что условия 2a) и 2b) эквивалентны.
Если ψ(α, t1)(etdP ) = ψ(α, t+ t1)(P ), то ψ(α, t)(P ) = ψ(α, 0)(etdP ), поэтому

∂

∂t
ψ(α, t)(P ) =

∂

∂t
ψ(α, 0)(etdP ) = ψ(α, 0)

(
∂

∂t
etdP

)
= ψ(α, 0)(etddP ) = ψ(α, t)(dP ).

Пусть теперь ψ(α, t)(dP ) =
∂

∂t
ψ(α, t)(P ) для любого элемента P ∈ Ps. Тогда

∂

∂t
ψ(α, t1)(etdP ) = ψ(α, t1)

(
∂

∂t
etdP

)
= ψ(α, t1)

(
d(etdP )

)
=

∂

∂t1
ψ(α, t1)(etdP ).



122 В.М. БУХШТАБЕР, Н.Ю. ЕРОХОВЕЦ

Поэтому
(
∂

∂t
− ∂

∂t1

)
ψ(α, t1)(etdP ) = 0, следовательно, полином ψ(α, t1)(etdP ) ∈

Z[α, t, t1] можно представить как полином от переменных α и t+ t1.
Тогда ψ(α, t1)(etdP ) = ψ(α, t+ t1)(e0dP ) = ψ(α, t+ t1)(P ).
Таким образом, условия 2a) и 2b) действительно эквивалентны.

Замечание 6.22. Утверждение 6.21 в форме 1), 2b) было доказано в рабо-
те [2] и равносильно утверждению (ii) теоремы 1.55.

6.4. Операторы бипирамиды и конуса. Введем аналоги операторов би-
пирамиды и конуса на кольцах Qsym и Qsym[α].

Утверждение 6.23. (i) Введем операторы CP ,AP : Qsym[α] → Qsym[α]:

CPg = (α+ σ1)g +
∞∑
n=1

tng(tn, t1, . . . , tn−1, 0, 0, . . . );

APg = αg(α, 0, 0, . . . ) + t1g(α, t1, t2, . . . ) +
∞∑
n=2

(tn + tn−1)g(α, tn, tn+1, . . . ).

Тогда FP(CP ) = CPFP(P ) и FP(A P ) = APFP(P ) для всех P ∈ P .
(ii) Введем операторы CRP ,ARP : Qsym[α] → Qsym[α]:

CRPg = (α+ σ1)g;

ARPg = α
(
g(α, 0, 0, . . . ) + g(0, 0, . . . )

)
+ t1g(α, t1, t2, . . . )

+
∞∑
n=2

(tn + tn−1)g(α, tn, tn+1, . . . ).

Тогда FRP(CP ) = CRPFRP(P ) и FRP(A P ) = ARPFRP(P ) для всех P ∈ RP .
(iii) Введем операторы C0,A0 : Qsym → Qsym :

C0g = σ1g; A0g = t1g(t1, t2, . . . ) +
∞∑
n=2

(tn + tn−1)g(tn, tn+1, . . . ).

Тогда Fε(CP ) = C0Fε(P ) и Fε(A P ) = A0Fε(P ) для всех P ∈ RP .

Доказательство. Пользуясь критерием (33), легко показать, что для лю-
бого элемента g ∈ Qsym[α] выражения CPg, CRPg, APg и ARPg тоже принад-
лежат кольцу Qsym[α], а для любого элемента g ∈ Qsym выражения C0g и A0g
тоже принадлежат Qsym. Далее, на кольце P имеем:

Φ1C = Φ(t1)C = (C + t1)Φ(t1) + t1ξt1 ,
Φ2C = Φ(t2)Φ(t1)C = (C + t2 + t1)Φ(t2)Φ(t1) + t2ξt2Φ(t1) + t1ξt1 ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ΦnC = (C + tn + · · ·+ t1)Φ(tn)Φ(tn−1) · · ·Φ(t1)
+ tnξtnΦ(tn−1) · · ·Φ(t1) + · · ·+ t1ξt1 ,

Φ∞C = (C + σ1)Φ∞ +
∞∑
n=1

tnFP(tn, t1, . . . , tn−1, 0, 0, . . . ).

Используя то, что ξαC = αξα, получаем:

FP(CP ) = ξαΦ∞CP = (α+ σ1)FP(α, t1, t2, . . . )

+
∞∑
n=1

tnFP(tn, t1, . . . , tn−1, 0, 0, . . . ) = CPFP(P ).
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Оператор конуса на кольце RP задается умножением на элемент x = pt, а го-
моморфизмы FRP и Fε являются кольцевыми, поэтому
FRP(CP ) = FRP(xP ) = FRP(x)FRP(P ) = (α+ σ1)FRP(P ) = CRPFRP(P ),

Fε(CP ) = Fε(xP ) = Fε(x)Fε(P ) = σ1Fε(P ) = C0Fε(P ).

На кольце R имеем:
Φ1A = Φ(t1)A = A + t1 + t1Φ(t1),

Φ2A = Φ(t2)Φ(t1)A = A + t2 + (t2 + t1)Φ(t2) + t1Φ(t2)Φ(t1),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ΦnA = A + tn + (tn + tn−1)Φ(tn)

+ (tn−1 + tn−2)Φ(tn)Φ(tn−1) + · · ·+ t1Φ(tn) · · ·Φ(t1),

Φ∞A = A + t1Φ∞(t1, t2, . . . ) +
∞∑
n=2

(tn + tn−1)Φ∞(tn, tn+1, . . . ).

Используя то, что ξαA = αξα на P и εα(A P ) = α(εα + ε0) на кольце RP,
получаем

FP(A P ) = ξαΦ∞A P = APFP(P ),

FRP(A P ) = εαΦ∞A P = ARPFRP(P ),

Fε(A P ) = ε0Φ∞A P = A0Fε(P ).

Утверждение доказано.

Определим отображения BP , BRP : Qsym[α] → Qsym[α] и B0 : Qsym →
Qsym как BP = 2CP −AP , BRP = 2CRP −ARP , B0 = 2C0 −A0. Тогда

FP(BP ) = BPFP(P ), FRP(BP ) = BRPFRP(P ), Fε(BP ) = B0Fε(P ).

Утверждение 6.24. Введем отображения DP ,DRP : Qsym[α] → Qsym[α]:

DPg = ασ1g(α, 0, 0, . . . ) +
∞∑
n=2

(t1 + · · ·+ tn−1)(tn−1 + tn)g(α, tn, tn+1, . . . );

DRPg = α(α+ σ1)g(0, 0, . . . ) + DPg

и D0 : Qsym→ Qsym:

DPg =
∞∑
n=2

(t1 + · · ·+ tn−1)(tn−1 + tn)g(tn, tn+1, . . . ).

Тогда FP(DP ) = DPFP(P ) для всех P ∈ P и FRP(DP ) = DRPFRP(P ),
Fε(DP ) = D0Fε(P ) для всех P ∈ RP .

Доказательство. Пользуясь критерием (35), легко показать, что для по-
линома g ∈ Qsym[α] выражения DPg и DRPg также принадлежит Qsym[α],
а для g ∈ Qsym выражение D0g также принадлежит Qsym. На кольце R
имеем:

Φ1D = Φ(t1)D = D + (A + t1)t1;
Φ2D = Φ(t2)Φ(t1)D = D + (A + t2)(t1 + t2) + t1(t1 + t2)Φ(t2);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ΦnD = D + (A + tn)(t1 + · · ·+ tn) + (t1 + · · ·+ tn−1)(tn−1 + tn)Φ(tn)

+ (t1 + · · ·+ tn−2)(tn−2 + tn−1)Φ(tn)Φ(tn−1) + · · ·+ t1(t1 + t2)Φ(tn) · · ·Φ(t2);

Φ∞D = D + A (t1 + t2 + · · · ) +
∞∑
n=2

(t1 + · · ·+ tn−1)(tn−1 + tn)Φ∞(tn, tn+1, . . . ).
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Так как ξαD = 0 на кольце P и εαD = α2ε0 на кольце RP (в частности,
ε0D = 0), то получаем:

FP(DP ) = ξαΦ∞(DP ) = ασ1FP(α, 0, 0, . . . )

+
∞∑
n=2

(t1 + · · ·+ tn−1)(tn−1 + tn)FP(α, tn, tn+1, . . . ) = DPFP(P )

и FRP(DP ) = DRPFRP(P ), Fε(DP ) = D0Fε(P ).

Пример 6.25. Имеем:

AP [αj1 ] = αj1(α+ 2M(1));

AP [αj1M(jk,...,j2)] = αj1(M(jk+1,jk−1,...,j2) + 2M(1,jk,...,j2));

DP [αj1 ] = αj1(αM(1) +M(2) + 2M(1,1)) = αj1M(1)(α+ 2M(1));

DP [αj1M(jk,...,j2)] = αj1(M(1,jk+1,jk−1,...,j2) +M(2,jk,...,j2) + 2M(1,1,jk,...,j2)).

Определение 6.26. Определим на кольце Qsym[α] правое действие алгеб-
ры Q = Z〈c,d〉 условием gc = APg и gd = DPg.

Из следствия 1.89 и утверждений 6.23, 6.24 вытекает следующий результат.

Утверждение 6.27. Отображение FP эквивариантно и FP(P) = 1Z〈c,d〉.

7. Структура кольца D∗

7.1. Основная теорема.

Определение 7.1. Обозначим через D∗ градуированно двойственную к D
алгебру Хопфа.

Отождествим алгебры Хопфа Z∗ и Qsym. Имеют место эпиморфизмы L :
Z → D и R : Zop cop → D, переводящие Zi в di. Поэтому кольцевые гомо-
морфизмы L ∗ и R∗ = %∗L ∗ определяют два вложения кольца D∗ в коль-
цо Qsym, связанные инволюцией %∗ = ∗ . Из замечания 2.28 и теоремы 5.1
следует, что образ L (D∗) инвариантен относительно инволюции ∗, поэтому
L ∗(D∗) = R∗(D∗).

Вложение L ∗ является вложением алгебр Хопфа, в то время как для вло-
жения R∗ мы имеем: ∆ R∗ = τQsym,Qsym(R∗ ⊗R∗)∆.

Определение 7.2. Для любого r > 0 зададим гомоморфизм R∗
r : D∗ →

Qsym[t1, . . . , tr] формулой

R∗
r (ψ) = R∗(ψ)(t1, . . . , tr, 0, 0, . . . ).

Так как ограничение Qsym[t1, t2, . . . ] → Qsym[t1, . . . , tr] : g(t1, . . . , tr, tr+1,

tr+2, . . . ) → g(t1, . . . , tr, 0, 0, . . . ) изоморфно на группах Qsym2n, n 6 r, то
отображение R∗

r изоморфно на группах D∗−2n, n 6 r. Получим теперь основной
результат этого раздела.

Теорема 7.3. Подгруппа R∗
r (D∗−2n) ⊂ Qsym[t1, . . . , tr], r > n > 1, состоит

из однородных элементов степени 2n, удовлетворяющих уравнениям (58).
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Доказательство. Кольцо R∗(D∗) ⊂ Z∗ состоит из линейных функций
ψ ∈ Z∗, удовлетворяющих условию

〈ψ, z1Φ(t)Φ(−t)z2〉 = 〈ψ, z1z2〉 (62)

для всех z1, z2 ∈ Z, т. е. все коэффициенты при мономах tk, k > 1, в левой
части равенства равны нулю.

Лемма 7.4. Для r > 0 мы имеем:

R∗
r (ψ) = 〈ψ,Φ(tr)Φ(tr−1) · · ·Φ(t2)Φ(t1)〉, (63)

где для r = 0 произведение Φ(tr) · · ·Φ(t1) равно единице.

Доказательство. Так как R∗(ψ) =
∑
ω

〈R∗(ψ), Zω〉 =
∑
ω

〈ψ,RZω〉Mω, то

R∗
r (ψ) =

∑
ω:l(ω)6r

〈ψ,RZω〉Mω(t1, . . . , tr)

=
r∑

k=0

∑
(j1,...,jk)

〈ψ, djk · · · dj1〉M(j1,...,jk)(t1, . . . , tr)

=
r∑

k=0

∑
(j1,...,jk)

〈ψ, djk · · · dj1〉
∑

16l1<···<lk6r

tj1l1 · · · t
jk
lk

=
r∑

k=0

∑
(j1,...,jk)

∑
16l1<···<lk6r

〈ψ, djkt
jk
lk
· · · dj1t

j1
l1
〉 = 〈ψ,Φ(tr) · · ·Φ(t1)〉,

что и доказывает лемму.

Таким образом,

R∗
r (ψ)(t1, . . . , ti,−ti, . . . , tr) = 〈ψ,Φ(tr) · · ·Φ(−ti)Φ(ti) · · ·Φ(t1)〉

= 〈ψ,Φ(tr) · · ·Φ(0)Φ(0) · · ·Φ(t1)〉 = R∗
r (ψ)(t1, . . . , 0, 0, . . . , tr).

С другой стороны, пусть g ∈ Qsym[t1, . . . , tr] – однородный полином степе-
ни 2n, удовлетворяющий уравнениям (58). Рассмотрим единственную одно-
родную функцию g̃ ∈ Qsym такую, что deg g̃ = 2n и g̃(t1, . . . , tr, 0, 0, . . . ) = g.
Покажем, что g̃ ∈ R∗(D∗).

Достаточно доказать соотношение (62) в случае, когда z1 и z2 – мономы.
Так как Φ(t)Φ(−t) = 1 + (2Z2 − Z2

1 )t2 + · · · и deg g̃ = 2n, то случаи, когда
deg z1 + deg z2 равно 2n и 2(n− 1), тривиальны. Пусть k > 2 и

z1 = Zω, z2 = Zω′ , ω = (j1, . . . , jl), ω′ = (j′1, . . . , j
′
l′), |ω|+ |ω′| = n− k.

Тогда нам нужно доказать единственное равенство:〈
g̃, Zω

( k∑
i=0

(−1)iZk−iZi

)
Zω′

〉
= 0.

Рассмотрим уравнение

g(t1, . . . , tl, tl+1,−tl+1, tl+3, . . . , tl+2+l′ , . . . , tr)

= g(t1, . . . , tl, 0, 0, tl+3, . . . , tl+2+l′ , . . . , tr).
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Слева коэффициент при мономе tj11 · · · t
jl
l t
k
l+1t

j′1
l+3 · · · t

j′
l′
l+2+l′ равен в точности

k∑
i=0

(−1)i〈g̃, ZωZk−iZiZω′〉 =
〈
g̃, Zω

( k∑
i=0

(−1)iZk−iZi

)
Zω′

〉
,

в то время как справа он равен нулю, поэтому 〈g̃, ZωΦ(t)Φ(−t)Zω′〉 = 0.
Таким образом, соотношения (62) для функции g̃ ∈ Qsym выполнены, по-

этому g̃ = R∗ψ, ψ ∈ D∗. Следовательно, g = g̃(t1, . . . , tr, 0, 0, . . . ) = R∗
r (ψ).

Следствие 7.5. Образ гомоморфизма Fε : RP → Qsym совпадает с коль-
цом L ∗(D∗) = R∗(D∗).

Определение 7.6. На выражениях вида (32) ограниченной степени зада-
дим операции Θk формулами

Θkg(t1, t2, . . . ) = g(t1, . . . , tk−1, t,−t, tk, tk+1, . . . ).

Следствие 7.7. Образ R∗(D∗) ⊂ Qsym определяется условием

g ∈ R∗(D∗) тогда и только тогда, когда Θkg = g для всех k > 1.

Доказательство. Пусть g ∈ Qsym2n, причем – g = R∗(ψ), ψ ∈ D∗. Каж-
дый моном выражения g(t1, . . . , tk−1, t,−t, tk, tk+1, . . . ) входит с тем же самым
коэффициентом в полином

gr+2(t1, . . . , tk−1, t,−t, tk, . . . , tr) = g(t1, . . . , tk−1, t,−t, tk, . . . , tr, 0, 0, . . . )
для достаточно большого r. По теореме 7.3

gr+2(t1, . . . , tk−1, t,−t, tk, . . . , tr) = gr+2(t1, . . . , tk−1, 0, 0, tk, . . . , tr),

следовательно, все мономы, содержащие переменную t, имеют нулевой коэф-
фициент. Поэтому и все мономы в выражении g(t1, . . . , tk−1, t,−t, tk, . . . ), со-
держащие t, тоже имеют нулевой коэффициент. Следовательно,

g(t1, . . . , tk−1, t,−t, tk, . . . ) = g(t1, . . . , tk−1, 0, 0, tk, . . . ) = g(t1, . . . , tk−1, tk, . . . ).

С другой стороны, пусть g ∈ Qsym2n – квазисимметрическая функция такая,
что Θkg = g для всех k > 1. Тогда для квазисимметрической функции

gn(t1, . . . , tn) = g(t1, . . . , tn, 0, 0, . . . ) ∈ Qsym[t1, . . . , tn]

мы имеем:

gn(t1, . . . , ti−1, ti,−ti, ti+2, . . . , tn) = g(t1, . . . , ti−1, ti,−ti, ti+2, . . . , tn, 0, 0, . . . )

= g(t1, . . . , ti−1, ti+2, . . . , tn, 0, 0, . . . ) = gn(t1, . . . , ti−1, ti+2, . . . , tn, 0, 0)

= gn(t1, . . . , ti−1, 0, 0, ti+2, . . . , tn)

для 1 6 i 6 n − 1. По теореме 7.3 мы получаем, что gn = R∗
n(ψ), ψ ∈ D∗−2n.

Так как ограничение g(t1, t2, . . . ) → g(t1, . . . , tn, 0, 0, . . . ) изоморфно на группе
Qsym2n, то g = R∗ψ.

Замечание 7.8. Мы можем аналогично определить отображение L ∗
r : D∗→

Qsym[t1, . . . , tr]:

L ∗
r (ψ)(t1, . . . , tr) = L ∗(ψ)(t1, . . . , tr, 0, 0, . . . ).

Тогда R∗
r = %∗L ∗

r , %∗ = ∗ . Кроме того, образ L ∗
r инвариантен относительно

инволюции ∗ , поэтому R∗(D∗) = L ∗(D∗). Следовательно, теорема 7.3 и след-
ствие 7.7 верны и для отображений L ∗

r и L .



МНОГОГРАННИКИ И КВАЗИСИММЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 127

Утверждение 7.9. Имеем D∗ ⊗Q ' Q[LYNodd] и dimD∗−2n ⊗Q = cn−1 .

Доказательство. Это следует из утверждения 5.12, следствия 3.6 теоремы
о структуре тасовочной алгебры и следствия 5.8.

7.2. Приложения. Пусть D∗[α] – градуированное кольцо полиномов от
переменной α степени −2, где для элемента ψi градуировки 2i элемент ψiα

j

имеет градуировку −2(i+ j).

Утверждение 7.10. Любой кольцевой гомоморфизм κ : R → A, где A –
ассоциативное кольцо с умножением µA : A⊗A → A и единицей ıA : Z → A,
индуцирует гомоморфизм колец ϕκ : R → D∗ ⊗A,

〈ϕκ(P ), D〉 = κ(DP ),

где D∗ ⊗ A '
∑
n>0

Hom(D−2n, A) – кольцо с операцией свертки ψ1 ? ψ2(D) =

µA(ψ1 ⊗ ψ2)∆(D) и единицей εA(D) = ıA ε(D).

Доказательство. Действительно,
〈ϕκ(PQ), D〉 = κ(D(PQ)) = κµ∆D(P ⊗Q) = µA(κ ⊗ κ)∆D(P ⊗Q)

= µA〈ϕκ(P )⊗ ϕκ(Q),∆D〉 = 〈ϕκ(P ) ? ϕκ(Q), D〉,
〈ϕκ(1), D〉 = κ(D1) = κ(ε(D) · 1) = ıA ε(D) = 〈εA, D〉.

Утверждение 7.11. Мы имеем (R∗ ⊗ 1)ϕκ = Fκ .

Доказательство. В самом деле,

(R∗ ⊗ 1)ϕκ (P ) =
∑
ω

Mω ⊗ 〈R∗ϕκ(P ), Zω〉 =
∑
ω

Mω ⊗ 〈ϕκ(P ),RZω〉

=
∑
ω

Mω∗ ⊗ 〈ϕκ(P ), Dω〉 =
∑
ω

Mω∗ ⊗ κ(DωP ) = Fκ(P ).

Пример 7.12. Описанная конструкция дает следующие важные гомомор-
физмы.

1) Положим ϕP,α = ϕξα : P → D∗[α]. Тогда R∗ϕP,α = FP .
2) Положим ϕRP,α = ϕεα

: RP → D∗[α]. Тогда R∗ϕRP,α = FRP .
3) Мы имеем ϕε : RP → D∗. Тогда ϕε = ϕRP,0 и R∗ϕε = Fε.

Утверждение 7.13. 1) Подгруппа ϕP,α(P2n) ⊂ D∗[α]−2n состоит из всех
однородных функций ψ(α) степени −2n таких, что для любого D ∈ D выпол-
нено условие 〈ψ(−α),Φ(α)D〉 = 〈ψ(α), D〉.

2) Подгруппа ϕRP,α(RP2n) ⊂ D∗[α]−2n состоит из всех однородных функ-
ций ψ(α) степени −2n таких, что 〈ψ(−α),Φ(α)D〉 = 〈ψ(0), D〉, D ∈ D .

3) Отображение ϕε : RP → D∗ является эпиморфизмом.

Доказательство. Согласно утверждению 1.68, мы имеем ξ−αΦ(α) = ξα,
поэтому если ψ(α) = ϕP,α(P ), то

〈ψ(−α),Φ(α)D〉 = ξ−αΦ(α)DP = ξαDP = 〈ψ(α), D〉.
С другой стороны, пусть для функции ψ(α) условие 1) выполнено. Тогда по-
лином g(α, t1, . . . , tn) = R∗

nψ(α) удовлетворяет уравнению (54):
g(−α, t1, . . . , tn−1, α) = 〈ψ(−α),Φ(α)Φ(tn−1) · · ·Φ(t1)〉

= 〈ψ(α),Φ(0)Φ(tn−1) · · ·Φ(t1)〉 = g(α, t1, . . . , tn−1, 0).
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Из теоремы 7.3 следует, что он также удовлетворяет уравнениям (53), поэтому
по теореме 6.8 мы получаем, что g = FP,n(P ) для некоторого элемента P ∈ P2n.
Тогда R∗

nψ(α) = g = FP,n(P ) = R∗
nϕP,α(P ). Так как отображение R∗ является

вложением и ограничение R∗ → R∗
n изоморфно на группе D∗−2j при j 6 n, то

ψ(α) = ϕP,α(P ).
Точно так же доказывается утверждение 2). Утверждение 3) вытекает из

следствия 7.5.

Имеется правое действие кольца D на кольце D∗:

(ψ,D) → ψD : 〈ψD,D′〉 = 〈ψ,DD′〉.

При этом если degψ = −2n и degD = −2k, то degψD = −2(n− k). Подобным
образом можно задать действие кольца D[[α]] на кольце D∗[[α]]. Условие 1)
означает, что ψ(−α)Φ(α) = ψ(α). Так как для любой функции ψ(α) ∈ D∗[α]−2n

функция ψ(α)Φ(α) имеет ту же степень, то мы получаем следующий результат.

Следствие 7.14. Пусть ψ(α) ∈ D∗[α]. Тогда:
1) ψ(α) ∈ ϕP,α(P) в том и только том случае, когда ψ(−α)Φ(α) = ψ(α);
2) ψ(α) ∈ ϕRP,α(RP) в том и только том случае, когда ψ(−α)Φ(α) = ψ(0),

т.е. ψ(α) = ψ(0)Φ(α). Поэтому соответствие ψ → ψΦ(α) задает изомор-
физм колец D∗ → ϕRP,α(RP).

Доказательство. В доказательстве нуждается только тот факт, что отоб-
ражение ψ → ψΦ(α) является гомоморфизмом колец. Имеем εD∗Φ(α) = εD∗ и

〈(ψ1 · ψ2)Φ(α), D〉 = 〈(ψ1 · ψ2),Φ(α)D〉 = 〈ψ1 ⊗ ψ2,∆(Φ(α)D)〉
= 〈ψ1 ⊗ ψ2,

(
Φ(α)⊗ Φ(α)

)
·∆D〉 = 〈(ψ1Φ(α))⊗ (ψ2Φ(α)),∆D〉

= 〈(ψ1Φ(α)) · (ψ2Φ(α)), D〉.

Утверждение 7.15. Для любого элемента ψ(α) ∈ ϕP,α(P) из равенства
ψ(0) = 0 следует, что ψ(α) = α2ψ̂(α), где ψ̂(α) ∈ ϕP,α(P).

Доказательство. Из леммы 5.2 следует, что аддитивно D и D∗ – свобод-
ные абелевы группы. Поэтому отображение D∗ → D∗ ⊗Q является вложением.
Так как D∗ ⊗Q[α] – кольцо полиномов, то в кольце D∗[α] нет делителей нуля.
Из следствия 7.14 мы получаем, что (ψ0−ψ1α+· · · )(1+dα+· · · ) = ψ0+ψ1α+· · · ,
поэтому ψ0d = 2ψ1. Следовательно, если ψ0 = 0, то ψ1 = 0. Тогда ψ(α) =
α2ψ̂(α). При этом (−α)2ψ̂(−α)Φ(α) = α2ψ̂(α). Тогда ψ̂(−α)Φ(α) = ψ̂(α), по-
этому ψ̂(α) ∈ ϕP,α(P). Утверждение доказано.

Пусть ψ(α) = ψ0 +ψ1α+ · · ·+ψnαn ∈ ϕP,α(P), u(α) = ψ0 +ψ2α
2 +ψ4α

4 + · · · ,
w(α) = ψ1α + ψ3α

3 + · · · . Тогда u(α)Φ(α) − w(α)Φ(α) = u(α) + w(α). Следо-
вательно,

u(α)
(
Φ(α)− 1

)
= w(α)

(
Φ(α) + 1

)
. (64)

Например, ψ0d = 2ψ1, ψ0d3 + ψ2d = ψ1d2 + 2ψ3.
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Рассмотрим алгебру Хопфа D ⊗ Z[1/2]. Тогда для градуированно двойствен-
ной над кольцом Z[1/2] алгебры Хопфа мы имеем: (D⊗Z[1/2])∗ ' D∗⊗Z[1/2].
Условие, описывающее образ кольца P ⊗Z[1/2] в кольце D∗⊗Z[1/2][α] – то же,
а именно формула (64).

Утверждение 7.16. Для кольца D∗ ⊗Z[1/2][α] условие (64) эквивалентно
соотношению

w(α) = u(α)
Φ(α)− 1
Φ(α) + 1

= u(α)
(Φ(α)− 1)/2

1 + (Φ(α)− 1)/2
= u(α)

∞∑
k=1

(−1)k−1

(
Φ(α)− 1

2

)k
.

(65)

Замечание 7.17. Из уравнения (65) следует, что если функция u(α) чет-
ная, то функция w(α) является нечетной. Действительно,

w(−α) = u(−α)
Φ(−α)− 1
Φ(−α) + 1

= u(α)
1/Φ(α)− 1
1/Φ(α) + 1

= u(α)(1− Φ(α))Φ(α)−1(1 + Φ(α))−1Φ(α) = −u(α)
Φ(α)− 1
Φ(α) + 1

= −w(α).

Поэтому для любой четной функции u(α) функция

ψ(α) = u(α) + u(α)
Φ(α)− 1
Φ(α) + 1

= u(α)
2Φ(α)

Φ(α) + 1

принадлежит образу ϕP,α ⊗ 1(P ⊗ Z[1/2]) ⊂ D∗ ⊗ Z[1/2][α].

Замечание 7.18. Соотношение (65) верно для кольца D∗ ⊗Q[α].

Положим α = 0. Тогда мы получаем классическое отображение

ϕP,0 : P → D∗, 〈ϕP,0(P ), D〉 = ξ0(DP ) ∀P ∈ P, D ∈ D.

Утверждение 7.19. Отображение ϕP,0⊗1: P⊗Z[1/2] → D∗⊗Z[1/2] сюръ-
ективно.

Доказательство. Пусть ψ0 ∈ D∗ ⊗ Z[1/2]. Рассмотрим элемент

ψ(α) = u(α) + w(α), u(α) = ψ0, w(α) = ψ0
Φ(α)− 1
Φ(α) + 1

.

Согласно замечанию 7.17, получаем ψ(α) = (ϕP,α⊗1)P ∈ (ϕP,α⊗1)(P⊗Z[1/2]).
Тогда ψ0 = ψ(0) = (ϕP,0 ⊗ 1)(P ).

Задача 7.20. Найти образ отображения ϕP,0 над кольцом целых чисел.

Замечание 7.21. Заметим, что абелева группа P/KerϕP,α состоит из клас-
сов эквивалентности целочисленных комбинаций комбинаторных выпуклых
многогранников по отношению эквивалентности: P ∼ Q тогда и только тогда,
когда P и Q имеют одинаковые флаговые векторы. Ранг 2n-й градуированной
компоненты этой группы равен числу Фибоначчи cn ([17], см. также п. 1.6).

С другой стороны, согласно следствию 5.8 мы имеем rkD∗−2n = cn−1, поэтому
отображение ϕP,0 : P/KerϕP,α → D∗ не является мономорфизмом.

5 УМН, т. 66, вып. 2
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Пример 7.22. Рассмотрим малые размерности.
(a) n = 1. Группа P/KerϕP,α порождена отрезком C2 = I. Аддитив-

ная группа кольца D в этой градуировке порождена оператором d. Тогда
ϕP,0(I) = 2d∗.

(b) n = 2. Группа P/KerϕP,α порождена многогранниками C3 = ∆2 и
BC2 = I2. Группа D в этой градуировке имеет базис, состоящий из опера-
тора d2. Тогда ϕP,0(∆

2) = 3d∗2, ϕP,0(I
2) = 4d∗2. Поэтому d∗2 = ϕP,0(I

2 −∆2)
и группа KerϕP,0 свободно порождена элементом 3I2 − 4∆2.

(c) n = 3. Группа P/KerϕP,α порождена многогранниками BC3, CBC2 =
CI2, C4 = ∆3, в то время как группа D порождена операторами d3, d2d. Тогда

ϕP,0(BC
3) = 5d∗3 + 18(d2d)∗, ϕP,0(CBC

2) = 5d∗3 + 16(d2d)∗,

ϕP,0(C
4) = 4d∗3 + 12(d2d)∗.

Поэтому ImϕP,0 имеет базис d∗3, 2(d2d)∗, а KerϕP,0 имеет базис 2BC3 −
6CBC2 + 5C4.

Здесь через D∗
ω мы обозначаем элемент базиса, двойственного к базису

{dj1 · · · djk , dj1 · · · djkd, k > 0, ji > 2},
задаваемому разложением (44), т. е. 〈D∗

ω, Dσ〉 = δω,σ.

8. Мультипликативная структура колец флаговых векторов

8.1. Основная теорема. Приведем основной результат данного раздела.

Теорема 8.1. ×-кольцо флаговых векторов FP(P)⊗Q и >-кольцо флаговых
векторов Fε(RP)⊗Q являются градуированным кольцами полиномов, причем
dimFP(P2n)⊗Q = cn и dimFε(RP2n)⊗Q = cn−1 . Имеет место изоморфизм
FP(P)⊗Q ' Fε(RP)⊗Q[α2].

Доказательство. Отождествим кольцо D∗ с его образом R∗(D∗) ⊂ Qsym
и отображение ϕP,α : P → D∗ c отображением R∗ϕP,α = FP : P → Qsym.
Согласно следствию 7.5, мы имеем D∗ = Fε(RP). Нам потребуется следующий
результат.

Лемма 8.2. Пусть F = {fλ(α) ∈ FP(P) ⊗ Q} – набор однородных элемен-
тов. Положим F0 = {fλ = fλ(0) ∈ D∗ ⊗ Q}. Тогда FP(P) ⊗ Q = Q[F , α2]
в том и только том случае, когда D∗ ⊗Q = Q[F0].

Доказательство. Пусть D∗⊗Q = Q[F0]. Докажем, что полиномы {fλ(α)}
и α2 алгебраически независимы.

Пусть g ∈ Q[x, y1, . . . , ys] – такой полином, что g
(
α2, f1(α), . . . , fs(α)

)
= 0.

Запишем это равенство в следующем виде:

g0(f1(α), . . . , fs(α)) + g2
(
f1(α), . . . , fs(α)

)
α2 + · · ·+ g2t

(
f1(α), . . . , fs(α)

)
α2t = 0

(66)
для некоторого t > 0. Положим α = 0. Тогда g0(f1, . . . , fs) = 0. Поскольку
элементы {fλ} алгебраически независимы, то g0 ≡ 0. Так как кольцо D∗ ⊗Q[α]
является кольцом полиномов, то мы можем разделить равенство (66) на α2.
Тогда

g2
(
f1(α), . . . , fs(α)

)
+g4

(
f1(α), . . . , fs(α)

)
α2+· · ·+g2t

(
f1(α), . . . , fs(α)

)
α2t−2 = 0.
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Повторяя это рассуждение, мы в итоге получим, что все полиномы g2i, i =
0, 1, . . . , t, равны нулю, поэтому g ≡ 0.

Теперь покажем, что полиномы {fλ(α)} и α2 порождают кольцо FP(P)⊗Q.
Пусть ψ(α) = ψ0 +ψ1α+ · · ·+ψnα

n ∈ FP(P2n)⊗Q. Функции {fλ} порождают
кольцо D∗ ⊗ Q, поэтому существует однородный полином g0 ∈ Q[y1, . . . , ys]
такой, что g0(f1, . . . , fs) = ψ0, deg fi 6 2n.

Рассмотрим элемент ψ(α) − g0
(
f1(α), . . . , fs(α)

)
∈ FP(P2n) ⊗ Q. Из рацио-

нальной версии утверждения 7.15 получаем, что ψ(α) − g0
(
f1(α), . . . , fs(α)

)
=

ψ̂(α)α2, где ψ̂(α) ∈ FP(P2(n−2))⊗Q.
Повторяя это рассуждение, мы в конце концов получим выражение функ-

ции ψ(α) в виде полинома от функций {fλ(α)} и α2.
Пусть теперь D∗ ⊗Q = Q[F , α2]. Докажем, что полиномы {fλ} алгебраиче-

ски независимы. Пусть g ∈ Q[y1, . . . , yk] – такой полином, что g(f1, . . . , fs) = 0.
Из рациональной версии утверждения 7.15 следует, что g

(
f1(α), . . . , fs(α)

)
=

α2ĝ, где ĝ ∈ FP(P) ⊗ Q. Мы имеем ĝ = p
(
α2, f1(α), . . . , ft(α)

)
для некоторого

полинома p(x, y1, . . . , yt) ∈ Q[x, y1, . . . , yt]. Если g 6= 0, то p 6= 0 и мы получаем
алгебраическую зависимость между элементами α2 и {fλ(α)}. Следовательно,
g ≡ 0. Поэтому элементы из множества F0 алгебраически независимы.

Из рациональной версии утверждения 7.19 следует, что для любого элемента
ψ ∈ D∗ ⊗ Q найдется такой элемент P ∈ P ⊗ Q, что ψ = (ϕP,0 ⊗ 1)P . Следо-
вательно, ψ = (FP ⊗ 1)(P )

∣∣
α=0

. Но (FP ⊗ 1)(P ) = p
(
α, f1(α), . . . , ft(α)

)
для

некоторого полинома p ∈ Q[x, y1, . . . , yt], поэтому ψ = p(0, f1, . . . , ft).
Таким образом, элементы {fλ} порождают кольцо D∗ ⊗ Q. Следовательно,

D∗ ⊗Q = Q[F0]. Лемма доказана.

Вернемся к доказательству теоремы. Согласно утверждению 7.9, имеем D∗⊗
Q ' Q[LYNodd], где Q[LYNodd], поэтому D∗ ⊗Q[α] – кольцо полиномов от слов
Линдона LYNodd и переменной α. Пусть {fλ ∈ D∗ ⊗ Q} – набор базисных
функций, отвечающих словам Линдона. Положим

fλ(α) = uλ(α) + wλ(α), uλ(α) = fλ, wλ(α) = fλ
Φ(α)− 1
Φ(α) + 1

= fλ
es(α) − 1
es(α) + 1

.

Каждый полином fλ(α) является однородным степени deg fλ. Согласно заме-
чаниям 7.17 и 7.18, эти полиномы принадлежат образу (FP ⊗ 1)(P ⊗ Q). При
этом fλ(0) = fλ.

Теперь теорема следует из леммы 8.2 и равенства Fε(RP) = R∗(D∗).

Замечание 8.3. Из доказательства теоремы 8.1 следует, что композиция
FP(P)⊗Q ' Fε(RP)⊗Q[α2] α=0−−−→ Fε(RP)⊗Q имеет вид FP(P ) → FP(P )

∣∣
α=0

,
а ее ядро порождается полиномом α2. Она описывается геометрически. Рас-
смотрим отображение l0 : P → RP, задаваемое формулой l0(P ) =

∑
v⊆P

P/v. То-

гда l0 – кольцевой гомоморфизм и Fε(l0(P )) = FP(P )
∣∣
α=0

для любого P ∈ P.

Следствие 8.4. Имеет место изоморфизм градуированных алгебр полино-
мов:

FP(P)⊗Q ' Q[LYNodd, α
2] = Nodd ⊗Q[α2] ' Q[LYN{12}] = N{12} ⊗Q.

5*
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Следствие 8.5. Множество F 2n
× из kn элементов группы FP(P2n)⊗Q яв-

ляется набором 2n-мерных мультипликативных образующих ×-кольца фла-
говых векторов тогда и только тогда, когда

1) f{0} 6= 4f∅ для F 4
× = {f∅α

2 + f{1}ασ
1 + f{0}σ

2
1},

2) для n 6= 2 множество F 2n
0 из kn элементов группы D∗−2n ⊗Q вида

{fn(0) : fn(α) ∈ F 2n
× } является набором мультипликативных образующих

кольца D∗ ⊗Q.

Доказательство. Элемент

f∅α
2 + f{1}ασ1 + f{0}σ

2
1 =

1
4
(
(4f∅ − f{0})α2 + f{0}(α+ 2σ1)2

)
является мультипликативной образующей тогда и только тогда, когда выпол-
нено условие f{0} 6= 4f∅.

Для n 6= 2 доказательство вытекает из леммы 8.2.

8.2. Мультипликативные образующие.

Определение 8.6. Введем оператор

π(t) =
∑
n>1

πnt
n−1 = Φ(−t) ∂

∂t
Φ(t) = Φ(−t)Φ′(t)

=
∑
n>1

( n−1∑
i=0

(−1)i(n− i)didn−i

)
tn−1.

Для любых элементов P,Q ∈ R имеем Φ(t)(PQ) =
(
Φ(t)P

)
·
(
Φ(t)Q

)
, поэтому

Φ′(t)(PQ) =
(
Φ′(t)P

)
·
(
Φ(t)Q

)
+

(
Φ(t)P

)
·
(
Φ(t)′Q

)
и π(t)(PQ) =

(
π(t)P

)
Q + P

(
π(t)Q

)
. Следовательно, каждый оператор πn(t)

является дифференцированием.

Утверждение 8.7. D ⊗Q ' Q〈π1, π3, π5, . . . 〉.
Доказательство. Имеем: π1 = d, π2 = 2d2 − d2,

πn = ndn − (n− 1)ddn−1 + · · ·+ (−1)n−1dn−1d. (67)
Используя формулу (67) и соотношения (19), индукцией по k получаем, что
операторы d2k−1 являются некоммутативными полиномами от π2l−1, l 6 k.
Следовательно, требуемый изоморфизм вытекает из утверждения 5.9.

Из общей теории алгебр Ли (см. [33]) следует, что линейное пространство
Prim(Q〈π1, π3, . . . 〉) примитивных элементов алгебры Хопфа Q〈π1, π3, . . . 〉 яв-
ляется свободной алгеброй Ли от образующих π1, π3, π5, . . . . Аддитивный базис
в этом пространстве описывается рекуррентно в терминах слов Линдона.

Определение 8.8. Для слова Линдона w = [a1, . . . , ak] обозначим через
w′′ = [ai, ai+1, . . . , ak] максимальный по длине собственный конец этого сло-
ва, который является словом Линдона. Положим w′ = [a1, . . . , ai−1].

Утверждение 8.9. (i) Слово w′′ является минимальным из всех собст-
венных концов слова w .

(ii) Слово w′ является словом Линдона.

Следствие 8.10. Имеет место каноническое разложение w = w′ ∗w′′ та-
кое, что w′ , w′′ – слова Линдона и w′ < w < w′′ .
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Положим πw = [πw′ , πw′′ ] =πw′πw′′−πw′′πw′ , где w ∈ LYNodd и π[2k−1] =π2k−1.
Например,

π[1,3] = [π[1], π[3]] = 3(dd3−d3d), π[1,1,3] = [π[1], π[1,3]] = 3(d2d3−2dd3d+d3d
2).

Утверждение 8.11. Операторы πw , w ∈ LYNodd , образуют базис линей-
ного пространства Prim(D ⊗Q).

Доказательство вытекает из утверждения 8.7 и теории свободных алгебр
Ли [33].

Теорема 8.12. (i) Множество T 2n
× из kn элементов группы P2n ⊗ Q за-

дает набор 2n-мерных мультипликативных образующих ×-кольца флаговых
векторов тогда и только тогда, когда

1) (ξ0d2 − 4ξ1)P 2 6= 0 для T 4
× = {P 2},

2) для n 6= 2 матрица Πn = {Πn
Q,w = ξ0(πwQ)} ∈ Matkn×kn(Q), где

Q ∈ T 2n
× и w ∈ LYN2n

odd , невырождена.
(ii) Множество T 2n

> , n 6= 2, из kn элементов группы RP2n ⊗ Q задает
набор мультипликативных образующих >-кольца флаговых векторов тогда
и только тогда, когда матрица Πn = {Πn

Q,w = ε(πwQ)} ∈ Matkn×kn(Q), где
Q ∈ T 2n

> и w ∈ LYN2n
odd , невырождена.

Доказательство. Имеем: (ξ0d2 − ξ1)P 2 = f{0}(P 2) − 4f∅(P 2). Из след-
ствия 8.5 вытекает, что в случае n = 2 множество T 4

× состоит из мультиплика-
тивной образующей тогда и только тогда, когда выполнено условие 1), а в слу-
чае n 6= 2 множество T 2n

× задает набор мультипликативных образующих тогда
и только тогда, когда набор F 2n

0 = {(ϕP,0⊗1)Pn : Pn ∈ T 2n
× } является набором

мультипликативных образующих кольца D∗ ⊗Q.
Согласно теории градуированных алгебр Хопфа, мультипликативные обра-

зующие алгебры Хопфа соответствуют примитивным элементам градуирован-
но двойственной алгебры Хопфа, т. е. имеет место следующий факт.

Лемма 8.13. Множество F 2n
0 , n 6= 2, из kn элементов группы D∗−2n ⊗ Q

является набором (−2n)-мерных мультипликативных образующих кольца
D∗ ⊗Q тогда и только тогда, когда матрица Πn = {Πn

fλ,w
= 〈fλ, πw〉} ∈

Matkn×kn(Q), где fλ ∈ F 2n
0 и w ∈ LYN2n

odd , невырождена.

Имеем: 〈(ϕP,0 ⊗ 1)P, πw〉 = ξ0πwP , откуда следует первое утверждение тео-
ремы.

Пользуясь отождествлением D∗ = R∗(D∗), получаем

〈Fε(P ), πw〉 = 〈ϕε(P ), πw〉 = ε(πwP ),

откуда следует второе утверждение теоремы.

9. Комодули Хопфа

Пусть R – поле или кольцо целых чисел Z.

Определение 9.1. (Левым) комодулем Хопфа над алгеброй Хопфа X на-
зывается R-алгебра M с единицей такая, что M является комодулем над X,
кодействие b : M → X ⊗M которого является гомоморфизмом колец.
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9.1. Модули и комодули Хопфа. Приведем необходимые нам факты
из общей теории алгебр Хопфа, модулей и комодулей над ними. Доказатель-
ство этих фактов непосредственно вытекает из определений.

Лемма 9.2. Пусть H – связная градуированная Z-алгебра Хопфа без круче-
ния такая, что rkHn <∞, n > 0. Пусть кольцо A имеет структуру правого
(левого) градуированного H-модуля Хопфа. Тогда кольцо A имеет структуру
левого (правого) градуированного H∗-комодуля Хопфа, определяемую формулой

∆H∗(a) =
∑
ω

H∗
ω ⊗ (aHω)

(
∆H∗(a) =

∑
ω

(Hωa)⊗H∗
ω

)
,

где {Hω} – некоторый базис градуированной группы H и {H∗
ω} – двойственный

базис градуированно двойственной группы: 〈H∗
ω,Hσ〉 = δω, σ .

Замечание 9.3. Отображение ∆H∗ не зависит от выбора базиса в градуи-
рованной группе H, так как мы можем записать его в виде

∆H∗(a) = (1⊗ a)
( ∑

ω

H∗
ω ⊗Hω

)
и элемент

∑
H∗
ω ⊗Hω определяет на каждой градуированной компоненте Hn

тождественный оператор как элемент группы (Hn)∗ ⊗Hn ' HomZ(Hn,Hn).

Следствие 9.4. На кольце R имеется естественная структура левого
градуированного Qsym-комодуля Хопфа, индуцированная структурой правого
градуированного Z-модуля Хопфа:

∆R(P ) =
∑
ω

Mω ⊗ PZω =
∑
k>0

∑
(j1,...,jk)

M(j1,...,jk) ⊗ (PZj1 · · ·Zjk)

=
∑
k>0

∑
(j1,...,jk)

M(jk,...,j1) ⊗ (dj1 · · · djkP ). (68)

На кольце R имеются естественные структуры ∆L и ∆D∗ правого градуиро-
ванного комодуля Милнора над алгебрами Хопфа Qsym и D∗ соответственно,
индуцированные структурами левого градуированного модуля Милнора над ал-
гебрами Хопфа Z и D . Эти структуры согласованы в следующем смысле:

∆L = τQsym,R(∗ ⊗ 1)∆R, (69)

(1⊗L ∗)∆D∗ = ∆L . (70)

Отображение ∆L задается формулой

∆LP =
∑
k>0

∑
(j1,...,jk)

(dj1 · · · djkP )⊗M(j1,...,jk). (71)

Доказательство. Существование этих структур и явные формулы для
них непосредственно следуют из леммы 9.2. Соотношение (69) легко следу-
ет из формул для отображений ∆L и ∆R.

Так как D ' U ' Z/JU – свободная абелева группа, то Z = Z ′⊕JU . Выберем
базис в градуированных группах: {Hβ} в Z ′ и {Hγ} в JU . Тогда элементы
{Hβ ,Hγ} образуют базис в градуированной группе Z. Обозначим через {H∗

β},
{H∗

γ} элементы двойственного базиса в градуированной группе Qsym.
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Заметим, что L ∗(D∗) =
{
ψ ∈ Qsym : ψ

∣∣
JU

= 0
}
, причем функции {H∗

β} обра-
зуют базис в этой группе. Пусть {D∗

β ∈ D∗} – такие функции, что H∗
β = L ∗D∗

β .
Тогда операторы {Dβ = LHβ} образуют двойственный базис в градуирован-
ной группе D.

Для любого элемента P ∈ R мы имеем:

∆LP =
∑
β

(HβP )⊗H∗
β +

∑
γ

(HγP )⊗H∗
γ .

Но HγP = 0 для всех γ, поэтому

∆LP =
∑
β

HβP⊗H∗
β =

∑
β

(LHβ)P⊗H∗
β =

∑
β

DβP⊗L ∗D∗
β = (1⊗L ∗) ∆D∗P,

что и доказывает следствие.

Из сопоставления формул (48) и (68) мы получаем следующее утверждение.

Утверждение 9.5. Имеем: Φ∞ = ∆R .

9.2. Каноническая структура на ×-кольце многогранников. Коум-
ножение ∆ на алгебре Хопфа RP не индуцирует коумножения на кольце P.
Однако кольцо P является правым комодулем Хопфа над RP.

Утверждение 9.6. Формула

∆RPP =
∑
F⊆P

F ⊗ (P/F ) (72)

определяет каноническое кодействие ∆RP : P → P ⊗ RP правого комодуля
Хопфа над RP .

Доказательство. Следующие две диаграммы коммутативны:

P

∆RP

��

∆RP // P ⊗RP

id⊗∆

��
P ⊗RP

∆RP⊗id // P ⊗RP ⊗RP

P

∆RP

��

id⊗1

%%LLLLLLLLLLL

P ⊗RP
id⊗ε // P ⊗ Z

Действительно,

(∆RP ⊗ id) ∆RPP = (∆RP ⊗ id)
( ∑
F⊆P

F ⊗ P/F

)

=
∑
F⊆P

( ∑
G⊆F

G⊗ F/G

)
⊗ P/F =

∑
G⊆P

G⊗
( ∑
G⊆F⊆P

F/G⊗ P/F

)
=

∑
G⊆P

G⊗∆(P/G) = (id⊗∆) ∆RPP

и (id⊗ ε) ∆RP(P ) =
∑
F⊆P

F ⊗ ε(P/F ) = P ⊗ 1.
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Теперь покажем, что кодействие ∆RP является мультипликативным:

∆RP(P ×Q) =
∑

F×G⊆P×Q

(F ×G)⊗ (P ×Q/F ×G)

=
∑

F⊆P, G⊆Q

(F ×G)⊗ (P/F >Q/G)

=
( ∑
F⊆P

F ⊗ P/F

)
·
( ∑
G⊆Q

G⊗Q/G

)
= ∆RP(P ) ·∆RP(Q)

∆RP(pt) = pt⊗ (pt/pt) = pt⊗∅ = 1⊗ 1.

Следствие 9.7. Любая пара η : P → R1 , ζ : RP → R2 линейных гомомор-
физмов индуцирует линейный гомоморфизм η ? ζ : P → R1 ⊗R2 :

(η ? ζ)(P ) = (η ⊗ ζ)∆RP(P ) =
∑
F⊆P

η(F )⊗ ζ(P/F ), (73)

который называется их сверткой . Если R1 и R2 – кольца и η , ζ – гомоморфиз-
мы колец, то η ? ζ – гомоморфизм колец. В частности, любой гомоморфизм
ζ : RP → Z задает линейный оператор id ? ζ ∈ L(P).

Пример 9.8. α-характер ξα : P → Z[α] определяет кольцевой гомоморфизм
lα : P → RP[α] такой, что lα = ξα ? 1: lα(Pn) =

∑
αdimFP/F , F ⊆ P .

В случае простых многогранников любая гранная фигура i-мерной грани
является симплексом ∆n−i−1 = xn−i. Поэтому

lα(Pn) =
n∑
i=0

f{i}α
ixn−i = FP,1(α, x)(Pn) = f(α, x)(Pn).

Утверждение 9.9. Для любых двух элементов P,Q ∈ P

∆RP(P>Q) = (1⊗P )·∆RP(Q)+∆RP(P )·(1⊗Q)+∆RP(P )(>⊗>)∆RP(Q). (74)

Доказательство. Действительно,

∆RP(P >Q) =
∑
G⊆Q

(∅ >G)⊗ (P >Q/∅ >G) +
∑
F⊆P

(F > ∅)⊗ (P >Q/F > ∅)

+
∑

F⊆P, G⊆Q

(F >G)⊗ (P >Q/F >G) =
∑
G⊆Q

G⊗
(
P > (Q/G)

)
+

∑
F⊆P

F ⊗
(
(P/F ) >Q

)
+

∑
F⊆P, G⊆Q

(F >G)⊗ (P/F >Q/G)

= (1⊗ P )∆RP(Q) + ∆RP(P )(1⊗Q) + ∆RP(P )(>⊗>)∆RP(Q).

Следствие 9.10. Для любых двух элементов P,Q ∈ P

lα(P >Q) = P > lα(Q) + lα(P ) >Q+ αlα(P ) · lα(Q).

Доказательство. Применим гомоморфизм ξα ⊗ 1 к формуле (74).

9.3. Комодульные структуры и гомоморфизмы. В этом пункте мы
установим взаимосвязь между введенными ранее комодульными структурами
и гомоморфизмами.
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Утверждение 9.11. Следующая диаграмма коммутативна:

P

∆L $$JJJJJJJJJJ
∆RP // P ⊗RP

1⊗∗Fε

��
P ⊗Qsym

(75)

Доказательство. Пусть P – n-мерный многогранник. Тогда

∆L (P ) =
n∑
k=0

∑
(j1,...,jk)

(dj1 · · · djkP )⊗M(j1,...,jk)

=
n∑
k=0

∑
(j1,...,jk)

∑
Fn−(j1+···+jk)

(
Fn−(j1+···+jk)

∑
Fn−(j1+···+jk)⊂
⊂Fn−(j2+···+jk)⊂
⊂···⊂Fn−jk⊂P

1
)
⊗M(j1,...,jk)

=
n∑
r=0

∑
F r⊆P

F r ⊗
( n−r∑
k=0

∑
(j1,...,jk):

j1+···+jk=n−r

∑
F r⊂F r+j1⊂
⊂···⊂Fn−jk⊂P

M(j1,...,jk)

)

=
∑
G⊆P

G⊗ ∗Fε(P/G) = (1⊗ ∗Fε)∆RP(P ).

Следствие 9.12. Для любого элемента P ∈ P выполнено равенство
Fε(lαP ) = FP(P ), т.е. FP = ξα ? Fε .

Доказательство. Имеем: (ξα⊗1)∆LP = FP(P )∗. Если теперь применить
гомоморфизм ξα ⊗ 1 к диаграмме (75), то получим ∗Fεlα = (ξα ⊗ 1)∆L = ∗FP .
Следовательно, Fεlα = FP .

Следствие 9.13. Следующая диаграмма коммутативна:

P ∗FP−−−−→ Qsym[α]

∆RP

y ∆

y
P ⊗RP ∗FP⊗∗Fε−−−−−−→ Qsym[α]⊗Qsym

Доказательство. Рассмотрим коммутативную диаграмму:

P

∆L $$IIIIIIIIII
∆RP // P ⊗RP

1⊗∗Fε

��

∆L⊗1 // P ⊗Qsym ⊗RP

1⊗1⊗∗Fε

��
P ⊗Qsym

))RRRRRRRRRRRRRR
∆L⊗1 // P ⊗Qsym ⊗Qsym

ξα⊗1⊗1

��
Z[α]⊗Qsym ⊗Qsym

Тогда

(ξα ⊗ 1⊗ 1)(∆L ⊗ 1)∆L = (ξα ⊗ 1⊗ 1)(1⊗∆)∆L = ∆(∗FP),
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в то время как

(ξα ⊗ 1⊗ 1)(1⊗ 1⊗ ∗Fε)(∆L ⊗ 1)∆RP = (∗FP ⊗ ∗Fε)∆RP .

Так как эти две композиции отображений соответствуют двум обходам диа-
граммы, то они равны.

10. Универсальный G-полином

Пусть A – коммутативное ассоциативное кольцо с единицей и A =
∑

A2n,
n > 0, – связная градуированная ассоциативная A-алгебра. Рассмотрим граду-
ированное кольцо A[α, t], degα = deg t = 2.

Приведем конструкцию кольцевых гомоморфизмов G : A → A[α, t]. При
A = Ps в частном случае мы получим гомоморфизм Pn → f0,nt

n, а при A = RP
в частном случае – торические g- и h-полиномы, введенные в [37].

10.1. Конструкция. В ряде направлений исследования важную роль иг-
рает понятие деформации умножения (см. [19] и [30]). Здесь мы получим ре-
зультаты, использующие деформацию умножения в задаче о флаговых числах
выпуклых многогранников.

Определение 10.1 (деформация умножения). Градуированной деформаци-
ей умножения в A-алгебре A называется гомоморфизм градуированных A-ал-
гебр Ψ: A→ A[α, t], Ψ(a) = Ψ(a;α, t), такой, что Ψ(a; 0, 0) ≡ a, a ∈ A.

Пусть τ : A[α, t] → A[α, t] – кольцевой гомоморфизм, меняющий местами
α и t. Доказательство следующего результата использует рассуждения из [38].

Теорема 10.2 (конструкция G-полинома). Пусть Ψ: A→ A[α, t] – градуи-
рованная деформация умножения в A-алгебре A. Тогда

1) существует единственная пара градуированных A-линейных отобра-
жений G̃ = G̃Ψ и G = GΨ : A → A[α, t], G(1) = G̃(1) = 1, таких,
что
(a) G(a) =

∑
giα

itn+1−i , 0 6 i 6 [n/2], gi ∈ A, для любого a ∈ A2(n+1) ,

(b) G̃(a) =
∑

g̃iα
itn+1−i , [n/2] + 1 6 i 6 n + 1, g̃i ∈ A, для любого

a ∈ A2(n+1) ,
(c) отображения G и G̃ связаны уравнением G̃ = GΨ;

2) отображения G̃ и G являются гомоморфизмами A-алгебр;
3) если в кольце A нет 2-кручения и Ψ(Ψ(a; t, α);α, t) = a для любого a ∈ A,

то G̃ = τG.

Доказательство. Применим индукцию по n. При a ∈ A утверждение 1)
очевидно. Пусть отображения G и G̃ определены на всех группах A2k, k 6 n,
и являются A-линейными. Возьмем a ∈ A2(n+1), тогда имеет место уравнение

G̃(a)−G(a) = G
(
Ψ(a)− a

)
. (76)

Полином Ψ(a)− a ∈ A[α, t] является однородным степени 2(n+ 1), причем все
коэффициенты при мономах αitj являются однородными элементами кольца A
меньшей степени. Поэтому полином в правой части уравнения (76) однознач-
но определен и является однородным степени 2(n + 1). Так как множества
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мономов αitj с ненулевыми коэффициентами в G(a) и G̃(a) не пересекаются,
то эти полиномы определяются из уравнения (76) единственным образом. Так
как Ψ – A-линейное отображение, то отображения G, G̃ : A2(n+1) → A[α, t] яв-
ляются A-линейными.

Так как G̃ = GΨ и Ψ – кольцевой гомоморфизм, то для доказательства
утверждения 2) достаточно показать, что G – кольцевой гомоморфизм. Для
этого применим индукцию. Так как G(a · 1) = G(a)G(1) и G(1 · a) = G(1)G(a),
то G(ab) = G(a)G(b), если a ∈ A или b ∈ A. Предположим, что эта формула
верна для любых элементов a ∈ A2p, b ∈ A2q, таких, что p 6 n1 + 1, q 6 n2 + 1,
где хотя бы одно из неравенств строгое. Пусть x ∈ A2(n1+1) и y ∈ A2(n2+1),
тогда

G̃(xy)−G(xy) = G[Ψ(xy)− xy] = G[Ψ(x)Ψ(y)− xy]

= G
[(

Ψ(x)− x
)
Ψ(y) + x

(
Ψ(y)− y

)]
.

Каждый из коэффициентов при мономах αitj , входящих в полиномы Ψ(x)− x
и Ψ(y) − y, имеет степень меньшую, чем n1 и n2 соответственно, поэтому по-
лучаем:

G̃(xy)−G(xy) = (G[Ψ(x)− x])G[Ψ(y)] +G(x)(G[Ψ(y)− y])

=
(
G̃(x)−G(x)

)
G̃(y) +G(x)

(
G̃(y)−G(y)

)
= G̃(x)G̃(y)−G(x)G(y).

По α однородные полиномы G(xy), G(x) и G(y) имеют степени, не превос-
ходящие [(n1 + n2 + 1)/2], [n1/2] и [n2/2] соответственно. Каждый моном
с ненулевым коэффициентом в полиномах G̃(xy) и G̃(x)G̃(y) имеет по α сте-
пень не менее [(n1 + n2 + 1)/2] + 1 и [n1/2] + [n2/2] + 2 соответственно. Имеем
[(n1 + n2 + 1)/2] + 1 > [(n1 + n2 + 1)/2] > [n1/2] + [n2/2] и [n1/2] + [n2/2] + 2 >
[(n1 + n2 + 1)/2] > [n1/2] + [n2/2], поэтому G(xy) = G(x)G(y).

Третье утверждение теоремы также докажем по индукции. Для a ∈ A утвер-
ждение верно, так как G̃(a) = a = G(a). Пусть утверждение верно для элемен-
тов групп A2k, k 6 n, и a ∈ A2(n+1). Тогда

τ
[
G

(
Ψ(a)− a

)]
= (τG)

(
Ψ(a; t, α)− a

)
= G̃

(
Ψ(a; t, α)− a

)
= GΨ

(
Ψ(a; t, α)− a;α, t

)
= G

(
a−Ψ(a)

)
= −G

(
Ψ(a)− a

)
,

поэтому в уравнении (76) правая часть является кососимметрической по пере-
менным α и t. Тогда τG̃(a) + G̃(a) = τG(a) +G(a).

При n = 2k имеем: [n/2] = k, [n/2] + 1 = k + 1 = n + 1 − [n/2], поэтому
g̃i = gn+1−i, [n/2] + 1 6 i 6 n+ 1; а при n = 2k+ 1 имеем [n/2] = k, [n/2] + 1 =
k+1 = n+1−([n/2]+1) и k+2 = n+1−[n/2], поэтому 2g̃[n/2]+1 = 0 и g̃i = gn+1−i

при [n/2] + 2 6 i 6 n+ 1. В обоих случаях получаем: G̃(a) = τG(a).

Следствие 10.3. Пусть Ψ(a) = a для любого a ∈ A. Тогда G = G̃ = εA –
отображение аугментации. Поэтому для произвольной градуированной де-
формации Ψ умножения в кольце A индуцированные гомоморфизмы GΨ и G̃Ψ

являются “деформациями” аугментации.

Пример 10.4. Пусть A = Z[x], deg x = 2. Любая градуированная дефор-
мация умножения Ψ(α, t) : Z[x] → Z[x, α, t] переводит x в x + pα + qt, p, q ∈ Z,
поэтому Ψ(a;α, t) = a(x + pα + qt). Тогда G̃(x) − G(x) = Ψ(x) − x = pα + qt,
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поэтому G(x) = −qt и G̃(x) = pα. При этом G̃ = τG тогда и только тогда,
когда p = −q, что равносильно тому, что Ψ(Ψ(x; t, α);α, t) = x.

Пример 10.5. Пусть A = Z[x1, x2, . . . ], deg xi = 2i. Зададим дифференци-
рование d : A→ A и градуированную деформацию Ψ: A→ A[α, t] формулами

dxi = (i+ 1)xi−1, x0 = 1, dx0 = 0, Ψ(x) = exp
(
(α− t)d

)
x.

Тогда G(xi) = (i + 1)ti = εA
(
exp(td)xi

)
и G̃(xi) = (i + 1)αi = εA

(
exp(αd)xi

)
.

Действительно, имеем:

εA
(
exp(αd)x

)
= εA

(
exp(td) exp

(
(α− t)d

)
x
)
, ε

(
exp(td)x0

)
= 1 = ε

(
exp(αd)x0

)
,

поэтому из единственности отображений G̃ и G следует, что G = εA exp(td)
и G̃ = εA exp(αd).

Утверждение 10.6 (функториальность). Пусть A, B – градуированные
A-алгебры, ΨA : A→ A[α, t], ΨB : B → B[α, t] – градуированные деформации ум-
ножений и Λ: A → B – гомоморфизм градуированных A-алгебр такой, что
Λ ΨA = ΨB Λ. Тогда GA = GB Λ и G̃A = G̃B Λ.

Доказательство. Имеем G̃B Λ = GB ΨB Λ = GB Λ ΨA и GB(Λ(1)) =
GB(1) = 1 = G̃B(1) = G̃B(Λ(1)), поэтому из единственности пары отобра-
жений G̃ и G получаем: GA = GB Λ и G̃A = G̃B Λ.

10.2. Приложения.

Конструкция 10.7. Пусть H – алгебра Лейбница–Хопфа. Рассмотрим ряд
Φ(α − t) =

∑
Hk(α − t)k, k > 0. Имеем ∆Φ = Φ ⊗ Φ, поэтому задана

каноническая градуированная деформация умножения в градуированно двой-
ственной алгебре H∗ по формуле Ψ(a;α, t) = Φ(α − t)a, где 〈Φ(α − t)a,Hω〉 =
〈a,HωΦ(α− t)〉.

Определение 10.8. Отображение GH∗ : H∗ → Z[α, t] будем называть G-по-
линомом. Отображение G = GZ∗ : Z∗ = Qsym → Z[α, t] назовем универсаль-
ным G-полиномом.

Пример 10.9. Отображение Φ(t) переводит квазисимметрический моном
M(j1,...,jk−1,jk) в M(j1,...,jk−1,jk) + tjkM(j1,...,jk−1), поэтому

G̃(M(j1,...,jk−1,jk))− G(M(j1,...,jk−1, jk)) = (α− t)jkG(M(j1,...,jk−1)).

В частности, G(M(n+1)) =
[n/2]∑
i=0

(−1)n−i
(
n+ 1
i

)
αitn+1−i.

Для элементарных симметрических функций {σi = M(1,...,1), σ0 = 1} имеем:
Φ(t)σi = σi+tσi−1, G̃(σ0) = G(σ0) = 1 и G̃(σi)−G(σi) = (α−t)G(σi−1). Например,
G(σ1) = t, G(σ2) = t2, G(σ3) = t3 − αt2, G(σ4) = t4 − 2αt3.

Для любой алгебры Лейбница–Хопфа H классифицирующее отображение
πH : Z → H, πH(Zi) = Hi, является эпиморфизмом, поэтому двойственное
отображение π∗H задает вложение H∗ → Qsym.

Доказательства следующих результатов непосредственно вытекают из свой-
ства функториальности.
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Следствие 10.10. Имеем: GH∗ = Gπ∗H .

Следствие 10.11. Для деформации ∗Φ(α− t)∗ умножения в кольце Qsym ,
где 〈(∗Φ(α− t)∗)ψ,Zω〉 = 〈ψ,Φ(α− t)Zω〉, имеем: G∗Φ∗ = G∗, G̃∗Φ∗ = G̃∗.

Конструкция 10.12. Пусть X =
∑

X2n, n > 0, – градуированный мо-
дуль Милнора над универсальной алгеброй Лейбница–Хопфа Z. Тогда соот-
ветствие x→ Ψ(x;α, t) = Φ(α− t)x =

∑
(Znx)(α− t)n, n > 0, задает градуиро-

ванную деформацию умножения в X. Назовем G-полиномом GX(x) элемента
x ∈ X полином GΨ(x). Назовем H-полиномом HX(x) элемента x ∈ X полином(
G̃Ψ(x)−GΨ(x)

)
/(α− t).

Непосредственно из конструкции вытекает следующий результат.

Утверждение 10.13. Пусть Φ(−t)Φ(t)x = x для любого x ∈ X . Тогда
H-полином любого элемента x ∈ X является симметрическим.

Доказательство. Имеем: Ψ
(
Ψ(x; t, α);α, t

)
= Φ(α − t)Φ(t − α)x, следова-

тельно, Ψ
(
Ψ(x; t, α);α, t

)
= x для любого x ∈ X тогда и только тогда, когда

Φ(−t)Φ(t)x = x для любого x ∈ X. В этом случае G̃ = τGX и HX(x) =(
τGX(x)−GX(x)

)
/(α− t), поэтому H-полином любого элемента x ∈ X являет-

ся симметрическим.

Формула 〈ϕX(x), Z〉 = ε(Zx) задает каноническое отображение ϕX : X →
Qsym.

Утверждение 10.14. ϕXΦ(α− t) = Φ(α− t)ϕX .

Доказательство. Действительно,

〈ϕX(Φ(α− t)x), Z〉 = ε
(
ZΦ(α− t)x

)
= 〈ϕX(x), ZΦ(α− t)〉

= 〈Φ(α− t)ϕX(x), Z〉.

Следствие 10.15. GX = GϕX .

Пример 10.16 (торические g- и h-полиномы). Для алгебры Рота–Хопфа R
получаем кольцевой гомоморфизм GR : R → Z[α, t] и линейное отображение
HR : R → Z[α, t]. Для частично упорядоченного множества T ранга n+1 поли-
номыGR(T ) иHR(T ) однозначно определяются из рекуррентных соотношений:

1) если n+ 1 = 0, то GR(T ) = 1, HR(T ) = 0;
2) если n+ 1 > 0, то HR(T ) =

∑
y∈T\1̂

GR([0̂, y])(α− t)n−ρ(y);

3) если n+ 1 > 0 и HR(T ) =
∑

κiα
itn−i, 0 6 i 6 n, то

GR(P ) = κ0t
n+1 + (κ1 − κ0)αtn + · · ·+ (κ[n/2] − κ[n/2]−1)α[n/2]tn+1−[n/2].

В этом случае полиномы GR(x, 1) и HR(x, 1) совпадают с торическими g-
и h-полиномами g(T, x) и h(T, x), введенными в [37] для случая эйлеровых
градуированных частично упорядоченных множеств и использованными для
произвольных градуированных частично упорядоченных множеств в работах
[39], [38]. См. также [31], [40]–[46].

Наборы чисел (g0, . . . , g[n/2]) и (h0, . . . , hn), hi = κn−i, называются ториче-
скими g- и h-векторами.
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Легко видеть, что отображение ϕR совпадает с отображением Эренборга F,
поэтому мы получаем следующий результат.

Утверждение 10.17. GR = GF.

Замечание 10.18. В работе [37] полином h(T, x) равен 1, если ρ(T ) = 0.
В нашей конструкции более естественно считать, что в этом случае h(T, x) = 0.

Замечание 10.19. В работе [40] впервые было замечено, что торический
g-полином является мультипликативным относительно джойна. В работе [38]
построен кольцевой гомоморфизм g : Qsym → Z[x] такой, что g(F(T )) = g(T, x).
Для доказательства существования такого отображения и его мультипликатив-
ности используется то, что гомоморфизм F: R → Qsym является эпиморфиз-
мом. В настоящем обзоре предложена функториальная конструкция G-поли-
нома, которая в случаях колец Qsym и R дает соответственно отображения G
и GR такие, что GR = GF, G(Mω;x, 1) = g(Mω) и GR(T ;x, 1) = g(T, x).

Пример 10.20 (торические h-векторы решеток граней).

pt (1)
I (1, 1)
M2
m (1,m− 2, 1)

P 3
m (1,m− 3, 1)

где P 3
m – трехмерный многогранник с m гипергранями.

Пример 10.21. Так как Φ(−t)Φ(t) = 1 на кольце R, то мы получаем кольце-
вой гомоморфизм GR : R → Z[α, t] и линейное отображение HR : R → Z[σ1, σ2],
где σ1 = α+ t, σ2 = αt.

В случае кольца RP имеем: GRP(P ) = GR(L(P )) и HRP(P ) = HR(L(P )).
Отображение ϕRP совпадает с ∗Fε, поэтому получаем следующий результат.

Утверждение 10.22. GRP(P ) = G(∗Fε(P )).

На кольце простых многогранников Ps имеем: Φ(α−t) = exp[(α−t)d]. Тогда

ξ0 exp[αd] = ξ0 exp[td] exp[(α− t)d], ξ0 exp[td] pt = 1,

поэтому GP(Pn) = ξ0 exp[td]Pn = f0,n(Pn)tn и HP(Pn) = f0,n(αn − tn)/(α − t)
для любого простого n-мерного многогранника Pn.

Утверждение 10.23. Рассмотрим деформацию умножения ∗Φ(α − t)∗:
RP → RP[α, t]. Тогда (∗Φ(α− t)∗)P =

∑
∅⊆F⊆P

P/F и GRP, ∗Φ∗ = GRP ∗ .

10.3. g- и h-полиномы выпуклых многогранников. Как приложение
универсальной конструкции G-полинома, введем g- и h-полиномы выпуклых
многогранников, обобщающие однородные g- и h-полиномы простых много-
гранников (см. [2]), где

h(α, t)(Pn) =
n∑
i=0

hit
iαn−i =

n∑
i=0

κiα
itn−i = f(α− t, t)(Pn),

g(α, t)(Pn) = κ0t
n+1 + (κ0 − κ1)αtn + · · ·+ (κ[n/2] − κ[n/2]−1)α[n/2]tn+1−[n/2].
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Определение 10.24 (g- и h-полиномы выпуклых многогранников). Мы на-
зываем g-полиномом выпуклого многогранника Pn полином

g(α, t)(P ) = GRP, ∗Φ∗(P ) = GRP(P ∗) =
∑

giα
itn+1−i, 0 6 i 6

[
n

2

]
.

h-полиномом выпуклого многогранника Pn будем называть полином

h(α, t)(P ) =
g(t, α)(P )− g(α, t)(P )

α− t
=

∑
hn−iα

itn−i, 0 6 i 6 n.

Имеем:
g(t, α)(P ) =

∑
∅⊆F⊆P

(α− t)dimF+1g(α, t)(P/F ),

h(α, t)(P ) =
∑
F⊆P

(α− t)dimF g(α, t)(P/F ).

Наборы чисел (h0, . . . , hn) и (g0, . . . , g[n/2]) мы называем h- и g-векторами мно-
гогранника Pn.

Утверждение 10.25. g(α, t)(P ) = G[Fε(P )].

Утверждение 10.26. h(α, t)(P ) = G[FP(α− t, t1, t2, . . . )(P )].

Доказательство. Согласно следствию 9.12 имеем: FP = ξα ? Fε, поэтому
G[FP(α− t, t1, t2, . . . )(P )] = G[ξα−t ? Fε(P )] = (ξα−t ? g)(P ) = h(α, t)(P ).

В частности получаем известный факт, что коэффициенты g- и h-полиномов
являются целочисленными комбинациями флаговых чисел.

Замечание 10.27. Мы имеем g(α, t)(P )=GRP(P ∗) и h(α, t)(P ) =HRP(P ∗).
Это связано с тем, что торические g- и h-полиномы обобщают g- и h-полиномы
симплициальных многогранников, а g- и h-полиномы в настоящем обзоре обоб-
щают соответствующие полиномы простых многогранников.

Пример 10.28. Для точки x = pt имеем
τGRP(x)−GRP(x) = GRP

(
Φ(α− t)x− x

)
= GRP((α− t)∅) = (α− t),

поэтому g(α, t)(x) = GRP(x∗) = GRP(x) = t. Так как ∆n = xn+1, то получаем:
g(α, t)(∆n) = tn+1.

Теорема 10.29. 1) Соответствие P → h(α, t)(P ) задает гомоморфизм
градуированных колец P → Z[α, t] такой, что h = ξα−t ? g .

2) h(t, α)(P ) = h(P )(α, t) для любого P ∈ P .
3) Если P – простой многогранник, то h(α, t)(P ) = f(α− t, t)(P ).

Доказательство. Из конструкции видно, что h = ξα−t ? g. Поскольку
отображение g является гомоморфизмом градуированных колец, то и h явля-
ется гомоморфизмом градуированных колец.

Так как h(α, t)(P ) = (g(t, α)(P )− g(α, t)(P ))/(α− t), то h-полином является
симметрическим.

Если многогранник P простой, то P/P = ∅ и для каждой его собствен-
ной непустой грани F гранная фигура P/F является симплексом размерности
dimP − dimF − 1, поэтому g(α, t)(P/F ) = tdimP−dimF . Тогда

h(P ) =
∑
F⊆P

(α−t)dimF g(α, t)(P/F ) =
∑
F⊆P

(α−t)dimF tdimP−dimF = f(α−t, t)(P ).
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10.4. Комментарии. Одним из выдающихся результатов теории много-
гранников является так называемая g-теорема, сформулированная в 1970 г.
в виде гипотезы П. Макмюлленом [47] и доказанная в 1980 г. Р. Стенли [48]
(необходимость) и Л. Биллера и К. Ли [49] (достаточность).

Для любых натуральных чисел a и i существует и единственно “биномиаль-

ное i-разложение” числа a, а именно: a =
(
ai
i

)
+

(
ai−1

i− 1

)
+ · · ·+

(
aj
j

)
, где ai >

ai−1 > · · · > aj > j > 1. Положим a〈i〉 =
(
ai + 1
i+ 1

)
+

(
ai−1 + 1

i

)
+ · · ·+

(
aj + 1
j + 1

)
,

0〈i〉 = 0. Например, a =
(
a
1

)
, поэтому a〈1〉 =

(
a+ 1

2

)
=

(a+ 1)a
2

; для i > a мы

имеем: a =
(
i
i

)
+

(
i− 1
i− 1

)
+ · · ·+

(
i− a+ 1
i− a+ 1

)
, поэтому a〈i〉 = a.

Теорема 10.30 (g-теорема, [48], [49]). Набор целых чисел (g0, g1, . . . , g[n/2])
образует g-вектор простого n-мерного многогранника тогда и только тогда,
когда он удовлетворяет следующим условиям: g0 = 1, 0 6 g1 , 0 6 gi+1 6 g

〈i〉
i ,

i = 1, 2, . . . , [n/2]− 1.

В работе [48] Р. Стенли для простого многогранника P построил торическое
многообразие XP такое, что {hi} – четные числа Бетти кольца (сингулярных)
когомологий многообразия XP . Тогда условия Макмюллена следуют из двой-
ственности Пуанкаре и сильной теоремы Лефшеца для многообразия XP .

В работе [50] П. Макмюллен предложил чисто геометрическое доказатель-
ство этих условий, используя понятие алгебры многогранников.

В работе [37] Р. Стенли ввел понятие торического h-вектора произвольно-
го выпуклого многогранника. При этом для многогранника с рациональными
вершинами торические h-числа {hi} равны числам Бетти когомологий пересе-
чений связанного с P торического многообразия. (Доказательство см. в [51].)

Торический h-вектор неотрицателен: hi > 0, симметричен: hi = hn−i, и в
случае многогранника с рациональными вершинами сильная теорема Лефшеца
для когомологий пересечений связанного с многогранником торического мно-
гообразия доказывает унимодальность: h0 6 h1 6 · · · 6 h[n/2].

Обобщив геометрические методы, предложенные Макмюлленом [50], К. Ка-
ру [52] доказал унимодальность торического h-вектора произвольного выпук-
лого многогранника.

Компоненты торического h-вектора являются целочисленными линейными
комбинациями флаговых чисел (см., например, утверждение 10.26). Но, вооб-
ще говоря, он не несет в себе всю информацию о флаговом векторе. В рабо-
те [45] Ли предложил “расширенный торический” h-вектор, содержащий в себе
всю информацию о флаговом векторе и состоящий из набора неотрицатель-
ных симметричных унимодальных векторов. Дж. Файн (см. [43], [44]) ввел
обобщенные h- и g-векторы, содержащие как подмножества торические h- и
g-векторы соответственно, однако не обязательно имеющие неотрицательные
коэффициенты.
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11. Гомоморфизмы колец выпуклых многогранников

Комодульное отображение ∆RP : P → P ⊗ RP и коумножение ∆: RP →
RP ⊗ RP дают универсальный способ построения мультипликативных гомо-
морфизмов колец P и RP в виде сверток.

Пример 11.1. При помощи свертки η ? ζ = (η ⊗ ζ)∆RP : P → R1 ⊗ R2 го-
моморфизмов η : P → R1 и ζ : RP → R2 получаются следующие кольцевые
гомоморфизмы.

1) id ? εt = Φ(t) : P → P[t].
2) ξα ? id = lα : P → RP[α].
3) ξα ? εt = f(α, t) : P → Z[α, t].
4) ξα ? Fε = FP : P → Qsym[α].
5) ξα−t ? g = h : P → Z[α, t].
6) Рассмотрим гомоморфизм Mβ = ε1,β,1 : RP → Z[β]. Тогда кольцевой

гомоморфизм f̃ = ξα ? Mβ : P → Z[α, β] имеет вид

f̃(P ) =
∑
F⊆P

αdimFβm(P/F ). (77)

Этот гомоморфизм на подкольце простых многогранников совпадает с f -по-
линомом f(α, β), но в общем случае не определяется флаговыми векторами
многогранников. Например, для трехмерного многогранника P 3 мы имеем:

f̃(P 3) = α3 +
∑
F∈P

α2β+
∑
E∈P

αβ2 +
∑
v∈P

βind v = α3 +f{2}α2β+f{1}αβ2 +
∑
v∈P

βind v,

где через v, E, F обозначены соответственно вершины, ребра и грани много-
гранника P 3, а ind v – количество ребер, содержащих вершину v.

7) Наиболее общий мультипликативный гомоморфизм, который можно по-
строить при помощи градуировок колец P и RP, имеет вид ξα,s ? εt,β,γ : P →
Z[α, β, γ, t, s]:

ξα,s ? εt,β,γ(Pn) =
∑
F⊆P

αdimF sm(F )tdimP−dimFβm(P/F )γf0,dim(P/F )(P/F ). (78)

Можно рассматривать итерированную свертку кольцевых гомоморфизмов
η : P → R0 и ζ1 : RP → R1, . . . , ζn : RP → Rn:

η ? ζ1 ? · · · ? ζn = (η ? ζ1 ? · · · ? ζn−1) ? ζn : P → R0 ⊗R1 ⊗ · · · ⊗Rn,

которая тоже является кольцевым гомоморфизмом. Например,

ξα ? εtn ? · · · ? εt1 = FP,n.
В некоторых случаях можно перейти к свертке бесконечного числа гомомор-
физмов, например,

ξα ? · · · ? εtn ? · · · ? εt1 = FP .

В случае коумножения ∆: RP → RP⊗RP определена классическая свертка
кольцевых гомоморфизмов ζ1 : RP → R1 и ζ2 : RP → R2:

ζ1 ? ζ2 = (ζ1 ⊗ ζ2)∆: RP → R1 ⊗R2.

Пример 11.2. Рассмотрим некоторые примеры.
1) εα ? εtn ? · · · ? εt1 = FRP,n; εα ? (· · · ? εtn ? · · · ? εt1) = FRP .
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2) ε ? εtn ? · · · ? εt1 = Fε, n; ε ? (· · · ? εtn ? · · · ? εt1) = Fε.
3) τg = εα−t ? g.

Используя формулу (∆RP ⊗ 1)∆RP = (1 ⊗ ∆)∆RP , получаем следующее
утверждение.

Утверждение 11.3. Для любых трех гомоморфизмов η : P → R0 и ζ1 :
RP → R1 , ζ2 : RP → R2 имеет место формула ассоциативности:

(η ? ζ1) ? ζ2 = η ? (ζ1 ? ζ2).

12. Проблема флаговых векторов

Мы отмечали, что для любого простого многогранника Pn

FP(α, t1, t2, . . . )(Pn) = FP,1(α, t1 + t2 + · · · )(Pn) = FP,1(α, σ1)(Pn).

Единственное линейное соотношение на полином FP,1 простых многогранни-
ков, эквивалентное соотношениям Дена–Соммервилля для чисел граней, име-
ет вид FP,1(−α, t+ α) = FP,1(α, t). Можно показать, что это условие является
необходимым и достаточным для того, чтобы полином p(α, σ1) ∈ Qsym[α] был
образом целочисленной комбинации простых многогранников.
g-теорема полностью описывает f -векторы простых многогранников, тем

самым давая необходимое и достаточное условие того, что данный полином
p(α, σ1) ∈ Qsym[α] является образом простого многогранника.

Как отмечается в работе [53], даже для четырехмерных выпуклых много-
гранников соответствующая проблема описания флаговых векторов является
чрезвычайно сложной.

Современные подходы к получению линейных и нелинейных соотношений на
флаговые числа основываются на понятиях cd-индекса, торического h-вектора
и его обобщений, кольца флаговых чисел (см. приложения ниже).

Посмотрим на проблему описания флаговых векторов выпуклых многогран-
ников с точки зрения ×-кольца P.
g-теорема описывает все полиномы p(α, t1, t2, . . . ) ∈ Qsym[α], которые явля-

ются образами простых многогранников при отображении FP . Мы получили
критерий того, что полином p(α, t1, t2, . . . ) ∈ Qsym[α] является целочисленной
комбинацией образов выпуклых многогранников.

Задача 12.1. Найти необходимое и достаточное условие того, что поли-
ном p(α, t1, t2, . . . ) ∈ Qsym[α] является образом выпуклого многогранника при
отображении FP .

Приложение A. Полиномиальность колец многогранников

В этом разделе равенство F = G граней F ⊂ P и G ⊂ Q означает, что эти
грани соответствуют друг другу при заданной комбинаторной эквивалентности
многогранников P и Q.

Утверждение A.1. ×-кольцо многогранников P является кольцом полино-
мов от неразложимых относительно прямого произведения многогранников.



МНОГОГРАННИКИ И КВАЗИСИММЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 147

Доказательство. Докажем, что любой комбинаторный многогранник P
положительной размерности может быть единственным, с точностью до пере-
становки сомножителей, образом представлен в виде произведения неразложи-
мых многогранников положительных размерностей.

Ясно, что такое разложение существует. Пусть P = P1 × · · · × Pk ' Q1 ×
· · · × Qs. Фиксируем вершину v = v1 × · · · × vk = w1 × · · · × ws, где vi ∈ Pi
и wj ∈ Qj . Грани вида v1×· · ·×Pi×· · ·×vk и w1×· · ·×Qj×· · ·×ws являются
максимальными ×-неразложимыми гранями многогранника P , содержащими
вершину v, поэтому они взаимно однозначно соответствуют друг другу при
комбинаторной эквивалентности. Следовательно, k = s и Pi ' Qi, i = 1, . . . , k
с точностью до порядка множителей.

Так как P – свободная абелева группа, порожденная комбинаторными много-
гранниками, и каждый многогранник можно представить единственным обра-
зом в виде монома от неразложимых многогранников, то P – кольцо полиномов
от неразложимых многогранников. Утверждение A.1 доказано.

Подобным образом доказывается теорема о структуре кольца RP.

Утверждение A.2. >-кольцо многогранников RP является кольцом поли-
номов от неразложимых относительно джойна многогранников.

Доказательство. Докажем, что любой непустой комбинаторный много-
гранник P может быть единственным, с точностью до перестановки сомно-
жителей, образом представлен в виде произведения непустых неразложимых
многогранников.

Ясно, что такое разложение существует. Пусть P1 > · · ·>Pk ' Q1 > · · ·>Qs.
Грани ∅ > · · ·> Pi > · · ·> ∅ и ∅ > · · ·>Qj > · · ·> ∅ являются максимальными
>-неразложимыми гранями многогранника P , поэтому они взаимно однознач-
но соответствуют друг другу при комбинаторной эквивалентности. Следова-
тельно, k = s и Pi ' Qi, i = 1, . . . , k, с точностью до порядка множителей.

Окончание доказательства такое же, как в утверждении A.1.

Приложение B. Кольцо флаговых чисел

Рассмотрим алгебру Хопфа R∗, градуированно двойственную алгебре Рота–
Хопфа R. Умножение в ней задается сверткой:

ϕ1 ? ϕ2(T ) =
∑
x∈T

ϕ1([0̂, x])ϕ2([x, 1̂]), где ϕ1, ϕ2 ∈ R∗ и T ∈ R

ВR∗ содержится абелева подгруппа F =
∑

F2n, n > 0, где группа F2n состоит

из линейных функций вида
∑

αSf
n
S , S ⊆ [0, n − 2], ставящих в соответствие

частично упорядоченному множеству T сумму
∑

αSfS(T ), S ⊆ [0, n− 2], если
ρ(T ) = n, и 0 в противном случае (см. [40], [31]).

Утверждение B.1. Имеем: fn1
S1
? fn2

S2
= fn1+n2

S1∪{n1}∪S2+n1
, поэтому группа F

является подкольцом в R∗ .
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Доказательство. Действительно,

fn1
S1
? fn2

S2
(T ) =

∑
x∈T : ρ(x)=n1

fn1
S1

([0̂, x])fn2
S2

([x, 1̂]) = fn1+n2
S1∪{n1}∪S2

(T ).

Определение B.2. Кольцо F называется кольцом флаговых чисел.

Кольцо F, по существу, было введено в работе [40]. Оно подробно исследо-
валось в работе [31]. См. также [54].

В [31] было доказано (см. следствие 2.16 настоящего обзора), что аддитив-
но F является свободной абелевой группой с базисом {fnS , n > 0, S ⊆ [0, n−2]}.
Легко видеть, что кольцо F порождается функциями fn∅.

Утверждение B.3. Отображение ϑ : D(R) → F, задаваемое формулой
〈ϑ(D), T 〉 = ε(DT ), является изоморфизмом колец, при котором оператор dk
переходит в функцию fk∅ .

Доказательство. Из утверждения B.1 и линейной независимости над Q
функций {fnS , n > 0, S ⊆ [0, n − 2]} вытекает, что функции {fn∅, n > 0}
алгебраически независимы. Поэтому в силу утверждения 2.24 достаточно по-
казать, что отображение ϑ является гомоморфизмом колец. Действительно,
для композиции ω = (j1, . . . , jk), |ω| = n, оператора Dω = dj1 · · · djk и частично
упорядоченного множества T ∈ R2n имеем:

〈ϑ(Dω), T 〉 =
∑

0̂=x0<x1<···<xk=1̂, ρ(xi)−ρ(xi−1)=ji

1 = f j1∅ ? · · · ? f jk∅ (T ),

откуда легко следует нужный результат.

Определение B.4. Кольцо (R/KerF) ' F(R) = Qsym назовем кольцом
флаговых векторов частично упорядоченных множеств.

Следствие B.5. Имеем F ' D(R) и F(R) ' D∗(R). Таким образом, коль-
ца флаговых чисел и флаговых векторов частично упорядоченных множеств
изоморфны алгебрам Хопфа, двойственным друг к другу.

Теперь рассмотрим случай многогранников.

Определение B.6. Кольцо F(RP) = F
∣∣
L(RP)

назовем кольцом флаговых
чисел многогранников.

Имеем D(R)
∣∣
L(RP)

= D(RP).

Утверждение B.7. Отображение ϑ индуцирует канонический кольцевой
изоморфизм D = D(RP) ' F(RP).

Следствие B.8. Имеем F(RP) ' D и Fε(RP) ' D∗ . Таким образом, коль-
ца флаговых чисел и флаговых векторов многогранников изоморфны алгебрам
Хопфа, двойственным друг к другу.

Имеет место коммутативная диаграмма

RP ϕε−−−−→ D∗(RP)
L ∗
RP−−−−→ Qsym

L

y y ∥∥∥
R ϕR−−−−→ D∗(R)

L ∗
R−−−−→ Qsym
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где 〈ϕR(T ), D〉 = ε(DT ), отображение L ∗
R является изоморфизмом, L ∗

RPϕε =
∗Fε и L ∗

RϕR = F.
Структурная теорема 5.1 настоящего обзора в случае алгебры F⊗Q ' D⊗Q

была доказана в [31].

Приложение C. Алгебра Стембриджа

Для каждого множества S ⊂ [0, n− 1], не содержащего двух подряд идущих
чисел и нуля, определим квазисимметрическую функцию

θS =
∑

S′:S⊆S′∪S′+1

2|S
′|+1MS′ , S′ ⊆ [0, n− 1],

где для множества S′ = {a1, . . . , ak} имеем: MS′ = M(a1+1,...,ak−ak−1, n−ak).
Дж. Стембридж в [28] показал, что абелева группа Π ⊂ Qsym, порожден-
ная функциями θS , является подкольцом, причем rkΠ2n = cn−1. Согласно [55]
кольцо Π является подалгеброй Хопфа.

Определение C.1. Будем называть алгебру Хопфа Π алгеброй Стем-
бриджа.

Алгебра Π была введена в [28] для исследования так называемых обогащен-
ных P -разбиений. Можно показать (см. [56], см. также приложение E), что
алгебра L ∗(D∗) ⊗ Q = R∗(D∗) ⊗ Q ⊂ Qsym ⊗ Q, задаваемая условиями след-
ствия 7.7, совпадает с алгеброй Стембриджа Π ⊗ Q. В [14] рассматриваются
алгебры Хопфа над полем k с фиксированным кольцевым гомоморфизмом в k,
вводится понятие четной и нечетной подалгебры и показывается, что Π⊗Q яв-
ляется нечетной подалгеброй алгебры Хопфа Qsym ⊗Q с отображением ζQsym ,
задаваемым рядом

∑
Zi = Φ(1). Впервые двойственность между алгеброй

Стембриджа Π ⊗ Q и алгеброй Хопфа флаговых чисел F ⊗ Q была доказана
в работе [56].

Приложение D. Операторы Пьери

Операторы Пьери были введены в [56]. Здесь мы опишем их связь с опера-
торами dk (см. п. 1.3 и определение 1.48).

Определение D.1. Для частично упорядоченного множества T ∈ R рас-
смотрим свободную абелеву группу ZT , порожденную элементами {t ∈ T}.
Для данного k > 0 (правым) оператором Пьери называется любое линейное
отображение zk : ZT → ZT , согласованное со структурой порядка на T , т. е.
для x ∈ T элемент xzk является линейной комбинацией элементов y ∈ T таких,
что x < y и ρ(y)− ρ(x) = k. Имеем deg zk = 2k.

Для частично упорядоченного множества T семейства операторов Пьери
{zk, k > 0} взаимно однозначно соответствуют структурам градуированного
правого Z-модуля на группе ZT , согласованным со структурой порядка на T .
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Для любой такой структуры коэффициент при y в выражении xZ, где Z ∈ Z,
является линейной функцией на Z, принадлежащей градуированно двойствен-
ной алгебре Хопфа Z∗ = Qsym. Эта функция равна нулю, если не выполне-
но условие x 6 y. Таким образом, мы получаем набор квазисимметрических
функций K[x,y], взаимно однозначно соответствующих интервалам [x, y] в T .

Определение D.2. Для частично упорядоченного множества T ∈ R рас-
смотрим свободную градуированную абелеву группу HT , порожденную пря-
мыми произведениями непустых интервалов [x, y] множества T при отождеств-
лении [x, x] = 1 для всех x ∈ T .

Утверждение D.3 [56]. Для любого частично упорядоченного множества
T ∈ R группа HT является градуированной алгеброй Хопфа.

Для любого семейства операторов Пьери на множестве T ∈ R коумножение
на Z и каноническое действие алгебры Z⊗Z на ZT⊗ZT = Z(T×T ) индуцируют
каноническое действие алгебры Z на Z(T × T ). Итерируя эту конструкцию,
получаем действие алгебры Z на ZT k. Так как любое произведение интервалов
множества T является интервалом в некотором множестве T k, то мы можем
распространить определение функции K на образующие группы HT , а затем
по линейности на всю группу HT .

Теорема D.4 [56]. Отображение K : HT → Qsym является гомоморфиз-
мом алгебр Хопфа.

Рассмотрим билинейную форму 〈 · , · 〉 на HT , индуцированную δ-функцией
Кронекера элементов множества T , и введем канонический элемент

C =
∑
λ

Zλ ⊗ Z∗λ ∈
∑
n>0

Z2n ⊗Qsym2n, (79)

где {Zλ} – произвольный градуированный базис абелевой группы Z и {Z∗λ} –
двойственный базис абелевой группы Qsym. Этот элемент задает разложение
тождественного оператора Z → Z и, очевидно, не зависит от выбора базиса
в Z. Такие элементы играют важную роль в общей теории алгебр Хопфа.
В данном конкретном случае алгебры Z в [25] он назван элементом Коши.

Теорема D.5 [56]. Для любого семейства операторов Пьери на множе-
стве T ∈ R и элементов x, y ∈ T имеет место формула: K[x,y] = 〈xC , y〉.

Пример D.6. Для любого частично упорядоченного множества T рассмот-
рим оператор Пьери zk, ставящий в соответствие элементу x ∈ T сумму всех
элементов y ∈ T таких, что y > x и ρ(y) − ρ(x) = k. В этом случае для любой
композиции ω = (j1, . . . , jk), |ω| = ρ(y) − ρ(x), значение 〈xZω, y〉 равно числу
цепочек x = x0 < x1 < · · · < xk = y таких, что ρ(xi)− ρ(xi−1) = ji, i = 1, . . . , k.
Тогда K[0̂,1̂] = F(T ), где F – гомоморфизм Эренборга.

Операторы Пьери соответствуют представлениям алгебры Z на группах ZT ,
T ∈ R. В настоящем обзоре мы используем операторы dk, которые соответ-
ствуют представлению алгебры Хопфа Z на алгебре Рота–Хопфа R. При этом
операторы zk отвечают операторам δk = ∗dk∗ таким, что δk(T ) = (dkT ∗)∗.
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Приложение E. cd-индекс

В проблеме флаговых чисел выпуклых многогранников ряд глубоких ре-
зультатов получен на основе cd-индекса (см. [41], [57], см. также в [31], [45],
[58]–[61]), введенного Дж. Файном. Это приложение содержит результаты, свя-
зывающие cd-индекс с алгебраическими конструкциями, описанными в нашем
обзоре.

E.1. Определения и конструкции. Рассмотрим кольцо Z〈a, b〉, deg a =
deg b = 2. Пусть P – n-мерный многогранник. Каждому множеству S ⊆
[0, n − 1] сопоставим моном uS = u1 · · ·un, где ui = b, если i − 1 ∈ S, и ui = a
иначе. Введем некоммутативные полиномы ΥP ,ΨP ∈ Z〈a, b〉 по формулам

ΥP (a, b) =
∑

S⊆[0,n−1]

fSuS , ΨP (a, b) =
∑

S⊆[0,n−1]

hSuS = ΥP (a− b, b), (80)

где fS – флаговые числа многогранника P (см. п. 1.6). Отметим, что переход
от полинома ΥP к полиному ΨP осуществляется по тем же формулам, что и пе-
реход от f к h-полиному простого многогранника (см. замечание 6.12 и п. 10.3).

Определение E.1 (см. [41], [57]). Флаговым h-вектором многогранника P
назовем вектор с компонентами hS(P ) =

∑
S′⊆S

(−1)|S|−|S
′|fS′(P ), S ⊆ [0, n − 1].

Положим S = [0, n− 1] \ S.

Утверждение E.2. Имеем: ΨP (a, b) =ΨP (b,a) для любого n-мерного мно-
гогранника P , т.е. hS(P ) = hS(P ) для любого S ⊆ [0, n− 1].

Утверждение E.3 (Дж. Файн). Некоммутативный полином Q(a, b) =∑
qSuS , S ⊆ [0, n − 1], может быть записан в виде некоммутативного

полинома L(c,d), где c = a + b и d = ab + ba, тогда и только тогда, когда
коэффициенты полинома Q(a + b, b) удовлетворяют соотношениям Байер–
Биллера (26).

Ниже мы получим доказательство этого факта в терминах ×-кольца выпук-
лых многогранников (см. следствие E.12).

Замечание E.4. В утверждении E.3 говорится об универсальном свойстве
соотношений Байер–Биллера, которое дает нетривиальное обобщение на неком-
мутативный случай классического результата коммутативной алгебры о том,
что любой симметрический полином может быть записан как полином от эле-
ментарных симметрических функций.

Следствие E.5. Для любого многогранника P определен некоммутатив-
ный полином Ξ(c,d)(P ) ∈ Z〈c,d〉, deg c = 2, deg d = 4, такой, что ΨP (a, b) =
Ξ(c,d)(P ).

Полином Ξ(c,d)(P ) называется cd-индексом многогранника P .

Замечание E.6. Все определения годятся для любого частично упорядо-
ченного множества T ∈ R. В этом случае cd-индекс множества T существует
тогда и только тогда, когда флаговые числа этого множества удовлетворяют со-
отношениям Байер–Биллера. В частности, cd-индекс определен, если частично
упорядоченное множество является эйлеровым.
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Обозначим через [w]P коэффициент при слове w = cl1dcl2d · · · clkdcr в cd-
индексе Ξ(P ). Тогда Ξ(c,d)(P ) =

∑
[w]Pw, deg w = 2 dimP .

Приведем один из наиболее общих результатов о линейных неравенствах
в проблеме флаговых векторов.

Теорема E.7 [57]. Пусть Pn – выпуклый многогранник. Тогда для всех
слов w имеем [w]P > 0.

Доказательство этого факта впервые было получено при помощи индукции
в [57] на основе понятия S-шеллинга. Геометрическое доказательство этого
факта (см. [45]) использует геометрическую интерпретацию cd-индекса, ана-
логичную описанию (теорема А. Г. Хованского, см. [9]) коэффициента hi(P )
простого многогранника P ⊂ Rn как числа вершин индекса i для линейного
функционала общего положения на пространстве Rn.

Для слова w = cl1dcl2d · · · clkdcr, deg w = 2n, введем множество Sw =
{l1 + 1, l1 + l2 + 3, . . . , l1 + · · ·+ lk + 2k − 1} и положим

θw =
∑

S′:Sω∈S′∪(S′+1)

2|S
′|+1MS′ , S′ ⊆ [0, n− 1]. (81)

Положим |w|d = k.

Утверждение E.8 (см. [38]). Пусть P – n-мерный выпуклый многогранник.
Для гомоморфизма Эренборга имеет место формула

F(L(P )) =
∑

S⊆[0,n−1]

fSMS =
∑

w:deg w=2n

1
2|w|d+1

[w]P θw.

Доказательство. Имеем:∑
fSuS = ΨP (a + b, b) = Ξ(a + 2b, ab + ba + 2b2)(P )

=
∑

deg w=2n

[w]P (a + 2b)l1(ab + ba + 2b2)(a + 2b)l2 · · · (a + 2b)lk

× (ab + ba + 2b2)(a + 2b)r.

Для множества S′ ⊆ [0, n − 1] моном uS′ встречается в разложении монома
w по a, b тогда и только тогда, когда Sw ⊆ S′ ∪ (S′ + 1). В этом случае

коэффициент при uS′ равен 2|S
′|−|Sw| =

2|S
′|+1

2|w|d+1
. Тогда

fS′ =
∑

w:Sw⊆S′∪(S′+1)

2|S
′|+1

2|w|d+1
[w]P , deg w = 2n,

следовательно,

F(L(P )) =
∑

S′⊆[0,n−1]

fS′MS′ =
∑

S′⊆[0,n−1]

( ∑
w:deg w=2n

Sw⊆S′∪(S′+1)

2|S
′|+1

2|w|d+1
[w]P

)
MS′

=
∑

w:deg w=2n

1
2|w|d+1

[w]P

( ∑
S′:Sw⊆S′∪(S′+1)

2|S
′|+1MS′

)
=

∑
w:deg w=2n

1
2|w|d+1

[w]P θw.

Следствие E.9. Имеем: R∗(D∗)⊗Q = Fε(RP)⊗Q = Π⊗Q.
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E.2. cd-индекс и флаговый полином. Имеет место изоморфизм абеле-
вых групп ℘ : Qsym[α] → Z〈a, b〉, задаваемый соответствием

αj1M(jk,...,j2) → aj1baj2−1b · · ·ajk−1−1bajk−1.

Непосредственно из определения получаем:

Утверждение E.10. Имеем: ℘[FP(P )] = ΥP (a, b).

Рассмотрим замену переменных c = a + 2b и d = ab + ba + 2b2.

Утверждение E.11. Имеем: ℘(gc) = ℘(g)c, ℘(gd) = ℘(g)d.

Доказательство. Используя пример 6.25, получаем:

℘(αj1c) = ℘[αj1(α+ 2M(1))] = aj1+1 + 2aj1b = ℘(αj1)c;

℘([αj1M(jk,...,j2)]c) = ℘
(
αj1(M(jk+1,jk−1,...,j2) + 2M(1,jk,...,j2))

)
= aj1baj2−1b · · · bajk + 2aj1baj2−1b · · · bajk−1b = ℘(αj1M(jk,...,j2))c;

℘(αj1d) = ℘[αj1(αM(1) +M(2) + 2M(1,1))] = aj1+1b + aj1ba + 2aj1b2 = ℘(αj1)d;

℘([αj1M(jk,...,j2)]d) = ℘
(
αj1(M(1,jk+1,jk−1,...,j2) +M(2,jk,...,j2) + 2M(1,1,jk,...,j2))

)
= aj1baj2−1b · · · bajkb + aj1baj2−1b · · · bajk−1ba + 2aj1baj2−1b · · · bajk−1b2

= ℘(αj1M(jk,...,j2))d.

Пусть оператору A rDA lkD · · ·DA l1 соответствует моном w = cl1d · · ·
dclkdcr при антиизоморфизме Z〈A ,D〉 → Z〈c,d〉. Используя разложение

πA D(P ) =
∑

[W ]P (Wpt)

(см. определение 1.91), мы получим:

FP(P ) = FP(πA D(P )) = FP
( ∑

[W ]P (Wpt)
)

=
∑

[W ]PFP(Wpt)

=
∑

[W ]P (WP1) =
∑

[W ]P (1w), где WP1 = FP(Wpt).

Следствие E.12. 1) Для любого многогранника P существует cd-индекс
Ξ(c,d)(P ).

2) [w]P = [W ]P .
3) Верно утверждение E.3.

Доказательство. Так как ℘(1) = 1, то для элемента P ∈ P2n получаем:

ΥP (a, b) = ℘[FP(P )] = ℘
[
FP

(
πA D(P )

)]
= ℘

[
FP

( ∑
[W ]P (pt w)

)]
=

∑
[W ]P (1w) =

∑
[W ]Pw = Ξ(c,d)(P ).

Тем самым мы доказали первые два утверждения. Что касается третьего, то
пусть коэффициенты полинома Q(a + b, b) степени 2n удовлетворяют соотно-
шениям Байер–Биллера. Тогда

℘−1(Q(a + b, b)) = FP(P )

для некоторого P ∈ P2n. Следовательно, Q(a, b) = Ξ(c,d)(P ). Пусть теперь
Q(a, b) = L(c,d). В этом случае

Q(a + b, b) = ℘[1L(c,d)] = ℘
[
FP

(
ptL(c,d)

)]
.
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Следовательно, коэффициенты полинома Q(a+ b, b) удовлетворяют соотноше-
ниям Байер–Биллера.

Следствие E.13. 1) Пусть P – n-мерный многогранник. Тогда

πA D(P ) =
∑

[W ]P (Wpt), где [W ]P > 0.

2) Пусть
∑

λSfS(Wpt) > 0 для всех W , degW =2n. Тогда
∑

λSfS(P ) > 0
для всех n-мерных многогранников P .

Следствие E.14. Имеем:

FP(Wpt) =
∑

S:Sw⊆S∪(S+1)

2|S|−|Sw|αa1M(n−ak,ak−ak−1,...,a2−a1),

где S = {a1, . . . , ak}, т.е. fS(Wpt) = 2|S|−|Sw| , если Sw ⊆ S∪ (S+1), и 0 иначе.

Доказательство следует из утверждения E.8 и следствия E.13.

Отметим, что в разложении элемента P = Wpt по базису из многогранников
часть коэффициентов отрицательна. Тем не менее, для любого S флаговое
число fS(P ) неотрицательно.

Связь cd-индекса и флагового полинома FP можно описать при помощи
следующей коммутативной диаграммы:

P
FP //

Ξ

$$HHHHHHHHHH

πA D

��

FP(P) � � // Qsym[α]

℘

��
PA D Z〈c,d〉

1·

OO

� � //pt·oo Z〈a, b〉

где изоморфизмы Z〈c,d〉 → FP(P) и Z〈c,d〉 → PA D задаются отображениями
Q(c,d) → 1Q(c,d) и Q(c,d) → ptQ(c,d) и все коэффициенты как у Ξ(P ), так
и у πA D(P ) неотрицательны для любого многогранника.

E.3. Геометрический смысл cd-индекса. Следующая конструкция cd-
индекса дана в [45].

Конструкция E.15. Для выпуклого многогранника Pn ⊂ Rn введем мно-
гогранник усечения T (P ) следующим образом: сначала срежем вершины мно-
гогранника P , параллельно перенося опорные гиперплоскости к вершинам на
глубину ε, и пометим каждую из получившихся гиперграней числом 0. За-
тем срежем первоначальные ребра многогранника P , параллельно перенося
опорные гиперплоскости к ребрам на глубину ε2, и пометим каждую из полу-
чившихся гиперграней числом 1. Повторяя эту процедуру, в конце концов мы
срежем каждую из первоначальный гиперграней многогранника P , параллель-
но перенося гиперплоскости, содержащие гиперграни, на глубину εn, и пометим
каждую из получившихся гиперграней числом n−1. Получившийся многогран-
ник называется многогранником усечения и обозначается T (P ).

Многогранник T (P ) является простым, причем его грани взаимно однознач-
но соответствуют цепочкам граней многогранника P . Для грани G ⊆ T (P ) по-
ложим σ(G) = S, где S – множество меток гиперграней, содержащих грань G.



МНОГОГРАННИКИ И КВАЗИСИММЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 155

Выберем вектор p ∈ (Rn)∗ такой, что функция 〈p,x〉 принимает различные
значения на всех вершинах, возникающих на всех шагах срезки многогранни-
ка P . Следующие рассуждения верны для всех достаточно малых ε.

Для грани G ⊆ T (P ), dimG > 0, положим j = min{i : i /∈ σ(G)} и пусть
w – вершина с наибольшим значением функции 〈p,x〉. Определим верхнюю
грань многогранника G как его единственную гипергрань τ(G), содержащую
вершину w, для которой σ(τ(G)) = σ(G)∪{j}. Аналогично, пусть w′ – вершина
с наименьшим значением функции 〈p,x〉. Определим нижнюю грань много-
гранника G как его единственную гипергрань β(G), содержащую вершину w′,
для которой σ(β(G)) = σ(G) ∪ {j}.

Для вершины v ∈ P обозначим через Qv гипергрань, возникшую при ее
срезании, и через T (Qv) многогранник усечения, индуцированный вложением
Qv ⊂ T (P ). Пусть Hv = {x ∈ Rn : 〈p,x〉 = qv} – гиперплоскость, проходящая
через вершину v и H+

v – открытое полупространство {x ∈ Rn : 〈p,x〉 > qv},
а H−

v – открытое полупространство {x ∈ Rn : 〈p,x〉 < qv}. Назовем грани мно-
гогранника T (Qv) высокими, средними и низкими в зависимости от того, лежат
ли они в полупространстве H+

v , пересекают гиперплоскость Hv или лежат в по-
лупространстве H−

v . Пусть Rv – многогранник Qv ∩ Hv. Если Qv ∩ Hv 6= ∅,
то Rv имеет размерность n−2. (Он будет пустым только в случае минимальной
и максимальной вершины.) Пусть T (Rv) – многогранник усечения, индуциро-
ванный усечением многогранника P , т. е. T (Rv) = T (Qv) ∩ Hv. Тогда грани
многогранника T (Rv) являются в точности пересечениями гиперплоскости Hv

со средними гранями многогранника T (Qv). Отметим, что 0 ∈ σ(G) для грани
G ⊆ T (P ) тогда и только тогда, когда G принадлежит некоторому многогран-
нику T (Qv).

Лемма E.16. Для каждой грани G ⊆ T (P ) такой, что 0 /∈ σ(G), верхняя
грань τ(G) является низкой гранью некоторого многогранника T (Qv), а ниж-
няя грань β(G) является высокой гранью некоторого (другого) многогранни-
ка T (Qv′). Более того, каждая высокая (низкая) грань любого многогран-
ника T (Qv) является нижней (верхней) гранью ровно для одной грани G мно-
гогранника T (P ), 0 /∈ σ(G).

Далее разбиением многогранника мы будем называть разбиение множества
его граней на непересекающиеся подмножества, называемые блоками. Пусть
дан многогранник P и соответствующий ему многогранник усечения T (P ).
Разбиение многогранника T (P ) на блоки мы будем называть разбиением
К. Ли, если выполняются следующие условия:

P1. Каждой вершине v многогранника P соответствует (быть может, пустой)
набор Bv(P ) блоков разбиения.

P2. Если n > 0, то каждая грань G такая, что 0 /∈ σ(G), находится в том же
блоке, что и ее верхняя грань τ(G).

P3. Пусть n > 0 и H – гиперплоскость вида 〈p,x〉 = λ, не пересекающая
никакую грань T (Qv). Тогда для любой вершины v многогранника P ,
лежащей в H+, все грани в блоках из набора Bv(P ) тоже лежат в H+.

Следующая рекуррентная конструкция разбиения многогранника T (P ) была
предложена в работе [45].
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Конструкция E.17. Шаг 0. Если dimP = 0, то многогранник T (P ) яв-
ляется единственной вершиной v и Bv(P ) состоит из единственного блока {v}.
Пусть теперь dimP > 0.

Шаг 1. Для каждой грани G ⊆ T (P ) такой, что 0 /∈ σ(G), образуем “пред-
блок” {G, τ(G), β(G)}, состоящий из самой грани G и ее верхней и нижней
граней. На этом шаге, согласно лемме E.16, все грани многогранника T (P ),
за исключением средних граней всевозможных многогранников T (Qv), отнесе-
ны к некоторым предблокам.

Шаг 2. Для каждой вершины v и средней грани G ⊆ T (Qv) поместим G
в предблок, содержащий верхнюю грань τ(G), которая будет высокой гранью
многогранника T (Qv). На этом шаге все грани многогранника T (G) отнесены
к предблокам, которые, в свою очередь, взаимно однозначно соответствуют
высоким граням. При этом средние грани лежат в разных предблоках.

Шаг 3. Для вершины v ∈ P рассмотрим рекуррентно определенное раз-
биение B(Rv) многогранника T (Rv) (оно будет пустым, если многогранник Rv
пуст). Пусть B – некоторый блок этого разбиения. Каждая грань в блоке B со-
ответствует некоторой средней грани многогранника T (Qv). Объединим пред-
блоки, содержащие эти средние грани, в блок B′ и поместим B′ в Bv(P ).

Шаг 4. Для вершины v ∈ P рассмотрим рекуррентно определенное разбие-
ние B(Qv) многогранника T (Qv). Для каждой вершины w многогранника Qv,
лежащей в полупространстве H+

v , рассмотрим набор блоков Bw(Qv) разбиения
B(Qv), ассоциированных с вершиной w. Пусть B – блок из Bw(Qv) (если такой
есть). По свойству P3 грани из блока B являются некоторыми высокими гра-
нями многогранника T (Qv). Объединим предблоки, содержащие эти высокие
грани, в блок B′ и поместим B′ в Bv(P ). После того как эта процедура будет
проделана для каждой вершины v многогранника P , все предблоки окажутся
объединенными в блоки и B(P ) =

⋃
v

Bv(P ).

Из конструкции легко вывести следующий результат.

Теорема E.18. Конструкция E.17 дает разбиение К. Ли многогранника
T (P ).

Опишем рекуррентный метод вычисления cd-индекса при помощи парал-
лельного движения гиперплоскости на основе конструкции E.17. При этом
получится разложение Ξ(P ) =

∑
Ξv(P ), v ∈ vert(P ), где слагаемое Ξv(P )

определяется блоком Bv(P ). Этот метод является двойственным к методу вы-
числения полинома Ξ(P ), предложенному Р. Стенли в [57].

Теорема E.19. Пусть P – выпуклый n-мерный многогранник. Тогда:
1) если n = 0, то P имеет одну вершину v и Ξv(P ) = Ξ(P ) = 1;
2) если n > 0, то

Ξv(P ) = dΞ(Rv) +
∑

w∈vert(Qv)∩H+
v

c Ξw(Qv), v ∈ vert(P ).

Следствие E.20. Каждому блоку B ∈ B(P ) соответствует некоторое
слово wB с коэффициентом 1 и

Ξ(P ) =
∑

wB , B ∈ B(P ).
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Следствие E.21 (Р. Стенли [57]). Верна теорема E.7, т.е. cd-индекс Ξ(P )
любого многогранника P равен сумме cd-слов с неотрицательными коэффи-
циентами.

Пользуясь тем, что cd-индекс не зависит от выбора вектора p общего по-
ложения, запишем Ξ(P ) = (Ξ(P ) + Ξ(P ))/2, где первое слагаемое получается
при помощи p, а второе – при помощи −p. Упрощая выражения для слага-
емых, отвечающих вершинам, можно получить более простую формулу вида
Ξ(P ) =

∑
Ξ′v(P ).

Теорема E.22. Пусть P – выпуклый n-мерный многогранник. Тогда:
1) если n = 0, то P имеет одну вершину v и Ξ′v(P ) = Ξ(P ) = 1;
2) если n > 0, то Ξ′v(P ) = [c Ξ(Qv) + (2d− c2)Ξ(Rv)]/2, v ∈ vert(P ).

E.4. cd-индекс и h-полином. Пусть Sym[α, t] – градуированное кольцо
симметрических полиномов от α и t, где degα = deg t = 2. Опишем действие
операторов c и d на этом кольце и получим известное соотношение, связываю-
щее cd-индекс и торический h-полином.

Определение E.23. Определим операторы

c,d : Sym[α, t] → Sym[α, t], deg c = 2, deg d = 4,

задав их на коэффициентах полинома
∑

hiα
itn−i:

(h0, . . . , hn)c =

{
(g0, g1, . . . , g[n/2], g[n/2], . . . , g1, g0), если n четно,
(g0, g1, . . . , g[n/2], 0, g[n/2], . . . , g1, g0), еcли n нечетно,

(h0, . . . , hn)d =

{
(0, . . . , 0, g[n/2], 0, . . . , 0), если n четно,
(0, . . . , 0), если n нечетно,

где g0 = h0 и gi = hi − hi−1, i = 1, . . . , [n/2].

Утверждение E.24. Рассмотрим отображение HRP : RP → Sym[α, t]
(см. пример 10.21). Имеем:

HRP(Pc) = HRP(P )c, HRP(Pd) = HRP(P )d.

Доказательство. Имеем: Pc = A P , Pd = DP . Тогда:

τGRP(A P )−GRP(A P ) = GRP
(
Φ(α− t)A P −A P

)
= GRP

(
[(α− t) + (α− t)Φ(α− t)]P

)
= (α− t)[GRP(P ) + τGRP(P )],

откуда

HRP(A P ) =
τGRP(A P )−GRP(A P )

α− t
= GRP(P ) + τGRP(P ) = HRP(P )c.

Теперь

τGRP(DP )−GRP(DP ) = GRP
(
Φ(α− t)DP −DP

)
= GRP [(α− t)A P + (α− t)2P ] = (α− t)[GRP(A P ) + (α− t)GRP(P )].

Из предыдущих выкладок получаем формулу

GRP(A P ) + (α− t)GRP(P ) = τGRP(A P )− (α− t)τGRP(P ).
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Пусть P – n-мерный многогранник. Тогда слева первое и второе слагаемые
имеют по α степень не больше, чем [(n+ 1)/2] и [n/2] + 1 соответственно,
а справа – не меньше, чем n + 2 − [(n+ 1)/2] и n + 1 − [n/2]. Если n = 2k,
то слева получаем числа k и k + 1, а справа – k + 2 и k + 1, поэтому в этом
случае GRP(A P ) + (α − t)GRP(P ) = gk(P )αk+1tk+1. Если же n = 2k + 1,
то слева получаем числа k + 1 и k + 1, а справа – k + 2 и k + 2, поэтому
GRP(A P ) + (α− t)GRP(P ) = 0. Итак, в обоих случаях имеем:

HRP(DP ) =
τGRP(DP )−GRP(DP )

α− t
=GRP(A P )+ (α− t)GRP(P ) =HRP(P )d.

Из доказательства мы получаем, что действие операторов c и d на симмет-
рическом полиноме h(α, t) имеет вид (см. также [39]): hc = g(α, t) + g(t, α),

hd = gc + (α− t)g, где g(α, t) =
[n/2]∑
i=0

giα
itn+1−i и g0 = h0, а gi = hi − hi−1.

Следствие E.25. Пусть P ∈ P . Тогда HRP(P ) = 1Ξ(P ).

Доказательство. Из утверждения 10.22 имеем HRP(P ) = HRP(πA D(P )),
поэтому

HRP(P ) = HRP(πA D(P )) = HRP(1Ξ(P )) = 1Ξ(P ).

Полином HRP(P ) представляет собой однородную форму известного ториче-
ского h-полинома, поэтому следствие E.25 содержится в [45; теорема 5] и [39;
лемма 7.9, предложение 7.10].

В качестве следствия мы получаем вычисление h-полинома при помощи дви-
жения гиперплоскости в следующем виде:

h(α, t)(P ) =
∑

hv(α, t)(P ), v ∈ vert(P ).

Этот результат следует из работы К. Ли [45], в которой он сформулирован для
торического h-полинома.

Теорема E.26. Пусть P – выпуклый n-мерный многогранник. Тогда:
1) если n = 0, то P имеет одну вершину v и hv(α, t)(P ) = h(α, t)(P ) = 1;
2) если n > 0, то

hv(α, t)(P ) = h(α, t)(Rv)d +
∑

w∈vert(Qv)∩H+
v

hw(α, t)(Qv)c, v ∈ vert(P ).

Доказательство. Легко видеть, что cd-индекс многогранника P ∗ получа-
ется из cd-индекса многогранника P обращением порядка следования букв c
и d в каждом мономе. Положим Ξ(P ∗) = Ξ∗(P ). Тогда

Ξ∗v(P ) = Ξ∗(Rv)d +
∑

w∈vert(Qv)∩H+
v

Ξ∗w(Qv)c, v ∈ vert(P ).

Тогда
h(α, t)(P ) = HRP(P ∗) = 1Ξ(P ∗) = 1Ξ∗(P ),

откуда непосредственно вытекает утверждение теоремы.

Из теоремы E.22 следует еще одно рекуррентное представление h-полинома.
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Теорема E.27. Пусть P – выпуклый n-мерный многогранник. Тогда:
1) если n = 0, то P имеет одну вершину v и h′v(α, t)(P ) = h(α, t)(P ) = 1;
2) если n > 0, то

h′v(α, t)(P ) =
1
2

[h(α, t)(Qv)c + h(α, t)(Rv)(2d− c2)], v ∈ vert(P ).

E.5. Комментарии. К. Кару в [62] доказал гипотезу Р. Стенли [57] о том,
что cd-индекс любого горенштейнова∗ (см. [9]) частично упорядоченного мно-
жества неотрицателен. (В частности, из этого следует теорема E.7.) Он ис-
пользует еще одно представление cd-индекса в следующем виде. Пусть P –
n-мерный многогранник. Положим

Hn(P ) =
∑

S⊆[0,n−1]

hSt
s1
1 · · · tsn

n ,

где si = 1, если i − 1 ∈ S, и si = 0 иначе. Каждому cd-слову степени 2n
сопоставим полином от t1, . . . , tn по следующему правилу: начиная слева, за-
меним каждую букву c на (ti + 1), а d – на (ti + ti+1) в порядке возрастания
индексов так, чтобы каждая переменная ti была использована ровно один раз.
Например, cdcdcc = (t1 + 1)(t2 + t3)(t4 + 1)(t5 + t6)(t7 + 1)(t8 + 1).

Утверждение E.28. Имеем: Ξ(P ) = Hn(P ).

Авторы благодарны А.А. Айзенбергу за ценные замечания и В.Д. Володину
за метод, позволивший сократить доказательства в приложении A.

Список литературы

[1] V.M. Buchstaber, N. Ray, “An invitation to toric topology: Vertex four of a re-
markable tetrahedron”, Toric topology, Contemp. Math., 460, Amer. Math. Soc.,
Providence, RI, 2008, 1–27, ISBN: 978-0-8218-4486-1/pbk.

[2] В. М. Бухштабер, “Кольцо простых многогранников и дифференциальные урав-
нения”, Геометрия, топология и математическая физика. I, Тр. МИАН, 263,
МАИК, М., 2008, 18–42; англ. пер.: V.M. Buchstaber, “Ring of simple polytopes
and differential equations”, Proc. Steklov Inst. Math., 263:1 (2008), 13–37.

[3] В. М. Бухштабер, Н. Ю. Ероховец, “Алгебра операторов на кольце многогранни-
ков и квазисимметрические функции”, УМН, 65:2 (2010), 197–198; англ. пер.:
V.M. Buchstaber, N.Yu. Erokhovets, “Algebra of operators on the ring of polytopes
and quasi-symmetric functions”, Russian Math. Surveys, 65:2 (2010), 381–383.

[4] V.M. Buchstaber, N. Erokhovets, Ring of polytopes, quasi-symmetric functions and
Fibonacci numbers, arXiv: 1002.0810.

[5] V.M. Buchstaber, N. Erokhovets, Polytopes, Hopf algebras and quasi-symmetric func-
tions, arXiv: 1011.1536v1.
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