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Пусть k – поле и A – малая k-линейная дифференциально-градуированная (ДГ)
категория. Определим (правый) ДГ A -модуль как ДГ функтор M : A op → Mod–k,
где Mod–k – ДГ категория комплексов k-векторных пространств. Пусть Mod–A – ДГ
категория правых ДГ A -модулей и Ac–A – полная ДГ подкатегория, состоящая из
ацикличных ДГ модулей. Гомотопическая категория H0(Mod–A ) триангулирована,
и H0(Ac–A ) является полной триангулированной подкатегорией. Производная кате-
гория D(A ) определяется как фактор по Вердье: D(A ) := H0(Mod–A )/H0(Ac–A ).

Каждый объект Y ∈ A задает представимый ДГ модуль hY
A (−) := HomA (−, Y).

ДГ модуль P называется свободным, если он изоморфен прямой сумме ДГ модулей
вида hY[n], и полусвободным, если есть фильтрация 0 = Φ0 ⊂ Φ1 ⊂ · · · = P со свобод-
ными факторами Φi+1/Φi. Обозначим через SF–A полную ДГ категорию полусво-
бодных ДГ модулей. Канонический ДГ функтор SF–A ↪→ Mod–A индуцирует экви-
валентность триангулированных категорий H0(SF–A )

∼−→ D(A ) [1], [2]. Обозначим
через SFfg–A ⊂ SF–A полную ДГ подкатегорию конечно порожденных полусво-
бодных ДГ модулей, т. е. Φn = P для некоторого n и Φi+1/Φi – конечная сумма hY[n].
ДГ категория совершенных модулей Perf –A – это полная ДГ подкатегория SF–A ,
состоящая из всех ДГ модулей, гомотопически эквивалентных прямым слагаемым
объектов из SFfg–A . Пусть Perf –A – гомотопическая категория H0(Perf –A ). Она
триангулирована и эквивалентна подкатегории компактных объектов D(A )c ⊂ D(A ).

Определение 1. Пусть A , B – малые ДГ категории и S – B-A -бимодуль. Опре-
делим верхнетреугольную ДГ категорию C = A S B по правилу:

1) Ob(C ) = Ob(A ) ⊔ Ob(B), 2) HomC (X, Y ) =


HomA (X, Y ), X, Y ∈ A ,

HomB(X, Y ), X, Y ∈ B,

S(Y, X), X ∈ A , Y ∈ B,

0, X ∈ B, Y ∈ A ,

с композицией, приходящей из ДГ категорий A , B и структуры бимодуля на S [3], [4].
Определим склейку Perf –A S Perf –B (соотв. D(A ) SD(B)) как Perf –C (соотв.
D(C )), где C = A S B.

Естественные вложения a : A ↪→ A S B и b : B ↪→ A S B задают вполне строгие
ДГ функторы a∗ и b∗ из Perf –A и Perf –B в Perf –A S Perf –B, индуцирующие
вполне строгие функторы a∗, b∗ из D(A ), D(B) (соотв. Perf –A , Perf –B) в D(C )
(соотв. Perf –C ) и задающие полуортогональное разложение триангулированных ка-
тегорий D(C ) = ⟨D(A ),D(B)⟩ и Perf –C = ⟨Perf –A ,Perf –B⟩. Функторы ограни-
чения a∗, b∗ из SF–(A S B) на SF–A , SF–B индуцируют производные функ-
торы a∗, b∗ из D(A S B) в D(A ), D(B), которые переводят совершенные модули
в совершенные. Пусть T есть B-A -бимодуль. Для каждого B-модуля N можно по-
строить ДГ A -модуль N⊗BT. ДГ функтор (−)⊗BT : Mod–B → Mod–A не сохраняет
квазиизоморфизмы в общем случае, но если T – полусвободный B-A -бимодуль, мы
получаем ДГ функтор (−)⊗B T : SF–B → SF–A , который на уровне гомотопиче-

ских категорий индуцирует производный функтор (−)
L

⊗B T : D(B) → D(A ).
Всякий B-A -бимодуль P задает B-C -бимодуль P по правилу P(B, C) = P(B, C),

если C ∈ A , и 0 в противном случае. Каждый морфизм φ : S → T B-A -бимодулей ин-
дуцирует B-C -бимодуль T̃ по правилу: T̃(B, C) = T(B, C), если C ∈ A , и T̃(B, C) =
HomB(C, B), если C ∈ B, с естественной структурой бимодуля, происходящей из
композиции HomB(C, B) ⊗ S(C, A) → S(B, A)

φ−→ T(B, A), где C ∈ B. Имеется изо-

морфизм S̃(B,−) ∼= HomC (−, B) = hB
C , и функтор (−)

L

⊗B S̃ : D(B) → D(C ) изоморфен
вполне строгому функтору b∗: D(B) → D(C ).
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Теорема 1. Пусть ДГ категории A , B , ДГ B-A -бимодули S, T и φ : S → T
такие, как выше, а R = Cone(φ) – конус φ. Если для любых ДГ B-модулей M, N

HomD(A )

(
M

L

⊗B R, N
L

⊗B T
)

= 0, (1)

то функтор (−)
L

⊗B T̃ : D(B) → D(A S B) вполне строгий и задает полуортого-
нальное разложение D(A S B) = ⟨D(E ),D(B)⟩ для некоторой ДГ категории E .

Доказательство. Морфизм φ индуцирует морфизм φ̃ : S̃ → T̃, чей конус квази-
изоморфен B-C -бимодулю R. Функтор (−)

L

⊗BR изоморфен композиции a∗ и (−)
L

⊗BR,

тогда как функтор (−)
L

⊗B T изоморфен a∗(−
L

⊗B T̃). Получаем изоморфизмы

HomD(C)

(
M

L

⊗B R, N
L

⊗B T̃
) ∼= HomD(A )

(
M

L

⊗B R, N
L

⊗B T
)

= 0,

HomD(C)

(
M

L

⊗B S̃, N
L

⊗B R
) ∼= HomD(C)(b

∗(M), a∗(N
L

⊗B R)) = 0.

Следовательно, для любых ДГ B-модулей M и N имеем

HomD(C)

(
M

L

⊗B T̃, N
L

⊗B T̃
) ∼= HomD(C)

(
M

L

⊗B S̃, N
L

⊗B T̃
) ∼= HomD(C)

(
M

L

⊗B S̃, N
L

⊗B S̃
)
.

Функтор (−)
L

⊗B S̃ вполне строгий, значит, и функтор (−)
L

⊗B T̃ также вполне строгий.

Теорема 2. Пусть ДГ категории A , B , ДГ B-A -бимодули S, T, R и морфизм φ

такие, как выше, и выполнено условие (1). Если функторы (−)
L

⊗B T̃ и RHomC (T̃,−)
переводят совершенные комплексы в совершенные, то существует полуортогональное
разложение Perf –(A S B) = ⟨Perf–E ,Perf –B⟩ для некоторой малой ДГ категории E .

Категория Perf –E (соотв. Perf –E ) из теоремы 2 будет называться партнером
Крулля–Шмидта (КШ-партнером) для Perf –A (соотв. Perf –A ). Поскольку компо-
зиция (−)

L

⊗B T̃ и RHomC (S̃,−) изоморфна тождественному функтору, К-теории для
Perf –E и Perf –A одинаковы. Более того, их К-мотивы изоморфны.

Пусть X – гладкая проективная схема и Ps ∈ Perf –X, s = 1, 2, – совершенные
комплексы, чьи носители supp P1 и supp P2 не пересекаются. Рассмотрим склейку
D = Perf –X S Perf –k, где S = P1 ⊕ P2. Положим T = P2. По теореме 2 функтор
(−)

L

⊗k T̃ из Perf –k в H0(D) вполне строгий и имеется полуортогональное разложение
H0(D) = ⟨Perf –E ,Perf –k⟩. Получается некоторый КШ-партнер Perf –E для Perf –X.

Для примера рассмотрим гладкую проективную кривую X = C рода g = g(C).
Пусть P1, P2 – когерентные пучки кручения длины ls = length Ps, s = 1, 2, та-
кое, что supp P1 ∩ supp P2 = ∅. Легко проверить, что КШ-партнер Perf –E не эк-
вивалентен Perf –C. В самом деле, целочисленная билинейная форма χ(E, F ) =∑

m(−1)m dimHom(E, F [m]) на K0(C) пропускается через Z2 = Hev(C, Z). Тогда фор-

мы χ на K0(C) и K0(E ) суть χC =

(
1− g 1
−1 0

)
, χE = χt :=

(
t 1
−1 0

)
, t = 1− g − l1l2.

Билинейные формы χt не эквивалентны для разных t. Значит, категории Perf –E , яв-
ляющиеся КШ-партнерами для Perf –C, не эквивалентны ни друг другу при разных t,
ни само́й Perf –C. Случай P1 и двух точек Ps = ps, s = 1, 2, обсуждается в [5; п. 3.1].
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