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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ НЕЙТРАЛЬНОГО

ТИПА С РАСПРЕДЕЛЕННЫМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ∗)

Т. Ыскак

Рассматривается класс систем линейных неавтономных дифференциальных урав-
нений нейтрального типа с распределенным запаздыванием. Получены достаточ-
ные условия для экспоненциальной устойчивости нулевого решения и условия на
возмущения коэффициентов, при которых сохраняется экспоненциальная устойчи-
вость нулевого решения. С использованием функционалаЛяпунова— Красовского
специального вида устанавливаются оценки, характеризующие скорость экспонен-
циального убывания решений исходной системы на бесконечности.
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Введение. Существует большое число работ, посвященных изучению
дифференциальных уравнений с запаздыванием (см., например, [1–9]). В работе
рассматривается система нейтрального типа с распределенным запаздыванием

d

dt
y(t) +

d

dt
(D(t)y(t − τ )) = A(t)y(t) +

t∫
t−τ

B(t, t− s)y(s) ds, t > 0, (1)

где τ > 0 — константа; A(t), D(t) — квадратные матрицы порядка n с не-
прерывными T -периодическими элементами; B(t, ξ) — квадратная матрица по-
рядка n с непрерывными элементами, T -периодическими по первой переменной,
т. е. B(t, ξ) ≡ B(t + T, ξ).

Цель работы заключается в получении достаточных условий экспонен-
циальной устойчивости нулевого решения и получении оценки решений систе-
мы, которая характеризует скорость убывания при t → ∞. При исследовании
устойчивости нулевого решения будем использовать следующий функционал
Ляпунова — Красовского, введенный в [10], который является модификацией
функционала из [11–14]:

V (t, y) = 〈H(t)(y(t) +D(t)y(t − τ )), (y(t) +D(t)y(t − τ ))〉

+

τ∫
0

t∫
t−η

〈K(t − s)y(s), y(s)〉 dsdη +

t∫
t−τ

〈M(t− s)y(s), y(s)〉 ds. (2)

Используя этот функционал, мы исследуем также робастную устойчивость.

∗) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (проект 18-29-10086).

c© 2019 Ыскак Т.
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В работах [11–17] исследован случай дифференциального уравнения ней-
трального типа с сосредоточенным запаздыванием. В [18] рассмотрена систе-
ма (1) в случае D(t) ≡ 0.

В разд. 1 получены достаточные условия экспоненциальной устойчивости
нулевого решения и оценки на решения (1), в разд. 2 указаны условия на ма-
трицы возмущений, при которых сохраняется экспоненциальная устойчивость.

1. Экспоненциальная устойчивость. Для системы (1) рассмотрим сле-
дующую начальную задачу при t > 0:

dy

dt
(t) +

d

dt
(D(t)y(t − τ )) = A(t)y(t) +

t∫
t−τ

B(t, t − s)y(s) ds,

y(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ, 0], ϕ ∈ C1[−τ, 0],

y(+0) = ϕ(0).

(3)

Обозначим через q(t) минимальное собственное число матрицы

Q(t) = H−1/2(t)

×
(
Q11(t)−Q12(t)Q−1

22 (t)Q∗
12(t) −

t∫
t−τ

Q13(t, s)Q−1
33 (t, s)Q∗

13(t, s) ds

)
H−1/2(t),

где

Q11(t) = −
(
d

dt
H(t) +H(t)A(t) +A∗(t)H(t) +M(0) + τK(0)

)
,

Q12(t) =
1√
τ

(H(t)A(t) +M(0))D(t) +
√
τK(0)D(t),

Q13(t, s) = −H(t)B(t, t− s),

Q22(t) =
1
τ

(M(τ )−D(t)∗M(0)D(t)) −D(t)∗K(0)D(t),

Q33(t, s) = K(t− s).
Выберем число k > 0 такое, что

d

ds
K(s) + kK(s) ≤ 0,

d

ds
M(s) + kM(s) ≤ 0, s ∈ [0, τ ].

Теорема 1. Пусть существуют гладкая T -периодическая матрица H(t) =
H∗(t) такая, что H(t) > 0, и матрицы K(s) = K∗(s), M(s) = M∗(s) ∈ C1[0, τ ]
такие, что

K(s) > 0,
d

ds
K(s) < 0, M(s) > 0,

d

ds
M(s) < 0, s ∈ [0, τ ].

Тогда если
Q22(t) > 0, t ∈ [0, T ], (4)

то для решения задачи (3) верна оценка

V (t, y) ≤ exp

(
−

t∫
0

γ(s) ds

)
〈H(0)(ϕ(0) +D(0)ϕ(−τ )), (ϕ(0) +D(0)ϕ(−τ ))〉

+

τ∫
0

0∫
−η

〈K(−s)ϕ(s), ϕ(s)〉 dsdη +

0∫
−τ

〈M(−s)ϕ(s), ϕ(s)〉 ds
)
. (5)
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Здесь γ(t) = min{q(t), k}.
Доказательство. Схема доказательства данной теоремы аналогична до-

казательству теоремы 1 из [10].
Отметим, что из условия (4) и условий на матрицыK(s), M(s) следует, что

спектр матрицыD(t) при всех t лежит внутри единичного круга {λ∈C | |λ|<1}.
Действительно, поскольку

d

ds
M(s) < 0, то M(0) > M(τ ). Следовательно,

M(0)−D∗(t)M(0)D(t) > 0. В силу критерия Ляпунова асимптотической устой-
чивости решений разностных уравнений получаем требуемое.

Обозначим через α > 0 такое число, что

M(0)−D∗(t)M(0)D(t) ≥ αI для всех t ∈ [0, T ]. (6)

В дальнейшем нам пригодится следующая

Лемма 1. Пусть {ti}, i = 1, 2, 3, . . ., — неотрицательная последователь-
ность и выполнено условие (6). Тогда справедлива следующая оценка:

‖D(tn) . . .D(t1)‖ =

∥∥∥∥∥
n∏

i=1

D(ti)

∥∥∥∥∥ ≤√
ν(M(0))

(
1− α

‖M(0)‖

)n/2

, (7)

где M(0) — положительно определенная эрмитова матрица из теоремы 1,
ν(M(0)) = ‖M(0)‖‖M−1(0)‖ — число обусловленности матрицы M(0). Здесь
и далее используется спектральная норма матрицы.

Доказательство. Введем следующее разностное уравнение:

zi = D(ti)zi−1, i = 1, . . . .

Рассмотрим функцию 〈M(0)zi, zi〉. Очевидно, что
〈M(0)zi, zi〉 = 〈D∗(ti)M(0)D(ti)zi−1, zi−1〉.

Следовательно, из (6) получим

〈M(0)zi, zi〉 ≤ 〈M(0)zi−1, zi−1〉 − α〈zi−1, zi−1〉.
Мы неоднократно будем пользоваться следующими неравенствами:

‖M−1(0)‖−1〈z, z〉 ≤ 〈M(0)z, z〉 ≤ ‖M(0)‖〈z, z〉.
Применяя данные неравенства, имеем

〈M(0)zi, zi〉 ≤
(

1− α

‖M(0)‖

)
〈M(0)zi−1, zi−1〉.

Повторим данную процедуру несколько раз. В итоге имеем〈
M(0)zi, zi〉 ≤

(
1− α

‖M(0)‖

)i

〈M(0)z0, z0

〉
.

Из данного неравенства вытекает оценка

‖zi‖ ≤
√
ν(M(0))

(
1− α

‖M(0)‖

)i/2

‖z0‖.

С другой стороны, zi = D(ti) . . .D(t1)z0, и в силу определения матричной нор-
мы получим оценку (7). Лемма 1 доказана.

Заметим, что γ(t) — T -периодическая функция. Нам пригодится следую-
щая лемма из [18].
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Лемма 2. Пусть x(t) — T -периодическая функция, тогда

t∫
0

x(s) ds ≥ St/T + q, t > 0,

где

S =

T∫
0

x(s) ds, q = min
ξ∈[0,T ]

⎛⎝ ξ∫
0

x(s) ds− ξ

T

T∫
0

x(s) ds

⎞⎠.
Введем обозначения

Φ = max
t∈[−τ,0]

‖ϕ(t)‖,

κ̂ = max
s∈[0,T ]

‖H−1(s)‖1/2

×

⎛⎝2‖H(0)‖(1 + ‖D(0)‖2) +

τ∫
0

‖K(s)‖ ds+

τ∫
0

0∫
−η

‖M(s)‖ dsdη

⎞⎠1/2

, (8)

c = exp

⎛⎝ max
ξ∈[0,T ]

⎛⎝ ξ

T

T∫
0

γ(s)
2

ds−
ξ∫

0

γ(s)
2

ds

⎞⎠⎞⎠.
В следующей теореме мы установим оценки решения начальной задачи (3),

являющиеся аналогами оценок из [10–15].

Теорема 2. Пусть:
1) выполнены условия теоремы 1;

2) выполнено неравенство Δ =
T∫
0

γ(s)
2 ds > 0.

Тогда:
а) если (1−α/‖M(0)‖)1/2 exp(Δτ ) < 1, то для решения задачи (3) справед-

лива оценка

‖y(t)‖ ≤ Φ
√
ν(M(0)) exp(−tΔ)κ̂c

(
1−

(
1− α

‖M(0)‖

)1/2

exp (Δτ )
)−1

;

б) если (1−α/‖M(0)‖)1/2 exp(Δτ ) = 1, то для решения задачи (3) справед-
лива оценка

‖y(t)‖ ≤ Φ
√
ν(M(0)) exp(−tΔ)

(
κ̂c

τ
t+ κ̂c+ 1

)
.

в) если (1−α/‖M(0)‖)1/2 exp(Δτ ) > 1, то для решения задачи (3) справед-
лива оценка

‖y(t)‖ ≤ Φ
√
ν(M(0))(1− α/‖M(0)‖)t/2τ

×
(

κ̂c

(
1−

(
1− α

‖M(0)‖

)−1/2

exp (−Δτ )
)−1

+
(

1− α

‖M(0)‖

)1/2)
.
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Доказательство. Несложно заметить справедливость следующего нера-
венства:

V (0, ϕ) ≤ Φ2

(
2‖H(0)‖(1 + ‖D(0)‖2) +

τ∫
0

‖K(s)‖ ds+

τ∫
0

0∫
−η

‖M(s)‖ dsdη
)
.

Из (5) и (8) для решения задачи (3) справедлива оценка

〈H(t)(y(t)+D(t)y(t−τ )), (y(t)+D(t)y(t− τ ))〉 ≤ exp

(
−

t∫
0

γ(s) ds

)
Φ2 κ̂2

‖H−1(t)‖ .

Поскольку H(t) — эрмитовая положительно определенная матрица, то

‖y(t) +D(t)y(t − τ )‖ ≤ Φκ̂ exp

(
−

t∫
0

γ(s)
2

ds

)
.

Учитывая неравенство

‖y(t)‖ ≤ ‖y(t) +D(t)y(t − τ )‖+ ‖D(t)y(t − τ )‖,

получаем

‖y(t)‖ ≤ Φκ̂ exp

(
−

t∫
0

γ(s)
2

ds

)
+ ‖D(t)y(t − τ )‖.

Пусть t ∈ (kτ, (k + 1)τ ], k ∈ N. Тогда, как и выше, имеем

‖D(t)y(t− τ )‖ ≤ ‖D(t)y(t− τ )+D(t)D(t− τ )y(t− 2τ )‖+ ‖D(t)D(t− τ )y(t− 2τ )‖.

Отсюда

‖D(t)y(t − τ )‖ ≤ ‖D(t)‖Φκ̂ exp

(
−

t−τ∫
0

γ(s)
2

ds

)
+ ‖D(t)D(t − τ )y(t − 2τ )‖

и, следовательно,

‖y(t)‖ ≤ Φκ̂ exp

(
−

t∫
0

γ(s)
2

ds

)

+ ‖D(t)‖Φκ̂ exp

(
−

t−τ∫
0

γ(s)
2

ds

)
+ ‖D(t)D(t − τ )y(t − 2τ )‖.

Введем матричную последовательность

D0(t) = I,

Dk(t) =
k∏

i=1

D(t− (i− 1)τ ) = D(t) . . .D(t − (k − 1)τ ), k ∈ N.
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Повторяя вышесказанные рассуждения, получим

‖y(t)‖ ≤ Φκ̂

k∑
j=0

Dj(t) exp

(
−

t−jτ∫
0

γ(s)
2

ds

)
+ ‖Dk+1(t)y(t − (k + 1)τ )‖.

Используя определение матричной нормы и оценку (7), легко показать
справедливость следующего неравенства:

‖y(t)‖ ≤ Φ
√
ν(M(0))

×
(

κ̂

k∑
j=0

(
1− α

‖M(0)‖

)j/2

exp

(
−

t−jτ∫
0

γ(s)
2

ds

)
+
(

1− α

‖M(0)‖

)(k+1)/2
)
.

В силу леммы 2, обозначения для Δ из условий теоремы 2 и (8) получим

‖y(t)‖ ≤ Φ
√
ν(M(0))

×

⎛⎝κ̂c

k∑
j=0

(
1− α

‖M(0)‖

)j/2

exp (−Δ(t− jτ )) +
(

1− α

‖M(0)‖

)(k+1)/2
⎞⎠ . (9)

Случай 1. Пусть e−Δτ > (1− α/‖(M(0))‖)1/2. Перепишем оценку (9):

‖y(t)‖ ≤ Φ
√
ν(M(0)) exp(−tΔ)

×

⎛⎝κ̂c

k∑
j=0

(
1− α

‖M(0)‖

)j/2

exp (Δjτ ) + exp(tΔ)
(

1− α

‖M(0)‖

)(k+1)/2
⎞⎠ .

Учитывая, что κ̂c > 1, имеем

‖y(t)‖ ≤ Φ
√
ν(M(0)) exp(−tΔ)κ̂c

∞∑
j=0

(
(1 − α

‖M(0)‖

)1/2

exp (Δτ )
)j

.

Откуда получаем требуемое.

Случай 2. Пусть e−Δτ = (1− α/‖(M(0))‖)1/2. Перепишем оценку (9):

‖y(t)‖ ≤ Φ
√
ν(M(0)) exp(−tΔ)

(
κ̂c(k + 1) + exp((t− kτ)Δ)

(
1− α

‖M(0)‖

)1/2)
.

Учитывая, что t ∈ (kτ, (k + 1)τ ], k ∈ N, имеем

‖y(t)‖ ≤ Φ
√
ν(M(0)) exp(−tΔ)(κ̂c(t/τ + 1) + 1

)
.

Что и требовалось доказать.

Случай 3. Пусть e−Δτ < (1− α/‖(M(0))‖)1/2. Перепишем оценку (9):

‖y(t)‖ ≤ Φ
√
ν(M(0))

(
1− α

‖M(0)‖

)k/2

×

⎛⎝κ̂c

k∑
j=0

(
1− α

‖M(0)‖

)(j−k)/2

exp (−Δ(t− jτ )) +
(

1− α

‖M(0)‖

)1/2
⎞⎠ .
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Учитывая, что t ∈ (kτ, (k + 1)τ ], k ∈ N, имеем

‖y(t)‖ ≤ Φ
√
ν(M(0))

(
1− α

‖M(0)‖

)t/(2τ)

×

⎛⎝κ̂c

k∑
j=0

(
1− α

‖M(0)‖

)(j−k)/2

exp (−Δ(k − j)τ ) +
(

1− α

‖M(0)‖

)1/2
⎞⎠ .

Следовательно,

‖y(t)‖ ≤ Φ
√
ν(M(0))

(
1− α

‖M(0)‖

)t/(2τ)

×
(

κ̂c

∞∑
j=0

(
1− α

‖M(0)‖

)−j/2

exp (−Δjτ ) +
(

1− α

‖M(0)‖

)1/2)
.

Откуда вытекает требуемая оценка.
Отметим, что условия 1 и 2 теоремы 2 являются достаточными для экспо-

ненциальной устойчивости нулевого решения системы (1).

2. Робастная устойчивость. Наряду с системой (1) рассмотрим возму-
щенную систему

d

dt
y(t) +

d

dt
((D(t) +D1(t))y(t − τ ))

= (A(t) + A1(t))y(t) +

t∫
t−τ

(B(t, t− s) + B1(t, t− s))y(s) ds, t > 0, (10)

где A1(t), D1(t) — квадратные матрицы порядка n с непрерывными T -периоди-
ческими элементами, B1(t, ξ) — квадратная матрица порядка n с непрерыв-
ными элементами, T -периодическими по первой переменной, т. е. B1(t, ξ) ≡
B1(t + T, ξ). Поскольку при доказательстве следующей теоремы мы будем
использовать теоремы 1 и 2 и рассматривать функционал (2) вдоль решения
возмущенной системы (10), то введем следующие обозначения:

γ̂(t) = min{q̂1(t), k}, (11)

число k из формулировки теоремы 1 для системы (1), q̂1(t) — минимальное
собственное значение матрицы

Q̂(t) = H−1/2(t)

×
(
Q̂11(t)− Q̂12(t)Q̂−1

22 (t)Q̂∗
12(t) −

t∫
t−τ

Q̂13(t, s)Q̂−1
33 (t, s)Q̂∗

13(t, s) ds

)
H−1/2(t),

где

Q̂11(t)

= −
(
d

dt
H(t) +H(t)(A(t) + A1(t)) + (A∗(t) + A∗

1(t))H(t) +M(0) + τK(0)
)
,
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Q̂12(t)

=
1√
τ

(H(t)(A(t) +A1(t)) +M(0))(D(t) +D1(t)) +
√
τK(0)(D(t) +D1(t)),

Q̂13(t, s) = −H(t)(B(t, t − s) +B1(t, t− s)),

Q̂22(t) =
1
τ

(M(τ )− (D∗(t) +D∗
1(t))M(0)(D(t) +D1(t)))

− (D∗(t) +D∗
1(t))K(0)(D(t) +D1(t)),

Q̂33(t, s) = Q33(t, s) = K(t − s).
Теорема 3. Пусть для системы (1) выполнены условия теоремы 2 и сле-

дующие неравенства:

‖D1(t)‖ <
(
‖D(t)‖2 +

‖(M(τ )−D∗(t)M(0)D(t) − τD∗(t)K(0)D(t))−1‖−1

‖M(0)‖+ τ‖K(0)‖

)1/2

− ‖D(t)‖, t ∈ [0, T ], (12)

T∫
0

γ(s) ds >

T∫
0

‖Q̂(s) −Q(s)‖ ds. (13)

Тогда нулевое решение системы (10) экспоненциально устойчиво.

Доказательство. Поскольку для системы (1) выполнены условия тео-
рем 1 и 2, то определены функционал (2) и матрицы H(t), M(s), K(s). Рас-
смотрев данный функционал на решении возмущенной системы (10), можно
прийти к следующему выводу: чтобы доказать, что нулевое решение систе-
мы (10) экспоненциально устойчиво, достаточно показать, что для системы
выполнены условия теорем 1 и 2. То есть требуется доказать, что выполнены
следующие условия (аналог условий (4) и п. 2 теоремы 2):

Q̂22(t) > 0, t ∈ [0, T ], (14)
T∫

0

γ̂(s) ds > 0. (15)

Докажем условие (14). Учитывая, что ‖N−1‖−1 — минимальное собствен-
ное значение эрмитовой положительно определенной матрицы N , оценим ма-
трицу Q̂22(t):

Q̂22(t) ≥
(∥∥Q−1

22 (t)
∥∥−1 − 2‖D1(t)‖‖D(t)‖
× (‖M(0)‖/τ + ‖K(0)‖)I − ‖D1(t)‖2(‖M(0)‖/τ + ‖K(0)‖)

)
I.

В силу данной оценки и условия (12) имеем Q̂22(t) > 0. Откуда следует, что (14)
выполнено.

Нетрудно увидеть, что в силу неравенства

Q(t) + ‖Q̂(t)−Q(t)‖I ≥ Q̂(t) ≥ Q(t) − ‖Q̂(t)−Q(t)‖I
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справедливо неравенство

q1(t) + ‖Q̂(t) −Q(t)‖ ≥ q̂1(t) ≥ q1(t)− ‖Q̂(t)−Q(t)‖,

где q1(t) и q̂1(t) — минимальные собственные значения матриц Q(t) и Q̂(t)
соответственно. Тогда в силу неравенства треугольника

|q̂1(t)− k| ≤ |q1(t) − k|+ |q̂1(t) − q1(t)| ≤ |q1(t)− k|+ ‖Q̂(t)−Q(t)‖,

следовательно,

γ̂(t) = min{q̂1(t), k} = (q̂1(t) + k − |q̂1(t) − k|)/2
≥ (q1(t) + k − |q1(t)− k|)/2− ‖Q̂(t) −Q(t)‖,

что эквивалентно γ̂(t) ≥ γ(t)− ‖Q̂(t)−Q(t)‖. Из (13) вытекает (15). Теорема 3
доказана.

Заключение. С использованием функционала Ляпунова — Красовско-
го (2) доказаны достаточные условия экспоненциальной устойчивости нулевого
решения системы (1).

Получены оценки на решения системы (1). Параметры в полученных оцен-
ках конструктивны. Также указаны условия на матрицы в (10), при которых
сохраняется экспоненциальная устойчивость.

Автор выражает глубокую благодарность Г. В. Демиденко, И. И. Матвее-
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