




















яе порождается объектами Е{ как триангулированная категория. Напри-
мер, свертку скрученного комплекса

<7þ

нельзя получить, вообще говоря, с помощью операции взятия конуса
замкнутых морфизмов из объектов Ео и Et. Чтобы преодолеть эту труд-
ность, мы вводим следующее определение.

О п р е д е л е н и е 1. Скрученный комплекс C = {EU qi3) над DG-катего-
рией s& называется односторонним, если q{j=0 при i^j.

П р и м е р . Если s£=C{$) —категория комплексов над аддитивной
категорией Ш, то односторонний скрученный комплекс над si> — в точ-
ности скрученный комплекс над $ в смысле ОЪрайена, Толедо, Тон-
га [7].

Односторонние скрученные комплексы позволяют определить на
категории DG-Cat еще одну монаду.

Пусть зФ — DG-категория. Обозначим через $& DG-категорию, полу-
чаемую из s& присоединением формальных сдвигов объектов. Ее объек-
тами являются символы E[i], где £ 6 O b ^ , tGZ. Если Е, F£Ohs&, то

Н о т - (Е [I], F [/]) = Нот^ (Е, F) [j - i].

Обозначим через Pre-Tr+(*5^) полную DG-подкатегорию в Рге-Tr
объектами которой являются односторонние скрученные комплексы. Ес-
ли C—{Eh qi5} —скрученный комплекс над s& и п= {пи £GZ} —набор це-
лых чисел, то определим новый скрученный комплекс С{п} = {Е/, Цц),
где

Е\ = ф Ej [ny], q'u = \qM | (k + nk = it I + щ = /),
j+nj = t

>qhi— образ qhidHomh~l+i (Eky Ei) при отождествлении последней группы с

Скрученный комплекс С{п} будем называть ассоциированным с С при
помощи п. Переход к ассоциированным комплексам задает на Рге-Тг(^)
действие свободной абелевой группы Z00 посредством автоэквивалентно-
стей предтриангулированной категории. Более того, С{п} канонически
изоморфен'С. Допуская вольность речи, мы будем отождествлять С с
ассоциированными комплексами С{п).

Кроме того, на скрученных комплексах над s& определен^ два ком-
мутирующих функтора сдвига, совокупное действие которых будет обоз-
начаться С>-+С[т, п]. Если C = {EU qtj}9 то

С[т, п] = {(Е^т [n])iez, qi-mj-m}.

Пусть теперь U={Viy ri3)—скрученный комплекс над Pre-Tr(j^) и
п={пь i'GZ}—набор целых чисел, как выше. Определим ассоциирован-
ный комплекс U{{n}}, t-й член которого есть Vi[—ni9nt] а отображе-
ния суть образы Гц при отождествлении

Функтор свертки

Tot: (Рге-Тг)2 (А) -> Рге-Тг (Л)
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переводит ассоциированные комплексы в ассоциированные:

Л е м м а 1. Пусть U={Vh rtJ) —односторонний скрученный комплекс
над Pre-Tr+(«s$)czPre-Tr(j^). Если числа пи r£Z, достаточно быстро воз-
растают, то Tot (£/{{#}}) является односторонним скрученным комплек-
сом.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно выбрать гц так, чтобы л*—n{-i бы-
ло больше, чем М{—тг_ь где mb М4 — минимальный и максимальный но-
мера ненулевых членов скрученных комплексов V», П

О п р е д е л е н и е 2. Определим функтор

Т о й : (Рге-Тг+)2 (Л) -> Рге-Тг+ (А),

полагая для одностороннего скрученного комплекса U над Pre-Tr+(«s$)

для достаточно быстро возрастающей последовательности целых чисел
п=\гц).

Различные выборы последовательности п приводят к канонически
изоморфным ответам.

Обозначим также через е^ + каноническое вложение

П р е д л о ж е н и е 1. Естественные преобразования функторов

Tot + : (Pre-Tr+)2 ~> Pre-Tr+, s+: id ^ Рге-Тг+

на категории DG-Cat задают монаду. О
Обозначим через Тг+(*я£) категорию нулевых когомологий DG-кате-

гории Рге-Тг+(*5^).
П р е д л о ж е н и е 2. Категория Tr+ (s&) является полной триангули-

рованной подкатегорией в Tr(«s$). Она порождена объектами s& как
триангулированная категория.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Конус замкнутого морфизма в Pre-Tr+ (sfi)
получается сверткой (т. е. операцией Tot+) от соответствующего одно-
стороннего комплекса. Это доказывает, что Т г + ( ^ ) триангулированная
Покажем, что она порождена Ob s&. Пусть {Еи qijy i<j}—односторон-
ний скрученный комплекс над .5$ и только объекты Еи . . . , Еп отличны
от нуля. Тогда

— замкнутый морфизм; морфизмы qn-2.n-i и qn-2.n задают морфизм иа
Еп-2 в конус qn-i,n (в категории Рге-Тг + (^)) и т. д. Продолжая таким
образом, представим С как итерированный конус (в Рге-Тг+(*я£)) замк-
нутых морфизмов, начиная с объектов Е4. Переходя к гомологиям, по-
лучаем, что Tr+(iS£) порождена О Ь ^ .

Т е о р е м а 1. Пусть S — предтриангулированная категория, Е1у . . .
. . . , Еп — объекты &, S4>QZ& — полная DG-подкатегория на объектах £V
Тогда (Еи . . . , Еп)н°$ эквивалентна Т г + ( ^ ) как триангулированная ка-
тегория.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим функтор

переводящий скрученный комплекс над зФ в его свертку в & (при этом
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формальные сдвиги объектов из st> заменяются на их настоящие сдвиги*
в <§). Функтор Ф задает изоморфизмы на комплексах Нот. Следова-
тельно, //°(Ф) есть эквивалентность категории Тг+(«я£) с ее существен-
ным образом. Так как Т г + ( ^ ) порождена s& как триангулированная ка-
тегория, существенный образ Tr+(j$) при Ф совпадает с (Еи . . . , Еп).

Из доказанной теоремы вытекает, что всякая оснащенная триангу-
лированная категория может быть представлена как полная триангули-
рованная подкатегория в гомотопической категории DG-модулей над
подходящей DG-алгеброй. Утверждения такого рода (для случая алгебр
с тривиальной /^-структурой) рассматривались в работах [9], [10].

З а м е ч а н и е . Можно было бы взять за основу монаду (Рге-Тг4",
Tot+, e+) и определять « + -предтриангулированные» категории как ал-
гебры над этой монадой. С точки зрения понятия триангулированной
категории это выглядело бы даже естественнее, ввиду теоремы 1. Одна-
ко все реально возникающие триангулированные категории допускают
более богатую структуру: свертку произвольных, а не только односто-
ронних скрученных комплексов. Поэтому мы аксиоматизируем именно
эту структуру.

§ 5. Заключительные замечания

А. К о м п о з и ц и и М а с с и. Если

— цепочка компонируемых замкнутых морфизмов в DG-категории $i> и
8i=deg(di), то определено множество

<<*\ ..., П с Н о т я С ; ^ 1 " (С0, О .
называемое множеством значений многозначной композиции Масси мор-
физмов dl (см., например, [11]). Известно, что это множество не пусто
тогда и только тогда, когда множества значений всех частичных опера-
ций Масси

содержат 0; в частности, произведения соседних морфизмов являются
кограницами, т. е. (С, dl) задают комплекс над H'{&f).

С другой стороны, определение скобок Тоды в топологии [12], [13]
легко переносится на случай произвольных триангулированных катего-
рий, давая для цепочки компонируемых морфизмов

(скажем, степени 0) триангулированной категории 3) множество

<d\ . . . , d0} с Ext tV (С0, Cn+1).

Можно проверить, что для оснащенной триангулированной катего-
рии композиции Масси совпадают со скобками Тоды. В работе [16] это
доказано для гомотопической категории комплексов.

Б. К-теория. Вопрос об определении высших /С-функторов Квил-
лена [14] абелевой категории s& по триангулированной категории Db(s4>)
является открытым. Некоторым продвижением является работа В. А. Хи-
нича и В. В. Шехтмана [15], в которой К^ определены в терминах ка-
тегории Cb(s&) конечных комплексов над i и их квазиизоморфизмов.
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.Методом Хинича — Шехтмана можно определить для любой предтриан-
тулированной категории 8 псевдосимплициальную категорию £/.($*)>
реализация которой может быть названа пространством алгебраической
/(-теории 8 (а ее гомотопические группы — /(-функторами 8). Приме-
нение этой конструкции к естественному оснащению Dh{s4-)> построен-
ному при помощи инъективных резольвент, дает /(-функтор Квиллена
для si-.

В. П е р е с т р о й к и и с к л ю ч и т е л ь н ы х н а б о р о в .
О п р е д е л е н и е 1. а) Исключительным объектом в С-линейной

предтриангулированной категории 8 называется объект Е, для кото-
рого

#° (Нотё ( £ , £ ) ) = С
и

Н1 (Homg (Я, Е)) = 0 при 1фО.

б) Исключительным набором называется упорядоченный набор ис-
ключительных объектов (£*о, . • • , Еп), удовлетворяющий условиям:

(Eh Ej) — ациклический комплекс при

Определение исключительного набора в триангулированной катего-
рии см. в [9].

Исключительный набор из двух объектов называется исключитель-
ной парой. Для исключительной пары (£", F) определяются правые и ле-
вые перестройки. Это пары (LF, Е) и (F, RE), где LF и RE определяют-
ся как свертки комплексов:

LF - T(Hom(£, F) ®E-^F)y—

RE = Т (Е ^ Нот (£, F)* ® Е).
-1 ;

Объясним обозначения. Т — функтор свертки; индексы под объекта-
ми фиксируют градуировку комплекса объектов из 8\ если V—С-век-
торное пространство, то V®E — прямая сумма dim V экземпляров объ-
екта Е\ Hom(£l, F)®E — это комплекс объектов категории 8, так как
Hom(£, F)—комплекс С-векторных пространств. В комплексе
Н о т ( £ , F)* при сопряжении градуировка меняет знак; / и г — канони-
ческие морфизмы.

Перестройка исключительного набора — это (правая или левая) пе-
рестройка какой-либо пары соседних элементов набора. Результат пе-
рестройки будет исключительным набором.

Предположим, что предтриангулированная категория 8 порождена
исключительным набором а = (£0, •••, Еп). Тогда категория Н°(8) бу-
дет порождена этим набором как триангулированная категория. По тео-
реме 1 § 4 Н°(8) определяется Дб-категорией s&a — полной подкатего-
рией в 8 на объектах Е{ набора а. Перестроенный набор также будет
порождать категорию Н°(8) (см. [9]). Поэтому было бы естественно
проследить за тем, как меняется категория зФа при перестройках набо-
ра. Для этого нужно определить Нот-комплексы между элементами пе-
рестроенного набора а, что легко сделать явно, пользуясь формулами
для перестроек и предточностью представимых функторов (предложе-
ние 3 § 3). Переходя к гомологиям DG-категории Ла получим Ext-
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группы между элементами набора о. Вычислить же их, исходя из Ext-
групп исходного набора, вообще говоря невозможно.

Если рассматривать алгебры s&o как DG-алгебры с точностью до ква-
зиизоморфизма, то перестройки этой алгебры образуют действие груп-
лы кос Артина. Это следует из соответствующего результата для триан-
гулированных категорий [17], [9].
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