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1937 МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК Т. 2 (44), N. 6 

RECUEIL MATHEMATIQUE 

О росте целой функции по лучу и о распределении ее нулей 
по аргументам 

Б. Я. Левин (Одесса) 
Введение 

Большая часть работ по теории роста целых функций посвящается исследованию 
вопросов: 

1) Связи между ростом максимума модуля целой функции М (г) и убыванием 
коэфициентов ряда Тейлора, представляющего эту функцию. Сюда относятся работы 
ВогеГя 2, Hadamard'a 2, Lindelof a 3 и др. 

2) Связи между ростом М(г) и ростом п (г), где п(г) — число нулей целой 
функции в круге радиуса г. В этих работах используется разложение функции 
в бесконечное произведение по Вейерштрассу. В большинстве работ ограничиваются 
функциями конечного рода 4. Первые результаты в этом направлении получены 
Poincare 5, ВогеГем и Hadamard'oM. 

Теорема Hadamard'a устанавливает следующий факт. Пусть 
~ lnlnAf(r) — In n (r) 

г-^оо Х11' г-+оэ 114 ' 
тогда 

С другой стороны, Borel доказал, что для канонического произведения рх ^ р. Из 
этих теорем следует, что при р не целом рх = р. ^ 

Кроме того, ВогеГем * была установлена следующая теорема о регулярности роста: 
Если неравенства 

г < 1 п Ж ( г ) < г 

выполняются для всех достаточно больших г, то и неравенства 
Р —е p+,s 

г <п(г)<г 
выполняются при всех достаточно больших г. 

Верно и обратное, т. е. из вторых неравенств следуют первые. Более точные 
результаты установлены Lindel6f ом 3 и Boutroux 6, которые вместо неравенств, рас­
смотренных ВогеГем, изучали неравенства 

1 Borel , Lemons sur les fonctions entieres (Paris, 1900). 
2 Hadamard , Sur la croissance des fonctions entieres (Bull. Soc. Math., 24). 
3 Lindelof, Memoire sur la theorie des fonctions entieres de genre fini (Acta Soc. sc. 

Fennicae, 31). 
4 Впервые ввел понятие о роде Laguerre (Oeuvres compl., t. I). 
3 P o i n c a r e , Sur les fonctions entieres (Bull. Soc. Math., 18). 
0 Bou t roux , Sur quelques proprietes des fonctions entieres (Acta math. 28). 
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r In r . . . ln_ г < 1 п Л 1 ( п < г In r . . . l n r 
И 

r In r...lnm r < / i ( r ) < r l n / - . . . l n ^ r (/•>/?,) 

и доказали, что при р не целом из одних неравенств следуют другие. Основные 
результаты ВогеГя и Hadamard'a были также уточнены после введения Pringsheim'oM т 
понятия о типе функции. Типом функции называется величина 

А = hm w 

или, по Lindel6fу, величина 
А ,— 1пМ(г) 

Ах = hm ' - « , / l n a i r . . . l n a w r 
Пусть 

п(г) В, = Urn 
r^oo / In * Г . . . 1П m Г 

/и 

Lindelof показал, что при р не целом Вх и Ах одновременно = 0, оо или конеч­
ному, отличному от нуля, числу. Если же последовательность нулей растет так, что 

Hm ^ > 0 , 
Pi ^ 

где р х > [ р ] , то, как установил Boutroux б, 
\r\M(r) = c(r)n(r) [l<c(r)<m], 

где т и I — постоянные положительные числа. 
Таким образом при р не целом рост М(г) мало зависит от аргументов нулей 

целой функции. В случае же р целого аргументы нулей оказывают влияние на рост-
целой функции, так как в этом случае, согласно теореме Lindelof'a 8, вопрос о при» 
надлежности функции к минимальному, нормальному или максимальному типу (А = О, 
конечной величине =^=0 или оо) решается в зависимости от того, стремится ли 
к нулю, ограничена или неограниченно растет величина 

:(г) = I ~Г D 2j р 
п 

где а0 — коэфициент при старшем члене полинома, стоящего в показателе степени 
перед каноническим произведением, ап — нули целой функции и р—род. 

Итак, в общем случае для установления связи между ростом целой функции 
и аргументами ее нулей нельзя ограничиться исследованием функции М (г), а нужно 
более полно исследовать рост целой функции. Для этого я использую введенное 
Lindelof ом и Phragmen'oM 9 понятие индикатора роста целой функции и, таким, 
образом, исследую связь между аргументами нулей функции и ее ростом по раз­
личным направлениям. 

* ln^ х = In lnK__1 х и lnx х = In x. 
7 P r i n g s h e i m , Elementare Theorie der ganzen transzendenten Funktionen von endlicher: 

Ordnung (Math. Ann., 58). 
8 «Sur les functions entferes d'ordre entier» (Ann. Ecole Norm., 1906). 
9 L i n d e l o f e t P h r a g m e n , Sur une extension d'un principe de Tanalyse ... (Acta Math., 31).. 
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Наиболее полные результаты получены мною для функций с совокупностью 
нулей вполне измеримой плотности, т. е. таких, для которых существует предел: 

Д(ф) = lim п^г' ^ (при произвольных ф), 
г->со г9 L (Г) 

где я (г, ф) — число нулей в секторе 0 < a r g , 2 : ^ ф, | г | ^ г и L(r) — «медленно 
растущая» функция *. 

Здесь мне удалось установить формулу, связывающую индикатор роста h (cf) 
с функцией А(ф), характеризующей распределение нулей по аргументам. В главе IV 
я исследую функции, имеющие подмножество нулей вполне измеримой плотности. 

Метод исследования, примененный в данной работе, является комбинацией метода 
Phragmen'a и Lindel5fа и метода Р61уа10, п , примененного им для оценки сумм 
определенного вида. Правда, этот последний метод мне пришлось сильно видо­
изменить. 

ГЛАВА I 

§ 1. В этой главе, имеющей подготовительный характер, мы установим общие 
теоремы о росте непрерывных функций и бесконечных последовательностей, которые 
нам понадобятся в дальнейшем. Обозначим через L(r) функцию, обладающую сле­
дующими свойствами: 

a) L (г) положительна и непрерывна при г ^> 1, 

b) т «<< г ' <^т при всех / Й ^ 1 и при г > / < ( е ) ; при я г < 1 знаки не-

равенств меняются, но R(s) остается то же [/?(г) зависит только от s > 0 ] . 
Из этого определения непосредственно следует, что 

при Мх^т^М2 и r > R 1 ( s v M v M 2 ) (Мх и М2 -— положительные числа, a Rt 

зависит только от величин, стоящих в скобках), и что 

1,ш ^ = 1 И. 

Нам понадобится следующая основная 
Л е м м а . Пусть f(r) > 0 — непрерывная на интервале (1, оо ) функция, причем ~ '*» — ,„ 

(2) 

* Точное определение см. в первой главе. 
10 Р 61 у a, Bemerkung tiber unendliche Folgen und ganze Fimktionen (Math. Ann., 88). 

См. также сноску 14 и 
11 P 6 1 у a, Ober eine neue Weise bestimmte Integrate... (Gottinger Nachrichten, 1917, S. 149). 
12 Впервые аналогичное понятие ввел Landau (Bulletin de l'Acad. de Belgique, 191U 

p. 443—472). По Landau L(r) непрерывна, монотонна и 

lim Д ; — 1 
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Существует функция L(r) такая, что 

f(r)^/L(r), 

причем равенство выполняется для бесконечной последовательности значений г: 

гг<г2<гг<:... (гп—+оо). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим функцию 

г 
она непрерывна при г > 1 . 

Нужно отдельно разобрать два случая: 
I) lim ср (г) = оо , 

II) lim y(r) = c, 0<<£<<оо . 

1. Займемся первым случаем. Будем откладывать в декартовой системе коорди­
нат на оси х значения In г и на оси у — значения 1п ср (г). Таким образом получим 
кривую 

у = у1(х)1 
откуда 

<Р(Ф 
Ь (in r) 

Из (2) следует, что при r > / ? ( s ) 

<Р (r) <С r ? In ср (г) <d s In г 

и, следовательно, при x^>x(s) кривая у = <рг(х) находится под прямой у = ех. 
Построим наименьшую выпуклую область G 13, содержащую все точки кривой 

у==^1(х) такие, что у ^ 0, л : ^ т ] > 0 , и все точки луча л г ^ О , з> = 0; эта область 
является пересечением всех выпуклых областей, содержащих указанные точки, 
и, следовательно, существует, если существует хотя бы одна область, обладающая 
этим свойством. Но такой областью является первый квадрант, что и доказывает 
существование G. 

a) Все точки области G с абсциссами х^>х(г) лежат под прямой у = ех. 
Если бы это не выполнялось, то вся прямая (а) у = ех принадлежала бы G. 

Проведем прямую ((}) у = гхх, 0<^ег<ае. При 
х^>х(гх) все точки кривой у = срх (х) лежат под пря­
мой ([J) (фиг. 1). Проведем теперь прямую (у), парал­
лельную ((5), так, чтобы вся кривая у — уг(х) лежала 
под этой прямой. Прямая (у) делит всю плоскость на 
две части. Пересечение полуплоскости, содержащей пря­
мую ф), и G дает выпуклую область G1? меньшую 
чем G, но содержащую все точки кривой у = ух(х), 

x ^ 7 j ^ > 0 , у^О и луч д г ^ О , у = 0, а это противоречит определению G. 
b) Если один из концов прямолинейного отрезка ЛВ (например, А) — внутренняя 

точка G, а В принадлежит G, то внутренние точки отрезка ЛВ суть внутренние 
точки области G. 

Фиг. 1. 

п О выпуклых областях см, B l a s c h k e , Kreis und Kugel (Leipzig, 1916). 
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В самом деле, опишем из А круг, все точки которого принадлежат G, и соеди­
ним каждую точку этого круга с В отрезком. Полученная фигура принадлежит 
области, и, следовательно, дая каждой внутренней точки отрезка АВ существует 
окрестность, принадлежащая G. 

С л е д с т в и е . Если на отрезке АВ, концы которого принадлежат границе, 
есть еще одна граничная точка, то он весь принадлежит границе. 

c) Прямая л; = я ^ > 0 пересекает границу области точно в двух точках. 
Точка (я, 0)— граничная точка области G. Если бы на луче х=-а, у^О не 

было больше граничных точек, то весь луч, а следовательно, весь I квадрант, при­
надлежали бы области G, а это противоречит а). 

Докажем, что на этом луче нет больше двух граничных точек. Справа от луча 
есть внутренние точки G. Соединим одну из них отрезком с началом координат. 
Точка пересечения этого отрезка с лучом х = а, у^О — внутренняя точка G 
[см. Ь)], и, таким образом, из следствия Ь) вытекает, что на луче х = а больше 
граничных точек нет. Отсюда все точки, лежащие на луче под граничной точкой 
(а,у), у^>0, — внутренние точки области. Все точки, лежащие над нею, не при­
надлежат области G. 

С л е д с т в и е . Если (х,у), у^>0, — координаты точки границы, то у = 
=^'Ь(х) — однозначная функция, определенная для всех х ^ О , причем ф (х) ^ 

d) Точка границы, не являющаяся внутренней точкой отрезка, состоящего из 
граничных точек, называется экстремальной точкой 14. Докажем, что всякая экстре­
мальная точка, кроме начала координат, принадлежит 
кривой у = уг(х). Пусть аС*^ ,^ ) — экстремальная 
точка, не принадлежащая кривой у = уг(х). Так как 
множество точек этой кривой замкнуто, когда х из­
меняется в замкнутом интервале, то экстремальная точка 
находится на конечном расстоянии d^>0 от кривой 
у = уг(х). Опишем из а как из центра круг радиуса 
я ^ ^ а ? . Этот круг пересекает прямую х = х1 в двух Фиг. 2. 
точках, из которых одна не принадлежит области G, 
а другая — внутренняя точка области [см. с)]. Поэтому на каждой из дуг Y и Yi 
(фиг. 2) есть граничная точка. Обозначим эти точки А и В и проведем через 
них прямую §. Отрезок АВ не может пересечь прямую х = хг над точкой а, так 
как он содержал бы точку, не принадлежащую области. Не может он также со­
держать а, так как тогда он весь принадлежал бы границе и а не была бы экстре­
мальной точкой. 

Итак, АВ содержит внутреннюю точку G. Следовательно, все точки АВ, не 
считая концов, — внутренние точки области, и а — над прямой §. Все остальные 
точки 5 не принадлежат области. Взяв теперь пересечение G с полуплоскостью, 
ограниченной § и содержащей кривую _у = срх (л:), получим выпуклую область 
G, меньшую чем G и содержащую кривую y = <pi (х), х^О, у^О. 

Таким образом в каждой экстремальной точке ф (х) = &1 (х). 

14 См. Р 61 у a, Lucken und Singularitaten von Potenzreihen (Math. Zeitschr., 29). 
6 Математический сборник, т. 2 (44) : б. 
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е) ф(х) —монотонно растущая* функция. Пусть х.,^>х1, Л1(х1,у1) и 
А%(х2,у2)— точки границы и, следовательно, Уг, у2^>®> Возьмем на кривой 
v = yl(x) точку Аг(хг,уг)9

 xs^>x2> Уъ^>У\ [это возможно, так как lim tf1(x) = 

= оо] и соединим Ах и Л3 отрезком (фиг. 3). Точка 
Л2 — граничная и, следовательно, должна лежать над или 

у=<ррс) на отрезке Л аЛ3 [см. с)]. 
f) На кривой y = ty(x) существуют экстремальные 

y=<f(x) точки с произвольно большими абсциссами. 
Если бы это не выполнялось, то при х^>с, с== 

ф и г з. = const, все точки границы лежали бы на прямой. В 
силу монотонности ф (х) эта прямая должна иметь поло­

жительный угловой коэфициент. Но это невозможно, так как, проведя через начало 
координат прямую с меньшим, но положительным угловым коэфициентом, полу­
чим, что существуют точки с произвольно большими абсциссами, лежащие над 
этой прямой. Это противоречит положению а). 

С л е д с т в и е . Существует последовательность хх < х2 < . . . (хп—> оо) такая, что 

.ф(х + 0_ф(лг) 
•g) о < -<^£ при лг>лг(г), / — произвольное число. 

у=$(х) 

Проведем прямую у — ех (фиг. 4). Если г достаточно мало, то эта прямая 
пересекает кривую у = <Ь(х) в точке (Х(г), К (г)). При х^>Х(г) прямая, соединяю­
щая начало координат с точкой границы (х, у), имеет 
меньший угловой коэфициент, так как все точки G 
с абсциссой х>Х(е) лежат под прямой у = гх. 
Все точки прямой между началом координат и точ­
кой (л:, у) принадлежат G, а все остальные точки 
прямой — не принадлежат. Отсюда следует, что угло­
вой коэфициент хорды, соединяющей точки (х, ф (х)) 
и (х-\-1, ф (х-\-1)), меньше г. Левая часть неравенства 
следует из монотонности. 

2. Перейдем теперь к случаю lim<p(r) = c < o o . Построим, как и прежде, 
кривую у = Чг (х). Теперь ^ ^ 

lim cpj (x) = сг, 

сг может быть равно —оо. Из (1) 

lim *^з: —оо или lim (^x (x) -j-sx) = oo. 
- 0 0 Г 

Проведем теперь прямую у = — ггхг, s2 > 0 , и возьмем отрезок этой прямой от 
начала координат до х = хг, выбрав хг так, что <рх (хг) -f- hxi > *• Возьмем те­
перь отрезок прямой j / —|— sxлт1 = — s2 (х — хг) от хх до л:2 такого, что ср (*2) -f-
+ 8 2 J C 2 > 2 и т. д. (фиг. 5). Выбрав хх 0 2 0 8 < . . . (хп—*оо) и 

* Говоря «растущая:, мы имеем в виду существенно растущую функцию, в отличие 
от неубывающей функции. 
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£ 1 > £ > > - - - ( £ л — * 0 ) > получим кривую у = фх (х), состоящую из отрезков. с[>г (ЛГ) 
монотонно убывает и удовлетворяет условию 

<' < 0 

при х^>х(е). 
Рассмотрим теперь кривую у = у2(х), ср2 (х) = уг (х) — сЬх (х). Очевидно, что 

lim ср2 (х) = оо; кроме того, cĵ  (л:) ̂ > — -^ х при х ^> хг (г) и срх (х) <С v x ПРИ 

* - > о о ^ ' ~ 

X^>JC 2 (S ) . Следовательно, при достаточно большом х, 
Ф2 (х) <^ гх. Таким образом мы пришли к первому 
случаю. 

Построим для у2(х) функцию ty2(x)^y2(x), при­
том так, чтобы равенство имело место при произвольно 
больших значениях х. Обозначим сумму <Ьг (х) -\- ф2 (ЛГ) 
через ф (х), тогда 

А Ч ^ty(X + t) Ф М / -^ / \ 
А) — з < - 7 < £ при х>х(г), 
В) фМ^ср^д:) . 
Положив L(r) = ^ ( l n r \ найдем, что 
А ) ^ <-ТТ^<т ПРИ ^ > Ь 

Е ^ L (mr) ^ -т <~T7W<m /га<1 
(r>/?(e), / = lnm), 

L(r) 
В) <p( r )<I ( r ) , 

причем равенство имеет место для произвольно больших значений г. 
З а м е ч а н и е . При доказательстве мы не пользовались тем обстоятельством, 

что множество точек у = cpj (х) образует непрерывную кривую. Достаточно пред­
положить, что множество точек замкнуто, когда х меняется в произвольном за­
мкнутом интервале. 

§ 2. Можно также дать оценку для роста/(г) снизу, если 

н ш -ZW = о , 

lim f(r) _ 
оо. 

Рассматривая функцию 

получаем из предыдущей леммы 

от 
(2') 

to (г) = £ -г . 
'• fir) 

и так как L(r) входит в класс функций L(r), то 

••Ъ (г) и f{r)^r^Lx{r), 1 
(3) 

причем равенство имеет место для произвольно больших значений г. Из замечания 
в конце § 1 следует применимость основной теоремы к бесконечной последователь­
ности г., 

о* 

оо) конечного порядка, т. е. т^кой, что 

lim X — , • = оо, lim 
-оо k X-f £ = 0. 
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В этом случае кривая у = ф (х) состоит из отрезков, так как экстремальные точки 
изолированы. 

Итак, существует функция L{k) такая, что 

г л < й L(k). 
Если же, кроме того, 

lim -Y-,— = 0, lim -^ = оо, 
£-+оо k Ъ-+ы k 

то существует Lx (k) такая, что 

Равенство выполняется в том и другом случае для бесконечного множества зна­
чений к. 

§ 3. Пусть дана последовательность гх^гъ^гъ^ . . . такая, что 
00 j 

2 "S+T (4) 

сходится при всяком £ ^> 0 и ряд 
со t 

2 -&=-. (5) 

расходится при всяком s > 0 . Число р 2 ^ 0 называется показателем сходимости 
последовательности. 

Из (4) следует, что 

k 

Из (5) следует, что для бесконечного множества значений к 
S Зр2 

г" 3 <k^~2. 
Иначе: 

lim 2 Г ^ 1 , 
&-^оо р2 

т. е. 
7 7 - & 
lim = о о . 

k 

(5') 

Возьмем точную нижнюю границу чисел р, для которых выполняется 
k 

lim — = оо, 

k^rk 

и обозначим ее через pj; очевидно, что 0 ^ р х ^ р 2 , 
lim - ^ T = 0 (4") 

К 

lim = оо. (5") 
и ГН~& 

Л-^ОО Г 
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lim 
k -^GO 

lim 
k ~^oo 

rk 
1 

kT*~ 
rk 
1 

, 
"' 

— ="= 
•s 

Предположим сначала, что P j ^ O , и будем рассматривать rk как функцию 
от k. Тогда (4'), (5'), (4") и (5") можно переписать так: 

г 
сю, lim ——— = 0, 

Л " £Pt 

Отсюда, основываясь на последнем результате предыдущего параграфа, можем 
утверждать, что существуют две функции Lx (k) и L2 (k) такие, что 

1 j _ 

kH L2(k)^rk^kH Lx(k), (6) 

причем равенства справа и слева выполняются для бесконечного множества 
значений k, 

В случае р1 = 0 мы будем рассматривать k как монотонную функцию rk и, 
основываясь на (4'), (4"), (5"), можем написать: 

I 1 ( r A ) < f t < r ; i a ( r 4 ) , (7) 

причем оба равенства выполняются для бесконечного множества значений k. 
Функция Lx (k) монотонно растет. В самом деле, In k — монотонно растущая 

функция от 1пГд,. Кривая у == ф (х) составлена из отрезков прямых, соединякзщих 
точки (lnrft, 1п/г), т. е. ф (л;) монотонно растет, откуда из равенства Lx(rk)-^ 

= е следует монотонный рост функции L(rk) *. 

ГЛАВА II 
§ 1. Рассмотрим каноническое произведение 

Ф(г)=П*(-7-;/Л, 
где 

*(T.̂ ) = ( - f ) 
£- + ...+ — 

е 

причем существует 
k * 

lim —— = Д [L (г) входит в класс функций L (г)], (1) 
& v k' 

р^>0 — не целое число. Мы назовем Д плотностью последовательности. Докажем 
теорему: 

* Введенное здесь обобщение порядка роста совпадает в существенном с «уточненным 
порядком» Valiron'a, но при доказательстве не используются специальные свойства функ­
ции М (г). 
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1 \п\Ф(ге^)\ 
Т е о р е м а 1. —'—~ стремится при г—> оо равномерно относительно со, 

rJL"(r) 
при 7 j ^ c p ^ 2 i T — Г] (ц^>0)у к пределу — cosp(cp— тт). 

Естественно считать, что этот предел дает характеристику роста функции Ф(г)у 

когда z стремится к бесконечности по лучу arg2 = cp, 
00 / г \ 

k=i 

где 

/&) = ь\е&р) 

Для оценки этой суммы положим ^(k) = —~- и докажем, что ср (k) отно-
k[' 

сится к классу функций L *. 
Из (1) следует: 

ОТ(1-з1)<%/^<'"(1+з1)) 

для яг}>1 и k^>kx, зависящего от г, или при т<^\ и mk^>kx. 
Из определения Z, (г) следует, что 

( rmk\ ^ L (rmk) ^ (rmk\ 'J, *v U) 
(для k^> k2, не зависящего от т). Отсюда 

1 1 

[«(1-в1)]Р + ,<^<[»(1+е1)Г ,^ = И 1 ) 

1 1 1 1 1 1 

/и - < [ l _ S l ] /я < T W < W [ l - t - s j О . (Л) 

Итак, со (&) = LJ'(&) и rk^=kLl{k). 
Пусть теперь rn^r'^^Л+1, т. е. 

/г'L* W < r < ( / i | l ) 4 j ( / i - f l ) , г = (л-{-в)РА*(л + 0), О < 0 < 1 , 

и пусть пг — п-\-Ь. Тогда 

In 1 Ф (re**) ! _ 1 ^ , яг1 Z,.' (£) 

L/г1 I i («i) J 

, /(л:, cp)r,̂ -ln 

* ? (&) можно сделать непрерывной, соединяя точки [k, ср (k)] и [& + 1, <р (& |- 1)] отрез­
ками. 
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f(x, ср) равномерно непрерывна при ег^х^т и 7j < / f ̂ 2ттт|, г]^>0 и 7 ) > 0 . 
При п} достаточно большом и sx < : л: <; #z 

^L_i|< 8_ 

где Ь сколь угодно мало. Отсюда получаем: 

ft\ L\(k) 
i t («x) 

— 1 

/ 

/ 7 S 

< e . 

o, 

При Tj^'f ^2тт — Tj, 7 j > 0 , это неравенство выполняется при в:ех niy>N(e), 
где Af(s) зависит только о г г и не зависит ни от k, ни от г>р. Отсюда легко по­
лучается: 

- 2 / 
k\9 L*(k) G) ЦШ 

- i . . . .2 /[(!)"•»] 
Разобьем теперь нашу сумму на три: 

1 

1 00 

- S / 
«1 v=l 

Г / Л ? ^I(v) 
<р 

1 

Для оценки первой суммы заметим, что 

| / ( х , ср)|<1п 

Обозначим правую часть неравенства через ф (л;), тогда 

Г 2 + 2 + 2 1-

(2) 

V~2 
1 + I +S*? ПРИ 0 < ^ 2 

2 / <-*- 2 Ф -V' £*(v) 

и так как ф (л;) монотонно убывает, то эта сумма меньше чем 

пх иШ+"\+^--
Оценка верна при всех ср из интервала т{ < : ъ ̂  2тт— 7), и при /^—> оо это выра­
жение стремится к 

\ф(лгр )dx 

о(1) — величина, стремящаяся к нулю. 
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+ ч 
[при р^>р и х близком к нулю \$(х' ) | <С } „ г (г] 1>0), и, следовательно, 

написанный интеграл имеет смысл]. 
Для оценки третьей суммы заметим, что при х^>\ 

cos&p 
to* 2 т? = -/^'°)-

Заметим, что—/(лг, 0) монотонно убывает. Отсюда легко получается, что третья 
- — s 2 

сумма меньше по модулю, чем \ f (x? ,0)dx-\-o(\) [при $<Ср-\-\ и х до­

статочно большом \f(xv , 0) | 1 
( р + 1 ) (1_ £ 2 ) 

(/> + ! ) * 
Остается только оценить вторую сумму. Из (2) имеем: 

+ ---<-rW ч.><>]. 

i 

7 * 1 
[i) . <p|=J/(*?.'f)rf*-= ita i S / 

Обозначим вторую сумму через Sn(v). Из равномерной непрерывности /(л:, ср) сле­
дует: 

| / ( * а , С?)— / ( ^ , Ср)|<£ ПРИ 1 ^ — ^ | < О, 

независимо от ср из интервала <7], 2тг — rj >. Пользуясь этим и повторяя обычное 
доказательство существования интеграла непрерывной функции, легко показать 
равномерную сходимость Sn (ср) к интегралу. Пусть 

< 

тогда 

ft 1 

•*„,(¥)—J*/^'*)** < Т . 

In | Ф {ren 
00 _1_ 

ufx < з 

при всех пх^>Ы1(г), где 7V2 (e) зависит только от s. Наконец, из (1) 
00 1 

In 1 Ф (re1*) | 
rL (r) 

k\f(x\y)dx\<el при г>$(ег) 
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оо к- m=l 
+ S^^)^=/?Wm(i ' 

i ? 

*-р 
+ 2 

Р Ату 
т 

m=l j 
тх 

dx. 

Положив х = и и интегрируя по частям, находим 

]и — е1* du-
sinrcp 

cos р {ш — тг) (0 < <р < 2тг) 15. 

§ 2. Рассмотрим теперь случай р целого. Здесь есть две возможности: 
оо 1 

1) ряд 2 ~ Г Расходится и, следовательно, р=р, где р — род функции, 

.оо j 
2) ряд 2 — • сходится и р = / ? - | - 1 . 

В первом случае (р = / ? ) представим сумму 

в виде: 

где 

rL (г) 

/ l ( r ) rpZ, (г) v=i v г ' 

(3> 

v k-\ kr nr 

/ j ( —» ? ) удовлетворяет в окрестности нуля условию 

l/i^'.^K-r^T, (ii>o), 
так как/?—1<Ср. / (лг, ср) удовлетворяет в окрестности х==оо условию: 

\_ 

|/(*Р,«р)К-пп; (ч>0). 
так как при достаточно большом д: 

/(*.?)= 2 — г 1 и р=/></>-И-
k=p-\-\ kr 

Итак, для оценки первых двух сумм, входящих в (3), получаем, так же как ш 
в предыдущем параграфе, 

r->-oo r L V) г ^r r у г 
V V 

I JL 00 1 
= ^[jAx\*)dx + \f(x\4)dx]=-\ [ i ^ S + ^ s i n ^ ] . 

15 См., например, У и т т е к е р и Ватсон, Курс современного анализа, т. I, стр. 159* 
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2 
Оценим теперь третью сумму. Из rv = vpI*(v) и L'{ (пг) > (1 — е{) L{ (v) сле­

дует, что при / z ^ v ^ f t j и cos /? ' f>0: 
р *Р + 1 «я + 1 

COS/?<p ^ i / rv \ AcOS/?<p у , л 1 ^ 1 (^l) ^ ^ C O S / ? < p ^ , nlL{ (ЛХ) 
/?г I (г) г^г /"'1 v^/n v Z /^ (v) ^ i ч/ii^v^^ v / / ^ (v) 
^ JbCOS/?<p v i /1 ч I / 1 - 1 / 1 ч A COS/7», 1 

и, окончательно, 
In I Ф (/V?) I 

Ц т __J ^L—- ,^ П р И cOS/?'f^>0. 
r->oo /Z.(r) 

Пусть теперь p = / ? - | - l . В этом случае limL"( r) = ^' т а к к а к из сходимости 
/•->-оо 

оо 1 

ряда 2 — следует 
v 

lim — = 0, a lim — - — = Д > 0 . 
V->00 / 

Представим нашу сумму 

.оо / г-^оо / 1(г^ 

In ! Ф {rev?) | _ 1 2 / ( * .» ) г ! (г) г Z, (г) v = i 
в виде: 

Р + \ 

ттЬ-J S / ( ^ . ? ) + S / . ( ^ » ) - 7 + T « » ( / ' + 1)? 2 ^ п ] 
где 

/„ ( -^ , ср ) = In 1 — 4 - >] ——т 

1 

Функция / ( х 1 , ср) удовлетворяет в окрестности нуля условию 

I/(* *\ <р) К - j z ^ (так как Р>/?)-
Кроме того, 

1 

l / a ( * ? , ' f ) | < ^ r ( 4 i > 0 ) 

в окрестности точки оо, так как р < / ? + 2. Отсюда 

«» -?>-[ 2 / (£ .?)+ 2А (£•*)] = 
r->co r £ (r) r^r r rv>r 

1 1 оо 1 

О 1 

Остается оценить сумму 
cos (/7 + 1) у ^ г_ 

(/> + 1)г'// (г) rv>r г / 
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Имеем: 

1 

r?L*(r) r 2
 r-t 

P + l д ^ Л 1 ^ + ' ( Л 1 ) _ 1 

V I V) Л[ < ^knt 

Для произвольного k существует N(k) такое, что при nt^>N(k) неравенство 
имеет место. Иначе 

1 ^ / + • lim / . 
4 ' v v 

или 

lim 
In J Ф (ге^) 

fL* (Г) 
•оо 

при cos (/7 —1~ 1) ср ^> 0. 
Рассмотрим еще функцию, которая будет играть большую роль в даль­

нейшем, при изучении функций целого порядка: 

Ф(г)= П 1 
v = l Jp 

где все rv вещественны, р — целое и 

lim = Д. 
v-*oo Г" I' (/-v) 

Функция / ( А : , ср) — I n 1 
Л2*о? 

непрерывна при с р ^ ~ и вещественном х. 
с ' 

По теореме § 1 этой главы: 

r In | Ф (г*1'?) | . 7 
l im —L^—- —̂ = Д I In 

«2'р? 
^л:=:тгД | sinpcp |. 

Левая часть стремится к пределу равномерно относительно ср при 

-г + Ч ^ ? ^ - ^ 1 - " —Ч (Ч>°)-
Р Р 

З а м е ч а н и е . Если предположить, что нули канонического произведения ле­
жат не на положительном луче, а на некотором луче argz — <р, то во всех полу­
ченных формулах следует ср заменить через ср — ф. 

§ 3 . Т е о р е м а 2. Д л я всякой функции L (г) /г произвольного не целого р 
можно построить целую функцию F(z) такую, что 

\n\F(relr*)\ 
/ Г > ) 

- гЛ cos р (ср — сЬ — тт) (г = zt 1J 

равномерно для всех ср #я£ интерзала (6 — *), ф-4"Ч) ( Г 1 > 0 Л ^ и ? — произ­
вольные числа. При г* целом можно построить цглую функцию Ф (z) такую, что 

In ! Ф ( г * ' ? ) ! 

/L*(r) 
| Л | | s in p (ср •— d>) | 

£r. равномерно относительно ср ##<? интервалов (-- Л-
-,)• 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . При р не целом построим каноническое произведение 

v = l v 

где J at | — корень уравнения 
sin яр 1 p _ * , ч ii^ 
-^-\r L (r) = v и a, = \a,\e . 

По теореме § 1 этой главы и замечанию § 5 F(z) удовлетворяет требованиям 
теоремы. 

При р целом можно взять функцию 
оо / 2р\ 

где | а7 [ — корень уравнения 

1 ? т* * \ . i ы ——-- г L (г) = V и а=\аАе'. %\А\ v ' ' ' ' ' 
Т е о р е м а 3. Пусть дан угол, образованный лучами a r g ^ ^ ^ tf argz = cp2 

(сокращенно <ср1? <p2>J, pactneopa меньшего, чем] наименьшее из чисел — и 2тт; 

р — произвольно заданное. Существует функция V(z), голоморфная и не обра­
щающаяся в нуль внутри этого угла, причем 

г Z. (г) 

л/ш г—э-оо равномерно в] интервале <<Pi,<p2>> ci м с2 произвольно заданы. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . При р не целом выберем фх и ф2 вне интервала 

< срх, ср2 > и определим два числа Аг и Л2 из уравнения 

Аг cos р (ср — фх — тт) + Л2 cos р (? — ф2 — тг) = £?! cos pep + * 2
s i n Pff • 

Построим функции Fx(z) и /^(z) такие, чтобы 

l i m — т 4 — — = е1Л1созр(ср — ф а —я) (е = ± 1 ) , 

Тогда: 

hm —L_^ Ll = е2л2 cos р (ср — ф2 — тг). 

V(z) = F;(z)F4
2{z) 

При р целом следует вместо функций F(z) взять Ф(г), определенные в предыду­
щей теореме. 

§ 4, Пусть М{г) — максимум модуля целой функции порядка р на круге ра­
диуса г. М (г) — растущая непрерывная функция. 

По основной теореме первой главы существует такая функция L(r), что 
\nM{r) ^ r L(r), причем равенство имеет место для бесконечной последовательно­
сти значений г, имеющей точку сгущения на бесконечности. 
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Определим индикатор роста А (у) целой функции F(z) равенством 
, , , т— \n\F(re*) | 
h ш = lim —•— — . 

\ i / р 
г->оо Г L{r) 

Очевидно, что А (ср) ^ 1. 
Т е о р е м а 4. Для А(ср) имеет место следующее основное неравенство: 

А (уг) sin р (<р2 — ср3) - j - A (<р2) sin р (cp3 — <Pi) + A (<р3) sin р (срх — <р2)< 0 », (4) 

^cte ^ г ^ Ъ ^ ^ з ^ % — ¥i менъше наименьшего из чисел — и 2тт. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Построим определенную раньше функцию V(z), выбрав 

€1 (г) и с2 (s) так, что 
c1(8)cosp'f/ + ^(e)sinpcp / = A(cp/) + s, у = 1 , 3, . . . , е > 0 . 

Отношение -гД-г' — голоморфная внутри угла <срх, <f3> функция и 

/Ч£) 
V(z) 

г1 ,Р + *1 

где 
тс 

Кроме того, -—4 стремится к нулю по лучам <рх и ср3, так как 

г— In | /> (re9) | — In | V (re9) \ — In | F (re9) \ v \n\V (re9) \ 
hm —!— - •— '-±= hm —'—i и — i i m —!—i u. — __ £< 

r-^oo r9L(r) r-*cc rL(r) r-+co rL(r) 
F (z) Отсюда, по известной теореме Lindelofa et Phragmen'a 9, следует, что ^-~ стре-
V (Z) 

мится к нулю по любому лучу внутри угла <ср1э cf3>, т. е. 
h Ы < ci (s) c o s РЪ + с2 (£) s i n P?2 • 

c1(s) и с2(г)— непрерывные функции от г, и, следовательно, в этом неравенстве 
г можно заменить нулем. Отсюда и из определения сх и сг следует (4) *. Из (4) 
легко получается непрерывность А(<р) 7 ,**. 

Т е о р е м а 5. Существует по крайней мере одно значение ср, при котором 
й(<р)=1***. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проведем лучи срх, ср2, . . . , <ря, которые разделят пло­
скость на /г частей: 

«Pnl<p2>i <<?2> %>'.•• • » <?«> <Pi>-
Пусть Мх (г), М2(г), . . . , Мп(г)— максимум модуля функции на дугах радиуса г 
внутри соответствующих углов. Ясно, что Mk(r)^M(r) и, следовательно, 

77— In Ми (г) _ 1 

г-+со r9L(r) 

* При выводе мы не пользовались тем, что L (г) выбрано особым образом в определе­
нии Л(<р). Неравенство верно при любом L (г). 

** Непрерывность дочно так же, как и теорему гл. IV, § 4, d), можно получить, заме­
тив, что Л у— J есть «Stutzfunktion» некоторой выпуклой кривой. 

*** Для функций нормального типа порядка Lindelofa эта теорема доказана Polya (см. 
сноску 14). 
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По крайней мере в одном из углов должен иметь место знак равенства, так как: 
в противном случае было бы 

1„п _ _ и < 1 | 
г-+<х> г L(r) 

что противоречит определению L(r). Можно продолжать деление и получить угол 
сколь угодно малого раствора, в котором 

тг— \пМл (г) л 
l i m _ _ L i J = L ( 5) 

г-+со г L{r) 

Предположим теперь, что h (<р) «< 1 — s при всяком ср. Построим вспомогатель­

ную функцию V(z), выбрав сЬ =г У 1 ~̂ ®2— я и Л = 1 ~. 
Получим: 

При | ср2 — tft J < 5 (s) имеем 

( 1 - ± ) с с » р ( ¥ _ » + * ) > 1 — . 
Отсюда 

г - 1п |^(гЛ 
1 i 01 ! 

/ L (г) 
и, следовательно, 

! Ф (г) 

~ In I /> (re* J) | - In 1 1/ (rgfy/) 1 Q 

V(z) 
<M 

во всем угловом пространстве, т. е. 
Мг(г)^М max | V(re*)\. 

При г достаточно большом 

In | V(re*) | ^ 1 £ 
ш а х —!—_J Li < 1 — 

fpi^?^<p* Г9 L(r) 
и, окончательно, 

In Af! (г) < 1 _ м 
г-̂ ос» г9 L(r) 4 
lim 

Противоречие с (5) доказывает теорему **. 
С л е д с т в и е . При некотором значении ср 

г->оо InAf(r) 

* Знак =z обозначает равномерное стремление к пределу. 
** При этом выводе несущественно, что L (г) выбрано особым образом. Можно утвер­

ждать, что для любого L (г) найдется <р, при котором 
/со —- ln | F(re')\ -rr- In M (r) 11Ш —! ь и — hm ^ . 

r-+co r? L(r) r ^°° r9L(r) 
16 Эта теорема не имеет места для функций бесконечного рода, так как существуют 

функции бесконечного рода, растущие по любому лучу, как степенная функция. См.. 
G r a n d j o t , Ober Grenzwerte ganzer transzendenter Funktionen (Math. Ann., 91). 
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Это следует из доказанной теоремы и неравенств 

In | F (re4) | ̂  In M ( r ) < r L (r). 

Т е о р е м а 6. Существует угол (<f2, ср3) (у3 — <р2 ^—) такой,'* что при <f2<^ 

< ? < ? з А ( ¥ ) > ° 17-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть при cp = cpt ^ ( ^ ^ = 1. Обозначим а2 наибольший 

из корней уравнения Н(у) = 0, меньших ср1? и черзз ср3 — наименьший из корней 
тс 

того же уравнения, больших срх
?. Если <р3— '^^С - "» т о и з основного неравенства 

(4) для h(y) следует / г ^ ^ ^ О . Теорема доказана. 
Из основного неравенства для /г (ю) легко получить, что при р <[ 1 /г (я) ^ 

^cosr rp . Это дает возможность просто доказать известную теорему Wiman'a 18. 
Пусть 

рм=}}У~т) 
— целая функция порядка р < 4 и пусть т(г) — минимум l / 7 ^ ) ! на круге ради­
уса г. Существует последовательность гг<^г2<^ ... (гп—• оо) такая, что 

COS TZO — £ 

Очевидно, что 

Пусть теперь 

т(гп)>[М(гп)-\ 

00 , ОО | . 

п I - ^ U S I F W I ^ I I U + f 
v = 1 v v = l v 

и ht(y) — индикатор роста для F1(z). Тогда: 

т~ In т (г) _ ТГ- In I Рг (г) I ^ тг- 1п I Л (г)\ у /ЛХ ^ ., 
lim т . . ^ hm , ' , ' ^ lim —' 1 w '=&« (0) ^COSTTO , r* I (r> 

ГЛАВА III 

§ 1. В предыдущей главе мы получили рост по лучу целой функции в зависи­
мости от распределения ее нулей, если все нули лежат на одном луче и имеют 
плотность Д, т. е. 

lim ^ — = Д. 
^ о о г\ i ( r j 

тс п МШоих доказал существование угла раствора —, внутри которого порядок функции 
на любом луче равен ее порядку во всей плоскости (С. R., 176, <̂ Sur jla croissance defunc­
tions entieres»). 

18 Wiman, Ober die Eigenschaften der ganzen Funktionen von der Hone Null (Math.. 
Ann., 76). 

* Этот метод доказательства принадлежит Valiron'y (Annates de Toulouse, 1913). 
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Рассмотрим теперь более общий случай, когда нули целой функции имеют про­
извольные аргументы, но вся совокупность нулей имеет плотность внутри любого 
угла с вершиной в нулевой точке, т. е. существует 

lim " ( r ' f "*2 ) , 
г-^оо r

9L (r) 

где п(г, ф15 ф2)— число нулей, расположенных внутри угла (ф п ф2), с модулем, 
меньшим или равным г. Нули, лежащие на луче argz = tyl, не входят в это число, 
лежащие на луче engz = ^^— входят. Такую совокупность нулей мы будем назы­
вать совокупностью измеримой плотности. 

Распределение нулей по аргументам будет характеризоваться функцией: 

А ( ф ) = II» « £ £ • > . (1) 
г-+оо г L (г) 

ПЛОТНОСТЬ нулей внутри угла (ф,, ф2>, равная Д(ф2)— Д(фх),—функция, не убы­
вающая в интервале (0, 2тг>, причем Д(0) = 0 и Д(2тг) дает общую плотность всех 
нулей. Вне интервала (0, 2тг> Д(ф) определим равенством: 

Д (2тш + ф) = п Д (2тт) - f А (ф), 
л — целое число. 

Из монотонности и ограниченности функции Д (ф) следует, что число точек, 
в которых А (ф —j— 0) — Д(ф — 0 ) > s , конечно и множество точек разрыва Д (ф) 
счетно. 

§ 2. Т е о р е м а 1. Пусть F(z)— целая функция не целого порядка р, совокуп­
ность нулей которой имеет вполне измеримую плотность с функцией распреде­
ления Д(ф) [см. (1)], и пусть H(JJ) определено равенством 

11Ш — 1 — ^ !Л=Н(Ч). 
Г-+0О / I (Г) 

Тогда 
т 

НМ = ШТР j cosp(¥ —ф —1г)Л\(ф>. (2) 
9 — 2гс 

Докажем это. Пусть 

F(z)=ll Q(-^,p) = 

В Фг(г) входят все нули F(z)t лежащие внутри угла <уг— 7j, ср2-4— 7j>, а в Фх(г) — 
все остальные нули. 

Займемся раньше функцией Ф{^): 

/Z . (r) r9L (r) ,TI V r ' 
где 
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Разобьем теперь нашу сумму на три: 

1 2=-1гЛ-[2 + 2 + 2 L 
где s — малое положительное число, а &^>1. Последнюю сумму легко оценить, 
заметив, что при x^>h 

\f(x, 6 ) | < | / ( * . 0 ) | = — / ( * , 0). 
В самом деле, 

1/(*. 0)| = In 1 -1+2 c o s JJLO 

И - = 1 {хл; 

y i cos JJLO 

ОО | 

2 Л =-/(*> °)' 
^=Р + l {IA: 

Отсюда следует: 

r9L(r) ' r^k/ x r 2 /(т> »-*J 2 / ("' °) 
r9L(r)1 r>*i*r' ' r 

Согласно выводу на стр. 1108 предел последнего выражения при г—> оо меньше, чем 

оо 7 + £ i 

Д ^/(лг , Q)dx\ = v1(k), 

где Д — плотность всех нулей функции Ф1 (z) и k стремится к бесконечности вме­
сте с k. Отсюда: 

L (г) - \ ь-/ 1 ( г ) А 

(5) 
v > ^ 

[t^ (/г)—>0 при &—> оо и v2 (г)—>0 при г—> оо], при всех r^>R(k) и независимо 
от ср — d)v. 

Точно так же при лг<^8 верно 

' № . <р-<№!</(*). 
где 

/ (х ) = 1п 1+-
р 1 + 2 Л 

Отсюда получаем: 

-Л- 2 /fe <р-40|<-Д- 2 /(тУ 
1 

л 7 ~ £ l 

< Д ^ / ( л : )dx = v2(e), 

где г—*0 при s—• (), причем второе неравенство выполняется при r^>R(e) и, 
следовательно, 

(6) 
' г L ( 

при r^>/?(s), где /?(г) не зависит от ср. 
* Математический сборник, т. 2 (44): 6. 
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Перейдем теперь ко второй сумме: 

T V - 2 /ft. <Р-Ф,)=2-1А- 2 /ft. <P-*V). 
e.<4> age., 

где 

Так как функция/(л:, 6) равномерно непрерывна в замкнутой области e^x^k и 
7) — 2 т т ^ 6 ^ — 7], то для каждой тройки чисел ft, г, е2 можно подобрать такое 

8(ft, s, s2), чтобы при 6 / ^ c j ) v ^ e / + 1 , г ^ — ^ f t и 6 / + 1 — 0;<<&(/г, е, г2) имело 
место неравенство 

|/ft. ?-*,)-/ft. <Р-в,)|<82, 
или 

т Н 2 /ft- ?-Ф,)- 2 / f t .?-0 
^ s n(kr, e,-, e , 4 1 ) -n( S r , ef, ef+1> 

/ L (r) 
и так как 

н ш ^ % ^ = Д ( 6 , + 1 ) - Д ( 0 , ) 
'^°о (kryL (kr) 

и 
Hm-Lj*l = l, 

J"**» L (r) 

то правая часть неравенства стремится к 

е а (А Р -е Р ) [Д(в < + 1 ) -Д(в , ) ] , 
т. е. при достаточно большом г модуль нашей разности меньше чем 

2 £ 2 ( / г
р _ £

р ) [Д(6 . + 1 ) -Д(6, . ) ] . 

< 

Кроме того, имеем (см. стр. 1108): 
;1 

lim S / f t . *-в|) = 
r->-co r'L (r) ers 

к' 1 
= [Д(в,+1)-Д(6,)Ц/(*р,<р--0/);<**, 

е 

где ft'—>оо при [ft—• оо и е'—•О при е—• (). Переменная стремится к пределу 
равномерно при |<р — fy | ^ е 3 ! > 0 » или> и н а ч е» 

•jV- S / f t ' ¥-»i) = 
ft' ± 

= [Д(6/+1)-Д(9,.)] [ j / ( * p , < Р - 6 , . ) ^ + ^ З ( Г ) ( Р ) ] = 
8 

= [Д (6/+1) - Д (6.)] [ j f(xp , <p - в,) rfx + * я (r, cp) + * /4 (ft, e)J , 
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где vi3 (г, ср) —• 0 при г —> оо равномерно относительно ср при | ср — Ь. | ̂  £3
 и 

vu(k, в)—>0 при k—> оо и г—>0. Отсюда: 

Г L (Г) sr^r ^kr ^ 

= [Д (в/+1) - Д (6,.)] [^JL. cos р (ср - 6, - ir) + va (r, <р) -+-

-\-va(k,z) + Ai4(k9-z9)}, (7) 

где |Л ; К 2. Просуммировав все эти равенства, получаем: 

Л- 2 / ( > . * - Ф,) - ^ Sc o s Р ( ? - ei - « М ( 6 / + i ) - д (°/)1 

| < 2 { К . ('> <Р) + % (г. А)+л, . £ 2 (АР - /)] [д (0,+1) - д (0.)]} 
Р Pv < Д (2тг) | max viB (г, ср) + v4 (е, А) + 2s2 (ft r- / ) |, (8) 

где 
00 I 

^ ( е > ft) = maxv/4(e, £) = max [ j / ( * p , ? - 8 , ) + £ / ( * > , < p - 6 , ) ] < 

оо 1 г 1 

< | J /(^"Р", 0) dAr + j / (Л:7) ^Л: |—^0 

при £—>0 и k—> оо. Последняя величина не зависит от ср. Увеличивая теперь 
г до бесконечности, получаем: 

lim 
Г-УСО /•PZ. (Г) ег^Т^^г V Г / 

- ~ 2 cos P (? - в/ ~ *) [А (»/+i) - А (в,)] 

<Д(2тг)[гг4(е, А) + 2еа(АР-еР)], 

при произвольных s, /г и £2. Переходя к пределу сначала при § (&, е, е2) —»- 0, а затем 
Р 

при k—>оо, А £2—>0, £—>-0, и принимая во внимание (5) и (6), получаем: 

,. In lim — 
/ср f4 

- — 4 —' = - I COS О (СО — ф — ТГ) 

r9L(r) ***? J П Г <И(ф), (9) 
<P4 — 2K 4-7) 

причем переменная стремится к пределу равномерно относительно ср при 
<Pi — 4 + e a < ? < « P i + 4 - e a . 

Будем говорить, что функция растет регулярно по лучу arg£ = cp, если суще­
ствует 

Ш п 1 " ' * ^ 

Получаем: 
г^™ г L (г) 

7* 
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Т е о р е м а 2. Если целая функция не имеет нулей внутри угла <(pt, ср2> 
и совокупность ее нулей имеет вполне измеримую плотность, то функция 
растет регулярно по любому лучу внутри угла, причем стремление к пределу 
равномерно относительно ср при срх - |- s ^ ср ^ ср2 — е. 

§ 3. Перейдем теперь к функции Ф2(г). Найдем ее рост по лучу arg* «г = ср вне 
угла <срх — rj, «Pi + 4>. 

Результат (9) здесь вполне приложим, и, следовательно, 

1п1Ф2(гЛ1 = _ ^ Г с о 8 Р ( ¥ - ф - 1 г ) Л Д ( ф ) . 

Модуль выражения, стоящего справа, меньше или равен 

lim 

71 [Д^.+г,) —Д(?1 —ч)]. 
| Sill 7ip j 

Если ср выбрано так, что Д(ср-[-())— Д (ср— 0) = 0, то при достаточно малом 7J: 
| t f 2 (<f ) |<s , (Ю) 

где //2 (0) определяется равенством 

/•-•оо / I (г) 

(Мы пишем lim вместо lim, так как при ср1 — г] ^ 6 ^ срх -|- 7) предел может не 
существовать.) Покажем, что при всех значениях 6 

i ад. к 3s. 
В неравенстве (4) второй главы (оно имеет место для функции Н2 (ср) в силу заме-
чания в сноске на стр. 1113) возьмем ср2 = срх, ср3=ср1 -\-г^ и <f>i = cPi —.41» г д е 

Ч 1 >1] . Тогда: 
Я2 (£) < Я2 (ср') 4 ^ ' + // а (ft) - ^ < 2е. 

Предположим теперь, что М2(^3)<^ — Зг, и выберем 

Ч2 = Ъ — Т1 и с?1 = ( Р з - 2 г 1 -
Тогда из (4) главы II: 

Щ (Ь) ^ - Щ (<р8) + Н2 (Ъ) f ^ > 3s - 2s = е, 

но / ^ ( c p j j ^ s противоречит (10). Итак, 

|//8(<Р)1<Зе. (11) 
Пусть теперь 

Я(0) = ^ 1 ^ ^ 
r^oo r L (г) 

и 
л1(е) = н5 lnl*iH)J 

Г->00 Г
Р £ (/•) 

Тогда: 
Я(<Р )=Я 1 ( :р)+Я а (<Р ) . (И') 

Мы пишем знак равенства вместо ^ , так как Фх (г£г(р) растет регулярно по лучу 
arg *! = <?. 
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Переходя теперь к пределу при 7]—^0, получаем из (9) и (11): 

"№=db j cospfcp —ф —тг)^Д(ф). (12) 
ср — 2л: 

В нашем выводе предполагалось, что Д(ср-|-0)— Д (ср—0) = 0. Совокупность зна­
чений ср, при которых это не выполняется, счетна, и, следовательно, ^существует 
плотное множество значений ср, при которых равенство (12) верно. 

Функция //(ср) непрерывна (см. гл. II). Если мы докажем, что и правая часть 
равенства — непрерывная функция, то, тем самым, докажем верность (12) для всех 
значений ср. Для этого рассмотрим разность 

<р + з<р <р 
\ c o s р (ср - j - Sep — ф — тг) dk (ф) — I c o s р (ср — ф — тт) d\ (ф) = 

ср —"2гс -|- Sep ср — 2 х 

= \ [ cos р (ср - j - Sep — ф — тт) — c o s p (ср — ф — тг)] d\ (ф) - j -

ср - { - оср ср — | 2 я + оср 

- j - \ c o s р (ср - j - Sep — ф — тт) d\ (ф) — \ c o s р (ср — ф — тг) d\ (ф ) ; 
ср — 2 т г 

так как 
| cos р (ср - j - Sep — ф — тт) — cos p (ср — ф — тт) | <^ £, 

то первый интеграл меньше чем Д (2тт) г. 
В третьем заменим ф через 6 — 2тт и, используя равенство d\ (0 — 2тг) =dk (6), 

можем написать: 
ср - j - оср ср - j - Sср — 2тг 

\ c o s р (ср - J - Sep — 6 — тт) й Д (6) — \ c o s p (ср — ф — тг) dk (ф) = 
ср ср — 2л: 

ср + оср 
= \ [cos р (ср -f- Sep — б — тт) — cos р (ср — в —j— тг)] d\ (в). 

При Sep достаточно малом и | 6 — ср | <^ Sep величина в квадратных скобках сколь 
угодно мала. Непрерывность доказана. 

//(ср) и индикатор роста /г(ср), вообще говоря, не равны, так как функции L{r) 
в определениях //(ср) и /г(ср) могут быть различны. 

§ 4. Докажем теперь 
Т е о р е м у 3. Для функций не целого порядка с множеством нулей вполне 

измеримой плотности имеет место равенство 

П W — l i m ЫМ(г) _ maxtf (<p) * 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через Н maxZf(cp) и выберем срх и 7 ] > 0 так, 
что 

. тер 
A ( < P i + 4 ) - A ( < P i - 4 ) ! < (13) 

Н(ч)>Н—е (14) 
при 

epi — Ч ^ ? ^ ? ! " } " 7 ! -
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Это всегда можно сделать, так как точки, в которых Д(ср) непрерывна, образуют 
всюду плотное множество, и функция Н(у) непрерывна. 

Не нарушая общности, мы можем считать, что (рх = 0. Представим функцию 
F(z) в форме произведения двух функций Фг (z) и Ф2(.г), причем все корни 
Ф2(г)— внутри угла — Ц ^ у ^ ц , а в Фг (z) — все остальные корни функции/7^). 
Из (11): | Иг (<р) | < Зг и, следовательно, 

Я 1 ( ¥ ) > Я ( ¥ ) - З е , 

где Нх (ср) и # 2 (ср) соответствуют Ф! (z) и Ф2 (г). 
Из (14) следует, что внутри угла —7j <^^<i-\-"^i-

Я 1 ( ? ) > Я - 4 е ; (15) 

так как Ф2(г) не имеет нулей вне угла (—7j, + *]), то вне угла (—7]1? 4~4i)> 
rj1 ^> 7], по теореме § 2: 

1П|
гУ;,<Р)1 =***г(9) = £ё j со.р(,р-ф-*)ДКФ). 

или, используя теорему о среднем, 

^£^р
С05?(V - к)[Ь(Ю — Д(— Ч)]+еча(<р) + е(г). 

/ Г (г) s i n ^ ' 
= cos p (ср -

sin тгр г х » 
|<|>?|^4i и, следовательно, J 7]2 (ср) |<C*]i> е (>*)—*0 при г—юо. 

По формуле Иенсена: 

r9L(r) rxr2...rn r9L(r) 2* J r p I(r) 

1 Г In I Ф 2 (re*) | , . A(T)) — Д ( — TJ) Г ' ч- , , / x 

= - — V ^ ^ < p + - l » *—L' cosp(<p — 1г)<*р-Ичз4-е(г) = 
2rc J / I (r) 2 sin Tip .' 

~\ \ 
\ 

= 1 1 п | Ф а ( г . - ) | д < р + Г Д ( , ) - Д ( - г , ) ] 8 1 П р ( 1 С - 1 , 1 ) + б 1 1 д + е ( г ) 1 ( 1 6 ) 
2тс J r Z. (г) о sin Tio 2TC J r L (r) p sin тгр 

1ЧзКЧ1> rv—модули корней. 
Дадим оценку левой части равенства (16). Из 

Н ш ^ 0 _ = д ( Г ] > )_д ( _ Г ] ) 

/•-+00 / ! * ( / • ) 

следует (см. § 2, гл. II) 
о * 

*\ = v i,(v). 
Пусть / " л ^ / * ^ г л + 1; тогда 

г=(/| + в) Lj(/i+e) (0<в<1) 
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- + • 
L + в/ < г < \п + ъ) 

или 
п 

«То 

Л-Ь 2 >nr-<-^rrS|in^<(7-£) J l"xdx 
1 

я + 9 

Отсюда: 

Из (17) 

1 
п + Ъ 

и (16): 

-г-+е л 
<^ г ^ л + 9 . /г 4 - " 
V 

/ 
1 Л 1 lirn ^— In = — 

'-•*> f L (г) Г х А . . . г„ р 

2 - / 1 (г) J 
— i i 

— Г ~ « — \ ' п 

2zr9L(r) J 

[Д(7) ) -Д( -7] ) ] . 

Ф2(гЛ|<*Р = — Л - f ln+1Ф2 (/•е'<Р) | rfcp -
2кг9L (г) J 

1 1 - 1 Ц 

(17) 

1 

Ф а С О 
_ l [ i W _A,_ , , ] [ . _ - i£=a>]_ 

— ei)8 + e(r) *, 
отсюда: 

îi 

' £ (г) J 
1п+1 ^ | Лр < 461)! + е (г). 

Ф2 (« г) 

Итак, на некотором множестве точек Е, mes Е^>т^1У 

1 ' 1 +1 1 In < 8 s - j - s ( r ) , 
г11 (г) Ф2 (re ') 

где г (г)—>0 при г—•оо. 
Во всякой точке множества Е внутри угла (—7j, г,): 

т. е. 

ЫМ(г) ln\F'(re')\ 1п\Ф,(гег)\ , In | Ф2 (re Y) | ̂  „ , ^ 
о * ^ г~* = Г^ 1 Г^ >//(?) —lis-)-г (г), 

' И 
In M (г). 

r'L(r) /L(r) rL(r) ' / / , ( / • ) 

lim 
r->oo Г L (Г) 

T^H— 12s; 

с другой стороны, 

lim 
lnAf(r) = / / 

г-» со /" £ (/*] 

In x — In л: при дг ̂  1 и In л: = 0 при О ̂  х < 1. 
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и, так как s произвольно мало, 

Это доказывает теорему. 
Из (12) легко получается следующая 

. Т е о р е м а 4. Если множество нулей функции не целого порядка р имеет изме­
римую плотность и эта плотность внутри угла (ср2, ср2) равна нулю, то для 
<ti<V<Vv 

h (ср) = A cos pep -f- В sin pep, 
Л и В — постоянные. 

Действительно, 

<р2-2тс 

? i «Pi 

— [ й П * J c o s P № + ^ r f A ^ ^ o s P * + [ s " n r ^ j sin P (Ф -Ь те) rfA (ф) J sin pep, 
<p2 — 2* 9 2 — 2TT 

а из § 4: 

§ 5. Перейдем к рассмотрению случая, когда р — целое число. Возьмем сначала 
наиболее простой случай целой функции целого порядка р: 

Ф(г)=ЗЛ-^=пЛ. ^ \ 
— 

2р aJ 
/ 

• П 1 -
\ 

2 2 Р N 

2р" 
я х / 

) = Ф1(г)-Фа(г); 
/ 

в Ф2 (z) входят все нули, попадающие в один из углов 

(ч + у — ч. ? + у+ч) (ч>°). 
а в Ф1 (z) — все остальные. Повторяя теперь рассуждения- § 2 и § 3 этой главы, 
получим: 

//(ср) = тг ^ sin р (ср — ф)<*Д(ф). (18) 
л: 

Очевидно, что теоремы § 4 остаются верными и в этом случае. 
Рассмотрим теперь общий случай функции с совокупностью нулей вполне изме­

римой плотности целого порядка р 

™=/ w n о(£,/>), 
Р (z) — полином степени не выше /?, 

2 Р 
i и i I й 

" + - 2 - + - + - Т -
0(и , />) = (1 •— и)е 

Мы можем представить F (z) в форме: 

F{z) = e Ф(г), (19) 
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где 
Ф (z)= П o(±,p-l). II GU\, р). 

Ф^) — не голоморфная функция, так как при \z\ = \a^\ Ф№ имеет разрыв. 
Представим теперь Ф (z) в форме Фг^)-Ф2^), где в Ф2(г) входят все av, ле­

жащие внутри угла (<р — 7], ср —|— IQ), а в Ф1 (г) — все остальные, ср выбираем, как и. 
прежде, так, что 

Д(<р + 0 ) — Д( ? — 0) = 0. 
Тогда: 

In | f (re у) | _ 1 
/ I (r) r L (г) 

R P(re ) 
p lPV 1 + 

Л 

+ 1п|Ф 1 (ге ' ) | + 1 п | Ф 2 ( г в ' ) | | . 

—!—3 * ' можно легко оценить. Используя формулу § 4, гл. II, получаем: 
гЧ>) 

Г
( у _ ф) sin р (у — ф) — C°S Р (у — »> | 

Р 
lim 

In | Фх W ? ) 
r-^оо Г L(r) 

Теперь оценим 

ср-2^ + 7] 

1 п | Ф 2 ( г Л | . 

</Д(ф). 

Г I (Г) 

In ] Ф2 (гЛ) ! __ 1 
г9 L(r) r9L (r) v l l / ' C t ' •-••)+,2/^-•-••)] 

где 

Очевидно, что 

Л (и, в) = 1п|0(в""1в , ,Р, р — 1)| 

/ ( « , e) = l n | G ( « ~ V ? , />)|. 

Л(и, 0) < / > ) = = In | 1 + 1 ] - f ^ J - - п р И и < 1 ' 

/(и, 6)< — /(и, 0) при Й > £ > 1 , 

/(и, 6)</(«) = ln|l 4~Ч + S А: ПРИ !<*<£ , 
следовательно, 

In 1 Ф2 (re *) 
r9L(r) 

Переходя в правой части неравенства к пределу при г—*оо, получаем: 
1 1 JL 

*«р 1 о ^ р °° р 

у—1п[Ф(/т ) ' < д [ ^ / 1 ( ^ > ) ^ + ^ / (*')<** — £ / ( * ' , 0)rf*] < Д М , (20) 

где Д == Д (ср —]— 7j) — Д (ср — г]) и Ж не зависит от т]. Д—>0 при 7]—>0. 
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Несколько труднее дать оценку для Ф2(г) снизу. Прежний метод, основанный 
на принципе LindelOfa и Phragmen'a, неприменим, так как Ф2 (z)— не голоморф­
ная функция. Эту трудность можно устранить следующим способом. Рассмотрим 
произведение 

6 (z) = Ф2 (г) Ф2 (OLZ) ... Ф2 (а9" **), 
2р 

где а — примитивный корень уравнения а — 1 = 0 , 
со / 2р v 

т. е. целая функция. 
Из (18) настоящей главы: 

ко - I* 

ШЫ]1{7 )1 = п \ sinp(<p—ф)<й(ф)>о, 

* = 0 r-^oo r
9l (/•) r-+co r

9L (Г) 

Используя теперь (20), получаем: 
— 1п |Ф2 (уу)[> ( 2 р_1 ) у И Д , 

г-+сс / / , (/•) 
Итак, при 7]—»0 

т— In | Ф2 (re*) | . п 

г-^оо r P L (Г) 

Переходя к пределу при 7]—»»0, получаем: 

шЫ\Ф(ге ) | = Г(ср — ф) sinр (ср — ф) — cosp(<p —ф)]</Д(ф). 

Наконец, из (19): 

/ Z (r) L (г) У L р lej^rf lP J У r L (г) 

• коэф 
Положим 

где а—коэфициент при \z в P(z), г [г)—*0 при г—*оо 

8W = 4 -k + 1 S 4 
Z, (r) 

lim S(r) = 0, 

/wo 

//(<p) = — ( fe-<?^i} — (̂  — ф) sin p (tp — ф)]«/Д(ф), (21) 
9 — 2гг 

__, , — In | F{re*) / / (<p)=hm - L - 4 — ~ 
r-*oo / £ (/•) 

£сл# же §(r) ограничено, то и Н(у) ограничено. 
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Заметим, что случай //(ср) = 0 невозможен. Действительно, по теореме Иенсена, 

In М (г) ^ In \F(0)\ j ! _ l n _ Z _ . 

Правая часть неравенства стремится при г—•оо к —-—- (см. § 4 этой главы). 

По теореме § 8 гл. II существует значение ср, при котором 
„ , . ,. InM (г)^Д(2%) 

г-+оо г L (г) р 
Пусть теперь р = / ? - | - 1 , где р — род функции. Представим F(z) в форме: 

zp + i 1 
Р (*) Г-Г У гт 

где 
F{z) = e * Ф(г), 

Ф(г)= П G (!-,/>),. П o ( f , p + l ) . 
< 

Применяя к Ф (z) только что полученный результат, имеем: 

r?L (r) J n P J urn 
r-*oo / I (г) 

при ср, выбранном так, что 
Д(<р + 0) —Д(<р —0) = 0. 

Таким образом и в этом случае, если Ьг{г)—>0 при г—>оо, 

то //(ср) дается формулой (19) *. Если Ьх(г) ограничена, то и //(ср) ограничено. 
Здесь, так же как и в прежнем случае, невозможно тождество //(ср) = 0, т. е. 

если определять тип функции с совокупностью нулей вполне измеримой плотности 
— \пМ{г) * . 

как hm 5 -̂̂ , где L (г) определяется из равенства Г-»оо г I (Г) 
1 • п (г) 1 

hm —У— = I, 
г-^оо / £ (г) 

то при р не целом возможен только нормальный тип и при р целом — нормальный 
и максимальный типы. _2_ 

П р и м е р . Пусть все нули целой функции располагаются в точках (m-\-in)9, 
где т и п — целые положительные или отрицательные числа. 

Показатель сходимости нулей здесь равен р. Число нулей в секторе 
1 Р. 

\m-\-ih\ <:r , 0 < —arctg — ^ ф равно числу точек m-\-in в секторе | г | ^ г , 

О <^arg0^- | -cb, а это число асимптотически равно площади этого сектора, т. е. 

Шпя< г '°'*>=А(ф)=£*. 
г-ь-ао f 4 

* В силу непрерывности Н(у) и интеграла формула верна для всех значений ?. 

file:///m-/-ih/
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1 -JL 1 
Р о 

При не целом р, по формуле (2), 
? 

Н (<р) = - г ^ — г 1 cosp(^—cb — тс) db = ~ , v *7 sin яр 4 J r v» » ' » 2 ' 

т. е. рост функции одинаков по всем направлениям. 
В случае р целого функция Ф (z) имеет вид: 

Ф(*) = * п 11-^ 
7=1 \ "v 

/>(«) = о / 4 - ^ / " + . . . + а р , а0 = | а 0 | в , 
тг 

г — 

так как при умножении какого-нибудь* корня на е мы получаем корень той же 
функции. В самом деле, 

(т -J-- in) е ' = (im — п)' 

Применяя теперь формулу (18), получаем: 

^(<p) = l«olcos(P¥ + & ) 4 - i ? j sin P (<Р — Ф) <*Ф = : 
тг 

(О 
Р 

= |a0|cos(p<p + ») + -J-

Г Л А В А IV 

В главе III мы рассмотрели вопрос о связи между ростом целой функции по лучу 
и распределением ее нулей по аргументам, когда множество нулей функции имеет 
вполне измеримую плотность. 

Можно получить некоторые результаты и в более общем случае, когда из всего 
множества нулей целой функции можно выделить подмножество вполне измеримой 
плотности. 

В этом направлении хорошо известный результат принадлежит Carlson'y 19. 
Пусть F(z)— функция, голоморфная в замкнутой области 

удовлетворяет в этой области неравенству 
I е . / М ^ А\г\+В 

\F(z)\<e 

(А и В — постоянные) и обращается в нуль в точках 1, 2, 3, . . . Пусть 

Тогда либо 

-"(?)+"(-$)>*"' 
либо F(z) = 0. 

19 C a r l s o n , Ober ganzwertige ganze Funktionen (Math. Zeitschr., 1925). 
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Мы рассмотрим более общий случай функции, имеющей вполне измеримое под­
множество нулей. 

§ 1. Т е о р е м а 1. Пусть F(z) — целая функция конечного порядка р^^т - и 
L{r) определена из равенства 

7 7 - In М (г) -lim ±-L = \. 
г-+со Г9 L(r) 

> Пусть F (z) обращается в нуль на множестве вполне измеримой плотности 
с функцией распределения Д(ф). Тогда: 

где при р не целом 

«р — 2л: 

и при р целом 

Я(ср) = тт \ sin р (ф — w)d^(<b). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Построим при р не целом функцию 
2 V 

v 2а 
* , < * > = П (i-Z)e * ' ра- (1) 

v=i 

где av — точки измеримого подмножества, не попавшие внутрь углов (coj —7], с£>х —|— 7]) 

и (cp2i—г), ^2 + Г|)» ((р2 = ср1-[ ), и при р] целом функцию 
оо / 2р 

,,v=i \ a 

где av — точки измеримого подмножества, попавшие в угол (срг -—{— yj, ср2—-7j). 
П У С Т Ь — 1п|Ф г (г ,^) | 

Я , ( у ) = И т 
г-^оо / Ц г ) 

Построим еще две вспомогательные функции Vl£(z) и V2z(z), голоморфные и не 

имеющие нулей внутри угла \ ф х Ч—5-, ^ " " Т / » г д е 0 < C s < ^ r i > c индикаторами 
Нх (ср) = Лх cos р (ср — ф}) и Я2 (ср) = Л2 cos р (ср — ф^, 

где Ах и Л2 взяты так, что 

^ ы - я - ч ( ? 1 ) 
2 

Л2 cos p ((^ — < )̂ 

(см. § 3, гл. II). Тогда: 

(2) 

^ cos р (у, — ф1) = * < ^ - * ( ^ ) 
2 

я.. г»л 
42cosp(<p2 — ф^ 

где Нг (ср) и Я2 (ср) не зависят от е. 

tf4(*i)-#4(?2) 
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Рассмотрим функции 

^Z> <t>4(s)V2.(*) 
Очевидно, 

Я е (ср)= hm — 4 1 1 — 
г-*** г9 L (г) 

не зависит от е. 
Из регулярности роста всех вспомогательных функций по лучам arg г = <pt-f-s: 

и arg2 = cp2 — г следует: 
ЛГ

в(<р1 + е) = А(<р1+^)+Я 1 (<р 1 +8) - / / ч (<р 1 + е ) - Я 8 ( ф 1 + е), » 
Я0 (<Р2 — е) = * (<?» - е) + Я , (<ря - е) - . Я , (<ра - s) - Я , (<р, - е). / ( ' 

Покажем, что при произвольном у можно подобрать е такое, что при всяком 
0 < £ < Ж верно одно из неравенств: 

Я6 0Pi + 8 ) > — У ^ и л и Щ (?а — £ ) > — Y-

s имеет тот же смысл, что и прежде. 
Предположим, что это неверно, т. е. существуют произвольно малые £ такие, что 

tfe(<Pi + e ) < —Y и //в(<р2 — б ) < — Т . (4) 

Выберем число Ж так, что 

Н,(ш0)>-МсовР(*а-<?1-^) (?0 = ! ф ? ) , (5> 

и возьмем s настолько малым, что 

Mcosp (e — ^ ) < y . 

Построим вспомогательную функцию VB(z), голоморфную и не имеющую нулей 
внутри угла 

с индикатором 
tf3(<p) = Mcosp (ср — срх — J ) . 

Функция be(z) Ve(z) имеет индикатор 
Я4(<р) = Яв(4>) + //а(<р). 

Из (4) и (5): 
Я 4 ( ^ + 5 ) < 0 , / / 4 ( < р 2 - е ) < 0 и Я4(<р0)>0. 

Это противоречит основному неравенству для Н(у). 
Пусть для определенности 

Яе0рг + е ) > - Т . 
Из (3): 

h (Ь + г) + At cos р (ft + s — ft) — Я ч (ft + е) — Л2 cos p (ft - f s — ft) > — у. 

Переходя к пределу при £—>0 и у—*"0 и используя (2), имеем: 

А (?!) + *(*„) S3* Я , (<рх)+",(<&)*. 

* До сих пор мы не использовали того, что F(z) — целая функция. Можно считать ее 
только голоморфной внутри и на сторонах угла <?j, <p2>-
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Выберем срх так, что Д^-f-O) — Д ^ —0) = 0 и Д(ср2-|-0)— Д(ср2 —0) = 0 
(ср2 == срх —J— )̂. Множество таких значений сра всюду плотно. Переходя тогда к пре­
делу при 7]—*0, получаем: 

и в силу непрерывности всех входящих сюда функций неравенство верно при всех ср.. 
§ 2. Теорема 2. Для целых функций не целого порядка р с совокупностью 

нулей вполне измеримой плотности верно равенство 
ь 

Д (Ъ + 0) — А (Ь - 0) = - L [//^ (?2) _ я ! (ср,) + р2 j Я (?) dp] (¥l < ср2) *. (6) 
?1 

Д(ср) и //(ср) имеют тот же смысл, что и раньше. Эта формула дает плотность 
нулей внутри угла в зависимости от индикатора роста. 

Для доказательства следует решить интегральное уравнение 

относительно Д (ф). Интегрированием по частям это уравнение приводится к виду: 

Я(ср)=тт^тгрД(2тг) — - ^ р - J Д (ф) sinp (¥ — ф — тг) йф- (7) 
«р — 2 * 

Найдем производную справа от //(ср): 

9 + 09 — 2тс 

У 2 ? 
J Д ( ф ) 5 т р ( с р - ф - т х ) ^ ф ] = - ^ ^ J Д(ф)[со5р(ср-ф-тт)4-е(5^)]^ф--
— 2л 9 '+S9 — 2it 

9 + 69 

- ^ й П Г р J Д(ф)81пр(¥ + ^ - ф - 1 г ) < / ф + 

9 _|_- Sep — 2 * 

+ 8^й1Гр J Д(Ф)81пр(<р-ф-1г)^ (8) 
9 — 2л: 

(8ср>0 и е(8ср)—j-0 при Sep—• ()). Разность двух последних интегралов может быть 
представлена в форме ~— (rj— fy), где 

min Д (ф) sin р (ср -(- §ср -- ф — тг) < 7) ^ max Д (ф) sin р (ср -f- Sep — ф — тг), 

min Д (ф) sin р (ср — ф — п)^:^^ max Д (ф) sin р(ср — ф — тг). 
9 — 27г^ф^9+$9~27С у — 2т1^<\>^<р-\-Ьу — 2* 

Переходя к пределу при Sep—• (), получаем 

~lim - е т [ г / - 1 1 ] = "Р[Д(<Р + 0)+Д(<р + 0-2тг)] = 

= 2ттр Д (ср -}- 0) — тгр Д (2тг) 

* Н, (?) и Н__ (f) — производные справа и слева. 
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и, следовательно, 
2 у 

Н'+ № = ' - ^ i J Л W cos р (ср - d. - тг) rfd> + 2я? Д (<р + 0) - тгр Д (2тг). (9) 
9—2тс 

Положив теперь 5$<^0, получаем аналогично: 

Я - М = Ш*р- J" Д ( ф ) с о 8 р ( ? - ф - т г ) ^ + 2ярД(! Р -0 ) -тс Р Д(2тг ) . (9') 

Найдем теперь \ H(w)dv. Положим ф — ср == в и из (7) получим: 
о 

О • г1) — 2JC 

fw( ¥ )d ¥ = Trc tgwpA(2 i r )d - 5 JL[ [ [ A ( 6 + ? ) s i n p ( 6 + T r ) ^ ] d p = 
О 0 0 

= TtctgTrpA(2TT)--^ j f Д (6 + ср) ^ sin р (в + тг) ^в; 
о о 

интегрируя по частям, получим, далее, 
— 2к 

я с т ? т г ? Д ( 2 т г ) » + ^ [ | д ( 6 4 - ¥ ) ^ - с о з р ( 6 + тг)]о -
о 

— 2л О 

_J!_ j [Д(в + в)-Д(в)]со8р(6 + я)</в = | я ( ( р ) ^ . 
sinrp 

О 

С другой стороны, 
2 —2* 

- ^ r [ j A(0 + f)rf'f-cosp(0 + Tr)] = —7Tctg7TPA(2Tr)», 
о о. 

— 2тг <р 

J Д (8 -h &) cos р (в + -л:) ^в = — ( A(c|>)cosp(<p —ф — тг)</ф 
9 — 2* 

— 2;t 

— f A(6)cosp(6+Tr)^6 = ^ = const, 
i Tip J w г i sin Tip 

0 

откуда 
» 2 Ъ 

p 2 j t f ( < p ) * p = J ^ I Д ( ф ) с о 5 ( ? - ф - т г ) ^ ф + Лр2- (10) 
0 9 — 2x 

Складывая теперь (9) и (10), получаем: 
ф 

2тгрД((? + 0 ) = Я ^ ( ¥ ) + р 2 ^;Я(^)^+ттрД(2тг) + р Л, (11) 
о 

и, складывая (9') и (10), имеем: 
9 

2тгрД(ср — 0) = //_(<p) + p2f Я ( ^ ) ^ + ттрД(2тг) + р2Л. (11') 
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Из (11) и ( И ) получаем формулу для плотности нулей внутри угла (cpj, ср2): 
ь 

А (?2 + 0) - А (<fc - 0) = - ^ [н+ (<р2) -Н_ (Ь) + р2 J / / (ср) dp] . 2яр 

Меняя знаки при нулях под знаком функции Д ((f) и, соответственно, при / / (ср), 
получим еще три аналогичные формулы. 

§ 3. Таким же способом можно обратить формулу (18) § 5 гл. III: 

#(ср)=тг \ sinp(cp— ф)д?Д(ф)=тгр \ Д (ф) cos р (ср — ф) rfcj), 
тг тс 

9 ? 
р р 

или, подставляя ф = в —[— р̂, 

? I 1° 
Я(ср)=тгр \ Д (6-J-cp) cosрбйб =тгр |F(64-<f)cosp6| + 

р 
О 

+ттр2 j /7(6 + cp)sinp6^6=Trp[/='(cp)4-/7(¥— —)] + 

р 
о 

+тгр2 | Ffe+cpjsinpe^e, 
р 

где 
X 

F(x) = \b(x)dx. 
О 

Отсюда: 
о 

Я^(^р)=тгр[д((р4-0)-ЬА (<р — ~ + o j j+ттр 2 Г Д (в-4-ср) sinpO ̂ 6, (12) 
тг 

"" р 
ИЛИ 

О 

/^+ (̂ Р) = 2тгр Д (ср - j - 0) —тг Д (—) + тгр2 j Д(<р +6)sinp6rf6, (13) 

р 
и, аналогично, 

о 
я1(ср) = 2тгрД(<р — 0)—тгД (̂ —) -|- тгр2 f A(cp + 6 ) s i n p 6 ^ (13') 

Tt 

С другой стороны, 
9 О О 

Jtf(<p)<fy==TCp J [F(6 + cp)—/7(e)]cosp6'rfe = —тг J A(6 + cp)sinp6rf6-f Л, 
О __ re • it 

p ~~ 7 
где 

о 
Л = - т г р f /=,(6)cos рб^б. 

Tt 

P 
<3 Математический сборник, т. 2 (44) : 6. 
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Отсюда получается: 

Д (Ъ + 0) - Д (¥ l - 0) = ^ [ я ; (<р2) - Я 1 (?1) + р2 j H (<р) *р] . (6') 

Положив в этой формуле ср2 = ср1т мы видим, что //(rf) имеет производную всюду 
за исключением счетного множества точек и именно тех точек, в которых Д (ср -(-0) ^> 
^>Д(ср — 0). В этих точках: 

Н'+ (<р) - Я^_ (<р) = 2яр [Д (<р -f 0) - Д (<р - 0)]. 

Формулы (6) и (6) показывают, что плотность нулей внутри некоторого угла за­
висит только от значений Н(у) внутри этого угла. 

§ 4. Для дальнейшего необходимо вывести еще некоторые свойства /г (ер), инди­
катора роста произвольной целой функции конечного порядка. 

а) /г(ср) имеет в каждой точке производную справа и слева. 
Воспользуемся для доказательства соотношением (4) гл. II, которое может быть 

представлено в форме: 
h (<р2) sin p (ср3 — ?i) + A (cp3) sin р (<рх — ср2) + A (¥l) [sin р ( ? 1 — ср3) — sin р (?1 — ср2) ] ^ 

< 2 h (<p2) sin p ?Ц=-^ sin р (<р3 — ср2) sin p (ср2 — ?1) 

(?i < ?2 < ?8 > ° < ¥з — ?i < у ^' 
или 

* Ы - ft (*) ^ Й Ы - * (ft) + 2 й ( ) s i n У ц ^ т { 1 4 ) 

/г (cp) — ограниченная функция, и, следовательно, если обозначить 2^(cp1)sin р Уз~<Р1 

через б, то 
\Ъ\<М(Чь-Ч1). 

С другой стороны, положив 

Г(Ь)=*Ы=Щ (/==2, 3), 
v " 7 sin р (ft — fx) v " 

получим 
г(ъ)^г(Ъ) + Ь- (15) 

Покажем теперь, что г (ер,.) ограничена снизу. Построим для этого вспомогатель­
ную функцию 

Н (ср) = A cos pep -{- 5 sin pep, 
причем А и В выберем так, что 

tf(<Pi) = *(<Pi) и tf(<P4) = A(?4)i ™е ? 4 < ? i -
//(ср) удовлетворяет соотношению 

Н (ср2) sin р (ср4 - срх) + Н (ср2) sin р (ср2 - ср4) -|- Н (ср4) sin р (срх — ср2) == 0. 

Отсюда и из (4) гл. II имеем: 

и, следовательно, 

^ W * 8 - s t a p h s - f t ) W a - ^ W ' 



О росте целой функции по лучу 1135 

а так как Н (ср) — диференцируемая функция, то правая часть этого неравенства 
ограничена снизу, т. е. 

г(<р2)>М 
где N—некоторое число. 

Выберем теперь ср5 так, что 

0 < A f ( < p 5 - < p 1 ) < y 

и, следовательно, | 6 | < ~ . Пусть Nx — нижняя граница для г (ср) при cpj < ср ^ ср5. 

Выберем теперь ср3 ^ ср5 так, что 

\r(b)-^i\<i-
Из (15) получаем: 

iMfa) — ^ i | < e , 
при всяком ср2 из интервала (срх, <р3), т. е. 

lim r(y2)=N1. 
<р2><?1 

Но 
lim . , iI±-' = — ft, (юА 

T2 > <f>t 

где h, обозначает производную справа. Совершенно так же доказывается существо­
вание производной слева. 

Отсюда и из формулы (6) легко получить следующий вывод: 
Пусть Л (ср) — подтригонометрическая функция (т. е. удовлетворяющая не­

равенству (4) главы II) не целого порядка р с периодом 2тг и max /г (ср) = 1. Пусть 
L* (г) — произвольная функция класса L(r). 

Можно построить целую функцию порядка р с индикатором роста /г(ср). 
В самом деле, построим по формуле (6) функцию* Д (ср) и расположим нули 

целой функции F (z) так, что 

п (т, О, ф) = [ Д (ф) mL* (m)] (т — целое число). 

Тогда Д (ф) — плотность нулей и индикатор роста F(z): 

X 
hW = 4i^f J C0SP(<P — Ф — тг)<*Д(ф) = А(<р). 

с р — 2л; 

Аналогичная теорема была доказана V. Bernstein'oM для функций нормального 
типа *. 

b) h, (ср) ̂  й__ (ср) для в^лг значений ср. 
Докажем это. Из основного соотношения для /г(ср)[см. (4), гл. II] легко по­

лучаем: 
[А (ср2) — А (ср2)] sin р (ср3 — ср2) — [h (cp3) — h (cp2)] sin p (ср2 — ?1) < 

< А (?а) [sin р (ср3 — ср2) + sin р (ср2 — срх) — sin p (ср3 - ср2)]. (16) 

* С. R., 202, (1936), 280—282. 
8* 
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Можем выбрать <рх и ср3 так, что <р3 — ср2 = ср2 — ср2 = TJ; тогда 
h (у2) — h (?i) А (Уз) — А Ы ^ д / v '2 sin ?т\ — sin 2ро 
sin р (у2 — ?i) sin р (<р3 — у2) sin prj 

и, переходя к пределу при 7)—>0 и фиксированном ср2, имеем: 

А _ ( < Р ) - А + М < 0 . (16') 
Из (16) также следует: 

| А ( ? 2 ) — А Ы 1 < * 1 ? 2 — ? i l . 
где /г не зависит ни от cpt и ср2, ни от /г(<р) [А(ср)^ 1], т. е. /г(ср) равностепенно 
непрерывны. 

с) Докажем теперь, что h, ((f) полунепрерывна справа и h_ (ср) полунепрерывна 
слева. 

Из (14) имеем 
*(Т,)-*(У1) < М У а ) Г / г Ы + Л 1 ( } 
sinp(<p2 — (pi), sin р (f3 — fi) l т з т г " 

и, аналогично, можно получить 
* Ы - А Ы /г (уз) - А Ы _ ( 
smp(y2 — Уз) sinp(f3 — yi) V l3 T1/ 

Отсюда: 
h'+(b)-hi(b)^2M(b - Ь ) , (17) 

причем М можно взять одно и то же, так как h(y) равноограничены. 

Отсюда и из (16) следует, что h , (<р) -(- 2Му и Л_ (ср) —j— 2УИ"ср —• монотонные 

функции. Очевидно, что h * (ср) стремится к определенному пределу, если ср стремится 
к ср0 справа. Но тогда, по теореме Lebesgue'a *, 

А+(¥о + 0 ) = А + ^ о ) . 

т. е. Л, (ср) полунепрерывна справа. Аналогично доказывается полунепрерывность 

h_ (cp) слева. 
Если определить функции 6 (<р) так, чтобы 

А+(<р)>в(<р)>А1(<р), 

то 6(ср)4~2Жср будет монотонной функцией и, следовательно, будет иметь не более 
чем счетное множество точек разрыва. Отсюда следует, что h ((p) имеет производ­
ную всюду кроме, быть может, счетного множества точек. 

d) Для произвольной голоморфной внутри угла < ух , <р2 > функции конечного 

порядка р с индикатором роста /г(ср) Я/?Й ср2 >>ср2 >cpj >ср г имеет место не­
равенство 

^+ (Ъ) — ^1. (Ti) + P2 J ^ (T) 
У • 

( _ - : ; • 

* См. Лебег , Интегрирование и отыскание примитивных функций. 
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Д о к а з а тел ьств.0. Вернемся к основному соотношению для /г(ср) и запишем 
его в форме: 

[А (ft) — h (ft)] sin p (cp3 — <Pi) + A (ft) [sin p (ft — ft) - f sin р ( f t _ f t ) ] 4 -
+ A(cp3)sinp(ft — ft)<0 (<Pi<<pa<<pe)> 

или 
А(?г) — A(<Pi) , \ i г/ v sin р («Рз — ?i) — s i n Р (<Рз—b) it \ ^ п 
~^~ ^-'sinp(ft— ¥i) + A(ft) — г тз . , Ц1*—— — А(ср«Х0. 
sin р (<р2 — <рх) r VT3 T 1 / l XT1/ sinp(f2 — <Pi) т з 

Переходя к пределу при ft—>>ft, получаем: 

j / Г (ft) sin p (ft — ft) - f A (ft) cos p (ft -r- ft) — A (ft) < 0. (18) 

Совершенно так же можем получить второе соотношение: 
j h'+ (<р'2) sin p (ft — ¥ i ) H - * (?г) c o s P (?2 ~~ ?i) + * (?i) ^ °- <18') 

Можем взять <р2><р2
 и в ( ^ ) заменить ft через ft , а в (18') ft через ft. Де­

лая эту замену и вычитая из (18) (18'), получаем: 

h'+ (%) - h_ (<ра) + р [h (у'2) + Л (<ра)] tg р - ^ - ^ > 0. (19) 

Разделим теперь весь интервал <ft, ft> на ряд интервалов <ft, ft+1>, причем 
точки деления выберем так, что 

*+(?,) = *!(?/)• * 
Написав для каждого интервала соотношение (19) и просуммировав их все, по­
лучим: 

*; (*,>.-*:<*!) + P S h(^)
2
+h{b)-2tg?^^i^o. 

i 

Можем tg р У г + 1 Г~^ заменить эквивалентной величиной, пользуясь равенством 

2 tg р Щр1= р ((р.+1 -Ь) + Ь(Ь+1 ->.) 3 , 

где 0 — ограниченная величина. Переходя к пределу при max|f t+ 1—-ft |—>0, по­
лучаем: ф2 

§ 5 . Т е о р е м а 3. Для всякой голоморфной внутри угла <ft — £i><p2~b8i> 
функции порядка р плотность любого подмножества ее нулей измеримой плотно­
сти внутри угла <ft,<p2> Я£ больше чем §Л (срх, ср2), где 5h (ft, ft) определяется 
равенством 

*л(?1>?2)=^ [*+(%>— Al(?i)+P2j A(f)^]-
?i 

* Это свойство, так же как и предыдущие, легко получить, заметив, что А ( — )—«Stiitz-

funktion» некоторой выпуклой дуги. Пусть 0—угол, образованный перпендикуляром 
к опорной прямой с положительным направлением оси х. 

ъ 
-1А'+(<Р2)-А1_Ы + Р 2 J Л (?)<*?] 

— длина дуги, на которой p?i ̂  о ̂  р<р2. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что это не так, т. е. плотность некото­
рого измеримого подмножества Д > 8 Л (срх, <р2). Разделим весь интервал <ерх —-г, <р2~Кг> 
на интервалы длины меньше г так, что в точках деления cpt, ер», # . . , срл Д (ф) непре­
рывна, и выбросим из подмножества измеримой плотности точки, попадающие 
внутрь углов (ер̂ .— е2» ¥/~~Ь ег)• s2 берегся настолько малым, что плотность остав-
шегося подмножества Д ^>§ л (<Pi, <р2)-

Предположим, что р — не целое. Построим вспомогательную функцию 

Ф.(*) = Й о ' ( * р ) , 
k=l *ь 

где ak — нули оставшегося измеримого подмножества. 
Пусть 

Я6(у) = 1 Ш Г 1 п ' Ф ^ ' У ) ' (20) 
г-̂ оо r9L(r) 

и пусть 
v ' • .(*) 

с индикатором Н1{^), отвечающим L(r). Тогда в точках (р(. и вне угла <<Pi,<p2> 
Я1((Р) = А ( ( Р ) - Я г ( ( р ) . 

В силу равностепенной непрерывности //х (ер), /г (ер) и Нг (ер) 

l«i(*)-(А (?) — //.(*)) К "(8). 
где a(s)—^0 вместе с е. Кроме того, вне угла <<pi,<p2>: 

/ / (+(¥) = *+(¥) — / £ j . ( ¥ ) . 
Отсюда: 

18я, Й ' Л—[$л (?2' ь)—$не (ь > ь)] \<°(*)\ ь—ь l. 
где <р2><р2

 и Vi^^i» н 0 Т0ГДа> используя полунепрерывность А, (ср) и /г_(ер), 
при достаточно малом е, получим 

8я4 (?i ' %) < a (£) (*2 — ¥i) + 8л (<Pi. %) - Д' < 0> 
что противоречит предыдущей теореме. 

При р целом мы строим другую вспомогательную функцию 
0 0 / 2Р \ 

где аА—нули измеримого подмножества, не попадающие внутрь углов (ср/—s2, <P/-f-£2)> 

и доказываем, таким образом, нашу теорему для случая 0<^ер2— ^l^"""» а з а т е м 

Р 
путем суммирования и для любого угла. 

С л е д с т в и е 1. Если /̂  (ср) = Л cos pep -}- ,6 sin pep, то §Л(ерх, ер2) = 0, и, следо­
вательно, плотность любого измеримого подмножества нулей равна нулю. 

С л е д с т в и е 2. Если Д(ф)—функция распределения для подмножества изме­
римой плотности, то 

д (¥ + о) - Д с? - о) < _L [h'+ (<р) _ ^ ((р)]. 
(Поступило в редакцию 15/Ш 1937 г.) 
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Sur la croissance d'une fonction entiere suivant un rayon et la 
distribution de ses zeros suivant leurs arguments 

B. Levine (Odessa) 

(Resume) 

L'article present a pour but d'etudier le rapport entre la distribution des zeros d'une 
ionction entiere suivant leurs arguments et sa croissance suivant un rayon. Dans tout 
ce travail un role essentiel est joue par les fonctions L(r) definies comme il suit 

a) L(r) est positive et continue, 

ou r^R(s) et k ^ \ . Si /г<^ 1, les inegalites changent de signe. [/?(s) ne depend 
pas de k.] 

On etablit le lemme suivant: 
// existe pour chaque fonction entiere d'ordre fini p une fonction L (r) telle que 

InM (r)<rP I (r), 

Vegalite ayant lieu pour des valeurs arbitrairement grandes de r. 
И est aise de voir que l'ordre ainsi defini coincide en ce qui est essentiel avec 

1'ordre precise de M. Valiron. 
On considere les fonctions de la forme suivante: 

*<*>= n o (£ , /> ) 
OU 

et 

ah = rhe : 

pa k 

on suppose d'ailleurs que la limite 

*+«> rk L (rk) 

existe [L (r) appartient a la classe des fonctions L(rj\. 
Alors, si p n'est pas un entier, on a 

\n\F(relf*)\ . , , . Дл . . 
"p «, , =± H (?) = ^ COS p ((f — d) - ТГ), /L(r) sin*P 

S I 

* 1 < ? < 2 т г — j] ( q > 0 ) . 

Si p est un entier, on construit la fonction 
oo / 2p\ 

ад-nh-y 
k=\ \ a. I 
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ou ak — rke et 

lim ^— = Д. 

Alors 

~Лг -'=5://(<p) = Air|smp(<p — ф)|. 
r Z, (r) 

On peut, au moyen des fonctions Ф (z) et Фх (z), construire une fonction auxi-
liaire V(z) verifiant les conditions suivantes: 

1) V(z) est holomorphe a l'interieur d'un angle donne <<Pi,<p2> (0 < cpa — <pi< 

< y e t ?a —?i<2 , r)' 
2) У(-г) ne s'annule pas a Tinterieur de Tangle <¥i,<p2>» 

3) ln|V(rg )!_», л cos py + Б sin pep 
A W 

ou Л , £ et L(r) sont arbitrairement donnes et <Pi^<p=^<p2-
La fonction V(z) permet a l'auteur de demontrer que pour chaque fonction entiere 

F(z) d'ordre p fini il existe au moins un rayon argz = u> tel que 

- ^ l n | / W ? ) l = 1 

En general, la fonction V(z) permet d'etudier l'indicateur de la croissance h(y) 
d'une fonction entiere F(z) d'ordre fini p. L'indicateur de la croissance h(y) est de-
fini par l'egalite 

- , , T-— In I F (™f) I A(cp) = .hm —[-~ -
r-+co f I (f) 

ou L(r) est choisie de telle maniere que Ton a 
-77— In M (r) 1 lim — = 1. 

r-+<x> r9L(r) 

Une propriete essentielle de A (cp) consiste en ce que h ( —) est la fonction d'ap-
pui* pour une certaine courbe convexe С И en resulte que h (<p) est continue, qu'elle 
possede une derivee droite et une derivee gauche, etc. 

D'ailleurs il resulte de cette propriete fondamentale de /г(ср) que si p n'est pas un 
entier on a 

hW = jij? J COSP(?—Ф—^^(рф) 
(p — 2 л : 

ou £(ф2 + 0 )— S($i — ^) es* ^a longueur de Tare de la courbe С entre les points 
Фг et Фа-

Si p est un entier, on a 

A (cp) = —- I sin p (cb — <p) ds (pi). 

* Stutzfunktion. 
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Les integrates sont les integrates de Stieltjes et la longuer de i'arc de la courbe est 

Les resultats principaux de cet article se rapportent aux fonctions dont les zeros 
forment un ensemble qui a ete nomme par l'auteur «ensemble de densite mesurable». 
Cest un ensemble pour lequel la limite 

Ш п - ^ = А(ф) 
r->oo /I (r) 

existe pour chaque ф ой п (г, ф) est le nombre des points de l'ensemble dans le 
secteur 0 < а г д 2 ^ ф , | г | ^ г . 

L'auteur donne a la valeur Д(ф) le nom de densite. Le theoreme suivant est etabli: 
Si la fonction F(z) est d'ordre p, ой p n'est pas un entier, et si l'ensemble de 

ses zeros est de densite mesurable Д(ф), on a 

ft(<p)=Tim" ln}FA{/^)l = c-A- cosp(cp —ф —тт)^Д(ф) 
T

 r^ao l n A f ( r ) SinTip J f \ T T / \ | / 

ой la constante 

с = hm t — T - T V T • In M (r) r->oc 

Ainsi dans ce cas l'indicateur A(<p) ne depend pas du choix de L(r). 
Si Z7^) est d'ordre p ou p est un entier et si Ton peut la presenter dans la forme 

= 5(.-<) F(z) 
k=l 

ou les ak forment un ensemble de densite mesurable Д(ф), on a 

A(y) = li5T ln
1

| /?<7'T)l=Hr j 81пр(ф-<р)«*Д(ф). 

Par Tinversion de ces integrates on obtient le theoreme: 

Д ( ф - 0 ) = 2 ^ [ 5 ( р ф ± 0 ) - 5 ( + 0 ) ] 

ou s(<p) est la longueur d'un arc convexe correspondant a l'indicateur A(cp). 
Pour un cas plus general l'auteur obtient e 
T h e o r e m e . Si F(z) est une fonction holomorphe a Vinterieur de Vangle 

< cpx — s, ?o-f-s> f£^>0J £̂  5/ £//# est d'ordre fini p, о/г а 

Д(Ъ + 0 ) - Д ( с ? 1 - 0 ) < ^ Г [ 5 ( р ? 2 + 0 ) - 5 ( р ? 1 - _ 0 ) ] 

ой Д (cp) est la densite d'une certaine partie de l'ensemble des zeros dont la den­
site est mesurable. 

Dans le dernier chapitre on trouve la generalisation suivante d'un theoreme bien 
connu de Carlson: 
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Si pour une fo net ion entiere d'ordre fini p dont Vindicateur de croissance est 
h (cp) on peut trouver dans V ensemble ^ des zeros une partie ay ant une densite me-
surable Д (ф), on a 

А;((Р)+Л(<Р + ^ ) ^ Я ( С Р ) + Я ( ! ? + ^ ) 

pour toutes les valeurs de ср. 
Dans cette formule si p n'est pas un entier, on a 

Я ( ? ) = ^ р J -cospfo —ф-тг)|*Д(ф) 

et si p est entier 

//(<р) = 7Г f 5Шр(ф — Ср)̂ /Д(ф). 


