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Об аналитических решениях систем уравнений в частных 
производных с двумя независимыми переменными 

С. Л. Соболев (Ленинград) 

I л а в а п е р в а я 
§ 1. 13 настоящем исследовании мы займемся выводом некоторого достаточ­

ного условия для того, чтобы данная система уравнений с частными производными 
яо двум независимым переменным имела аналитическое решение, подчиненное 
шесьма общего вида начальным заданиям. 

По самой сути задачи необходимое условие в данном случае будет зависеть 
не только от вида системы и способа выбора начальных заданий, но также и от 
того, какие функции в этих заданиях взяты. При требовании не налагать ограни­
чений на эти функции наши условия являются наиболее широкими из известных 
до сих пор. 

1J. М. Гюнтером был разобран случай одного уравнения второго порядка, 
и выяснено условие, при котором это уравнение имеет решение, в котором 
<ди л ди f. , , г 

- — 0 при у — О и ^ = о при х — 01. Мы займемся распространением его 
метода на некоторые более общего вида системы. 

Ограничимся пока уравнениями 1-го порядка с числом неизвестных, равным 
числу уравнений, и попробуем выяснить условия, при которых система имеет 
-такое решение, где одни из неизвестных функций обращаются в нуль при х = 0 г 

& другие при у = 0. Впоследствии мы расширим наше исследование, перейдя 
к заданиям более общего вида. 

Разобьем наши неизвестные функции на два класса: v v v^,. .?;tn; ivv i v ^ . . l f 

ш положим, что неизвестные г\ обращаются в 4 нуль при # = 0, а неизвестные w. 
обращаются в нуль при у — О. Случаи, когда одна из этих групп отсутствует, 
представляет собой известный случай К о в а л е в с к о й , и тогда решение, как изве­
стно, существует/ Однако в дальнейшем мы можем не исключать его из нашего 
рассмотрения. 

Общий вид нашей системы в предположении, что число уравнений в точности 
равно числу неизвестных функций, будет: 

дог dvi ды\ d?v. 
дх' by' дх} ду ду " з) = 1, 2 , . . . , ( ш + 0. 

* Об аналитических решениях уравнения 

шоряик», т. 32, выи. I, стр. 26, 

д2и 

дж у 
= f \ x , у, V, 
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В разложении искомого нами решения в тейлоровский ряд v t не будет содержать 
членов, не зависящих от х, а г̂ . —членов, независящих от у . Для определенное™ 
такого решения нужно предположиib, что система уравнений 

допускает определенное решение относительно { —) и ( — А . 
/ 0 V о у /# 

Условимся считать, что определитель: 

{ D(f\,U.--: f,n+l) ) 
{ n(dv\ дЪ ^ » <^ <Ц\ ) п с р а в е ц нулю. 
{ \дх ' дх' " "' d r ' ду' ду'"'' 'ду J j 

Выделяя главные члены в каждом уравнении, даем системе вид: 

Ф{ ̂  + Ф- + а # 4- ф ̂  + ... - • | - ̂  + tfp+) 
+ ^ ^ + . . . + ^ + f , « < W « 1 , 2 , . . . ,(m + 0) 

где начальные значения производных от Fj но всем производным от неизвестные 
функций равны нулю. 

Продиференцировав теперь п—1 раз систему (I), мы получим уравнение1 

для вычисления начальных значений производных порядка п по производным 
порядка п — 1. Если бы такое вычисление оказалось возможным при всяком wr 

то мы могли бы, благодаря пассивности системы, составить ряды, формально ей 
удовлетворяющие. Для этого необходимо неравенство нулю при всяком п неко­
торого определителя, зависящего от п и играющего во всем дальнейшем первен­
ствующую роль. Приступим к его вычислению. 

Обращая внимание на то, что начальные значения производных от 
взятых по одному х, и производных от V по одному у — нули, мы после указан­
ного дифереицироваиия и подстановки начальных значений получим систему 
уравнений вида: 

V s дхп~' ду* 1 1 « dx"-1'1 ду'*11 r I 
' , лп •>« , ; = 1 , 2 , . . . , ( B I + 0 ( 

| У (,,.<,. '!.Lrl 4 - №-jL?J- 4 . К 4 - - О I 
^ 1л \"г даГ-t dyt 1 " r ^ - M ^ f + i J 4 A i ' T u / = о , 1 , . . . , « - 1 I 

где значки ( ) 0 для сокращения опущены, и функции К зависят лишь от на­
чальных значений производных порядка (п — 1). 

Определитель этой системы имеет вид: (см. стр. 109). 
Как уже было сказано выше, неравенство его нулю есть необходимое1 

условде возможности найти начальные значения производных порядка п. Оно 
является вместе с тем и достаточным условием для возможности составления 
определенных рядов Тэйлора для неизвестных функций. Если оно выполнено,, 
то остается лишь исследование сходимости этих рядов, к которому мы и перейдем; 
впоследствии. 
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§ 2. Условимся в некотором символическом обозначении. Будем обозначать 
зиа.ком А^{п) таблицу содержащую п строк и (п-\- 1) столбцов: 

А™ («) = 

aWpWQ О 

Оа<*>р*Ч> 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

0 0 0 0 
0 0 0 0 
о о о о 

а'*)|3<*)О О 
О *>0 
О Оа<*>0<*> 

Знаком j?w («) обозначим такую же таблицу: 

Щ(п) = 

eWrf*)00. 
0б-<*>#*>0. 
00e(*)rf№. 

0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

о о о о . 
о о о о . 
О О О о. 

eWdWOO 
0б(*> #*>0 
OOfi^dW 

(3) 

(4) 

Знаком A{/f(n) и B^(n) назовем таблицы, получающиеся из AW(n) и B^{nf 

вычеркиванием 1-го столбца. Знаком A(f(n) и B!ff(n)— таблицы, получающиеся 
из них же вычеркиванием последнего столбца. Кроме символов и ' рас­
смотрим еще два и З н а к о м А(п) или В(п) с волнистой чертой снизу 
мы будем обозначать таблицу, получающуюся после вычеркивания из соответ­
ствующей таблицы А или В перзой строки, а такой же чертой сверху—послед­
ней строки. Эти знаки мы будем применять в качестве символов известных, 
операций, совершаемых иногда одновременно и многократно. В этом смысле 
символы наши являются коммутативными. Отметим, что две черты, из которых 
одна простая, а другая волнистая, стоящие обе снизу или сверху от символа 
таблицы, могут быть взаимно сокращены, причем аргумент п, от которого зависит 

таблица, уменьшается на единицу: например А^(п) = А^(п-—1). 

Условимся понимать под символом 

1Щ, Щп), В<Я{п) 

определитель, который получается, если все таблицы А л В заменить их выра­
жениями (3) и (4), а затем уничтожить перегородки, считая каждый элемент 
таблицы (3) и (4) стоящим на соответственном месте вновь образованного опре­
делителя. Таблицы А и В, входящие в его состав, будем называть его квадран­
тами, а целый столбец или строку, составленные кз них, — полосой вертикальной: 
или горизонтальной. 
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Определитель Р'(н) запишется тогда: 

jvf{n), л ^ ) , • • •, ЩКп), • • •, Щ№ 

Р'(*) = 
Л<»>(п), А<$(п), • • •, А<»{п), В f >(*), B<*>(n), . . ^ B?(n) 

. (Б) 

Это обозначение сократит нам выкладки впоследствии. 

§ 3. Положим Р(и) = (— 1)п 2~ Р'(п) и займемся оценкой определи­
теля Р{п). Докажем прежде всего теорему. 

Т е о р е м а 1. Определитель Р(п) вместе с некоторыми 2[( m + J )—1] дру­
гими определителя.ми удовлетворяет двум системам уравнений в конечных 
разностях, линейных с постоянными коэфициеитами. Порядок каждой из 
этих систем равен (т^1). Корпи характеристических уравнении обеих систем 
совпадают и могут лишь переменить знак, если мм можем задавать некоторые 
другие m неизвестных функций на оси у и другие па оси х. Оба характери­
стические уравнения, совпадая между собой, остаются инвариантными для дан­
ной системы диферицыальных уравнений при всевозможных ее линейных преобра­
зованиях с определителем равным единице1. 

Прежде чем, доказывать эту теорему введем некоторые обозначения. Рас­
смотрим таблицу: 

М = 
U 1 А 2 " 3 

. а П ) с с ф £ ( 1 ) 
№ 1 2 

а(2) 
t t, ' 

...d(f) 

1 U 2 U 3 m Ь 1 C 2 / 4 1 * 2 ^ m U 1 2 Z 

Обозначим знаком J (m, I: , 2 ' * '?* Г ) 

произведения (— 1) 

на определитель, составленный из тех столбцов 21/, в состав которых входят ат 

имеющие все шшние значки кроме hv й,2... .,7?,г, и d со всеми нижними значками 
к г оме j v ; 2 , . . К р о м е того входят те столбцы, где номер s р а в е н . . . / г , 
и те, где номер Р равен i v / 2 , . Определитель того лее вида, но без множи­
теля :rz 1, обозначим А1 (ш, / ; . . . ; . . . ) с соответствующими значками. Знаком 

(2.«-{-H-1)Z 
zi'(m, /) будем обозначать произведение (—1) й на определитель, состав­
ленный из тех столбцов М которые содержат а и d, тот же определитель бе* 
множителя zt: 1 назовем А( (ш, I). 

1 См. Н. Г юн т е р , стр. 31, где выведено уравнение ч6) в конечных разностях д гя случая 



Обозначим: 

v ' h-H h1J 

A*\n)9 A^^A^in), Щ»), \+1(п), -^{п), 

^ ( m t ° W , ^ t > ) > •••4<£tf(*), ^ t ' ° ( ^ ) , ^ ( # ? ( » ) , - А ^ Щ У 

yB^f)(n\ В('прЩ, -B^in), В(>»+Щ, . . .B(«+0(») 

я аналогично &.'(#; **"/*^),— определитель, составленный из всех квадрантов 
таким образом, что все А входят с верхней чертой, а А{п) со значком h 
внизу и с нижней чертой. Квадранты В входят с нижней чертой за исключе­
нием тех, которые имеют нижний значок /\; эти последние входят вообще без 
черты. Кроме того S' (п; у - ' / у ^ / / . ^ . ' / ^ ; ^ . ! ! / ^

 П У С Т Ь будет такой же определитель, в ко­
тором квадранты А со значком, отличным от ?й, входят с верхней чертой, а А 
£о значком гк — без верхней черты, А с нижним значком 1гк входят с нижней 
чертой. Квадранты В входят с нижней чертой кроме тех, которые имеют нижний 
значок /у, те из них, у которых нижний значок равен j k , имеют кроме того еще 
верхнюю черту. 

Положим теперь: 
8 i y r . . y h h v . . . h , \ 

= < - 1 ) " j('rt-Vf • S )H^+-- •*,•)+ ̂ "Цр-'1
 - , « - » , , — ( / , + . . . + / . М Л + • • • + , • . + Л ) - К Л - Ь • .+M+i 

Системы уравнений, о которых говорит теорема, связывают 

Р(п) с 6 ' ( n ; J ; и Р(п) с S(n;; 

Доказательство теоремы легко провести, применяя теорему Лапласа к мцнорам 
последних или соответственно первых строк всех горизонтальных полос этих 
определителей. 

Для получения первой из этих систем рассмотрим последние строки каждой 
полосы. 

В этих строках стоят очевидно элементы некоторых столбцов таблицы Ж, 
а именно все б кроме тех, у которых Н И Ж Н И Й значок совпадает с одним из чисел 

Ji>Jv•••>?*> в с е а и 6 и наконец из р только те, значок которых равен одному из 
чисел г г ,г 2 , . . . , i v . Очевидно, что миноры этих столбцов представляют собою не­
которые А (ж; Ц // л "уу7'А' ^ * /0? Г Д е ч н ^ л а ^ и / могут быть совершенно про­
извольными. 
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Докажем формулы: 

F(n) = (dzl) Л1 (т; I) 1\п) + 2 < ± 1 ) Л ' ( / и ; I; ; &'(п - 1 ; £ £ ; ; £ ; ) 

ь, /; г 

Ж 

+ 2 ( ± 1) л ' («; * ::;tt';;,t^ * <•; 
Л, £ г 

Чтобы показать соответствие второй системы значков у А с первой системой^ 
во втором множителе отметим, что сохранение некоторого ад со значком, от­
личным от hvhi.. ./гг, при образовании первого множителя, именно, равносильно 

вычеркиванию в соответствующем Ад (п) последнего столбца (после вычеркивания 

всех столбцов /5 все квадранты А(п) переходят в А(п),) и следовательно обра­
щает его в А(п—1). 

Аналогично сохранение ef равносильно вычеркиванию из соответствующего В 
-того же последнего столбца и следовательно прЖавляет ему знак . Отсюда 
и вытекает справедливость наших формул. 

Переходим теперь к вычислению значения z t l . Для этого представим себе 
мысленно каждый из А(т: I : 1 } ' ь ' х : 7'*""7'г ) разложенным в свою очередь по 
теореме Лапласа по минорам первых т строк. 

Если бы мы могли получить знак, с которым вводит в нашу формулу 
произведение S\n — h7'}^^'на некоторый положительный член этого разло­
жения, то задача была бы решена, так как этот знак, как легко проверить 
совпадет с искомым. Но это определение может быть проведено фактически, 
если мы разобьем отыскание знака на два приема. Сначала возьмем из 
S'(n; *у 7*"'определитель, сопряженный с одним из множителей упомянутого 
•положительного члена в разложении А' (ш; /; ^ ^""у*,

 и определим знак, 
ему соответствующий, а затем повторим операцию, вычеркнув строки и столбцы 
соответствующие другому множителю. 

В качестве положительного члена в разложении А'(т: l:h:u:,"'?s: ь^-'ьг\ 
возьмем произведение минора первых т строк и т столбцов на сопряженный. 
Легко заметить, что столбцы этого сопряженного минора представляют собою 
как раз крайние правые столбы в каждом квадранте определителя S, не имеющем 
<чергы сверху. Знак, с которым будет входить произведение 

в нашу формулу, равен произведению знака, I которым нужно взять произведение 
этого сопряженного минора на определитель: 

8 М а г а м л г а г г с к л а сборах, т. XXXVI, в ы п . 3—4 
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Г{П) : 

А«Щ, 

Щп), 

'I'-fun. 

•A\{n), 

А <»>(«), А^Цп), 

А(»'±Щп — 1), A("<+V(n — 1),. 

Я<»+1)(«_ I), Б ( ' » + 1 ) ( И _ 1 ) ; . 

^"•+ 2)(и—1), ^ и + 8)(п— 1),. 

В('"+Щ,г—1), Б<"<+2>(« — 1), • 

У К ' " + ' ) ( И - - 1 ) , , J(-»+')(n — 1), 
№ + 0 ( » — 1), _ 1), 

. ^ + i ) ( n — 1 ) , 

.#(»+!)(» — 1) 

^ ( » 4 в ) ( й - 1), 

• Б<>й+2>(к—1) 

—1) 

в определителе 6''(«; 'J''*'"'f-) на знак, с которым войдет произведение нашего 
минора на S'(n—1; "^Г) 1 5 определителе т(и), развернутом но строкам 
п, 2п,... ,тп. 

Заметив это, перепишем наши формулы: 

Р\п) = (— I ) 1 4' (т; I) Г(п — 1 ) 4 - 2 , (— ! ) 
ъ, /; г 

« ' ( « ; = ( - i ) r ^ ' ( » » ; u f c : * ; ) - D + 

+ D x + r ^ ; *;;£.•;.£) 

где, как легко видеть, Y зависит лишь от п, ii7 ?2, гл; j v j 2 , . . ,js, a X зависит* 
лишь от щ hv /?2,. fv • 

Если подсчитывать знаки X и Г, вспомнив, что знак, с которым входит 
произведение какого-либо минора на сопряженный, равен (—1) в степени числа? 
равного сумме номеров всех столбцов и всех строк какого-либо из них, то мы 
получим следующие равенства: 

тг (2т 4-14-1)1 о - i - i I г I i l l 

4- [wm -f - 5 -f - 2 + • • • + j m ^ л_ 5 _|_ (jx — l)n] -f- [m« -f- s + (/A + 1) и — 1] -f-
4_ [ m n _[_ 5 _|_ (̂  _|_ 2) w — l'| +. - . + И ' + * + Us — 1) я — * + 1] + 

-f- [mn - ( - 6' - j - (X - j -1 )^ — s ) ~\~ • • • ~b + 5 4~ ^ — SJ = -
- ^ + — — -f- j , - f . . . - H ) ] + (j, -\rh+••• 4-Л) 
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X =:-_, и -[- 2п - f 3« - f - . . . + mw 4 - w 4 - 2те 4 - . . . 4 - — 1) » 4 -
+ (fet 4-1) я + . . . - j - - 1 )» + (A a + 1) я + . . . + mn 4- [m» + / х (я - 1)] 4 -

+ [mn + /„ (я — 1)] 4 - . . . 4 - [mn 4 - f,. (» - 1)] = 

" {»"•+(/;+/,+• • •+/;.) - • • -(fi+f,+-• ..-ю-, 
Вспомнив формулы, связывающие /Г с J и S' с ф получим вспоминая, -

что Р есть £ без значков), следующие равенства: 

А- /S . - - /V ;) 

1 Jl-J'i-'-Js1 
(7) 

ft- U-'-fr 

Совершенно аналогично, прилагая теорему Лапласа к тем строкам опреде­
лителя номера которых при делении на п дают в остатке единипу,. 
пслучим сначала формулу: 

Ь. /. г 

где: 

Z — П Ш 

+ *; A ' t ; : J ; ; 

ш(т — 1)1 
4 - 1 4 - ( „ + i ) + (2« 4 - 1 ) 4 - . . . [(*, - 2) п + 1 ] 4 -

4 - »> 4 - (t, + 1) 11 + . . . 4 - [г> — (s — 1)] + . . . 4 - [(m — 1) п — ( 5 - 1)] 4 -
4 - [ т п ._ s + ( j i 1) п 4 . ! ] .|_ [ w n _ , s 4 . (^ _ 1) „ 4.2] 4 - . . . 4 . 

-f- [?шг — 5 - j - (jg —l)n-\-s] = 
i) — U i + Л + • • + л ) — »»*] —O't + л + • • • 

= [ ( й , - i) ( » - 1 ) - f i ] 4 - К*. - 1 ) (» - 1 ) + !] + ••• + P , - 1 ) (» - 1 ) + 1 ] + 
4 - [(я — 1) m 4 - 1] 4 - [(я —l)m - f » 4-1] 4 - . . . 4 - [(я — l) m 4 - (/; — 2) n 4-1] f 

4 - [ ( « — i ) m - f f „ 4 - » i [(n — i ) » » 4 - ( / ,

1 4 - i ) » 4 - i ] 4 - . . 4 [ ( » - 1 ) м + ( / ; - 2 > 

« + 1 + к » — i ) » » + » + I J + • • • + [ ( » — i ) m + ( J — i ) » + 1 + « ( " 2 ' " - - ' . ; ' • ' 1 ' • 

= (» - 1 ) № + К+• • •+ь г) - ( / .+ / *>+• • •+ / r ) - mr] - (/; 4 - / 2 • 

откуда, переходя опять к А . Р и S от /Г, Р ' и получим: 

Р(п) = /I (т; О Р ( „ _ 1) 4_ 2 J (ш; ?; ';^:;;;';;;) Дя - 1; ; ^ / / ^ О 
Л, f, г 

(8) 
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Равенства (7) и (8) и являются теми системами уравнений, существование 
которых требовалось установить. 

Остается доказать независимость характеристических уравнений обеих систем 
(которые очевидно совпадают) от того, какие т неизвестных функций задаются 
на оси у и какие I на оси х, и показать инвариантность систем по отношению 
к любым преобразованиям системы (1) с определителем, равным единице. 

1 Для доказательства первого утверждения заметим, что в характеристическом 
уравнении роли а и s совершенно симметричны, равно как и роли (3 и б. Это 
можно заметить из того, что показатель при (—1), входящий в А(т; 1]^?^'''г^; 

''!""*/")' Р а в е н в точности сумме номеров тех а и £, которые не входят в данный 
определитель, если все а и s занумеровать подряд. Всякое преобразование 
системы в смысле замены а на £, если мы условимся приписывать тот же порядок 
неизвестным функциям, будет очевидно менять лишь строки и столбцы опреде­
лителя, являющегося характеристическим уравнением. (Сохранение порядка неиз­
вестных функций на первый взгляд может изменить знаки у коэфициентов разло­
жения, так как кажется, что числа столбцов квадрантов не будут совпадать, но 
легко добиться прежнего соотношения, переставляя например лишние первые 
столбцы на пустые места для вывода первых формул и последние столбцы — для 
вывода вторых. Подробнее мы разовьем этот прием прт оценке миноров опреде­
лителя). 

Инвариантность характеристического уравнения вытекает из того, что при 
линейных преобразованиях с определителем, равным единице, и сходной системы 
уравнений таблица М испытывает то же преобразование с теми же коэфициен-
тами своих строк, а при этом величина всех определителей А(т; /;...) 
сохраняется. 

Теорема таким образом доказана полностью. 
В дальнейшем мы будем пользоваться этим характеристическим уравнением, 

которое мы запишем для краткости: 

A (m; I) — z 

Л (ш; I; 

Д{т\1\; 1 , 2 , з . . . ) ' 
• , , , 1. 1, 2 , З . . . ч 

A0]h h 2 V 1 , 2 , 3 . J ' 

, , 1 , 2 , 3 . . . ч 
А ( ш > 1 , 2 , з . . . ; ) 

л , 7 1, 2 , 3 . . . . 1 Ч 

^ ( ^ ^ 2 , 2 , 3 . . . ' l ) 

Д Ощ Ц I), 
Л , 7 ] , 2 , 3 . . . К 

A № l> 1, 2 , 3 . . . * ' 2 ) 

Л / . 7 1 1- 2 , 3 . . . > 

1, 2 , 

л , 7 1, 2 . 3 . . . . 1, 2 , З . . . ч 

А^'1' 1,2,3...' 1 , 2 , 3 . . . ) " 

§ 4. В дальнейшем H I M придется оценивать миноры определителя Р, которые 
мы сводим к изучению других определителей более общего типа, чем сами Р 
и S. Изучение их мы проведем тем же приемом, который был применен нами 
для Р и S, сводя его к изучению некоторых систем уравнений в конечных 
разностях. 
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Приступая к этому изучению миноров, мы вводим в рассмотрение 
(т ^ I) Q^)(ш-\-1) СХХ) новых определителей, доказав для них попутно 
интересующее нас утверждение. 

Рассмотрим определитель из квадрантов А и I», составленный таким обра­
зом, что одна из строк, входящих в него, содерит знак и кроме того (т~\-1)-й 
столбец снабжен знаком , а I знаком . Этот определитель мы обозначим 
через (̂ г, /; V' * ЛД""" • Значки ivi^...is при этом соответствуют 
нижнему значку тех полос квадрантов А , которые не снабжены ; значки 
Ji>j*>- • соответствуют нижнему значку той полосы квадрантов В, которые 
имеют символ ; h19 7?2.. Jir номера тех А , которые снабл;ены 
и f\tV-4R номера тех В, которые знака не имеют. Номер t указывает 
номер строки со значком г ^ г ^ - . Вводим в рассмотрение еще определитель 
S ' ' ' (yV ;^2""y f ; 'h 7^'"" /?r , /'r*1'), в котором строка с номером t имеет з н а к ^ ^ . т 
столбцов имеют знак и столбцов имеют знак 

Обозначение это понятно без дальнейших пояснений, как аналогичное 
выбранному для Q'" (w, t;). 

Переходя к исследованию свойств Q'" и PJ", мы сначала изменим знак* 
у них путем различных перестановок столбцов и введения новых строк и столбцов 
с целью придать им форму, непосредственно удобную для вычислений. 

Из определителей Q"1 и И'" мы получим определители Q" и R" простой пере­
становкой столбцов, причем значки сохраняются те же самые. Именно: определитель 
Q"(n, ?; ^ i ' l ' i

1 ' ^ " J >

I l ) получается, если мы те столбцы соответствующего 
определителя Q"\ которые являются первыми в квадрантах В, не снабженных 
чертой снизу, припишем в качестве первых в квадранты А , снабженные этой 
чертой. Аналогично определители R" получаются из R'" перестановкой последних 
столбцов в квадрантах А , не снабженных чертой сверху, в качестве последних, 
в те квадранты В, которые этой чертой снабжены. Перестановку эту для опре­
деленности можно совершить например, сохраняя взаимное расположение пере­
ставляемых столбцов. Припишем теперь к Q" и В" еще один столбец и одну 
строку, содержащие в своем пересечении единицу, все остальные элементы 
которых равны нулю. Впишем их так, чтобы строка стала вместо вычеркнутой, 
в тех квадрантах, которые имеют з н а к ^ ^ ^ или^^^ , а столбец в определителе 
Q" в качестве первого в квадрантах В с нижним значком ь а в определителе Ь , г 

в качестве последнего в квадрантах А с номером т. 
Теперь причислим условно (m-f-l)-io вертикальную полосу определите­

лей Q к первым т полосам, изменив соответственно нумерацию. Для этого 
в Q"{n, ^2']\.'.['j8 / S M ' л**' будем писать номера jf на единицу меньше, а первый 
номер отбрасывать вовсе. Если j x не равно единице, то припишем условно 

= т 1. Такие определители будут обозначены (/ (я, Ц 7У X-'.'-JV /-''л'V /Р' 
Относя такий образом в определителе R" условно полосу т к последним / и 
меняя систему значков, мы получим определители R'(v, t;fJ'^""^1 ^ /Г 

Наконец вводим определители Q(n, t; ? . " ; 7'1'7'*""''!г), которые связаны 
с Q ' ( n , Ф о р м у л о й : 

Y V A- h /V' 
= ( — If { < / , + . . . . + 7 , V ) + (?!!!±Z± 1 ) / _ . . . f y s ) - ( / i + . . .+Гг)-.{т+1)8-)п,+ 1)г } + 

+ ( Л + . . . + Л Ж / - Ь . . ^ / ^ ^ ' О Ь * П : ; 5 в ; t t : b

f > (10) 
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и совершенно аналогично: 

(2т-Н-И) 
2 - С / r f / в МЛ+. • .+fr)~(m-l)*~(m-l)r ] . .+/,)-h 

•)• ( п ) 

Очевидно, что Q и В отличаются только знаком от Q"' и 2?"'. 
Переходим теперь ко второй из серии наших теорем. 
Т е о р е м а 2. Определители Q или R, имеющие для Q одинаковые нижние 

значки, а для R— одинаковые верхние, удовлетворяют двум системам уравнений 
в конечных разностях совпадающим, для Q — с системой, которой удовлетворяют 

Р(п) м S(n; VJ !*'*''|9;)» 0 случае если мы (m | -1) неизвестную функцию будем, за­
давать на осп у и 1 —[— X—на оси х, а для определителей R— с той системой, 
которой удовлетворяют Р(п) м S(n;; ^""'р, в случае если мы (т—1) неизвест­
ную функцию будем, задавать па оси у, а 1 —[— 1 и а оси- х. 

Доказательство этой теоремы, являющееся буквальным повторением доказа­
тельства теоремы 1, мы проводить не будем. Ограничимся напоминанием тех же 
свойств характеристического уравнения, которые были упомянуты в теореме 1, 
а именно инвариантности по отношению к линейным преобразованиям системы 
с определителем (1) и независимости от выбора тех неизвестных, которые за­
даются на оси х. 

Сформулируем теперь еще одну теорему, вытекающую из теоремы 1 и 2, 
если принять во внимание известные свойства систем уравнений в конечных 
разностях. Вводя D(m-\-\\l—1;^) = 0 и D{m — \\l — 1;з-) = 0, где эти обозна­
чения совершенно очевидны, получим. 

Т е о р е м а 3. Определители Р'(п) и S'(n) с любымч системами значков 
равны сумме n-ых степеней корней уравнения D(m;];z) = 0, у множенных на 
некоторые коэффициенты, являющиеся для случая простых корней произведением 
чисел, не зависящих от п, на (—1) в степени некоторой линейной функции 
от п, а для случая кратных—аналогичной степени (— 1), умноженной на полипом, 
степень которого равна кратности корня. Определители Q'"(n, t) с любыми 
системами значков равны сумме п-ых степеней корней уравнения D(m-f-l; 
1 —l;z) = 0, умноженных на коэфициенты, связанные с п таким же образом. 
Наконец определители R"'(n, t) равны сумме п-ых степеней корней уравнения 
D(m — 1; 1 —[— 1; z) = 0, умноженных на такие же коэфициенты. 

Доказательство опускаем, как очевидное. 
§ 5. Назовем расстоянием какого-либо элемента в определителе Р'(п) от 

диагонали своего квадранта число равных нулю элементов того же столбца, 
в котором находится данный элемент, находящихся между данным и ближайшим 
из не обращающихся в нуль элементов, увеличенное на 2. Самый элемент не обра­
щающийся в нуль, будем считать отстоящим на 1. Расстоянием до края квадранта 
мы назовем число равных нулю элементов того же столбца, в котором находится 
данный элемент, лежащих в том ж;е квадранте и расположенных выше данного, 
в том случае если все они равны нулю; при этом мы будем говорить, что элемент 
лежит выше диагонали; в противном же случае — число равных нулю элементов 
той строки, в которой находится данный элемент, лежащих в том же квадранте, 
расположенных влево от данного элемента, если элемент взят из полосы квад-
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рантов А , и то же число, увеличенное на единицу, если элемент из квад­
ранта В. Выскажем теперь теорему. 

Т е о р е м а 4. Минор некоторою элемента определителя Р1'(п), отстоящего 
от диагонали своею квадранта на q и от стороны па р клеток, выражается 
в виде конечной суммы произведений четырех множителей. Первый из них ра-

в с н (— I) в степени некоторой функции от n, р и q, линейной относительно 
каждого из них, с целыми коэффициентами', второй равен некоторому S'(q; !|' |*"'|*); 
третий равен или некоторому Q'"((l? t;;) или некоторому R"'(q, t;;) со значком, 
равным номеру той горизонтальной полосы квадрантов, в которой взят данный 
элемент, в зависимости от того, расположен ли данный элемент выше диаго­
нали квадранта или nuoice ее] и наконец четвертый равен некоторому 
S'(n—р — q;; f

h , ' f

h a

 f

, h r ) *. Все определители нулевого порядка мы условно будем 
считать равными единице. 

Лемма 1. Если в некотором определителе из состава его элементов, 
выписанных в виде таблицы, можно выделить некоторую таблицу низшего по­
рядка, состоящую из одних пулей, сумма числа строк и чгюла столбцов которой 
равна порядку определителя, — то этот определитель может быть разлоэюен 
на произведение двух других определителей. Если эта сумма превосходит по­
рядок определителя, то определитель равен пулю. 

Лемма эта доказывается применением теоремы Лапласа к определителю. 
Пусть порядок его п, а числа строк и столбцов в таблице, о которой шла речь 
в лемме, г и s. Если r-\-s=n то s = n — г. Тогда, применяя теорему и раскла­
дывая определитель по тем столбцам, среди которых находится нулевая таблица, 
мы видим, что из миноров этих столбцов не обращается в нуль только один, 
& именно тот, который не содержит ни одной строки этой таблицы. Следова­
тельно определитель равен произведению этого минора на сопряженный. Если 
? / < > - { - . 9 , то очевидно, что все миноры этих столбцов — нули, и высказанное 
ясно. Лемма доказана. 

Рассмотрим разложение но теореме Лапласа какого-либо определителя и 
^поставим себе задачей найти, исходя из него, соответствующее разложение 
минора некоторого элемента этого определителя. 

Лемма 2. Искомое разложение получится гьз разложения самого опреде­
лителя, если мы выбросим все члены, в которые этот элемент не входит, 
а не выброшенные заменим, поставив вместо множителя, содержащего наги эле-
.мент, минор этого множителя, сопряженный с вычеркиваемым элементом. 

Эта лемма совершенно очевидна без доказательства. 
Лемма 3. Вазложение Р(п) по теореме Лапласа по р-{~1» р —j— 2, . . . 

—{— q) строкам каждого квадранта имеет вид: 

r{n) = 2 ( i - y s ' ( n - p - q y / / : z :;2)S'(g; ^l^ltZ^^ %%zp, (12) 
г, /, s, h, f, г 

где v представляет собою некоторое целое число, зависящее от разлгьчных аргу-
.м что в, которое мы близ/ее не фиксируем. 

Для доказательства отметим, что для, того чтобы минор, сопряженный с не­
которым минором этих строк, был отличен от нуля, прежде всего необходимо, 

* ОЖш Н. Г юн т е р , стр. 34, формулы (27). 
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чтобы в составлении нашего минора приняли участие §толбцы с номерамш 
Р р-\-3, . . . , р + 0 и з квадрантов А и столбцы с номерами р-\-1, р + 2 , . . . у-
$ + 2 — 1 из квадрантов В. 

Для того, чтобы сам минор этих строк не обратился в нуль, в него могут 
входить только столбцы с номерами р-{-1 и p-\~q~{-1 из квадрантов А и столбцы, 
с номерами р и р 4 - q из квадрантов В. Следовательно произвольных столбцов-
в каждый из образуемых миноров может войти пока 2(т-\-1). Подсчитаем боле© 
жестко, какие комбинации этих столбцов могут войти. Как очевидно, всего мо­
жет быть выбрано (ж -j-1) из всех произвольных 2 (т -|~ I) столбцов. Однако* 
число комбинаций, как мы увидим, меньше чем (2^£f). 

Заметим, что если мы вычеркнем из определителя Р(п)< строки и столбцы,, 
обязательно входящие во все миноры, но которым мы раскладываем _ , то т 
правых верхних углов всех квадрантов оставшейся таблицы можно выделить 
меньшую таблицу с суммой числа строк и числа столбцов, равной {п — q) (т ~|- I) - j - h 
состоящую из одних нулей. 

Из нижних левых углов этих квадрантов выделяется такая же таблица 
с суммой числа строк и столбцов (п — q) (т-\- 1)-\-т. Так как сопряженные, ми­
норы будут выбираться из этой таблицы, то, приняв во внимание лемму 1, мы 
приходим к заключению, что необходимо, чтобы по крайней мере I из тех 
(т I) столбцов, которые должны еще участвовать в составлении данного ми­
нора, лежали справа от той полоски столбцов, которая обязательно войдет в со­
став минора и которая находится внутри каждой вертикальной полосы Р(п)„ 
Действительно в противном случае сопряженный минор на основании леммы 
должен обратиться в нуль. Аналогично по крайней мере т столбцов должны ле­
жать слева от этих полосок. Как мы видим, распределение правых и левых 
столбцов по числу единственное. По номерам полос определителя Р(п) оно является 
однако совершенно произвольным, так как ни один из получаемых с указанными 
оговорками миноров, вообще говоря, не нуль. 

При этом, как это вытекает из леммы, каждый сопряженный минор должен 
разлагаться на произведение двух других порядков соответственно р и п — (g-f q). 
Легко заметить, что наш минЪр будет вида Sf(q; )\'j*'"j8 > *Г ^ >̂ а те опре­
делители, на которые разложится сопряженный с ним, будут S'(jp) ^ ' ' "'7^)) и 
S'(п—р — д;; ^' '"'fs)- В результате формула наша доказана, и лемма 3 также 

Переходим теперь к доказательству самой теоремы. 
Приводим в соответствие минору элемента, отстоящему от диагонали на qr 

а от стороны на р , разложение (12). Заметим при этом, что с точки зрения 
расположения самого элемента могут представиться два случая. Один из нихг 

когда наш элемент лежит выше диагонали своего квадранта; этот случай мы на­
зовем случаем (а), другой же, когда он лежит ниже диагонали — случаем (Ь). 
Теперь применим лемму 3 к формуле (12). Тогда в случае (а) мы видим, что 
вычеркнутыми из определителя F{n) являются та строка, которая стоит верхней в ка­
кой-либо полосе определителей £'(#;-), и столбец, который является последним в ка­
кой-либо вертикальной полосе некоторых из этих определителей. Таким образом 
разложение, о котором говорит лемма 2, будет содержать только «остаток» тех 
членов из разложения (12), в которых номер полосы элемента или совпадает 
с некоторым 1к, если элемент из квадранта А , или не совпадает ни с одним j k r 

если элемент из квадранта В. Кроме того в остающихся слагаемых суммы (12) 



нужно очевидно каждое из &(Q> 2' jly." */ > \[[]l''-u^ заменить соответствующим 
Q'"(q, /; . ..)> имеющим либо на один значок больше, либо на один значок меньше, 
причем t указывает номер горизонтальной полосы элемента. Кроме этих слагаемых 
могли бы еще войти другие, получающиеся как результат того, что некоторые 
определители, не вошедшие в (12) благодаря обращению своему в нуль, могли 
стать неравными нулю после вычеркивания строки и столбца, соответствующих 
данному элементу. В данном случае легко проверить, что все такие миноры или 
сами нули, или на нули умножаются. 

Теорема для случая (а) доказана. Аналогичным образом в случае (Ь) можно-
получить те же результаты, выбрасывая некоторые слагаемые из суммы (12) и 
заменяя один из множителей в каждом из оставшихся сдагаемых через Вг'(д, t) 
с соответственными значками. 

§ 6. Совершим замену переменных независимых, полагая хх == q.}x и 
у1 — гр~ту9 где ср — произвольное число. В результате такой замены все коэффи­
циенты при производных по% от неизвестных функций умножаются на ср1, а коз-
фициенты при производных по у — на <р~т. Так как в каждом из определителей 
А (пц Ц . . . ) с любыми значками т столбцов составлены из производных но 
х, а I — из производных по у , то ни один такой определитель от этой подста­
новки не изменится. В результате умножения коэфициенты характеристическое 
уравнения D (т; Ц z) — О, зависящие только от этих А, а следовательно и корни 
его, очевидно останутся прежними. 

Корни же уравнений D{m-\-\\ I—1; z) = 0 и В(т—1; i- j-1; #) = 0 
будут умножены соответственно на д/'̂ +О и ф-( т+о. Это вытекает из того, что 
на эти числа умножаются определители А(т-\- 1: I—1; z) и А(т—1; Z-|~l;;),, 
а из выражения характеристического уравнения в виде определителя вытекает, 
что корни его должны возрастать или убывать во столько же раз, ЕО сколько 
изменены эти А. 

Отсюда вытекает некоторое замечание, которым мы будем пользоваться 
впоследствии. 

Если мы возьмем два каких-либо корня уравнений В(?п-\-1; I—1; z) = О 
и 1)(т—1; ^ —[— 1; ^) = 0 и некоторый корень D (т; Z; z) = О, то с помощью 
такой подстановки, если только произведение модулей корней первых двух урав­
нений не равно квадрату модуля корня последнего, можно добиться того, чтобы 
или оба они были одновременно не меньше его но модулю, или чтобы последний 
превышал их. 

Назовем систему уравнений (1) системой с вырождающимся определителем 
для данных начальных условий, в случае если в представлении Р'(п) и всех 
S'(n;...) с двумя системами аргументов суммой п-ых степеней корней D (ж; lz) = О 
обращается в нуль коэфициепт при каком-либо корне. Этот корень назовем де­
генерирующим корнем. Система будет полувырождающейся, если обращается в нуль 
коэфициепт лишь в выражении РСп). Соответственно вводим понятие иолудегеие-
рирующего корня. 

Заслуживает внимания, что как дегенерация, так и полудегенерация отдель­
ных корней существенно зависит от начальных условий, в противоположность 
характеристическому уравнению. Если мы другье ж неизвестных функц й зада­
дим на оси у , то дегенерировать будут, вообще говоря, другие корни. 

Заметим между прочим, что подстановка, о которой шла речь в начале дан­
ного параграфа, не меняет ни свойств вырождения системы, ни характера де-



генерации отдельных корней. Это вытекает из того, что если провести факти­
ческое вычисление всех функций, которыми будут выражаться коэфициенты 
разложений, то они будут однородными функциями как от коэфициентов при 
производных по х, так и от коэфициентов при производных по у и следовательно 
от такой подстановки могут лишь умножаться на некоторую степень ср. 

Переходим теперь к центральному пункту всего предварительного исследо­
вания, из которого уже без труда вытечет все остальное. 

Т е о р е м а 5. Если среди педегенерируюгцих корней уравнения D (m; 1; z) = О 
существует наибольший по модулю, и если он превосходит все полу дегенерирующие 
•корпи и все те корпи D ( т + 1; 1 — 1; z) = 0 и D (т — 1; 1 + 1; z) = 0, коэфи­
циенты при степенях которых в представлении всех определителей Q и R не 

• обращаются в пуль, то сум^а модулей отношений миноров кжого угодно столбца 
определителя системы уравнений (2) к самому определителю не превосходит 
некоторого числа. (Конечно если этот определитель пе обращается в нуль ни 
при каком п.) 

Эта теорема является непосредственным обобщением соответствующей тео­
ремы проф. Н. М. Гю нтер а. 

Для доказательства сначала установим несколько очень простых неравенств. 
Пусть &х — тот корень D(m\ I; z) = О, о котором шла речь, а #а и г 3 — соот­
ветственно наибольшие корни D(m + 1; I—1; #) = 0 и D (т — 1; £ + 1 ; #) = 0 
из упомянутых выше. 

Тогда совершенно очевидно из теоремы 3: 

;р ' («);>Л1^; п . {Щ 
.где А — некоторое постоянное. 

Из той же теоремы 3 аналогичным образом: 

i Bw(w t- u' '* " • 7'* "•' f>r' 7 ' Г +Ч ! <^ В у n ( 
l l i *> UU-Js ' Л. h- ... fr j 

Обозначим символами М(щ p, q; k, l) и N(n, p , q; /г, l) миноры типов (a) 
и (b) § 5, соответствующие элементу с номером квадранта к и I, отстоящему от 
диагонали на q, а от стороны на р . Тогда: 

я 

или 

\М(п, р , q; к, l)\<C!t+rnC*\zi»-«\^ (16) 

! N (п, р, q; 1с, I) j <{»'+'fBC* \ г% | -» j г, \ч, (17) 

.! М(щ р, q; к, I) | < G, *, j - t j ( ^ $ к, 1)\<G\z, j - * | * 8 j*. (18) 

Если мы теперь обозначим ту сумму, о которой шла речь в теореме, 
через 2 , мы получим: 

^ < 0 « - Н ) | { 

яли 
1 4 - + • • • } , (19) 

^ < £ . (20) 



Тем самым наша теорема доказана. Заметим, что в силу предварительного 
замечания или оба старших недегенерирующих корня D(m-\-l; I—1; з) = 0 и 
/ > ( т _ _ 1 ; #) = 0 меньше zv или же оба больше или равны ему. 

§ 7, Положим, что коэфициенты системы (1) представляют собою некоторые 
независимые комплексные переменные, и будем рассматривать решение этой си­
стемы, удовлетворяющее нашим начальным условиям, как функцию этих пере­
менных. Мы установим, что вблизи некоторых значений такое решение суще­
ствует и будет аналитической функцией этих переменных. 

Лемма IV. При соблюдении условий теоремы 5 § 6 система (1) имеет 
решение, удовлетворяющее нашим начальным условиям,, причем все коэфициенты 
в разложении этого решения в ряд Тэйлора по х и у представляют собою ана­
литические функции от коэфициентов уравнения. 

Возвращаясь к системе (1), переносим функции F в правые части уравне­
ний и строим для них превосходящую функцию обычного типа: 

М 

Следуя в точности методу Н. М. Гюнтера , доказываем, что система 

(21) 
"'J ].<> 7 = 1 2 
ах ' J ' ' 

будет превосходящей для системы ( I ) 1 . В силу симметрии начальных заданий 
и симметрии уравнений мы легко заключаем, что у этой системы можно искать 

dr. дге. 
решение, удовлетворяющее условиям: ===—•> , после чего система приводится 

dr dr _ ж одному уравнению, если счесть v i — —; г(у= —. Получим, 

д*г 
= Q . ( 2 2 ) дхду 

Это же уравнение имеет нужное нам решение, как доказано еще Р и к ь е . 
Следовательно лемма доказана, так как аналитичность коэфициентов вытекает из 
способа вычисления их в качестве решений некоторых линейных уравнений в ко­
нечном числе. 

Рассмотрим теперь окрестность некоторой системы значений коэфициентов 
уравнений, при которой ни один Р(п) не обращается в нуль, старший по мо­
дулю корень ~D(m; I; s) = 0 не дегенерирует и превосходит по модулю все корни 
D{m~\~ 1; l—l; s) = 0 и I)(m—l; 1; г) = 0 . 

Очевидно, что в силу непрерывности корней характеристических уравнений 
я коэфициентов разложения условия относительно дегенерации и величины корней 

1 См. П. Г юн т о р , стр. 39. 



сохраняют свое значение и для окрестности наших значений, причем можно 
утверждать, что неравенство | ^ | — \г2\>е, K j — | ^ | > £ , | г\ | — |#J><f~n. 

[буквой а обозначим коэфициепт в разложении Р(п), а ^ — другие корни 
D(m\ I; z) = 0] имеет место одновременно, для всех точек, близких к исходным. 

Кроме того можно выбрать эту окрестность настолько малой, чтобы Р (пу­
пе обращалось бы в нуль ни при каком п ни для какой из ее точек. Действи­
тельно опасными для нас являются лишь некоторые конечные значения п, ибо 
при выполнении наших неравенств для больших п имеет место неравенство (13), 
из которого и вытекает наше заключение. Для конечных же п этому условию 
всегда можно удовлетворить. 

Т е о р е м а 6. В окрестности выбранных значений паше решение будет-
при достаточно малых х и у регулярной, функцией коэфициентов. 

Доказательство на основании того, что было высказано раньше, не пред­
ставляет никаких затруднений. В силу равномерного удоглетворения неравенств 
теоремы 5 ряд из аналитических функций коэфициентов уравнения, каковыми: 
являются коэфициенты тэйлоровского ряда, при достаточно малых х и у схо­
дится равномерно. В таком случае теорема 4 представляет собой простое след­
ствие теоремы В е й е р ш т р а с с а . Тем самым общая теория наша закончена. 

Заметим один частный случай, когда лемма предыдущего параграфа навер­
ное имеет место. Пусть мы ищем решение, удовлетворяющее условиям Ковалев­
ской. Определитель системы в этом случае вырождаться не может, так как-
уравнение D (т; I; г) = 0 — линейное. Кроме того уравнения I) (in — 1; 1; z) = О 
в этом случае не сущес*тзует. Следовательно подстановкой § 6 мы можем до­
биться того, чтобы единственный корень уравнения B(Q; Ц z) был больше всех 
корней уравнения В(\\ I — 1; #) = (). Тогда очевидно условия теоремы 5 и 
леммы 4 выполняются автоматически, и система требуемое решение имеет. 

§ 8. К случаю, исследованному нами, сводится всякий другой случай^ 
в котором значения неизвестных и их производных задаются при х = 0 и при 
у = 0, каков бы ни был порядок системы, и каково бы ни было число уравнений^ 
Как известно, такая система может быть сведена к системе уравнений 1-го по­
рядка путем выбора новых неизвестных функций. Если внести вместо этих не­
известных разность между ними самими и их начальными значениями и затем 
исключить производные от некоторых неизвестных функций из нескольких урав­
нений, то результат диференцироваыия даст систему линейных уравнений с опре­
делителем, равным В\п), миноры которого будут таковы же, как и миноры В*{п)г 

или равняться самому Р'(п). Теорема 5 будет иметь место при тех же условиях, 
и решение будет существовать, если только считать соблюденными известные 
условия пассивности Р и к ь е . Тар как выяснение этих последних не входит в 
нашу задачу, то на них мы останавливаться не будем. 

Г л а в а в т о р а я . 
§ Ь Во второй главе мы займемся изучением случая системы двух урав­

нений с двумя неизвестными функциями. Мы выясним область коэфициентов" 
уравнений, в которой система имеет решение, являющееся аналитической функ­
цией этих коэфициентов, в котором одна из этих функций, которую мы обозна­
чили iv, является нулем на оси х, а другая v—на оси у . 

Нашей задачей будет показать, что исключенные нами в теореме 6 первой главы 
значения будут представлять собою купюры и существенно особые точки этой 
функции. Для этого изучим ближе свойства определителя Р(п) этой системы,,. 
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Чтобы сократить число параметров, преобразуем систему, исключив неко­
торые производные из соответственных уравнений. 

После очевидных выкладок придадим ей вид: 

to 
дх 

v . . dv , dw . r y I dv dv dw dw\ rx \ 
- 4 - [3 — 4 - у — 4- Ъ1 [ x. у; v\ w; — , -r- , - т - , - r - ) = 0 } 
v 1 ду 1 ()x 1 1 V d./;' d?/' dx- d/// [ 

dv . dw . p dw; . / dv dw; dw \ ( 
x — 4 - g - d \- l \ \ x, у, v, iv: — , — , -—- , -— ] = 0 I 

ду 1 дх 1 d# 1 2 \ ' J% 9 ' do; ду' дх ду J ) 
(1) 

где начальные значения частных производных от F T и J F 2 ПО всем производным 
от неизвестных функций равны нулю. 

Таблица М § 2 первой главы в этом случае принимает вид: 

а у р О 
О е х д 

Характеристические уравнения для случая, рассматриваемого нами, будут: 

1)(0; 2 ; ^ ) = ( - 1 ) 3 * ° | - * = = — / Ю - * = 0, 

D(2; 0; , з - ) = ^ ' | — z = as — z — О, 

а 0 7 0 
0 6 £ 6 

Dfi; 1; г) = 
7 £ 

Dfi; 1; г) = 
а $ 7 £ 

0 9 в ТС 

Полагая теперь ад := 1, ре = 11 и j 

, (ад -f- р 8 — ух) - f ad/Se = 0. 

шепни в виде: 
D(l; 1; z) = s*-(l + (i-v)g + Xii = 0, 

- Ху 
2>(0; 2; з). 

as 
. .=0 , 

JD(2; 0; s) = ae — z = 0. 

Так как произведение корней D(l ; 1; z) = 0 равно в точности произведению 
корней D(0; 2; = О и D(2; 0; z) = О, то, если мы имеем дело с невырождаю-
щимся определителем и если существует корень D (1; 1; £) = 0, превосходящий 
другой по модулю, т. е. если корни по модулю не равны, — остальные условия 
выполняются автоматически, и система имеет требуемое нами решение. Если 
определитель полувырождающийся, то система имеет решение, если дегенерирует 
.-меньший корень. 

Выясним теперь, каково условие невырождаемости определителя и условие 
••несовпадения модулей корней уравнения 1; £) = 0. 

Прежде всего очевидно, что случай (Я -\- у — v) = 0 придется отбросить, 
шбо тогда модули корней равны между собою. 

Корпи характеристического уравнения очевидно будут: 

X + fi — v у (Х+р — уУ — Ыр 
2 —у 4 
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Вычисляя коэфициенты с помощью известных правил, принимая Р(0)— 1 к 
Р(1) = X, имеем: 

р ( Я ) = / я — ^ + Н ^ Л * + Р — У ) " — \ 1Х+ц—у-\-]/(Я + //—!>)«"— 4Я,« 
V 21 / (1 + »_,-)* —4А« / V 2 

( 
2}/(Я -f- ( l — V)* — ±Xfi 

Я — — Y\X^J~vf—lXy \ /Я_+^— У—У(Я + р —1>)'-^4Яр\ 1 
2 | / (Я+>— г')2—4Я/Г / V ~ 2 ' / 

или, перемножая первую степень на коэфициент с целью выделить множитель Я 
имеем: 

Р . = Я - о /[(Я—//—г) + ]/(Я + /г — iQ a —4Яр] + fi—v)-^y (X-i-fi-vy—U^ 

2п\/ (Х-\-ц— v)* — U(i 

— [(1 — 11—У) — \/(1+Р — У)*—ЫЦ] [(1 + Р—У)-+ У\Х + У — *)» — 4Я,цГ^\ . 

Очевидно, что условие полудегенерации будет: (Я—у—Я)2 = (Я - j - —г)2—4Я//г 

или /гг' = 0. Так как случай // = 0 приводит просто к равенству нулю одного ш 
корней, то система будет полудегенерирующей, если v = 0 . Этот случай мы 
исследуем особо. Если v Ф 0, то определитель не вырождается. Для уменьше­
ния числа независимых параметров умножим одно из уравнений системы на 

у-т—-——. Очевидно для новой системы Х~\-у— v = l и корни -D(l; 1; —О 

будут 
1 + \ / 1 — 4Ху l—yi— 4я7г 

L_L__ г и (3) 
Модули их могут быть равны только тогда, если 1 — Мц отрицательное 

число или нуль, т. е. если 4Я//>1. Это очевидно и есть случай, аналогичный 
случаю Н. М. Гюнтера , в котором утверждать существование решения нельзя. 

Если определитель полувырождаетея, то или 7 = 0, или х = 0. Тогда мы 
будем иметь вырождение одной из систем для S(n; i) или для 8 ( щ г), одна 
из которых сведется к Р(п) = ХР(п— 1). Отсюда следует, что из двух корней 
Х)(1; 1; s) = 0, а именно Я и у , обращается в нуль коэфициент при у и, значи.тг 

решение будет существовать тогда, если | Я ! > | ^ | , или, считая Х - \ - у = 1г 

E(fi)^>~, что представляет собой равносильное условие. 

§ 2 . Рассмотрим известный пример Me га у 1 с точки зрения развитой 
здесь теории: 

( dz dz 
I дх ду 

ди . ди 
—— Z -~т~ II — 
дх * дх 

в котором ищется решение, где при х — 0 £ = у и при у = 0 z = х. 

1 Me r a y (avec la collaboration de M. R i q u i e r ) , Sur la convergence des developpement-s" 
des integrales ordinaires des equations aux derivees partielles, «Апг-ales de l'Fcole normale», s. III-
t. 7, p. 23 (1890). 



Вспоминая сказанное в '§ 9 предыдущей главы, приводим эту систему к на­
шему каноническому виду: 

dv dv . , JJ 
- Я — = w4-х f Н, 
дх ду ' 1 ' 

dw , dw , , тт 

~ " чу-" ^'^ 

Очевидно: Я = 1 , /г—Н*9 v = 0. Система имеет полудегенерирующий опре­
делитель. Наша теория говорит, что если | Я | < 1 | , то решение существует. Как 
показал Мег а у, если В больше единицы, решения может не быть. Следовательно 
наше условие является в данном случае сравнительно широким, при условии не 
налагать ограничений на правые части уравнений. Любопытно, что Мета у попал-
как раз на исключительный случай в том смысле, что если добавить в левые 

dw dv 
части уравнений два произвольно малых члена е{ --- и 6 2 ^ > т о система уже не 
будет вырождаться, и существенное решение будет зависеть уже от совершенно 
других условий. 

Заметам, что для других начальных условии, если v задать на оси х, вы­
рождаться будет Я, и тогда решение будет существовать как раз при обратном 

предположении, т. е. если R(jy)^>\. 

P(w-fl) 
§ 3 . Для того чтобы не таскать впоследствии за собой множитель, положим^ 

Q(n). Теперь из формулы (2) имеем: 

Q(n) 
•>н+1 

1 (1 4- V1 — ilii) "+1 — (1 — V1 — 4Я > 

ц(\-\-\/1— 4Я .-)« — (1 — \/l — 4AW" (" 

2 П _ ^ УТ-Щ ~ ) 

(4) 

Заслуживает интереса частный случай 1=1 (или, что то же, u = v)^ 
Тогда 

' П(„\ - 1 (1 + Т/1 - 4 ^ - (1 -VI -4ЯрГ** 
* У I — 4Ху 

Сразу очевидно, что этот случай совпадает со случаем Н. М. Гюнтера , . 
чего впрочем и следовало ожидать, так как в системе уравнений, в которую пере-

т т т . г ^ ди ди х . ходит уравнение Н. М. Гюнтера , при замене ^ = v , — = w будет соблюдено 

именно это условие y = v. 
Коэфициенты ряда Тэйлора , в который мы предполагаем разложенным наше-

решение, будут очевидно содержать Q(n) в знаменателе. Вообще говоря, если мы 
не знаем ничего о структуре правых частей уравнений системы (1), корни Q(n) 
как функции от у и 4Ху будут служить полюсами решения, рассматриваемого как 
функция этих аргументов порознь. Если мы покажем, что значения, отброшенные 
нами в § 1 настоящей главы, являются точками сгущения этих полюсов, то наше 
утверждение, высказанное нами в том же параграфе, будет доказано. 

Займемся отысканием точек сгуще шя корней Q(n) при неограниченном воз­
растании??. 



Способов отыскивать корни может быть два. Один из них — это фиксировать 
в качестве постоянного и менять, а другой —обратный. Первый способ в данном 
случае значительно легче, но к сожалению не обнаруживает всех точек сгущения 
Мы проведем оба эти способа. 

§ 4. Займемся первым способом, т. е. исследуем корни Q(n, р), считая 
Ли постоянным. Из условия Q(n) = О без труда получим: 

9 _ ( 1 + l / l — — (1 — l/l — 4Др]*+1 

(1 + уТ— 4Я//> — (1 — 1 / Г = 4 Я ^ ) Л ' 

де под | / 1 — Ну мы будем, как обычно, понимать то его значение, у кото­
рого вещественная часть больше или равна нулю (в последнем случае мнимая 
*час1ь > 0 ) . 

Тогда: 
| 1 + У 1 — 4Я/г | > [ 1— l / l — Ыи , 

i ( 1 — 1 1 — 4 Я ^ у - ^ 

1 + V 1 — 4Я//) 
2у = (1 + VI - 4Я,) 

щ V 1 + 1 7 1 — 4Я/// 

Если- В (j/l — 4А4и) > 0, то очевидно, что точкой сгущения будет: 

1 + V 1 — 4Я/г 
- > 

?гдо 

Отсюда уже без труда: 
2^ — 1 = | /1 —4Я^, 4/^ — 4//-f 1 = 1 — 4Я//, 

или 
^ = 1 — Я. 

Рассмотрим второй случай, т. е. если My— 1 = х , где х — некоторое по-
„ложительное число. 

Тогда: 
j _ /1 — V i — V"*4"1 

l + l / l — 4Я/// 
= (1 + j / i — 4//Я) i n f Z _

l 7 •4Я/Л* 
1 + j / l — 4Я|й 

И числитель и знаменатель дроби, стоящей в правой части, лежат на окруж-
-ности с ратиусом 1 и центром в точке 1. Кроме того из геометрических сообра­
жений вытекает, что разность аргументов числителя и знаменателя равна аргу­
менту (1 V 1 — My), взятому с обратным знаком. 

Действительно пусть М будет точка 

i ч - г i - - u / M - ' 
1 + ] / 1 — 4Х,м 
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точка 

f 1 — У . 1 ^ - 4 Я ^ \ Н + 1 

( I 
Угол между вещественной осью и линией 
1М назовем ц\ угол между линиями 1М и 
1ЛТ буквой и наконец д> — угол мелсду 
линиями ОМ и ON. 

Очевидно из выражений М и N, что 

,arg: , • = — 2 arg (1 
1 + ] / 1 — My 

- f I 7 ! — 4Я/г), ^ = 
Рис. 1. 

По свойству вписанных углов и зггичит: 

= — a r g ( l + | / l — My). 

Отсюда вытекает, что корень Q^n, у), где Хи постоянное всегда веществен­
ное число при любом п. Разберем порознь два случая: 1) <р есть рациональная 
часть я , 2) ср есть иррациональная часть я . В первом случае очевидно мн 
имеем дело с периодически повторяющимися в конечном числе корнями, так как 

тогда 
1 — ] / 1 + My 

'ГГЯ - 1 - представляет сооою точно некоторый корень из единицы. 
1-:{-\/1—Му 

Во втором случае угол гр может принимать значения, как угодно близкие к лю­
бому наперед заданному числу. Из треугольников 01М н OIN находим: 

ж 

\ n—j/l — Uuy . . (я гр\ 

Тогда, если обозначить 11 -|- ]/ \ — My j = получим: 

sin 
= дч*чег*ч -

cos 

U : Г ~ 2 / sin cos ? COS-- • s m - - s m | 

# . # л ф ' 
cos 2 sin - tg 

я так как tg-- может принимать какие угодно значения, то 2у изменяется, имея \р 

-точками сгущения все точки вещественной оси. 
9 М и е м а т я 1еский сборник, т. XXXVI, аыт. 3—4 
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Резюмируя сказанное в этом параграфе, получим: 
При My—1 — где х — положительное число, точками сгущения корнеИ 

определителя Q(n, //), если <р несоизмеримо с ж, служит вещественная ось рт 

причем все эти корни сами вещественны; при 4Ху—1, отличных от веществен­
ного положительною числа, точкой сгущения будет служить / / = 1 — X i где 

Как уже было указано, этот метод, несмотря на крайнюю простоту, ш 
дает удовлетворительных результатов, ибо обнаруживает не все точки сгущения^ 
Впоследствии кы убедимся в этом, отыскав эаи точки другим способом. 

§ 5. Отвлечемся несколько в сторону и, прежде чем вычислять точки сгу­
щения корней Q(n, My), докажем одну теорему, чрезвычайно полезную в даль­
нейшем. 

Т е о р е м а . Уравнение 

ае(п+1)х _|_ се(п-1)х _ | _ fa ~(г.-1)х = О (А) / 

для целых п болыиих единицы имеет не больше трех вещественных корнейг 

если его коэфиг{иенты вещественны и не все обращаются в нуль. 
Эта теорема в таком виде доказывается без всякого труда с помощью пра­

вила знаков Декарта. Полагая сх = у, уравненге (А) может быть преобразовано 
к виду: 

или 

ау2(и+1) + Су2п + dif 4 Ъ = 0. Число положительных корней этого уравнения не превышает числа перемен 
знаков коэфициентов и следовательно не превосхгдит трех. Так как нас инте­
ресуют только положительные значения, то теорема тем самым доказана. При­
веденным доказательством я обязан II. Е. Кочину. 

§ 6- Производя отыскания корней Q(n, My) при постоянном & поступаем*, 
в точности следуя методу Н. М. Г ю н т е р а 1 . Положим: 

Ми = - — ^ 7 ( б ) 

Тогда 
cos со — г sin со 

\ / 1 — 4Ху == f tg со, 1 — У 1 — My 

1—Му = 

COS со 
cos со 4" i sin со 

cos со 

1 (cos со 4 г sin co) M + 1 — (cos со — sin со)71^1 

9п+1 ~ г cos?'+ rco tg со 
у (cos со -j- i sin co)M — (cos со — i sin co)n 1 sin (n -\- 1) со 
2 icoswcotgoo "~2n cos^co sin со 

sin и со 1 ( 1 — y) s\n(n -41) со - у [2 sin n со cos со — sin О/ 4 " 1 ) 0 J 
cos* - 1 со sin со 2n cosw со sin со 

n ( n ) ^ JL ( 1 ~ ^ s i n ( n + 1^co~-рат(п— l)со 
4 1 } 2n cos n со sin со * 1 ' 

l Ср. H# Гюнтер, стр. 32—33. 



Теперь нахождение корней Q(n, 4Я//) свелось к нахождению корней урав­
нения: 

/*(со) = (1 — (i) sin (п ~f-1) со — ц sin (п — 1) со = 0, (7) 

лежащих в полосе периодов со и отличных от О, ~ , ж и Можно было бы 

непосредственно разобрать случай, где // — какое угодно комплексное число,, 
но так как там корни, вообще говоря, комплексны и вычисление их не пред­
ставляет интереса, и кооме того так как проблема вещественности корней 
Q(n, 4Я//) также кажется нам заслуживающей внимания, — то мы разберем 
особо вещественное ц. 

Этот случай мы разобьем на 5 других: 1) ц<с\, 2) ^ = ^ ? 3) \<iit<lf 

4) / 1 = 1 , 5) / г > 1 . 
В первом из этих случаев, благодаря тому, что | 1 — ( 1 \ ^ > \ ц \ % знак f(co) 

г^ хж , ж можно в некоторых точках определить. Очевидно, что при со = — _ | _ — 
п ~\- 1 2п —[~ 2 

4х = О, 1, 2?г f-1) знак ее зависит от четности х, и следовательно в про­
межутке между двумя последовательными такими точками она меняет знак и 
следовательно имеет по крайней мере ОДИН корень. Если прибавить к этому оче­
видный корень со = 0, то всего в этом случае найдется 2п-\~2 корня. Если п 
четное, то в число их входят 0 и яг, а если нечетное, то кроме того еще 
ж Зж 
2 И V 

Щи этих значениях знаменатель очевидно обращается в нуль, и следова­
тельно нужных нам корней будет 2п, если п — четное, и 2п — 2, если п — не­
четное. Принимай во внимание, что некоторому корню со = а соответствует' еще 
3 других: со — я — а, со = ж-\-а и со = 2 л — а, которые дают одну и ту же 
величину для 4Я/л, мы видим, что корней у Q(n, 4Я/г) будет в 4 раза меньше, 
т. е. -- для четного п и —-— для нечетного. Если раскрыть выражение Q(n) 

Ji £ 
ш формулы (4) § 4, то станет ясно, что число найденных нами корней в точ­
ности совпадает со степенью Q (п) и следовательно нами найдены все корни. 

Благодаря равномерному их распределению при возрастающем п они запол­
няют положительный отрезок оси Ни—1 повсюду плотно. Этот случай не пред­
ставляет ничего нового по сравнению со случаем II. М. Г ю н т е р а . 

При ti^=\ мы получим 1 — ̂  = и f(co) примет вид: 

f (со) — I (sin (п 1) со — sin (п — 1) со} = cos п со sin со. 

В этом случае очевидно f (со) имеет также 2п-{-2 вещественных корня, из ко­
торых, как и в прошлом случае, придется откинуть 0 и л; для четного п и О, 

^, ж и ^ для нечетного. Таким образом все корни опять-таки расположены 

на вещественной оси 4Я^—1 и повсюду плотно заполняют ее положительную 
часть. 

9* 
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Если то, как нетрудно видеть, число вещественных корней /*(«>) 

зависит от п. Разберем порознь 3 частных случая: а) п<^~—^——, b) п = --—— 
" 2у — 1 2 ft — I 

и с) п>у—^—у. В первом из этих случаев все корни будут вещественными. 

Действительно тогда имеем: 2пу<^п г 1 и у(п—1)<(1—у)(п-\-1), и, значит, 
производная / ' (0) = (1 — у) (п - f 1) — у (п — 1) > 0 и / ' (2л) = ( t — у) (п -f 1) — 
— у(п~— 1 ) > 0 и при со = б, где е достаточно мало и е > 0 , f(s) > 0 , равно как 

и / (2л: — г ) < 0. С другой стороны, при со = ——— - f - тт.— о ( я = 0 ,1 , . . 2и — 1), 
71 — - I и)% -—• Z 

f(co) принимает знак второго слагаемого и следовательно имеет «—» если п 
четное, и «-[>>> если оно нечетное. Значит между двумя такими последовательными., 
значениями f(co) имеет по крайней мере один корень. Кроме того очевидно, что еще 
по корню заключено в промежуткух s<^co<C^—^ и ~л<^со <^2л—е. 

Этот случай ничем от предыдущих не отличается. Случай (6), когда п = k ) - — г , 

легко дает ,(/(•?&— 1) = (1—у) -}" !)• В этом случае /Чо>) имеет два тройных 
корня ю = 0 и со=лг, так как две последовательные производные обращаются 
в нуль. Так как знаменатель Q(n, Ну) имеет 0 и л корнями первой крат­
ности и так как все наши рассуждения относительно корней в промежутках 
/ хл , л (х - j - 1) л 
\п — 1 
л дл 

л {х-\-\)л л \ 
- 4 - - - --, - — - — - » ~-- охраняют значение, — то, отбросин 1 2п — 2 п — 1 2п — 2 

о и — для нечетного п и уменьшив кратность 0 и 2л на единицу, получим 
всего 2п корней для четного п и 2п—.2 для нечетного. Рассуждая аналогично 
предыдущему, убеждаемся, что корнт найдены все. 

Случай (с) дает уже кое-что принципиально новое. Произведя подсчет ве-
« г , \ А ХЖ . Л 

щественных корней f(co) с помощью знаков в точках: ——- -j ^ — - - , получим, 

как легко видеть, 2п — 4 корня для четного п и 2п — б для нечетного ^ отбро-

Л л Ъл\ сив 0, - , л и -j-1 . 

Затем, разделяя вещественную и мнимую чнзти в уравнении (7), считая 
,co = r-\-ie, получим систему: 

(1 — у) sin (w -|- l ) rch(n- | - 1) б— /ism()i — 1) r ch (л — 1 ) 6 = 0, 1 

Рассмотрим теперь уравнение с неизвестным б: 

(1 — ^)sh(w + l ) 6 — (ish(n— 1 ) 6 = 0, (9) 

и докажем, что оно имеет при наших предположениях отличный от нуля поло­

жительный корень. Действительно из п^>~7—-—следует: у (п— 1 ) > ( 1 — у) (п-\-1), 
—у I 

и значит производная от левой части (9) отрицательна при б = 0, и при малых б 
левая часть эта имеет знак «—». При больших же б — знак ее совпадает со 
знаком 1-го слагаемого и следовательно «-(-». Так как левая часть меняет знак, 



то наше утверждение доказано. Обозначим этот положительный корень через а . 
Корень этот будет простым и единственным положительным. Действительно урав­
нение (9) принадлежит к типу (А), разобранному в § 5, и не может иметь больше 
трех вещестгенных корней. Но мы знаем, что кроме ап корнями (9) будут сло­
жить— ап и 0, откуда и вытекает каше утверждение. Простотой корни ап нгм 
придется е:де воспользоваться. 

Установив это, мы утверждаем, что система (8). имеет четыре системы ре­
шении: г = 0, б = ап, г = 2ж, б = — ап, т = ж, б — ап и г = ж, б = — ап, и 
следовательно уравнение (7) имеет четыре комплексных корня со = гапУ со = 2ж — гап, 
(о = л ~ \ ian и со = х — гап. Все четыре корня соответствуют очевидно одному 

и тому же значению 4Я//, а имеиго ~ ^ t ^ ' Значит для каждого такого п 

мы будем иметь корень, \ асположенный на вещественной оси 4Хи—1 между — 1 
к нулем. Более детальное исследование свойств этого корня мы проведем в сле­
дующем параграфе. 

Пусть теперь ^ = 1 . Обратимся для о:ого случая непосредственно к фор­
муле (4): 

Qn) = 

I [(1 - Ь V1 - 4Я//Г+1 - 2 (I + У1 - 4Я//)м] - [(1 -У 1 - 4Я^)"+г-2(l-J/ /l — ±Хр)п] 

1 (-- 1 4 У 1 — 4Я,а) (1 + У 1 — 4Я//)"-1 ( 1 — 1/1 ~ 4Я )̂ (1 — У 1 — Ии)п~г 

1 [ ( 1 _ 4 Я р — l ) ( l - f - j / l -f-42//)—1 — (1 — 4Я// — 1) (1 — \ / 1 — 4V)"-1] 

4 Я// si ппсо 
~н- 1 

Таким образом, один из корней, а именно 4Я// = 0, сохраняется при всех г* 
а остальные очевидно лежат на цоложительной части вещественной оси 4Я/г—1 
повсюду плотно. 

Наконец в 5-м случае, т. е. при ^>*1, придется оиять разбить исследо­
вание на три отдельных части: а) п<^2ц—\, Ь) п'--2р—1 и с) n^>2(i— 1. 
При этом четное и нечетное мы будем исследовать отдельно. Разберем сначала 
все три случая, считая п нечетным. В первом из них, т. е. при п<^2и—1, 
все'корни Q(n, 4Я/г) будут вещественны. Действительно имеем: пц — р<^пр-\-

ж В ж 
..[-[i — n — 1, или у(п—1)<(^—1) {>< 1), но тогда при о о = - - и а ? ; = — 

( Вж \ I ж \ 1)1 1 ж Вж 

- • = Sign f I -- J = ( -• 1)T" и значит при со = - -f s и со = — - f - е 
и—1 л Злг п±} 

Sign f (со) — ( — 1 ) 2 , а при со = ---- - в и m = — — е Sign /'(со) = ( — 1)" 2 • 
Вспомнив теперь, каковы знаки f (со) в точках со = — - j - - .-----(я==0,1,... ,2п—1), 1 w — 1 2п — 2 
легко убедиться в справедлигости нашего утверждения. Разберем теперь случай (Ь), 

——— — - эд, L J_ 
Из п = 2/л —А 1 легко получаем ц = —^—. Подставив это выражение в формулу (4) 
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я—1 

и вспоминая, что в первом слагаемом старший член (n-\-l)(l — 4Ху) а , а во 
п—-I < з ш ' 

втором—2^(1—4А,и)~2~, мы видим, что он для этого случая сокращается, и сле­

довательно степень нашего уравнения относительно 4Я^ будет п - - Рассматри-
%Ж ж вая опять f(co) в точках со == -(- - ~ (я = 0, 1 , . . . , 2п — 1), найдем, что 

71 1 Ji7l и 

ж Зж 
f(co) имеет (2п— 6) вещественных корней, отличных от 0, —, ж и —• Следова-
тельно все корни Q (п, 4Ху) вещественны и лежат повсюду плотно на положи­
тельной части вещественной оси Ну— 1. 

Случай (с) для нечетного п находится аналогично случаю (с) для третьего 
из пяти основных случаев. Имеем: 

(1 — у) sin (п -f-1) г ch (w - f - l ) 6 — 0 sin (п — 1) г ch (п •— 1)6 = 0 1 R s 

(1—^)cos (w4- l )Tsh(w4- l )^ — J M C O S ( W — 1) г sh (w — 1) б = 0. J 

„ . я г Зл" Опять мы утверждаем, что корнями будут служить: г = - и г = — и 6 = 

= t ± : ^ n , где /? п— положительный корень уравнения: 

;;(1 — //) sh (и 4-1 \ б f ^ sh (w — 1) б = о. (io) 

В существовании такого корня, а затем в единственности и в простоте его, 
убеждаемся подобно предыдущему. 

Для всех четырех систем имеем: со =~ г^п, со = ~ — ърп, ю — ~ ~\-г@п< 

0 0 = — и — \ — = - . Значит большие нечетные дают корни на отри-2 п cos2 со sk?Pn 

дательной части 4Я^ — 1, расположенные между Q и — оо. Остальные корни оче­
видно повсюду плотны на положительной части оси. 

, t Случай четного п для у ^ > 1 мы исследуем вне зависимости от величины п Ф 

хл . ж Зж 
Решение системы (8) в этом случае будет т = -̂  и г = —~ а б — ± у п 

где уп — положительный корень уравнения. 

[(I — у) ch(ю4- 1) б4-^ch (7i — 1)б = 0. (11) 

Существование такого корня очевидно, так как при 6 = 0 левая часть урав­
нения положительна, а при больших значениях б она становится отрицательной 
благодаря преобладанию первого слагаемого. Единственность и простоту, нужные 
нам в дальнейшем, можно установить с помощью теоремы § 5. 

Так как (— уп) будет служить корнем той же кратности* что и уп » т о э т а 

кратность не может быть выше первой, так как двух двойных корней уравне­
ние (11) иметь не может, как это вытекает из теоремы. Рассмотрев опять точки 

7СЖ Ж 

со = - - 4~ 9 у~ 2' п Р и Д е м к результату, что на вещественной оси Ну— 1 
корни повсюду плотны на положительной части и существует один корень 4Я^ = 

— 1 
= ^р^г" н а отрицательной части. 
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§ 7. В пропыом параграфе мы получила грт групты корней, расположенных 
на отрицательной части M y — 1: 

1 1 1 
1) о < и < l> п > 9- 211"» 4 ^ ^ ~м—> г д е а « — больший нуля корень 

и -<[(. i СП CLfl 

уравнения (9). 
2) / * > 1 , и > 2 / 1 — 1 нечетное, 41м = - г^г > где 0 Л — больший нуля корень 

уравнения (10). 
3) / * > 1 , л четное, Иу=^ ——, где / Л —больший нуля корень уравзе-

Я И Я (11). 
Относительно всех трех случаев мы докажем следующую теорему: 
Теорема . Ест п возржпает неограниченно, то эти корни стремятся 

<к пределу. 
Доказательство для каждого случая мы проведем отдельно. 
1 ) Докажем, что все ап ограничены числом - lg ^ ^. 
Действительно: (1 — ^) ^-Ь1)** — // > ( л - 1 ) * * = (1 — ^) .еЧ*-ик — ^з-**-1^», или 

^ 2 « - f 2 ) a w ц [ — ^ ) — р3-2*п] = (^1 — ^ — у?2*пу и так как правая часть последнего 
равенства отрицательна, то и левая должна быть отрицательной, и следовательно: 

р — ̂ ) — р $ - 2 « Л <̂  о, откуда и вытекает ап << ~ lg . 
-J i 

Теперь докажем, что корни ап возрастают вместе с п. Для этого установим, 
что если подставить в левую часть уравнения (9) п-\-1 вместо п, то при 6 — aib 

ата левая часть отрицательна. Запишем это условие в виде: 
g<2»+4)« W [ _ ^ ._ _ ^ * - 2 « п ] <- ( 1 _ ^ , , 2 « я в 

Так как левая часть неравенства отрицательна и <?(2w-M)*n > е(2»-И)««, то, при­
дав во внимание, что 

е ( 2 * 4 - 2 ) * я Ц! _ ^ _ 6̂> - 2 a n ] = ( ! _ и ) _____ ^ 2 a n ? 

легко убеждаемся в его справедливости. 
Наконец покажем, что, каково бы ни было A<^~]g ^ , можно Айти та-

ш1 1 у 
т е щ что левая часть уравнения (9) отрицательна при б = А и следовательно 
при таком п: ап^> А . 

Действительно условие 
(1 — у) sh (и - f 1) А - у sh (п — 1) А < О 

равносильно 
е(2п+ 2) А р _ ^ p e - 2 A j < (I — и) — уеМ , 

-и так как с обеих сторон мы имеем отрицательные величины, то при большом п 

неравенству этому можно удовлетворить. Стало быть точкой сгущения ам, и при­

том единственной, будет \ ^^~~у ^ Р и н я в в о в н и м а н и е > ч т о : 

1 1 1 
ch2<x _ s 1 . у 

C l i 2 2 1 g b у 



получим: 
lim (41ft)0 = Ay (1 — fi), 

W - * O 0 

что и требовалось доказать. 
2) Доказательство мы опять составим из трех частей. Прежде всего огра­

ниченность /?w, которая устанавливается, как и прежде, с той разницей, что роль 
и и m 

^ ^ играет здесь - — у . Также можно установить в два приема, что 

Наконец, так как 

1 , V ^ - i j / % 
8 h 2 , g „ - l имеем: 

lim (4Я/г)0 = 4^ (1 — ft). 

3) Совершенно аналогично проведем доказательство для 3-го случая. 
Покажем ограниченность у п снизу числом ?- lg ^ ^. 
Действительно: 

6<2*+2)Тя [(1 _ ^) _|_ per*!*] = — [(1 _ fl) - | _ ^ Т и ] , 

откуда и вытекает наше неравенство: 
. 1 , у 

Затем покажем, что уп убывают при возрастании п. Это опять является след--
ствием отрицательности левой части уравнения (11), если заменить в нем п на 
п-\-1. Действительно: 

Е(2^4)1К [(1 _ Д + ^-2 Т я] <: [(1 _ //} + / г„2 7., Ь 
так как 

e < 2 „ + 4 ) Y # L > e(2«+2)Y» И е ( 2 я + 2 ) Т « [(1 — ft) -^-[ЛС-Щ = — [(1 _ ^ ) - j - / / е2Т я],# 
Далее опять, каково бы ни было # > * 1 g — — - , можно найти такое^л, что 

ъ Л ft — 1 
левая часть (11) отрицательна. 

Действительно условию: 

очевидно можно удовлетворить при больших w. Значит опять: 

lim (4ЯД = 4/i (1 — ft), 

и теорема доказана полностью. 
Результаты §§ 5, 6 и 7 дают пока общее заключение. 

1 
Точками сгущения корней Q(n, 41{i, ft) при R(ft)^>- являются Я 

как при ft постоянном, так и при 1ft постоянном. 



Кроме того точкой аущзния является любая точка положительного 4Я// — I 
с вещественным ц [причем эта точка служит таковой как при 4Ху постоянном 
(с некоторым условием об иррациональности)' так и при у постоянном]. 

§ 8. Займемся исследованием корней / ' (ш)=0 при у как >м угодно ком­
плексном. Пусть р = а-\-Рг. Тогда, полагая ю — т-\-\б и разделяя вещественную' 
и мнимую части уравнения (7), получим систему: 

(1 — a) ch (п -\- 1) б sin (п -)- 1) г 4 Р sh (п -f 1 )б cos (п -f-1) т — ) 
— ach (п — 1)6 sin (и- — 1) г -U^sh(% — 1) б cos (п — 1) г = О ( 

(1 — a) sh (п f 1 )б cos (п + 1) г — /9 ch (я- - f 1) б sin О — 1) г — ( ^ 2 ) 
— a sh (w — 1) б cos (п — 1) г — /? ch (я — 1) б sin (л —т 1) г = О J 

в которой левые части представляют собою вещественную и мнимую части f(co)r 

Покажем, как мы уже указывали раньше, что точками сгущения для корней (12) 
при возрастании п будет та же самая положительная вещественная ось 42//— 1 

(т. е. вещественная ось со) и кроме того при //(//>> }• у = 1—X. 

Для этого мы проведем на плоскости со контур в виде прямоугольника с вы­
резанными кружочками, чтобы избежать очевидных 
корней 0 и л , и сосчитаем изменение arg/'(a>) при 
обходе по этому контуру. 1 Пусть сначала В (//) <_ ~ . Заметим, что бла-

л ' 
годаря периодичности при обходе но сторонам, па- Р и с " 2 ' 
раллельным мнимой оси, приращения arg равны 
но величине й обратны по знаку и в результате сокращаются. Далее при достг 
точно большом п мы можем представить В [f{co)] и 1 [/(со)] в виде: 

В [f(co)] = [(1 — а) е° sin (п + 1) г - f № cos (п + 1) х — 
— ae~J sin (п — 1) т + /fcr-'cos (п — 1) г] еп* |- гр1 (г, f) 

и 
I[f (со)} — [(1 — а) е* cos (п |-1) г — ре* sin (п + 1) г — 
— а^"а cos (w — 1) г — ре~° sin (ю — 1) г] епа 4 % (г> б)> 

где при фиксированном б: 

V l ( r , б ) < б , у>й(т, 6 j < 6 , - ^ - < е / г < > 

Представим теперь их еще в новой форме, введя: 

1 — а . /S ос 
cos ф = -;"^Г > s i n ^ = ~ ^ т = = т ^ ^ cos тр = 

sin Ц) 
] /а 2 ; ^ ' 

и кроме того: 
Л =* у \ Т ^ * и Б = у'сТ^р'е-*. 

Так как 
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то очевидно 
1 — а ^> а, 

тем более: 
А > В . 

Уравнения (12) перепишутся: 

В if (со)] = е«>* { A sin [(п + 1) г + ср] — } 
— Б sin [<тг — 1) г — р]} + чрх (г, б) — О [ 

/ \f(co)) ==еп°{А cos [(> + 1) г - f — ( 
— Б cos [(» — 1) г — р]} ~f <р2 (г, б) = 0. J 

( 1 3 ) 

Теперь, для того чтобы подсчитать число окружностей, на которые изме-
шится arg/'(co), нужно подсчитать число перемежающихся корней у наших выра­
жений В \f(co)] и I[f(co)]. Мы покажем, что все их корни перемежаются. Прежде 
«всего очевидно, что оба они имеют в промежутке 0<С*<С2ж ровно 2п-\-2 

ш я скобка имеет знак первого слагаемого и по абсолютной величине больше, 

причине имеет противоположные знаки при различных Для того, чтобы про­
верить перемежаемость, положим B[f(co)} = Х(т) еп% I[f(co)] = Y(r)eF° и со­

ставим определитель 7 . 
А , I 

Известно, что если этот определитель будет голоморфной функцией, не имею­
щей нулей на некотором промежутке, то X и Y удовлетворяют некоторому ди­
фференциальному уравнению 2-го порядка типа и" -{-ри* -\- q = О с голоморфными 
в этом промежутке р и q, и следовательно корни их по теореме Штурма будут 
перемежаться. Перемежаемость корней X и Y повлечет за собой таковую же для 
В[f(со)] и I[f(co)]. Известно также, что если этот определитель положителен, 
то при переходе X с — на -f- Y имеет положительную величину, а при пере­
ходе с -|- н а — Y отрицателен. 

Имея это в виду, переходим к фактическому его вычислению. 
Получаем: 

Х' = (w + 1) {-4 cos [(w-f 1)т + ср] — В cos [rn — 1) г — д>] - j - rf\, 

.ггде функция ?] стремится к нулю при возрастании п. 

чем А.—Б, а грх (г, б) мало. В точках же т= — ср-\-л + 1 
1 If (<*>)] по той же 

Далее: 

Г' = — (п + 1) [A sin [(п -f 1) г + — Б sin [(ю — 1) т — д>] + »/} 

и наконец 

X, У ^ = (и + 1) И 2 + В1 - 2АВ cos (2г + ср + р) + gj, (14) 

где опять-таки стремится к нулю с возрастанием п. Следовательно наш опреде­
литель отличается на множитель, сколь угодно близкий к единице, от п-{-1)[А2-\-
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r л* — 2 A B cos (2r -f- <p j - ip)] и очевидно больше, чем (п -f-1) [(-4 — Б ) 2 — e]t 

Положительность его указывает на то, что при г, изменяющемся от 0 до 2л, 
,arg^(a?) меняется н а — 2 ( п - \ - \ ) л , а так как наш обход совершается в обратном 
направлении, то arg^(co) увеличивается на 2(п-]

г\)л. 
Исследование обхода по нижней стороне прямоугольника производится со­

вершенно аналогично, с той разницей, что здесь уже главным членом будет не е п \ 
а е"п\ Проведем это фактически. Уравнения (12) представляются в виде: 

В {f (со)] = [(1 — а) е° sin (п ~f 1) т — рев cos (п + 1) г — \ 
— ае~а sin (?ь~ 1)т — @е-° cos (п — 1)т]е~п*-^ tp3 [ 

/ [f (со)) = [—(l—a)e° cos (n + 1) r — pe' sin (n + 1) r -f- ( ( 1 5 ' 
- | - c c 6 i - a cos (w — 1) r — fie~a sin (n — 1) r] 6 > ~ W 3 f '̂ i j 

ж далее: 

X* ' = (w + 1) {_4cos[(w + l ) r — op] — Б cos [ ( Л _ 1 ) г + у ] + ч") | 
Г*' = (л + 1) {A sin [(л + 1 ) г — ф] — Б sin [(п — 1) г + ц>] + */"}, 

и наконец: 

1 X*', У*' 
X*, г* = (n + 1) [ — А1 — Б 2 +- 2 Л Б cos (2г — ср — ^) + ! 

С (16) 

+ Г ] < - М - - В " ) - * К * + 1)]. J 
Отрицательность определителя, в связи с изменением направления обхода,, 

сразу дает нам еще 2 ( ^ 4 - 1 ) ^ на которые изменится arg f(со). (Число корней по­
лучаем совершенно аналогично предыдущему.) 

Таким образом полный обход по нашему контуру дает нам приращение 
аргумента на 4 (п + 1 ) яг, и так как /'(со) — функция целая, то она должна при 
больших п иметь внутри рассмотренного прямоуголь­
ника 2п 4 2 корня. Отбрасывая 2 корня при четном п 
я 4 корня при нечетном, мы видим, что нами найдены 
ше корни Q(n, 4Я/г). Покажем еще, что точками cry-

» 1 
------•» 

\ I 
' [ ! 

j 
1 
. „ « . » 

щения служат все точки вещественной оси. Для этого р и с > з / 
вырежем где-нибудь маленький прямоугольник из ста­
рого двумя ординатами так, чтобы на этих ординатах при любом п корней не 
•было (добиться этого можно благодаря исчислимости корней). 

Очевидно, что обход по сторонам, параллельным оси т, дает приращение 
аргумента, растущее с п неограниченно, и следовательно затруднения предста­
вляет лишь обход по ординатам. Но обращаясь к выражениям (12), мы видим, 
-что их левые части, как функции от переменного б, имеют вид левых частей 
уравнений типа (А), рассмотренных в § 5, и следовательно обращаются в нуль 
не более трех раз. Значит приращение arg/"(со) на обеих ординатах не превос­
ходит бж (если бы все корни фактически были вещественными/ и перемежались 
-в должном порядке). Отсюда следует, что любой такой прямоугольник содержит 
внутри себя сколь угодно много корней Q(n, 41ц) при достаточно большом п. 
Так как такой прямоугольник, и притом произвольно малый, можно описать вокруг 
любой точки вещественной оси со, то очевидно, что все точки этой оси, а сле­
довательно и все точки положительной части вещественной оси (41р.— 1), будут 
служить предельными для корней Q (п, 41и). Этот случай совершенно аналоги­
чен тому случаю, когда и вещественно. Он дает однако нечто принципиально 
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новое по сравнению с результатами § 4, так как точки, где 41ц—1 вещественно 
и положительно, а ц—комплексное f число, являются точками сгущения корней 

41ц) и не являются таковыми для корней Q(n9 ц). Приступая к случаюг 

когда Б (//)>*-, мы проделываем сначпла то же, что и в случае В(ц)^~. От­
деляя вещественную и мнимую части f(co) и выделяя главные члены, получим, 
вводя как и раньше аргументы ср и гр вместе с числами А и Б, уравнение (131 
Разница между разобранным уже случаем и новым будет в том, что при наших 

условиях, если 6 <Ф« Уа^аТТгто
 в >

 л>если 6 =4 * ]/(т=̂  
2 l g | / (l-af то В —А, и если 6 > 9 r l g j / / л ~ то Л > Б . О помощью рассуждении, 

оовершенно аналогичных предыдущим, производя подсчет числа корней внутри 

прямоугольника, 

6 о 

6Л 

1////У//-Y////A 

JTZc 

m m 

1 / а 2 I Ш 

i, верхней границей которого будет -lg " I / Т л х^~\—о> > а 

нижней — бА мы установим, подсчитав корни X*' 
и У** и выяснив закон их перемежаемости, что 
корней внутри его будет 2п— 2. С помощь к> 
тех же рассуждений мы убедимся, что эти корпк 
сгущаются ко всем точкам вещественной оси. 
Откидывая 2 из них для четного п и 4 для 

нечетного, мы обнаружим - — 1 корень Q(ff 
Li 

I I 
I t 

it*: 

Рис. 4. 
41ц) для четного и 1 —корень для не­

четного п. Остается таким образом найти еще один корень. 
Для этого мы обойдем в плоскости со еще по двум контурам также прямо-

v . • 1 / а 2 -4- ' угольной формы. Обозначив число - lg | / ~^тт-ш через б0, мы выберем 
^ г (1 — сс) -\~ р 

прямоугольники, как показано на чертеже. В первом из них верхняя граница* 
выше б0, а нижняя ниже его. Во втором верхняя граница выше — б0, а нижняя 
ниже этого числа. Абсциссы боковых сторон возьмем 0 и 2л. Нетрудно прове­
рить, что при достаточно большом п внутри каждого такого прямоугольника бу­
дет заключаться ровно 2 корня f(co). Действительно: обход по вертикальньш 
сторонам не даст никакого приращения аргументу /'(со), так как /'(со)—функция 
периодическая. Обход по верхней стороне верхнего прямоугольника даст прира­
щение аргумента 2(п-\-1)л, как и в том случае, когда В(ц)<^~. Обход же по 

нижней стороне, как не трудно убедиться, даст — 2(п — 1)л благодаря положи-
X'. У 

Для нижнего прямоугольника ооход по вер::-тельности определителя Г , Y 
ней стороне даст —2(п — I) л (хотя направление прямое, но определитель от­
рицателен). По нижней стороне обход даст 2 (п -|- 1) л . Отсюда сразу ясна справед-
Л1вость нашего утверждения. Теперь, чтобы остановиться на чем-нибудь опре­
деленном, положим Р1>со. 

Благодаря произвольной малости высоты наших прямоугольников мы видигг 

что мнимая часть тех корней f(co)) которые не идут к вещественной оси, стрс-



Введем еще числа т0, ж -|- г0, ж — г 0 и 2лг— г 0 с помощью формулы 
2 г 0 г' Ф : ' Ф ~—2ж, или т 0 — jr— ь >—. Докажем, что если в наших прямоуголь­
никах вырезать из каждого два других, включающих в себя в верхнем т 0 илг-{-т0> 
а в нижнем ж — г 0 и 2ж— т 0, то при достаточно большом п внутри оставшихся 
частей, которые на чертеже заштрихованы, не будет находиться ни одного корня 

^ Y ' м ы ви~ 

дим, что при достаточно большом п внутри этих областей он повсюду больше 
некоторого фиксированного положительного числа для верхнего прямоугольника 
и меньше некоторого числа для нижнего прямоугольника. Это вытекдет из того, 
что, исключив для т в верхнем прямоугольнике те значения, при которых 
-cos (2т ~f-c/):f -гр) обращается в единицу, мы можем утверждать, что этот cos. 
меньше, чем некоторое положительное число д. Но при этом, если п достаточно 
велико, определитель не меньше, чём (п-\-1) {[Л2-{-В* — 2qAB\—в], а фигур­
ная скобка больше, чем (L — q)AB—s, т. е. больше, чем 

(1 — q) J/V'УРУ(1 ' — а)*+~Р* — е. 
С вершенно аналогичными рассуждениями убедимся в том, что в нижнем 

прямоугольнике определитель повсюду меньше, чем 

(q - 1 ) |/а* ~f F V ( 1 — + 0* + e. 

В обоих случаях € для всей области сколь угодно мало при достаточно боль­
шом п. Но при таком п корни вещественной и мнимой частей перемежаются на 
всех отрезках прямых, параллельных вещественной оси, лежащих внутри заштри­
хованных прямоугольников, и следовательно совпасть не могут. Следовательно 
оба корня с мнимой частью, стремящейся к -(- б0, лежат внутри сколь угодно 
малых прямоуголь I H K O B , окружающих,т0-[-\б0 и т0--|-яг-} гб^ Очевидно, что корпи 
эти должны отличаться -на ж благодаря структуре функций /'(со), и следовательно 
в каждом таком прямоугольнике заключается но одному корню."Для корней 
с мнимой частью, стремящейся к — гб0, можно установить то же, причем точками 
сгущения будут служить ж — т 0 — гб0 и 2ж — г 0 — гб0. Ясно, что других точек 
сгущения корней нет. Займемся теперь рассмотрением, какому значению^4Я/г со­
ответствуют эти 4 корня. (Ясн >, что такое значение одно.) Посмотрим, чему 
отвечает например т 0 ~\-i60. Очевидно, что все другие будут отвечать тому лее. 
Займемся предварительно исследованием т 0. 

Имеем: 

= ж — и 2 r ° = 2 ж " ^ + ^ " 
Отсюда: 

/ , v ( 1 — a ) a —/9* cos 2 т 0 == cos (ср - j - гр) = 
V ' { ( l - - a ) a + j9*](a* + 0*) 

. , v —(1—а)Р + сф j sm 2 г п •= — sin (w -4- гр) = . L = - - - - « i 

(17) 

Очевидно, что угол т 0 больше, чем • % ), и меньше, чем ж, этим нам придется 
аю с и ользоваться. 
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Далее: 

а«_|-0« — а 
(18> 

Из этого уже легко получить т 0 . 
Так Kait 

a r c t g ^ - H g ^ , 

ТО 

2 r i , g ? I + t i i + * 1 , a 2 + /3J — a + /3i 
i T l S 2t 6 а я + /3* — a — 0 4t 6 а 2 + , 3 - — a —/3* 

Полагая r 0 -f- itit = a>0, получим для a>e выражение: 

— J_l e ' + fl' — e + ff 1 _ _ ? ! ± ^ ! ) 
0 , 0 ~ 4 i g a 2 + £ 2 — a — 0* 4» g (1 — a)* + 0* ~ { 

_ 1 (a 2 + / 3 2 - a 4 - f o ) [ ( l - c c ) 2 - f / ? 2 ] 

4 i g ^ "(a a -j-/3* — a — 0i)(a*-\-P) J 

Наконец, возвращаясь от a и /3 к ц, полагая {ii — // — a: 

_ J_ (a* — //2 + 2/ш — a 2 — g + p — a ) [ l — ft2 + 2 Q —1) a] = 

Ю в ~~ 4* g (a 2 — /г2 + 2Иа — « 2 — a — f + a ) (« ' —• // 1 + 2//a — a 2 ) 
i 1 r [ 2 й ^ - 1 ) - / г ( / г - 1 ) ] ( ^ - 1 ) ( 2 а - , / / - 1 ) 

(19) 

4t / , » ( 2 a - | « - l ) ( 2 a - ^ )> (20) 

1 i„ ( 1 - Я ) \ 2 

Вспомним теперь, что в ITOM выражении при нашей оговорке относительно ^ 
ж 

вещественная часть должна быть заключена между - и ж. Для со0 очевидно воз­

можны два различных выражения: 
1 , 1 — // 1 ^ — 1 

СОЛ = — l g L И СОл — — Щ - . 

В силу нашего замечания только первое из этих выражений может дать назш 
значение, лежащее во второй или в четвертой четверти. Действительно: 

. ж 0 < a r g / / < -

Кроме того, так как 

и 

то 

0 > a r g ( l — /« )> — ж. 

а>1 a r g > > a r g ( l — li) 

arg/г — arg( l — / / )<лг , 

1 — и ^ 
0 > a r g L > — ж 



и 1 ^ 
О < arg < . лг, 

* ь у 

откуда и вытекает наше утверждение. Случай, когда /9<0 совершенно анало­
гичен рассмотренному. Проводя все рассуждения точно так же и вводя го по фор­
муле 2т0-[-£>-j-V = 0> или то = — ̂ Ц^~, мы приходим к аналогичному резуль-

тату с той разницей, что 0 < т о < ^ . Так как при этом у и I — у поменяются 

ролями, то в результате мы получим для со0 ту же формулу: 

, . 1 у 
co0^]g -r-. 

у 
Окончательно: 

" . - ^ l ^ - V ^ + ' r ( . - о , . ) . ( « ) 

Вычисляя теперь—\— = (4Я//)0, полечим: 

—~~о 2 — 2 

° ? * _ 4 ~ 4 " ~ ~ 4 / / (1 ' 

откуда 
(4Хр\ = 4р(1 — //), 

или 
Я = 1 — J I , (22) 

Таким образом утверждение верно и для. комплексного у. 
§ 9. В § 3 настоящей главы мы указывали, что корни Q(n) вообще го­

воря будут полосами функции, представляющей собою искомое нами решение 
системы. Ссылаясь на это замечание и вводя для большей законченности вместо 
4Ху другой переменный параметр g = | / l — 4Хц, мы можем о ончателыю резю­
мировать все сказанное. 

Система уравнений вида (1) имеет решение, являющееся аналитической 
функцией х и у, разложимой в ряд Тэй л ора^вблизи'х=со и у = со, такой, что v 
обращается в нуль при х=0 и w при у = 0, и одновременно аналитической функцией 
коэфициентов уравнений, заданной во всей верхней полуплоскости g и мероморф-
ной в ней, причем, вообще говоря, вещественная ось g и точка Х=1 — у при 

R(y)^>^ являются существенными особенностями, ибо к ним сгущаются ее но-

люса. Таким образом, вообще говоря, в этом частном случае результатов второй 
главы улучшить нельзя. 

Ленинград 1929 г. 
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S u r les solutions analytiques des systemes d'equations aux 
derivees partielles avec deux variables independantes 

Par S. Soboleff (Leningrad) 

(Resume) 

M. Gunt lie г dans le t. XXXII de ce journal a etudie l'equation: 

d*u /t l du du dhi Л uMu f du du dhi d*u\ t 

dxdij"'V:' % U > dxy 'ду' dx*' Jf) * ^ 

II a demontre que si la valeur initiale de 4 Ĵ | -J^ j — 1 est un nombre 
с niplexe quelconque qui n'est pas situe sur la partie positive de l'axe reel, liqua­
tion (1 ) admet une solution se reduisant aux fonctions arbitrairement choisies pour 

j ' - 0 met pour у = 0. La methode employee par lui consiste dans revaluation im­
mediate des coefficients du developpement de и en serie de Taylor. II a etabli 

aussi que la partie positive de Гахе reel de ~~ 1 e s t 1 Ш ensemble de 

points limites des racines des determinants, qui entrent lors le calcul des coefficients 
• de la solution — si nous regardons ces determinants comme fonctions de cet argument. 

En introduisant des inconnues nouvelles on peut redu're le systeme general 
des equations aux derivees partielles avec deux variables independantes a un sys­
teme du premier ordre. Ce dernier systeme peut etre t r a i t e d'une maniere analogue. 

Les determinants qui entrent lors le calcul des valeurs initiales des derivees 
d'ordre n, ainsi que tons leurs mineurs, peuvent etre evalues asymptotiquement. 
Pour cela il faut employer qurtques formules de recurrence qui lient ces determi­
nants avec quelques autres, qui sont choisies d'une maniere speciale. Si on traite 
ces formules comme les equations aux differences finies, on peut trouver ces deter­
minants et ses mineurs, en supposant que les racines de requation caracteristi­
que de ce systeme sont connues. 

Nous nous prfposons d'etudier le systeme: 

1 d x ^ ^ 1 dy : 2 дх ду ^ 1 dx 1 J 

+ 6((] Jy" + ' • / + ^ ^ + = = Ь 2, . . . f (m + I) j (2) 

ou les valeurs initiales des derivees des fonctions F. par rapport a toutes les de­
rivees des fonctions inconnues sont nulles. Cherchons la solution dans laquelle les 
fonctions v prennent les valeurs ordonnees sur Гахе OY, c'est a dire pour x — 0, 
et les fonctions w— sur Гахе OX. 

1 N. G u n t h e r, Sur les solutions analytiques de requation • = f fx, у, и, ~•, ~ , 
J ^ 4 о cay \ ' J dx1 &y9 

t ^ ' <pb < < R e c ' m a t l l - » > XXK1I, 1929. 
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Donnons le nom des quadrants aux matrices 

AW(n) = 

«<*>0<*>O...OOO 
O a ( ^ f . . .ООО 

ООО. ..off)/?(*)О 
ООО.. .Oaf^/") 

et Bf)(n) =r 

fi<*)d<*>0. ...ООО 
OeJ*>d<*>...000 

ООО. . .6f>df)0 

ООО. . .0*f>dj*> 

qui contiennent chacune w lignes et (w-f-1) colonnes et convenons de designer 
avec les symboles A, A, Л et A rep. В, В, В, В le resultat d'effacage dans A 
ou В de la premiere ou de la derniere ligne ou colonne. 

Si nous convenons de comprendre le symbole: 

A<?-W(n), A<?+0(n),. ..,ЩтЩп) 

Comme le determinant forme ainsi que tous les symboles A et В sont rem-
places par les matrices correspondantes, et qu'apres cela toutes les separations 
sont biffees — le determinant P(n) cherche sera represents par le symbole 

A<P(n), Аф(п)9...9А%(п), J3</>(n), БО>(|0,...,ВИ>(п) 

Si Ton introduit encore 2 j ^ w ~ ^ ~ ^ — autres determinants qu'on regoit 

par les permutations des~^ ou_ quelconques dans le determinant P(n) sui-
vies des multiplications convenables par zizl, on peut montrer que Pn et ces de­
terminants satisfont aux deux systemes suivants des equations: 

' P (*) = Л (m, l)P(n-l)+%A ( » , I; ; *>; %:::*£) S(» - 1; *|; **\7 £;) , 
Kf, r 

' P(n)=A(m, i)P(n-1)-f ^ л ( m , * ; / • : ? * : : : £ ; ) « 0 » - 1 ; ; f r l ^ u ) 
h, /; r 

Les coefficients 
l>Ji,U...j8i Л. А- - . - / г ) 

10 Математический сборник, т. XXXVIII , вып. 3—4 
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sont les produits de _ 1 par les dcHerminints forme par celles des colonnes de la 
matrice: 

M=I ........ I.\ .... . [M. . ... 
I! a ^ : r 0 « ^ - K ) . . .«(<" K') f-(;»+-') t0«+/). . .*('*+.') ДО* H) . . "<-!-'), rf^-H). . . rf(^+7) 

dans les({uell'es a ont tons les indices excepte hv kz,.. .hr9 6 — tons les indices, 
excepte j { , j v . • J,, ь ont les indices /;, f i 9 . . . / ,, et (3 — les indices \ , . . . v 
Soit requation caracteristique de ces deux systemes D (m, I; z) = 0. Analogiquement 
on peut introduire les equations D (k, r\ z) = 0 ou к -J- r = m ~f- ?. 

Si on calcule le mineur d'un element quelconque du determinant P(n)9 on 
conclut que ce mineur est egal a une somme finie de produits de trois multipTi-
cateurs. Deux de ces multiplicateurs satisfont aux systemes d'equations aux diffe­
rences finies avec requation caracteristique D(m9l;z) = 0 et le troisieme — avec 
l'equation caracteristique D (m -f- 1,1 — 1 ; г) = 0 ou D (m — 1, / |- i; )̂ = Q, selon 
que notre element soit sitne au dessus ou au dessous de la diagonale de son qua­
drant. Le degre de ce multiplicateur se confond avec la distance de 1'element de la 
diagonale; tandis que la somme des degres de deux autres complete ce nombre a 
if. Au moyen de la representation asymptotique des solutions, d'equations aux dif­
ferences finies on peut evaluer la somme des modiles des rapports a P(n) des 
mineurs des elements de chaque colonne de l\n). Cela conduit a une condition 
suffisante pour Г existence de la solution cherchee. 

T lie or em e. Si 1°. Pour nos conditions initiates tous tes P (n) sont dis­
tinct* de 0. * 

2C. Par mi tes racines de l'equation I) (m, 1; z) 0 il у а низ qui est la plus 
grande de module. 

3°. Le car re du mo Utle de cette ra.e'me est plus grand que le prochiit des 
mod ul s des plus gr ancles racines des equations Г (n - j- 1, 1 — 1; z) — 0 et D (m — ], 
1 + 1; z>— 0. \ . 

4°. Le •coefficient de la w-ieme puissance, de celts racine dans la representation 
de P(n) est different de zero9-—alors le systems (I) a la solution cherchee. 

Dans le voisinage des valeurs choisies des coefficients cette solution sera leur 
fonction analytique. 

Particulierement Г application de cette theorie a un systeme aux deux incon­
nues conduit aux resultats suivants: Le systeme: 

dr , dr . dtr . _T 

t o / - ? , , , > ^ 

Л; dn; dw . ; 
ду 1 Or 1 oy 1 2 

ou ad~X, fie = y , yx=v it X у — r = l, a la solution cherchee si les coeffi­
cients ne remplissent pas Типе des deux conditions: ou 1° 4Я/г — 1 = к ou к, est 

un nombre positif reel quelconque, ou 2° v = 0, Il(y)^>~. La premiere de ces 

conditions correspond au cas dans lequel la seconde condition du theoreme n'est 
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pas reinplie et Ja seconde au cas, ou la quatrieme condition cesse de Petre. Le 
premier cas se confond avec celui de M. ( i u n t h e r , tandis que le second se 
trouve dans le travail de M e r a y l. 

Les valeurs exclues des parametres Я, у forment 1'ensemble limite des Я et p 
pour lesquelles on а Г{п) 0, comme dans le eas de M. (J tint her . 

Leningrad 1929. 

С. А. Чаплыгин 
Си?, редакторы: п 

с 1 М. Высотсний 

1 М е г а у (avec la collaboration de К i q u i e r), Sur ia convergence des developpement.? 
des integrales ordinaires des equations aux derivees partielles, «Ann. de I 'Ecde normalc», s. Ill, t. 7 
(1890). 
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