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АЛГЕБРАИЧЕСКИЙ МЕТОД КЛАССИФИКАЦИИ
S-ИНТЕГРИРУЕМЫХ ДИСКРЕТНЫХ МОДЕЛЕЙ

Обсуждается метод классификации интегрируемых уравнений на квад-гра-
фах, основанный на алгебраических идеях. Уравнению сопоставляется кольцо
Ли и исследуется функция, описывающая размерность линейного пространства,
линейно порожденного кратными коммутаторами генераторов кольца. В об-
щем случае эта функция растет экспоненциально. Примеры показывают, что
для интегрируемых уравнений она растет медленнее. Предложена схема клас-
сификации, основанная на этом наблюдении.

Ключевые слова: уравнения на квад-графах, классификация, характеристические
векторные поля, кольцо Ли, условия интегрируемости, дискретное уравнение Кортевега–де
Фриза.

1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время дискретные модели (уравнения на квад-графах) вида

u1,1 = f(u, u1, ū1) (1)

интенсивно изучаются в связи с их широким применением в физике, геометрии,
биoлогии и т. д. Поясним обозначения, использованные в (1): неизвестной является
функция u = u(m,n) двух независимых дискретных переменных. Нижние индексы
и черта обозначают сдвиги аргументов: uk = u(m + k, n), ūk = u(m,n + k), u1,1 =
u(m + 1, n + 1). Функция f предполагается локально аналитической; она, вообще
говоря, зависит от всех трех аргументов. Другими словами, уравнение (1) можно
переписать в любом из следующих видов:

u1,−1 = f1,−1(u, u1, ū−1), u−1,1 = f−1,1(u, u−1, ū1), u−1,−1 = f−1,−1(u, u−1, ū−1).

Известны различные подходы к изучению интегрируемых дискретных уравне-
ний. В работах [1]–[4] в качестве критерия интегрируемости для разностных урав-
нений на четырехугольных решетках было предложено свойство согласованности по
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ребрам куба. Симметрийный подход к классификации интегрируемых систем был
приспособлен к дискретному случаю [5]–[9]. Еще одно характеристическое свойство
интегрируемого уравнения заключается в обращении в ноль его алгебраической эн-
тропии [10]. Альтернативные методы использовались в работах [11]–[13]. В настоя-
щей работе мы предлагаем новую схему классификации интегрируемых дискретных
моделей.

Около двадцати лет назад было замечено, что характеристические алгебры Ли,
введенные в работе [14], в случае интегрируемых дифференциальных уравнений
в частных производных гиперболического типа, таких как уравнения синус-Гордон
и Цицейки–Жибера–Шабата, обладают весьма специальным свойством. Размер-
ность линейного пространства, натянутого на кратные коммутаторы генераторов,
растет, как правило, медленнее, чем в общем случае [15]. В работе [16] обсужда-
лась задача строгой формализации понятия медленного роста и была высказана
гипотеза, проверенная на примере классификации интегрируемых уравнений вида
ux,y = f(u, ux).

В настоящей работе мы рассматриваем другую формализацию этого свойства
характеристических векторных полей и проверяем его, взяв в качестве пробного
камня частный случай уравнения на квад-графах (1).

Статья построена следующим образом. В разделе 2 вводятся характеристические
векторные поля и определяется пробное кольцо Ли. Выдвигается гипотеза, что име-
ется связь между интегрируемостью и пробным кольцом. В разделе 3 представле-
но описание пробного кольца для дискретного потенциированного уравнения КдФ.
В разделе 4 исследована задача классификации для модели вида u1,1−u = g(u1−ū1).
Результат классификации обобщен в теореме 5.

2. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ ВЕКТОРНЫЕ
ПОЛЯ И СХЕМА КЛАССИФИКАЦИИ

Определим характеристические векторные поля для уравнения (1). Начнем
с очень частного случая, когда уравнение допускает n-интеграл, т. е. такую функ-
цию I = I(u−j , u−j+1, . . . , uk), что выполнено уравнение DI = I, где D – оператор
сдвига: Dh(m,n) = h(m,n+ 1). Это означает, что для любого решения u = u(m,n)
уравнения (1) значение функции I не зависит от переменной n. В координатном
представлении условие DI = I означает, что

I(r−j+1, r−j+2, . . . , r, ū, f, f1, . . . , fk−1) = I(u−j , u−j+1, . . . , uk), (2)

где r = f−1,1(u, u−1, ū1). Очевидно, правая часть равенства (2) не зависит от ū1, а
потому выполнены условия

∂

∂ū1
DI = 0, Y I = 0, Y := D−1 ∂

∂ū1
D.

С учетом формулы
∂r

∂ū1
=

1
D−1(∂f/∂ū1)

,

где D – сдвиг по m, Dh(m,n) = h(m+ 1, n), находим (см. также [17])

Y =
∂

∂u
+ x

∂

∂u1
+

1
x−1

∂

∂u−1
+ xx1

∂

∂u2
+

1
x−1x−2

∂

∂u−2
+ · · · , (3)
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где

x = D−1

(
∂f(u, u1, ū1)

∂ū1

)
= − ∂f1,−1(u, u1, ū−1)/∂u

∂f1,−1(u, u1, ū−1)/∂u1
.

Назовем Y характеристическим векторным полем. Теперь вернемся к общему
случаю и определим характеристическое векторное поле Y для цепочки (1) как
формальный ряд, задаваемый формулой (3).

Обозначим через T множество векторных полей, полученых взятием всех возмож-
ных кратных коммутаторов и линейных комбинаций операторов X := ∂/∂ū−1 и Y

с коэффициентами, зависящими от конечного числа динамических переменных ū−1,
u, u±1, u±2, . . . . Ясно, что, множество T имеет структуру кольца Ли. Назовем его
пробным кольцом уравнения (1) в направлении n. Аналогично можно определить
пробное кольцо T в направлении m.

Заметим, что для интегрируемых по Дарбу уравнений вида (17) как T , так и
T – кольца конечной размерности. В действительности пробное кольцо является
подмножеством характеристического кольца Ли [17].

Обозначим через Vj линейное пространство над полем локально аналитических
функций, натянутое на X, Y и все кратные коммутаторы функций X и Y порядка
меньше или равного j, так что

V0 = {X,Y }, V1 = {X,Y, [X,Y ]}, . . . .

Введем функцию ∆(k) = dimVk+1−dimVk. Следующая гипотеза подтверждается
многочисленными примерами.

Гипотеза (алгебраический тест). Любая интегрируемая модель вида (1) удовле-
творяет следующему условию: найдется последовательность натуральных чисел
{tk}∞k=1 , для которой ∆(tk) 6 1.

Кольцо T допускает автоморфизм, порожденный оператором сдвига D,

T ∋ Z Aut→ DZD−1 ∈ T, (4)

который играет ключевую роль в наших дальнейших рассуждениях. Важно, что X
и Y , рассматриваемые как операторы на множестве функций, зависящих от пере-
менных ū−1, u, u±1, u±2, . . . , удовлетворяют соотношениям сопряжения

DXD−1 = pX, DY D−1 =
1
x
Y, (5)

где

p = D

(
∂f−1,−1(u, u−1, ū−1)

∂ū−1

)
=

1
∂f1,−1(u, u1, ū−1)/∂ū−1

.

Действительно, определим коэффициенты оператораDXD−1 =
∑
ai ∂/∂ui+p ∂/∂ū−1,

применяя его к динамическим переменным, и найдем, что ai = DXD−1ui = 0 для
любого целого i. Более того,

p = DXD−1ū−1 = DXf−1,−1(u, u−1, ū−1) = D

(
∂f−1,−1(u, u−1, ū−1)

∂ū−1

)
.
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Аналогично можно доказать вторую формулу. В самом деле, применим опера-
тор DYD−1 =

∑
ci ∂/∂ui + d ∂/∂ū−1 к ui и найдем cj = D(Y uj−1) = Y uj . Затем

вычислим

d = DYD−1ū−1 = f−1,−1
u +

1
x−1

f−1,−1
u−1

.

Поскольку u−1,−1 = f−1,−1(u, u−1, ū−1), получаем u = f−1,−1(f(u, u1, ū1), u1, ū1).
Продифференцируем последнее уравнение по ū1 и найдем, что

DD

(
∂f−1,−1

∂u

)
∂f

∂ū1
+DD

(
∂f−1,−1

∂u−1

)
= 0

или, что то же самое,

∂f−1,−1

∂u
+

1
D−1D−1(∂f/∂ū1)

∂f−1,−1

∂u−1
= 0.

Теперь в силу равенства x = D−1(∂f/∂ū1), получаем, что d = 0.

Лемма 1. Предположим, что Z =
∑∞
−∞ bj ∂/∂uj ∈ T удовлетворяет следую-

щим двум условиям: DZD−1 = cZ для некоторой функции c и bj0 ≡ 0 для некото-
рого фиксированного значения j = j0 . Тогда T = 0.

Доказательство. Имеем

DZD−1 =
∞∑
−∞

D(bj−1)
∂

∂uj
=

∞∑
−∞

cbj
∂

∂uj
.

Если c = 0, то D(bj−1) = 0 для любого j, и лемма доказана. Если c ̸= 0, то положим
bj0−k = cD−kbj0 и bj0+k = Dkbj0/c при k > 0, что завершает доказательство.

3. ДИСКРЕТНОЕ ПОТЕНЦИИРОВАННОЕ УРАВНЕНИЕ КДФ

В данном разделе дается полное описание пробного кольца Ли T для дискретного
потенциированного уравнения КдФ [18]

u1,1 = u+
1

u1 − ū1
, (6)

которое представляет собой очень хорошо известный пример интегрируемой модели
вида (1). В силу инвариантности уравнения относительно замены m↔ n ко́льца T
и T должны быть изоморфны. Для этого уравнения множители x и p в формуле (5)
одинаковые: p = x = (u1 − ū−1)2. Определим последовательность векторных полей

R1 = [X,Y ], P1 = [X,R1], Q1 = [Y,R1],

Rk+1 = [X,Qk], Pk = [X,Rk], Qk = [Y,Rk], k > 1.
(7)

Теорема 1. Последовательность X,Y,R1, P1, Q1, R2, P2, Q2, . . . образует базис
характеристического кольца T уравнения (6).
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Доказательство. Нетрудно проверить, что Xx = −2
√
x, Y x = 2x

√
x, Xy =

−2y
√
y, Y y = 2

√
y, где y := D−1x = x−1. Используя соотношения DXD−1 = xX и

D(yY )D−1 = Y , можно вывести уравнения

D(R1 − 2
√
y Y )D−1 = R1 − 2

√
xX,

D(P1 − 2
√
y R1 + 2yY )D−1 = x(P1 + 2X),

D
(
y(Q1 − 2Y )

)
D−1 = Q1 + 2

√
xR1 − 2xX.

Аналогичные формулы для R2, P2 и Q2 имеют вид

D(R2 − 2
√
yQ1)D−1 = R2 + 2

√
xP1,

D(P2 + 2
√
yR2 − 2yQ1)D−1 = x(P2 − 2P1),

D
(
y(Q2 − 2Q1)

)
D−1 = Q2 + 2

√
xR2 + 2xP1.

Можно доказать по индукции, что при любом j > 1 выполнены соотношения

D(Rj − 2
√
yQj−1)D−1 = Rj + 2

√
xPj−1,

D
(
Pj + 2(−1)j√yRj + 2(−1)j−1yQj−1

)
D−1 = x(Pj − 2Pj−1),

D
(
y(Qj − 2Qj−1)

)
D−1 = Qj + 2

√
xRj − 2xPj−1X.

Тогда [X,Pj ] = 0, [Y,Qj ] = 0, [Y, Pj ] = [X,Qj ], [Rj , Pk] = Pk+j , [Rj , Qk] = −Qk+j ,
[Rj , Rk] = 0, [Pj , Qk] = −Rk+j+1, [Pj , Pk] = 0, [Qj , Qk] = 0.

Зададим матричное представление алгебры Ли, порожденной теми же операто-
рами X, Y . Пусть X → λσ+, Y → λσ−, R1 → λ2σ3, тогда

Pk → −2kλ2k+1σ+, Qk → 2kλ2k+1σ−, Rk → 2k−1λ2kσ3.

Здесь

σ+ =
(

0 1
0 0

)
, σ− =

(
0 0
1 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

Нетрудно проверить, что для уравнения (6) функция ∆ = ∆(k) является перио-
дической с периодом 2: ∆(2k) = 1, ∆(2k + 1) = 2.

4. УРАВНЕНИЯ ВИДА u1,1 = u + g(u1 − ū1)

Применим сформулированную выше гипотезу (алгебраический тест) к следую-
щему частному классу дискретных моделей (1):

u1,1 = u+ g(u1 − ū1). (8)

Здесь g – функция, подлежащая определению.
Схема классификации. Рассмотрим следующие четыре различных случая

уравнения (8) по отдельности:

∆(0) < ∆max(0) = 1; (9а)
∆(0) = ∆max(0), ∆(1) < ∆max(1) = 2; (9б)

∆(0) = ∆max(0), ∆(1) = ∆max(1), ∆(2) < ∆max(2) = 3; (9в)
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∆(0) = ∆max(0), ∆(1) = ∆max(1), ∆(2) = ∆max(2),

∆(k) 6 1 при некотором k > 2. (9г)

Здесь ∆max(k) обозначает наибольшее значение функции ∆(k) для уравнения (1),
когда f(u, u1, ū1) пробегает класс произвольных функций.

Удивительно, что для уравнения (8) исследование первых трех частных случа-
ев (9а)–(9в) позволяет выделить весьма короткий список уравнений, для которых
можно ожидать, что они будут интегрируемыми. Этот список исчерпывающий, по-
скольку случай (9г) никогда не реализуется (см. ниже следствия 1 и 2 из теорем 2
и 3 соответственно).

Введем векторные поля R1, P1, Q1 и R2 по формулам (7), а также поля W =
[Y,Q1], Z = [X,P1]. Используя их, можно в дополнение к V0 и V1 ввести еще два
линейных пространства

V2 = V1 + {P1, Q1}, V3 = V2 + {W,Z,R2}.

Чтобы вычислить ∆(k), будем использовать автоморфизм (4). Определим мно-
жители x и p в формуле (5) в случае модели (8): x = p = −g′(g−1(u1 − ū−1)),
где функция β = g−1(α) является обратной к функции α = g(β). Наоборот, зная
x = x(u1 − ū−1), можно воспроизвести g(β), используя уравнение

β = g−1(α) =
∫

(g−1(α))′ dα =
∫

dα

g′(g−1(α))
= −

∫
dα

x(α)
. (10)

Определим действие операторов X и Y на переменную x. Очевидно, Xx = −x′,
Y x = xx′. Прямое вычисление дает

DR1D
−1 = R1 +

x′

x
Y − x′X,

DP1D
−1 = xP1 + x′R1 − rY + xrX, r = x′′ − (x′)2

x
,

DQ1D
−1 =

1
x
Q1 +

x′

x
R1 +

x′′

x
Y − x′′X,

DWD−1 =
1
x2
W +

(
2x′′

x
− (x′)2

x2

)
R1 +

x′′′

x
Y − x′′′X,

DZD−1 = x2Z +
(
(x′)2 − 2xx′′

)
R1 + qY − xqX, q = xx′′′ − 2x′x′′ +

(x′)3

x
,

DR2D
−1 = R2 +

x′

x
Q1 + x′P1 +

(x′)2

x
R1 − sY + xsX, s = x′′′ − x′x′′

x
.

(11)

Исследуем множество G всех кратных коммутаторов X и Y .

Лемма 2. Коэффициенты любого оператора из множества G являются функ-
циями от конечного числа переменных x, x±1, x±2, . . . .

Доказательство. Поскольку x = x(u1 − ū−1), можно записать x′ = φ(x) для
некоторой функции φ. Тогда X(x) = −φ(x) и Y (x) = xφ(x) =: ψ(x). Используя
соотношения сопряжения DXD−1 = xX и DYD−1 = (1/x)Y , получаем равенства
X(xj) = φj(x, x1, . . . , xj) и Y (xj) = ψj(x, x1, . . . , xj). Аналогично, имеем равенства
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X(x−j) = φ−j(x, x−1, . . . , x−j) и Y (x−j) = ψ−j(x, x−1, . . . , x−j). Теперь очевидно,
что функция

R1 = X(x)
∂

∂u1
+X

(
1
x−1

)
∂

∂u−1
+X(xx1)

∂

∂u2
+ · · ·

удовлетворяет утверждению леммы. Из формул R1(x) = X(x)x′ и DR1D
−1 =

R1 + (x′/x)Y −x′X получаем R1(xj) = ρj(x, x1, . . . , xj). Ясно, что дальнейшее дока-
зательство леммы можно провести по индукции.

Теорема 2. Если цепочка вида (8) удовлетворяет одному из условий (9а)–(9в)
в схеме классификации, то функция x = x(α) есть решение обыкновенного диффе-
ренциального уравнения

(x′)2 = (x2 + 1)γ + xν, γ, ν = const . (12)

Доказательство. Начнем со случая (9а) и предположим, что ∆(0) = 0; тогда
имеем R1 = λX + µY . Очевидно, что R1 = X(x) ∂/∂u1 + · · · , поэтому λ = µ = 0,
откуда следует, что R1 = 0. Применяя указанный выше автоморфизм к обеим
частям уравнения (12), получаем (x′/x)Y − x′X = 0. Поскольку X и Y линейно
независимы, отсюда имеем уравнение x′ = 0, которое представляет собой частный
случай уравнения (12). Очевидно, его решением является x = c, и с учетом (10)
мы получаем β = g−1(α) = −(1/c)α + c1. Таким образом, наше уравнение α = g(β)
(см. формулу (8)) является линейным, u1,1−u = −c(u1−ū1+c1). При этом dimT = 2,
так что ∆(k) = 0 при k > 0.

Аналогично проверяем, что условие (9б) приводит к уравнению (12). Действи-
тельно, предположим, что ∆(0) = 1 и ∆(1) < 2. Тогда имеем

P1 = νQ1 + ϵR1. (13)

Здесь в силу леммы 2 функции ν и ϵ могут зависеть только от x, x±1, x±2, . . . . При-
меним автоморфизм (4) к обеим частям уравнения (13) и затем упростим с учетом
уравнений (11):

x(νQ1 + ϵR1) + x′R1 − rY + xrX =

= D(ν)
(

1
x
Q1 +

x′

x
R1 +

x′′

x
Y − x′′X

)
+D(ϵ)

(
R1 +

x′

x
Y − x′X

)
.

Из сравнения коэффициентов перед линейно независимыми операторами получаем
условия

Q1 : xν =
1
x
D(ν),

R1 : x′ + xϵ =
x′

x
D(ν) +D(ϵ),

Y : r =
x′

x
D(ϵ) +

x′′

x
D(ν),

X : xr = −x′D(ϵ)− x′′D(ν).
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Анализируя эти равенства, приходим к выводу, что уравнение (13) выполнено,
если и только если справедливы следующие три условия: ν = 0, ϵ = const, x′ =
ϵ(1− x). Действительно, при этих условиях два последних уравнения выполняются
автоматически. Аналогично можно проверить, что Q1 = νP1 − ϵR1 эквивалентно
тем же трем условиям. Таким образом, если ∆(1) < 2, то ∆(1) = 0, и поэтому
∆(k) = 0 для любого натурального k > 1. В этом случае dimT = 3.

Теперь предположим, что ∆(0) = 1, ∆(1) = 2 и ∆(2) 6 2, что соответствует
случаю (9в). Пусть Z линейно выражается через другие векторные поля из V3:

Z = αX + βY + γR1 + δP1 + ϵQ1 + φR2 + ψW. (14)

Очевидно, α = β = 0, поскольку X = ∂/∂ū−1 и Y = ∂/∂u + x∂/∂u1 + · · · , а Z не
содержит членов ∂/∂ū−1 и ∂/∂u.

Применяя автоморфизм к обеим частям равенства (14) и сравнивая коэффици-
енты перед линейно независимыми операторами, находим

W : x2ψ = D(ψ)
1
x2
,

R2 : x2φ = D(φ),

Q1 : x2ϵ = D(ϵ)
1
x

+
x′

x
φ,

P1 : x2δ = D(δ)x+ x′φ,

R1 : x2γ + (x′)2 − 2xx′′ = D(δ)x′ +D(γ).

Поскольку x = x(u1 − ū−1), имеем ψ = 0, φ = 0, ϵ = 0, δ = 0, γ = const. Сравнение
коэффициентов при X и Y дает еще одно уравнение xq = γx′. Наконец, получаем
два обыкновенных дифференциальных уравнения для x:

x2x′′′ − 2xx′x′′ + (x′)3 = γx′, (x2 − 1)γ + (x′)2 − 2xx′′ = 0.

Условие совместности этих уравнений эквивалентно уравнению (12). В этом случае
Z = γR1. Замечательно, что x есть решение уравнения (12), если и только если W

линейно выражается через другие элементы из V3, и тогда W = γR1. И последняя
возможность – поле R2 линейно выражается через X, Y , R1, P1, Q1, W и Z. В этом
случае x является решением уравнения x′ = 0. Доказательство теоремы завершено.

Чтобы найти x = x(α), вычислим интеграл

H(x) :=
∫

dx√
(x2 + 1)γ + xν

=
1
√
γ

ln
(
2
√

(x2 + 1)γ + xν + 2x+ b
)
. (15)

Теперь найдем x, решая уравнение H(x) = α− α0:

x(α) =
1
4
e
√

γ (α−α0) − ν

2γ
−

(
1− ν2

4γ2

)
e−
√

γ (α−α0).

Чтобы получить соответствующее уравнение (8) на квад-графе, проинтегрируем еще
раз:

β = g−1(α) = −
∫

dα

x(α)
. (16)
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Тогда искомое уравнение будет иметь вид (8). Наша гипотеза состоит в том, что если
уравнение (8) является S-интегрируемым, то g получается из соотношений (15), (16).
Вычислив интеграл (16), находим список требуемых уравнений.

Из теоремы 2 вытекает следующее утверждение.

Следствие 1. Если для цепочки (8) выполнено одно из условий (9а)–(9в), то
цепочка имеет один из следующих видов:

u1,1 − u = c(u1 − ū1 − β0) при γ = ν = 0; (17)

ae
√

γ (u1,1−u) = b+ ce−
√

γ(u1−ū1) при ν = −2γ; (18)

(u1,1 − u− α0)(u1 − ū1 − β0) =
1
4ν

при γ = 0, ν ̸= 0; (19а)

ae
√

γ (u1,1−u) = b+ ce
√

γ (u1−ū1) при ν = 2γ; (19б)(
4− ν2

γ2

)
e
√

γ (u1,1−u−α0) +
ν

γ
= 2 th

√
γ (u1 − ū1)− β0

2

при γ ̸= 0, ν ̸= ±2γ, (19в)

где a, b, c, α0 , β0 – константы.

Уравнение (19а) есть не что иное, как хорошо известное дискретное потенци-
ированное уравнение КдФ (6). Уравнения (18) и (19б) сводятся одно к другому
простой заменой независимых переменных m ↔ n. Сделав замену переменных
u = (1/

√
γ) ln v, мы приводим два последних уравнения (19б) и (19в) к билиней-

ному виду

av̄1v1,1 = bvv̄1 + cvv1, (20а)
(α1v1 + α2v̄1)v1,1 + v(α3v1 + α4v̄1) = 0, (20б)

где

α1 =
(

2− ν2

2γ2

)
e−
√

γ α0−β0 ̸= 0, α2 =
(

2− ν2

2γ2

)
e−
√

γ α0 ̸= 0,

α3 =
(
ν

2γ
− 1

)
e−β0 ̸= 0, α4 =

(
ν

2γ
+ 1

)
̸= 0.

Уравнение (20а) было введено в работе [11], а недавно было доказано, что оно допус-
кает бесконечный ряд высших симметрий [19]. Уравнение (20б) представляет собой
частный случай уравнения Хиетаринта–Виалле [20]

c1uū1 + c2u1u1,1 + c3uu1 + c4ū1u1,1 + c5(uu1,1 + u1ū1) = 0

при c5 = 0. Недавно было доказано, что это уравнение проходит симметрийный
тест [21].

Исследуем множество G, состоящее из полей X, Y и всех их кратных коммута-
торов. Определим порядок ordZ элемента Z ∈ G как число входящих в него X и
Y минус единица. Например, ord[X,Y ] = 1, ord[X, [X,Y ]] = 2 и т. д. Определим
степень degZ элемента Z как показатель k в соотношении сопряжения DZD−1 =
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xkZ + · · · , где многоточием обозначена линейная комбинация элементов с поряд-
ком, меньшим чем ordZ. Обозначим через Gi,j подмножество в G, содержащее
элементы с порядком i и степенью j. Рассмотрим объединение Gi =

⋃
j Gi,j . Оче-

видно, что множество Gi,i−1 (множество Gi,−i+1) содержит единственный элемент
Zi,i−1 = adi

X(Y ) с точностью до множителя −1 (соответственно единственный эле-
мент Zi,−i+1 = adi

Y (X) с точностью до множителя −1). Здесь оператор ad опреде-
ляется как adX(Y ) = [X,Y ].

Теорема 3. Пусть операторы Zk,k−1 (операторы Zk,−k+1) лежат в базисе ли-
нейного пространства Vk ⊃ Gk при всех k , 3 6 k < N , а оператор ZN,N−1 (соот-
ветственно ZN,−N+1) линейно выражается через другие операторы в VN . Тогда
функция x = x(u1 − ū−1) является решением уравнения вида x′ = ϵ(x− 1) с посто-
янным коэффициентом ϵ.

Доказательству теоремы предпошлем следующую лемму.

Лемма 3. При любом k > 3 справедливо равенство

DZk+1,kD
−1 = xkZk+1,k − ckx

′xk−1Zk,k−1 + · · · ,

где ck > 0 (причем ck > 0 при k > 3), а многоточием обозначена линейная комби-
нация операторов порядка меньше k .

Доказательство. Докажем лемму по индукции. Из уравнений (11) получаем
для Z = Z3,2 и R1 = Z1,0 представление

DZ3,2D
−1 = x2Z3,2 +

(
(x′)2 − 2xx′′

)
Z1,0 + qY − xqX, q = xx′′′ − 2x′x′′ +

(x′)3

x
,

показывающее, что утверждение верно при k = 3. Теперь предположим, что

DZk,k−1D
−1 = xk−1Zk,k−1 − ck−1x

′xk−2Zk−1,k−2 + · · · ,

и вычислим DZk+1,kD
−1:

DZk+1,kD
−1 = [xX, xk−1Zk,k−1 − ck−1x

′xk−2Zk−1,k−2 + · · · ] =

= xkZk+1,k − ckx
′xk−1Zk,k−1 + · · · ,

где ck = ck−1 + k − 1 > ck−1 > 0. Доказательство леммы завершено.

Доказательство теоремы 3. Предположим, что

ZN,N−1 =
∑

ord Zν=N

aνZν +
∑

ord Zµ=N−1

bµZµ + · · · , (21)

где Zν и Zµ – базис в VN , а многоточием обозначена линейная комбинация операто-
ров меньшего порядка. Применим автоморфизм D( · )D−1 (см. формулу (4)) к обеим
частям равенства (21):

xN−1

( ∑
ord Zν=N

aνZν +
∑

ord Zµ=N−1

bµZµ + · · ·
)
− xN−2x′cN−1ZN−1,N−2 + · · · =

=
∑

ord Zν=N

D(aν)(xkνZν + · · · ) +
∑

ord Zµ=N−1

D(bµ)(xkµZµ + · · · ).



АЛГЕБРАИЧЕСКИЙ МЕТОД КЛАССИФИКАЦИИ ДИСКРЕТНЫХ МОДЕЛЕЙ 417

Сравнивая коэффициенты перед Zν , получаем

xN−1aν = xkνD(aν), kν ̸= N − 1. (22)

В силу леммы 2 функции aν и bµ зависят от переменной x и ее сдвигов. С другой сто-
роны, из формулы (22) следует, что функции aν не могут зависеть от x, x±1, x±2, . . . .
Поэтому единственной возможностью является aν = 0. Теперь, сравнивая коэффи-
циенты перед ZN−1,N−2, находим

xN−1b− cN−1x
N−2x′ = xN−2D(b), (23)

где b – коэффициент при ZN−1,N−2 в разложении (21). Простой анализ уравне-
ния (23) показывает, что b – константа. Таким образом, уравнение (23) эквивалентно
уравнению x′ = ϵ(x− 1) при ϵ = b/cN−1. Теорема доказана.

Следствие 2. Случай (9г) cхемы классификации никогда не реализуется.

Доказательство. Предположим противное: пусть данный случай реализуется.
Тогда по крайней мере одно из векторных полей Zk,k−1 или Zk,−k+1 должно линейно
выражаться через другие элементы из Vk, иначе ∆(k) > 2. Поэтому в силу теоре-
мы 3 мы имеем x′ = ϵ(x − 1), что соответствует случаю (9б) ∆(0) = 1, ∆(1) < 2.
Полученное противоречие показывает, что наше допущение неверно. Доказатель-
ство завершено.

Рассмотрим подробно пробные кольца T и T для уравнения (19а) из списка в след-
ствии 1. Ранее было отмечено, что это уравнение редуцируется к уравнению (18)
простой заменой независимых переменных m↔ n. Как было показано выше в слу-
чае уравнения (18), размерность кольца T равна 3. Отсюда немедленно следует, что
для уравнения (19б) мы имеем dimT = 3. Теперь сосредоточимся на кольце T для
этого уравнения. Без потери общности положим γ = 1 и получим

aeu1,1−u = b+ ceu1−ū1 . (24)

Мы уже доказали, что для уравнения (24) функция x = x(α) является решением
уравнения x′ = x + 1. Характеристические векторные поля X и Y действуют на
переменные x, y = D−1x следующим образом:

Xx = −x′ = −x−1, Xy = −yy′ = −y2−y, Y x = xx′ = x2 +x, Y y = y+1.

Теорема 4. Последовательность X,Y,R1, P1, Q1, R2, P2, Q2, . . . определена как
R1 = [X,Y ], P1 = [X,R1], Q1 = [Y,R1], . . . , Rk+1 = [X,Qk], Pk = [X,Rk], Qk = [Y,Rk],
k > 1, и образует базис пробного кольца T уравнения (24).

Схема доказательства. Начнем с соотношений сопряжения для кратных ком-
мутаторов. Например, D(R1 − Y + X)D−1 = R1 + Y − X. Нетрудно доказать по
индукции, что при k > 1

D(Pk −Rk)D−1 = x(Pk +Rk),

D(Qk −Rk)D−1 =
1
x

(Qk +Rk),

D(Rk+1 −Qk − Pk +Rk)D−1 = Rk+1 +Qk + Pk +Rk.
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Из этих соотношений следует, что [Y, Pk] = [X,Qk] и [X,P1] = [Y,Q1] = R1. Тогда
получаем

[Rk, Rj ] = [Qk, Qj ] = [Pk, Pj ] = 0,

[Rk, Pj ] = Pk+j −Qk+j−1, [Rk, Qj ] = −Qk+j + Pk+j−1,

[Pk, Qj ] = −Rk+j+1 +Rk+j−1.

Теперь можно заключить, что для уравнения (24) пробное кольцо T удовлетворяет
условиям ∆(2k) = 1 и ∆(2k + 1) = 2, равно как и для дискретного потенциирован-
ного уравнения КдФ (19а). Таким образом, это уравнение полностью проходит наш
алгебраический тест. Для случая (19в) в списке из следствия 1 пробные кольца пока
подробно не исследовались.

Суммируем полученные выше результаты в следующей теореме.

Теорема 5. Предположим, что уравнение вида (8) проходит алгебраический
тест (удовлетворяет гипотезе из раздела 2). Тогда оно имеет вид, заданный
в следствии 1 из теоремы 2.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы предложили новую схему классификации уравнений на квад-графах, ос-
нованную на распределениях характеристических векторных полей (см., напри-
мер, [22]). Получен исчерпывающий список уравнений вида u1,1 − u = g(u1 − ū1),
проходящих предложенный тест на интегрируемость. Важно, что обо всех найден-
ных уравнениях уже известно, что они интегрируемы. Показано, что выдвинутая
гипотеза является эффективным средством классификации интегрируемых уравне-
ний на квад-графах.
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