
то получим двучленную группу параллельных переносов 
в направлении бесконечно удаленной точки е2 и расширений 
от плоскости х2 = 0 в том же направлении. 

45) {Z2, pZx + aZ0 + Z7}, a = + 1. Поверхности интранзи-
тивности-: 

^ v " < 2 + ^ 
©• 

При p = — 2 выделяем особый случай: 
46) {Z2, — 2ZX + aZ5 + Z7}, a= ± 1. Имеем пучок инва­

риантных плоскостей JC1 + сх3 = 0, в каждой из которых дей­
ствует двучленная группа, образованная параллельными 
переносами в заданном направлении и преобразованиями, 
полученными комбинацией параллельного переноса в другом 
направлении с расширением от прямой. 

47) {Z2, pZx + gZ6 + Z7\. Поверхности интранзитивности: 
Jf3 

V(XZ)2+ (X*)2 \ _ (2+/7)arctg — 

Здесь выделяются частные случаи при р = — 2 и при q = 0i 
48) {Z2, —2Zl + qZ6 + Z7), офО. Поверхности интранзи­

тивности образуют пучок бицилиндрических конусов с(х1)2 + 
+ (х3)2 + (л4)2 = О с общей вершиной е2; на абсолютной пря­
мой ехе2 индуцируется двучленная группа. 

49) {Z2, pZx + Z7}, p =h — 2. Имеем пучок инвариантных 
плоскостей х3 + схА = 0; в каждой из этих плоскостей дей­
ствует двучленная группа локсодромических вращений гипер­
болического типа и сдвигов в изотропном направлении. 

Обратимся к трехчленным группам движений. Эти группы, 
как и другие группы высшего порядка, по большей части 
действуют транзитивно в окрестности точки общего положе­
ния. Поэтому особый интерес представляет выделение тех 
поверхностей и линий (помимо абсолютных прямых), которые 
переходят в себя под воздействием преобразований из этих 
групп. Мы будем отмечать только вещественные инвариант­
ные образы. 

1) JZj, Z2, Z3}. Имеется пучок инвариантных плоскостей 
х3 + сх4 = 0, в каждой из которых действует трехчленная 
группа эквицентроаффинных преобразований. 

2) \ZU Z2, Z4). Наибольшая подгруппа из (76, оставляющая 
неподвижными точки е2, е3, еА. 

3) {Zb Z2, Z5}. Имеются две неподвижные точки еъ еА и 
соответственно неподвижные плоскости х1 = 0, х3 = 0; на 
абсолютной прямой е3е4 индуцируется одночленная группа 
с единственной двойной точкой. 

4) \ZU Z2. Z6). Имеется одна вещественная неподвижная 
точка е2 и соответственно плоскость х1 = 0; на абсолютной: 
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прямой е3 е4 индуцируется одночленная группа с мнимо-
сопряженными двойными точками. 

5) {IZX + Z4, Z2, Z5}, X Ф 0. При X Ф 1 имеются только две 
инвариантные плоскости хх = 0, л:3 = 0; случай Х = 1 выделим 
особо: 

6) \ZX 4- Z4, Z2, Z5}. Имеем пучок инвариантных плоскостей 
х1 + сх3 = 0, в каждой из которых действует 3-членная группа 
подобий и параллельных переносов в произвольных направ­
лениях. Наибольшая подгруппа из 06, оставляющая точечно 
неподвижной особую прямую е2еА. 

7) {Zx + Z4, Z2 + ZH, ZS-TZ6\. Наибольшая подгруппа из 
06, переводящая в себя сфероид хххА — x2xs = 0. 

8) \ZX + Z4, Z2 — Z^ Zs — Z6\. Наибольшая подгруппа из 
G6, переводящая в себя сфероид хххА + х2хг = 0 

9) {Zb Z2, Z7}. Имеется пучок инвариантных плоскостей 
хг + ел;4 = 0, в каждой из которых действует 3-членная цен-
троаффинная группа с одним инвариантным направлением 
(определяемым бесконечно удаленной точкой е2). 

10) {Zu Z4, Z7}. Наибольшая подгруппа из G7, оставляю­
щая неподвижными точки е{, еъ е3,-еА. 

11) |Z3, Z6, Z7}. Наибольшая подгруппа из G7, сохраняю­
щая две инволюции эллиптического типа на абсолютных 
прямых; действует транзитивно во всем пространстве (за 
исключением точек на абсолютных прямых). 

12) {Z2, Z5, Z7[. Имеется пара инвариантных плоскостей 
л;1 = 0, х?=--0. Если взять плоскость х1 = 0 за несобствен­
ную, то получим 3-членную группу расширений от прямой е{е2г 
параллельных переносов в направлении этой прямой и сдвигов 
в направлении бесконечно удаленной точки еА с плоскостью 
двойных точек хъ = 0. 

13) {Zb Z6, Z7). Имеется пара инвариантных плоскостей 
хх = 0, х2 = 0. Если взять плоскость хх = 0 за несобственную, 
то получим 3-членную- группу расширений от прямой ехе2 и 
вращений эллиптического типа вокруг этой прямой, а также 
расширений от плоскости х2 = 0 в направлении бесконечно 
удаленной точки е2. 

14) \ZX + XZ4, Z5, Z7 | . Имеются три инвариантных плоско­
сти хх = 0, х2 = 0, х3 = 0. 

15) {Z2, Z6 + XZb Z7}. Имеется единственная вещественная 
инвариантная плоскость хх = 0. 

* 16) {Z2 + Z4, Z5, Z7}. Имеется пара инвариантных плоско­
стей х1 = О, хг = 0. Если взять плоскость хх=0 за несобст­
венную, то получим 3-членную группу гиперболических вин­
товых движений постоянного параметра вдоль оси ехе2, рас­
ширений от этой оси и сдвигов в направлении бесконечно 
удаленной точки еА с плоскостью двойных точек хг = 0. 

17) \ZX + Z4, Z2 ± Z5, Z7}. Инвариантными поверхностями 
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являются сфероид xlx4 ± х2х3 = 0 и пара плоскостей х1 = 0, 
JC3 = 0, касающихся этого сфероида в точках е2,е4. 

18) {IZX + Z4, Z2, «Ẑx + Z7}, ô  =£ 0. Если а ф — 2, то суще­
ствуют только три инвариантных плоскости х1=0, х3 = 0, 
JC4 = 0. Случай a == — 2 выделяем особо: 

19) {\ZX+ZA, Z2, —2Zl + Z7], кфО. Имеем семейство 
поверхностей интранзитивности (х3)1+к (х4)1"х = с(х1,2. При 
* = ± 1, X = + 3 получаем особые подслучаи, например при 
X = 1 и X = - 3: 

20) \ZX + Z4, Z2, —-2Z1 + Z7}. Имеем пучок инвариантных 
плоскостей х1 :- сх3 = 0, в каждой из которых действует 
3-членная группа подобий, параллельных переносов в одном 
направлении и расширений от прямой в том же направлении. 

21) { — 3Zi + Z4, Z2, — 2ZX+Z7\. Наибольшая подгруппа 
из G7, обладающая пучком инвариантных конусов ххх3 = с(х4)2. 

22) {IZX+Z6, Z2, aZx+Z7). Ха ф 0. При аф—2 сущест­
вует единственная вещественная инвариантная плоскость 
х1=0. Случай a = — 2 выделим особо: 

23) \>ZX + Z6, Z2, — 2Z1 + Z7}, ЬфО. Существуют поверх­
ности интранзитивности 

л:3 

г X arctg —-
V(x3)2 + (х4)2 = cxle 

24) \ZX ± Z5, Z2, aZ5 + Z7}, a ^ 0 . При аф ±2 существуют 
только две инвариантных плоскости х1=0, х3 = 0. Случай 
a = 2 выделим особо: 

25) {Zx ± Z5, Z2, 2Z5 + Z7}. Имеем семейство поверхностей 
интранзитивности 

26) {Z2, Z5, pZL + qZ± + Z7\. При q Ф р + 2 существуют 
только две инвариантных плоскости х1=0, х3^=0, в каждой 
из которых действует двучленная группа локсодромических 
вращений гиперболического типа и сдвигов вдоль особой 
прямой е,е4. Случай q=p + 2 выделим особо: 

27) {Z2, Z5, pZx + (р + 2)Z4 + Z7\. Имеем пучок инвариант­
ных плоскостей х1 + сх3 = 0, в каждой из которых действует 
3-членная группа параллельных переносов в любых направле­
ниях и локсодромических вращений гиперболического типа. 

28) {Zb Z2, aZ4-\-Z7\, афО. Имеем только три инвариант­
ных плоскости х1 = 0, х3 = 0, л4 = 0. 

29) {Z,, Z2> aZ5 + Z7), афО. Имеются только две инвари­
антных плоскости х1=0, л;3 = 0; в первой из них действует 
двучленная группа подобий и сдвигов в направлении особой 
прямой е2еА, во второй — трехчленная центроаффинная группа 
с одним инвариантным направлением. 
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30) \ZU Z2, aZ6 + Z7}, a ^ O . Имеется только одна инва­
риантная вещественная плоскость х1 = 0. 

31) {Zv Z$, aZ4 + Z7}, a=^0. При a-^2 имеются только 
три инвариантных плоскости х1=0, х2 = 0, х3 = 0. Случай 
a = 2 выделим особо: 

32) {Zj, Z5, 2Z4 + Z7}. Наибольшая подгруппа из G7 с пуч­
ком инвариантных бицилиндрических конусов х1х2 н- £(л;3)2=0. 

33) {Z2, Z6, aZt + Z7}, a =7̂ =0. При аф — 2 имеется един­
ственная вещественная инвариантная плоскость х1 = 0. Слу­
чай a = — 2 выделим особо: 

34) {Z2, Z6, — 2 Z ! + Z 7 } . Наибольшая подгруппа из От 
с пучком инвариантных бицилиндрических конусов 

с(х1)2 + (х3)2 + (х4)2 = 0. 
Перейдем к рассмотрению четырехчленных групп. 
1) \ZU Z4, Z5, Z6\. Наибольшая подгруппа из С?6, перево­

дящая в себя вырожденный бицилиндр л1д;2=0. 
2) {Z2, Z4, Z5, Z6}. Подгруппа из G6, переводящая в себя 

плоскость х1 = 0 и порождающая одночленную группу с един­
ственной двойной точкой е2 на абсолютной прямой ехе2. 

3) {Z3, Z4, Z5, Z6}. Наибольшая подгруппа из 06, перево­
дящая в себя вырожденный бицилиндр (х1)2 + (х2)2 = 0. 

4) {Zb Z2, Z4, Z5\. Наибольшая подгруппа из G6, перево­
дящая в себя особую прямую е2е4. 

5) {Z1? Z2, Z3, Z7}. Наибольшая подгруппа из 07 с пучком 
инвариантных плоскостей х3 + £*£4 = 0; в каждой плоскости 
действует общая центроаффинная группа. 

6) \ZU Z2, Z4, Z7}. Наибольшая подгруппа из G7, остав­
ляющая неподвижными точки £2, еъ, еА, 

7) {Zj, Z2, Z5, Z7}. Сохраняются свойства трехчленной 
группы (3); добавляются сдвиги вдоль конгруэнции особых 
прямых. 

8) {Zu Z2, Z6, Z7}. Сохраняются свойства трехчленной группы 
(4); добавляются сдвиги вдоль конгруэнции особых прямых. 

9) \ZX + Zb Z2±Z5, Z3±Z6, Z7\. Наибольшая подгруппа 
из G7, переводящая в себя сфероид хххА + х2хъ = 0. 

10) {Z2, Z5, XZj + Z4> eZx + Z7J. Имеются две инвариантные 
плоскости ^ = 0 , х3=0. Случаи Х = 1, a = ± 2 выделим особо: 

11) {Z2, Z5, Zi + Z4, 2Zj + Z7 | . Наибольшая по irpynna иа 
G7, оставляющая точечно неподвижной особую прямую е2е4. 

12) {Z2, Z5, Zi+Z4, —2Zl + Z7\. Наибольшая подгруппа 
из G7, оставляющая инвариантными плоскости пучка х1 + 
+ сх3 = о, а также наибольшая подгруппа из 07, переводящая 
в себя вырожденный бицилиндр (х1)2 + (х3)2 = 0. 

13) \ZU Z2, Z5, aZ4 + Z7}. Остается инвариантной особая 
прямая е9е4. 

14) {Zb Z2, Z3, «Z4 + Z7}. Переходят в себя две плоскости 
л3 = 0, х4 = 0. 
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15) {Zb Z2, Z3, aZ5 + Z7). Остается неподвижной плоскость 
x* = 0; если взять эту плоскость за несобственную, то полу­
чим 4-членную группу, порожденную трехчленной группой 
эквицентроаффинных вращений вокруг абсолютной прямой 
е3е4 параллельно плоскости х* = 0 и линейной комбинацией 
подобия с параллельным переносом вдоль прямой е3е4 (пре­
образование, сводящееся к подобию). 

16. {Z,, Z2, Z3, aZ6 + Z7}. Группа действует транзитивно 
во всем пространстве вне абсолютных прямых. 

Рассмотрим далее пятичленные группы движений. 
1) {Zx, Z2, Z4, Z5, Z6\. Наибольшая подгруппа из G6, 

оставляющая неподвижной точку е2 (а также плоскость 
л1 = 0). 

2) \ZU Z4, Z5, Z6, Z7}. Наибольшая подгруппа из G7, пере­
водящая в себя вырожденный бицилиндр л1х2 = 0. 

3) {Z2, Z4, Z5, ZG, Z7[. Прямое произведение 4-членной 
группы (2) и сдвигов вдоль особых прямых. 

4) {Z3, Z4, Z5, Z6, Z7}. Наибольшая подгруппа из 07, пере­
водящая в себя вырожденный бицилиндр (х) 2 + (х2)2 = 0. 

5) {Zu Z2, Z4, Z5, Z7}. Наибольшая подгруппа из G7, пере­
водящая в себя особую прямую е2е4 (а также наибольшая 
группа, переводящая в себя вырожденный сфероид х1хг = 0). 

6) {Z2, Z4, Z5, Z6, aZt + Z7\. Имеется неподвижная плос­
кость xx = 0. 

Наконец, имеем следующие шестичленные группы: 
1) {Z,, Z2, Z3, Z4, Z5, Z6\. Группа параллельных переносов 

биаксиального пространства. 
2) {Zu Z2, Z4, Zr„ Z6, Z7}. Наибольшая подгруппа из G7, 

оставляющая неподвижной точку £2 (а также плоскость 
JC1 = 0); в плоскости х1 = 0 индуцируется общая группа цен-
троаффинных преобразований. 
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