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1. Симметрии

1.1. Отступление: алгебры Клиффорда. В этом параграфе со-
браны необходимые сведения из теории клиффордовых алгебр. (Бо-
лее подробно с этой теорией можно познакомиться по монографии
[19].)

Пусть V есть n-мерное вещественное векторное пространство с
невырожденной симметричной билинейной формой g. Его внешняя
алгебра ΛV порождается мономами вида u1∧. . .∧up, где uj ∈ V . На
этой алгебре имеются два вида умножений: внешнее, действующее
по формуле

ε(v)(u1 ∧ . . . ∧ up) = v ∧ u1 ∧ . . . ∧ up, где v ∈ V,

и внутреннее, действующее по формуле

ι(v)(u1 ∧ . . . ∧ up) =

p∑
j=1

(−1)j−1g(v, uj)u1 ∧ . . . ∧ ûj ∧ . . . ∧ up.

Эти операторы удовлетворяют равенству ε(v)2 = ι(v)2 = 0 и анти-
коммутационному соотношению

ε(u)ι(v) + ι(u)ε(v) = g(u, v).

Если обозначить через c(v) = ε(v) + ι(v) оператор клиффордова
умножения, то будем иметь

c(v)c(u) + c(u)c(v) = 2g(u, v),

откуда c2(v) = g(v, v).

Определение 1. Вещественная клиффордова алгебра Cl(V, g) есть
подалгебра алгебры эндоморфизмов EndR(ΛV ), порождаемая опе-
раторами клиффордова умножения c(v), v ∈ V .

Если выбрать ортогональный базис {e1, . . . , en} пространства (V, g)
такой, что g(ei, ei) = ±1, то операторы c(ei) будут антикоммутиро-
вать друг с другом, а алгебра Cl(V, g) будет порождаться единицей
1 и упорядоченными произведениями вида c(ei1)c(ei2) . . . c(eip), где
i1 < . . . < ip и {i1, . . . , ip} ⊂ {1, . . . , n}.
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Определение 2. Комплексная клиффордова алгебра Cl(V ) есть
подалгебра алгебры эндоморфизмов End(ΛV C), порождаемая опе-
раторами c(v), v ∈ V C. Здесь, V C обозначает комплексификацию
пространства V .

Алгебра Cl(V ) как комплексное векторное пространство изоморф-
на алгебре ΛV C, изоморфизм задается отображением

σ : Cl(V ) −→ ΛV C, σ(a) = c(a)1.

Обратное к σ отображение Alt : ΛV C → Cl(V ) задается формулой

Alt(u1 ∧ . . . ∧ up) =
1

p!

∑
τ

(−1)sgn τc(uτ(1)) · . . . · c(uτ(p)),

где суммирование ведется по всем перестановкам τ = (τ(1), . . . , τ(p))
множества {1, . . . , p}, а sgn τ обозначает четность перестановки τ .
В частности,

Alt(u ∧ v) =
1

2
(uv − vu).

Алгебру Cl(V ) можно также определить с помощью универсаль-
ного свойства: это единственная ассоциативная комплексная алгеб-
ра с единицей такая, что для любой ассоциативной комплексной
алгебры A с единицей 1A и произвольного вещественно-линейного
отображения f : V → A, удовлетворяющего условию: f(v)2 =
g(v, v)1A для всех v ∈ V , существует единственный гомоморфизм
алгебр f̃ : Cl(V )→ A такой, что f = f̃ |V .

Так как алгебра Cl(V ) порождается произведениями вида c(ei1) ·
. . . · c(eip), то в ней выделяются подалгебры Clev(V ) и Clod(V ), по-
рождаемые произведениями вида c(ei1) · . . . · c(eip) с четным (соотв.
нечетным) числом элементов. Обозначим через χ оператор градуи-
ровки, равный +1 (соотв. -1) на Clev(V ) (соотв. Clod(V )). Тогда на
Cl(V ) можно ввести оператор зарядового сопряжения, задаваемый
антилинейным отображением C : a 7→ χ(ā).

Рассмотрим более подробно вещественные алгебрам Клиффорда
Cl(V, g). Такая алгебра определяется с точностью до изоморфизма
сигнатурой формы g. Будем записывать эту форму в следующем
стандартном виде

(u, v) = u1v1 + . . .+ upvp − up+1vp+1 − . . .− up+qvp+q, где p+ q = n,

и обозначать получающуюся алгебру Клиффорда через Clp,q. При-
меры:

Cl1,0 = R⊕ R, Cl0,1 = C, Cl2,0 = Mat2(R),

Cl3,0 = Mat2(C), Cl1,1 = Mat2(R), Cl0,2 = H.
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Рис. 1

Более общим образом:

Clp+1,q+1
∼= Clp,q ⊗R Mat2(R),

Clp+4,q
∼= Clp,q+4

∼= Clp,q ⊗R Mat2(H),

Clp+8,q
∼= Clp,q+8

∼= Clp,q ⊗R Mat16(H).

Полное описание конечномерных вещественных клиффордовых
алгебр получается с помощью т.н. "спинорных часов" по следую-
щему правилу:

(1) вычисляем j = (p− q)mod 8;
(2) находим на спинорных часах стрелку A j−→ B;
(3) находим N , для которого dimR MatN(B) = 2p+q;
(4) полагаем Clp,q = MatN(B).

В случае комплексной алгебры Клиффорда положим N = 2m.
Тогда

Cl(R2m) = MatN(C), Cl(R2m+1) = MatN(C)⊕MatN(C).

Перейдем теперь к описанию групп, связанных с алгебрами Клиф-
форда и будем предполагать для упрощения изложения, что век-
торное пространство V евклидово, т.е. форма g положительно опре-
делена.

Обозначим через Cl×(V ) группу обратимых элементов клиф-
фордовой алгебры Cl(V ). Это группа Ли, которая содержит V \{0},
поскольку для любого элемента v ∈ V \ {0} обратный к нему эле-
мент v−1 задается формулой

v−1 =
v

g(v, v)
.
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Группа Cl×(V ) действует на алгебре Cl(V ) посредством присо-
единенного представления

w 7−→ Adwx := wxw−1, w ∈ Cl×(V ).

Для любого u ∈ V \ {0} отображение

−Aduv = v − 2
g(u, v)

g(u, u)
, v ∈ V,

является отражением относительно гиперплоскости u⊥, ортого-
нальной u. Для того, чтобы избавиться от знака минус в левой
части последнего равенства, принято использовать вместо присо-
единенного представления Ad действие группы Cl×(V ) на алгебре
Cl(V ), задаваемое подкрученным присоединенным представлением
вида

w 7−→ πw(x) := χ(w)xw−1, x ∈ Cl(V ), w ∈ Cl×(V ),

где χ – отображение градуировки, задаваемое на однородных эле-
ментах степени k из группы Cl×(V ) формулой

χ(w) := (−1)degww = (−1)kw.

Тогда отображение πu : V → V , определяемое элементом u ∈ V \
{0}, будет задавать отражение относительно гиперплоскости u⊥.

С учетом этих замечаний можно рассмотреть подгруппу мульти-
пликативной группы Cl×(V ), состоящую из элементов x ∈ Cl×(V ),
обладающих свойством: πx(V ) = V . Как указано выше, этим свой-
ством обладают все элементы v ∈ V \ {0}, поэтому уместно ввести
следующую группу.

Определение 3. Группой Клиффорда Γ(V ) ≡ Γ(n) называется
подгруппа мультипликативной группы Cl×(V ), порожденная эле-
ментами v ∈ V \ {0}.

Каждый элемент группы Γ(V ) порождает невырожденное ли-
нейное преобразование пространства V , поэтому имеется гомомор-
физм

π : Γ(V ) −→ GL(V ).

Этот гомоморфизм принимает значения в ортогональной группе
O(V ). Действительно, поскольку любой элемент x ∈ Γ(V ) пред-
ставляется произведением вида x = v1 · . . . vk, где vi ∈ V \ {0},
то отвечающее ему преобразование πx является композицией отра-
жений, отвечающих элементам vi, т.е. принадлежит O(V ). Кроме
того, гомоморфизм π : Γ(V ) → O(V ) является эпиморфизмом, по-
скольку любое ортогональное преобразование является композици-
ей отражений.
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Гомоморфизм π : Γ(V ) → O(V ) можно включить в точную по-
следовательность гомоморфизмов групп вида

1 −→ R× −→ Γ(V )
π−→ O(V ) −→ 1.

Положим также
SΓ(V ) := Γ(V ) ∩ Clev(V ).

Определение 4. Группа Pin(V ) определяется как подгруппа груп-
пы Клиффорда Γ(V ), порожденная единичными векторами из V ,
т.е. векторами v ∈ V с |v| = 1.

Также, как в случае группы Клиффорда, имеется гомоморфизм
π : Pin(V ) −→ O(V ),

который включается в точную последовательность гомоморфизмов
групп

1 −→ Z2 −→ Pin(V )
π−→ O(V ) −→ 1.

Определение 5. Группа Spin(V ) есть связная компонента едини-
цы в группе Pin(V ). По-другому, ее можно определить как

Spin(V ) = Pin(V ) ∩ Clev(V ).

Как и в случае группы Pin(V ), имеется точная последователь-
ность гомоморфизмов групп

1 −→ Z2 −→ Spin(V )
π−→ SO(V ) −→ 1.

При n > 2 группа Spin(n) является односвязной накрывающей
группы SO(V ).
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Примеры Spin-групп:
(1) Spin(R2) = U(1) = SO(2).
(2) Spin(R3) = SU(2).
(3) Spin(R4) = SU(2)× SU(2).

1.2. Симметрии и псевдосимметрии. Обозначим через G груп-
пу симметрии топологического диэлектрика. Мы будем рассмат-
ривать ее унитарные и анти-унитарные представления в гильбер-
товом пространстве H. Такие представления продолжаются есте-
ственным образом на пространство H∗ ⊕H, если сопоставить опе-
ратору g : H → H преобразование

(g−1)t ⊕ g : H∗ ⊕H −→ H∗ ⊕H.
Будем предполагать, что группа G содержит подгруппу трансля-

ций Γ и все другие симметрии коммутируют с элементами Γ. Если
ϕ ∈ Hk, т.е. удовлетворяет соотношению Tγϕ = e−ik·γϕ, то приме-
нение Tgamma, g ∈ G, к этому вектору дает:

(Tγg)ϕ = g(Tγϕ) = g(e−ik·γϕ) =

{
e−ik·γgϕ для унитарных g;
eik·γgϕ для анти-унитарных g.

Поэтому унитарные преобразования g ∈ G порождают отображе-
ния g|Wk

:Wk →Wk, а анти-унитарные g дают отображения g|Wk
:

Wk →W−k.

Определение 6. Будем говорить, что квазичастичное расслоение
ρ : V → Brd, слоем которого над точкой k ∈ Brd является про-
странство V (k), допускает группу симметрии G, если для любого
k ∈ Brd{

gV (k) = V (k) для всех унитарных g ∈ G/Γ;
gV (k) = V (−k) для всех анти-унитарных g ∈ G/Γ.

Мы ограничились в этом определении преобразованиями из G/Γ,
поскольку трансляции действуют на V (k) как

TγV (k) = e−ikγV (k) = V (k).

Если G/Γ = U(1), то это означает в физических терминах, что
сохраняется число частиц. Это условие выполняется, если все ∆(k)
в гамильтониане Боголюбова–деЖена равны нулю. Представления
из группы U(1) удобно записывать в виде eiθQ, где θ ∈ [0, 2π), а
генератор Q равен −1 на H∗k и +1 на H−k. Тогда QV (k) = V (k).

Помимо симметрий мы будем рассматривать также псевдосим-
метрии.
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Определение 7. Квазичастичное расслоение ρ : V → Brd допус-
кает s псевдосимметрий, если найдется набор из s унитарных ор-
тогональных операторов J1, . . . , Js : Wk → Wk, не зависящих от k,
удовлетворяющих соотношениям алгебры Клиффорда

JlJm + JmJl = −2δlm

и соотношениям ортогональности

〈V (k), J1V (k)〉 = . . . = 〈V (k), JsV (k)〉 = 0.

При этом оператор J наWk называется унитарным ортогональ-
ным, если он C-линеен,

〈Jw, Jw′〉 = 〈w,w′〉 и {Jw, Jw′} = {w,w′}.
Условие 〈V (k), JV (k)〉 = 0 можно переписать в виде JV (k) = V (k)c,
где V (k)c есть ортогональное дополнение к V (k) в пространстве
Wk. В этом состоит главное отличие псевдосимметрии от настоящей
симметрии: пространство V (k) не сохраняется, а переводится в его
ортогональное дополнение V (k)c.

1.3. Классификация Китаева.

Определение 8. Квазичастичное расслоение комплексного класса
s есть квазичастичное расслоение с группой симметрии G такой,
что G/Γ = U(1), обладающее s псевдосимметриями.

Имеется всего два класса комплексных квазичастичных рассло-
ений. Случай s = 0 отвечает отсутствию псевдосимметрий, случай
s = 1 отличается от него добавлением PH-симметрии (симметрии
частиц–дырок), задаваемой оператором

C = γS = Sγ :Wk → W−k.

Если S = 1, то C = γ есть эрмитово сопряжение, однако в общем
случае S есть унитарный ортогональный оператор S :Wk →Wk, не
зависящий от k, который задается блочно-диагональной матрицей
в разложении Wk = H∗k ⊕H−k и удовлетворяет соотношению S2 =
1. Сам оператор C является анти-унитарным и CV (k) = V (−k).
Единственная псевдосимметрия задается в этом случае оператором

J1 = iγCQ = iSQ = iQS.

Оператор J1 является унитарным ортогональным, а его квадрат
равен J2

1 = −1. Действие J1 на аннигиляторном подпространстве
задается формулой

J1V (k) = γCQV (k) = γCV (k) = γV (−k) = γV (k)⊥ = V (k)c.
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Иными словами, оператор J1 действительно задает псевдосиммет-
рию, которая часто называется киральной симметрией. Добавле-
ние дополнительных псевдосимметрий не приводит в этом случае
к новым эффектам.

Имеется также три вида вещественных симметрий, а именно,
T(обращение времени), Q(сохранение заряда), C(PH-симметрия).
К ним можно добавлять три оператора вращения спина S1, S2, S3,
а также s = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 псевдосимметрий (дальнейшее добав-
ление псевдосимметрий не дает новых эффектов).

Определение 9. Квазичастичное расслоение вещественного клас-
са s есть квазичастичное расслоение с группой симметрии G, обла-
дающее s псевдосимметриями.

Заметим, что в отличие от комплексного случая мы не предпо-
лагаем, что G/Γ = U(1).

В случае s = 0, т.е. в отсутствие псевдосимметрий, группа G =
Γ. В случае s = 1 имеется T-симметрия, задаваемая на H анти-
унитарным оператором T с квадратом T 2 = −1. Этот оператор
коммутирует с трансляциями и отображает Wk в W−k. В разложе-
нии Wk = H∗k⊕H−k он задается блочно-диагональной матрицей. В
его терминах единственная пседосимметрия J1 задается формулой

J1 = γT = Tγ.

Оператор J1 является унитарным и J2
1 = −1. Он также ортогонален

и действует на аннигиляторном пространстве по формуле

J1V (k) = γTV (k) = γV (−k) = γV (k)⊥ = V (k)c,

т.е. J1 действительно является псевдосимметрией.
В случае s = 2 имеются две симметрии: T-симметрия и Q-симмет-

рия, а также две псевдосимметрии. Помимо псевдосимметрии J1 =
γT есть еще псевдосимметрия J2, равная

J2 = iJ1Q.

Наконец, в случае s = 3 имеются три симметрии T,Q,C и три
псевдосимметрии. К введенным выше псевдосимметриям J1, J2 до-
бавляется псевдосимметрия J3 вида

J3 = iγCQ = iSQ = iQS.

.
Классы s = 4, 5, 6, 7 аналогичны рассмотренным классам s =

0, 1, 2, 3 с той разницей, что к симметриям T,Q,C в этих случаях
добавляются симметрии S1, S2, S3, задаваемые операторами враще-
ния спина.
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1.4. Классифицирующие пространства. Переходя к матема-
тической интерпретации приведенных выше результатов, рассмот-
рим гильбертово пространствоH, наделенное квазичастичным рас-
слоением с s пседосимметриями J1, . . . , Js. Рассмотрим многообра-
зие

Cs(n) = {V ⊂ C2n : J1V = . . . = JsV = V c}.
Инволюция τ0 : C0(n) → C0(n) сопоставляет подпространству V
его ортогональное дополнение: V → V ⊥. Так как JiV ⊥ = (V ⊥)c, то
отображение τ0 допускает сужение до отображения

τs = τ0|Cs(n) : Cs(n) −→ Cs(n).

Множество его неподвижных точек обозначим через

Rs(n) = {V ∈ Cs(n) : τs(V ) = V }.

Квазичастичное расслоение отождествляется с эквивариантным отоб-
ражением ψ : Brd → Cs(n), удовлетворяющим условию эквивари-
антности: ψ ◦ τ = τs ◦ ψ.

По-другому, многообразия Cs(n) и Rs(n) можно определить сле-
дующим образом. Сопоставим каждому V ∈ C0(n) оператор

J(V ) = i(PV − PV c),

где PV (соотв. PV c) есть ортогональный проектор на V (соотв. V c).
Это унитарный оператор с квадратом J(V )2 = −1.

Обозначим через gT оператор, транспонированный к g относи-
тельно скобки {· , ·}, определяемый соотношением

{w, gw′} = {gTw,w′},

выполняющимся для всех w,w′ ∈ W =Wk. Тогда получим соотно-
шение Pτ0(V ) = (PV c)T , откуда следует, что

(J ◦ τ0)(V ) = −J(V )T = (J(V )−1)T .

Тем самым, инволюция τ0 на уровне подпространств V ⊂ W ∼= C2n

совпадает с инволюцией унитарных операторов, задаваемой отоб-
ражением

τ1 : U(W) −→ U(W), g 7−→ (g−1)T .

Неподвижные точки этой инволюции являются ортогональными
операторами из группы O(W) ⊂ U(W).

В присутствии псевдосимметрий J1, . . . , Js оператор J(V ) будет
удовлетворять соотношениям

JiJ(V ) = −J(V )Ji, i = 1, . . . , s,
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поскольку JiV = V c. Теперь определение введенных ранее подпро-
странств Cs(n) и Rs(n) можно переписать в терминах унитарных
операторов следующим образом:

Cs(n) = {J ∈ U(W) : J2 = −1, JiJ = −JJi, i = 1, . . . , s},
Rs(n) = {J ∈ Cs(n) : τ1(J) = J}.

В силу известных изоморфизмов для алгебр Клиффорда получаем,
что

Cs+2(2n) = Cs(n) и Rs+8(16n) = Rs(n).

Это объясняет, почему при описании классов комплексных симмет-
рий мы ограничились двумя псевдосимметриями, а при описании
классов вещественных псевдосимметрий остановились на s = 7.

Пространство Cs(n) можно отождествить с объединением орбит
группы

GC
s (n) = {g ∈ U(W) : Jig = gJi, i = 1, . . . , s}

на пространстве Cs(n). Например, C0(n) совпадает с объединением
орбит вида gJg−1, g ∈ U(n), задаваемых действием GC

s (n) на 2n +
1 элементах J ∈ C0(n), имеющих p собственных значений +i и
q собственных значений −1 для всех значений p и q таких, что
p+ q = 2n. Стабилизаторы таких орбит совпадают с U(p)×U(q) и
мы получаем отождествление C0(n) с

U(2n)/U(p)× U(q) ∼= Grp(C2n).

Следующее пространство C1(n) совпадает с орбитой группы
GC

1 (n) = U(n) × U(n) элемента J2 ∈ C1(n), стабилизатором кото-
рого является диагональная подгруппа U(n) ⊂ U(n) × U(n). Все
остальные пространства Cs(n) получаются из C0(n) и C1(n) с уче-
том периодичности Cs+2(2n) = Cs(n).

Аналогичным образом рассматриваются пространства Rs(n), ко-
торые реализуются при всех s, за исключением случаев s = 2 и
s = 6, в виде единственной орбиты группы

Gs(n) = {g ∈ GC
c (n) : τ1(g) = g}.

В случаях s = 2 и s = 6 пространство Rs(n) совпадает с объедине-
нием кватернионных и вещественных грассмановых многообразий
соответственно.
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