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1 Ïëåíàðíûå äîêëàäû

À.Ä.Áàðàíîâ (ÑÏáÃÓ). Îöåíêè èíòåãðàëîâ n-ëèñòíûõ ôóíêöèé è ãåîìåòðè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà îáëàñòåé

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îöåíêå èíòåãðàëîâ îò ïðîèçâîäíûõ îãðàíè÷åííûõ
n-ëèñòíûõ ôóíêöèé. Ïîêàçàíî, ÷òî â îáëàñòèD ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé èìååò ìåñòî òî÷íàÿ
ïî ïîðÿäêó çàâèñèìîñòè îò n îöåíêà

∫
D
|f ′(z)|dxdy ≤ CL

√
log n‖f‖∞, ãäå L � äëèíà ãðàíèöû

îáëàñòè, à C � íåêîòîðàÿ àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà. Òî÷íîñòü íåðàâåíñòâà âèäíà óæå íà ïðîèç-
âåäåíèÿõ Áëÿøêå â åäèíè÷íîì êðóãå è âûòåêàåò èç òîíêèõ ðåçóëüòàòîâ Í. Ã.Ìàêàðîâà (1989)
è Ð.Áàíóýëîñà è ×.Í.Ìóðà (1991) î ãðàíè÷íîì ïîâåäåíèè ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Áëîõà.

Àíàëîãè÷íûå îöåíêè ïîëó÷åíû è äëÿ Lp-íîðìû ïðîèçâîäíîé ïðè 1 < p < 2. Ïîëó÷åí-
íûå íåðàâåíñòâà ñóùåñòâåííî îáîáùàþò èçâåñòíûå îöåíêè Å.Ï.Äîëæåíêî (1966) äëÿ ðàöè-
îíàëüíûõ ôóíêöèé â îáëàñòÿõ ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé. Åñëè îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ
ñïðÿìëÿåìîñòè, òî õàðàêòåð çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà ëèñòíîñòè ìåíÿåòñÿ. Íàìè ïîëó÷åíû
îöåíêè èíòåãðàëîâ îò ïðîèçâîäíûõ îãðàíè÷åííûõ n-ëèñòíûõ ôóíêöèé â òåðìèíàõ ðàçìåðíî-
ñòè Ìèíêîâñêîãî ãðàíèöû.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ È.Ð.Êàþìîâûì (Êàçàíñêèé ôåäåðàëüíûé óíè-
âåðñèòåò).

Ä.È.Áîðèñîâ (ÈÌÂÖ ÓÔÈÖ ÐÀÍ). Óñðåäíåíèå îïåðàòîðîâ ñ ïðîèçâîëüíûì âîç-
ìóùåíèåì â ìëàäøèõ êîýôôèöèåíòàõ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá óñðåäíåíèè ìíîãîìåðíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà âòîðîãî
ïîðÿäêà ñ ïðîèçâîëüíûì âîçìóùåíèåì â ìëàäøèõ êîýôôèöèåíòàõ. Ïîêàçàíî, ÷òî âîçìîæ-
íîñòü óñðåäíåíèÿ òàêîãî îïåðàòîðà è óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîìåðíîé ðåçîëüâåíòíîé ñõîäèìîñòè
ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè âîçìóùåííûõ êîýôôèöèåíòîâ â ïîäõîäÿùèõ ïðîñòðàíñòâàõ ìóëü-
òèïëèêàòîðîâ. Äëÿ ñõîäèìîñòè â óêàçàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ äîêàçàíû ïðîñòûå è ëåãêî ïðîâå-
ðÿåìûå êðèòåðèè, ÷òî ïîçâîëèëî äîñòàòî÷íî òî÷íî îïèñàòü êëàññ âîçìóùåíèé, äëÿ êîòîðûõ
âîçìîæíà ïðîöåäóðà óñðåäíåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ïðîäåìîíñòðèðîâàíû íà ñåðèè ïðèìåðîâ.

Ï.À.Áîðîäèí (ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà). Êâàíòîâàííûå ïðèáëèæåíèÿ

Ôîðìóëèðóþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå óñëîâèÿ íà ìíîæåñòâî â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, íåîá-
õîäèìûå èëè äîñòàòî÷íûå äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóììû ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà áûëè ïëîò-
íû â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Èç îáùèõ òåîðåì òàêîãî ðîäà âûâîäÿòñÿ êà÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû
î âîçìîæíîñòè ïðèáëèæåíèÿ íàèïðîñòåéøèìè äðîáÿìè (ëîãàðèôìè÷åñêèìè ïðîèçâîäíûìè
êîìïëåêñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ), ñóììàìè ñäâèãîâ îäíîé ôóíêöèè, ìíîãî÷ëåíàìè ñ öåëûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè è äðóãèìè ìíîæåñòâàìè â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

À.À. Ãàéôóëëèí (ÌÈÀÍ). 27-âåðøèííûå òðèàíãóëÿöèè 16-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé,
ïîõîæèõ íà îêòàâíóþ ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü

Â 1987 ãîäó Áðåì è Êþíåëü äîêàçàëè ñëåäóþùóþ îöåíêó: âñÿêàÿ êîìáèíàòîðíàÿ òðèàíãó-
ëÿöèÿ îòëè÷íîãî îò ñôåðû d-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ (áåç êðàÿ) äîëæíà èìåòü íå ìåíåå 3d

2
+ 3

âåðøèí. Áîëåå òîãî, íàëè÷èå ó ìíîãîîáðàçèÿ, îòëè÷íîãî îò ñôåðû, òðèàíãóëÿöèè ðîâíî ñ
3d
2

+ 3 âåðøèíàìè íàêëàäûâàåò íà ýòî ìíîãîîáðàçèå î÷åíü æåñòêèå óñëîâèÿ. Âî-ïåðâûõ, ðàç-
ìåðíîñòü d ìîæåò áûòü ðàâíà òîëüêî 2, 4, 8 èëè 16; âî-âòîðûõ, ìíîãîîáðàçèå äîëæíî áûòü
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¾ìíîãîîáðàçèåì, ïîõîæèì íà ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü¿, òî åñòü äîëæíî äîïóñêàòü (êóñî÷íî
ëèíåéíóþ) ôóíêöèþ Ìîðñà ðîâíî ñ òðåìÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè. Äî íåäàâíåãî âðåìåíè áû-
ëî èçâåñòíî ðîâíî 5 ïðèìåðîâ òàêèõ òðèàíãóëÿöèé â ðàçìåðíîñòÿõ 2, 4 è 8. Ñëó÷àé d = 16
îñòàâàëñÿ ïîëíîñòüþ îòêðûòûì: íå áûëî èçâåñòíî íèêàêèõ 27-âåðøèííûõ òðèàíãóëÿöèé 16-
ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, îòëè÷íûõ îò ñôåðû. ß ðàññêàæó î ïîñòðîåíèè òàêèõ òðèàíãóëÿöèé.
À èìåííî, áóäåò ïðåäúÿâëåíî ÷åòûðå òàêèõ òðèàíãóëÿöèè ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé ïîðÿäêà 351
è íà èõ îñíîâå ïîñòðîåíî î÷åíü ìíîãî (áîëåå 10103) òàêèõ òðèàíãóëÿöèé ñ ìåíüøèìè ãðóïïà-
ìè ñèììåòðèé. Åñòåñòâåííàÿ ãèïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñå ïîñòðîåííûå ñèìïëèöèàëüíûå
ìíîãîîáðàçèÿ êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôíû îêòàâíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Îäíàêî ïî-
ïûòêè äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ãèïîòåçû óïèðàþòñÿ â íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëåíèÿ âòîðîãî êëàññà
Ïîíòðÿãèíà ïîñòðîåííûõ ñèìïëèöèàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå èçâåñòíî
ýôôåêòèâíîãî ñïîñîáà òàêîãî âû÷èñëåíèÿ.

À.Â. Ãàñíèêîâ (ÌÔÒÈ). Ñîâðåìåííàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ è àíàëèç äàí-
íûõ

Â ïðîøëîì ãîäó èçäàòåëüñòâî Springer çàêàçàëî íàì êíèãó �Algorithmic stochastic
optimization�, â êîòîðîé ïëàíèðóåòñÿ îïèñàòü îñíîâíûå àëãîðèòìû ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçà-
öèè è èõ ïðèëîæåíèÿ ê àíàëèçó äàííûõ. Íàèáîëåå ÿðêèå ñþæåòû èç êíèãè áûëî ðåøåíî âû-
íåñòè â äîêëàä è ïîñòàðàòüñÿ ïðåçåíòîâàòü èõ â ìàêñèìàëüíî ïîïóëÿðíîì (íî ìàòåìàòè÷åñêè
ñòðîãîì) êëþ÷å. Â ÷àñòíîñòè, áóäóò çàòðîíóòû äîñòàòî÷íî òîíêèå ñîâðåìåííûå àñïåêòû çà-
äà÷ îïòèìèçàöèè, âîçíèêàþùèõ â àíàëèçå äàííûõ. Íàïðèìåð, ñõîæåñòü ñëàãàåìûõ â öåëåâîì
ôóíêöèîíàëå âèäà ñóììû èëè íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ íà äåöåíòðàëèçîâàííûõ
ìåíÿþùèõñÿ ñî âðåìåíåì àðõèòåêòóðàõ...

È.Ø.Êàëèìóëëèí (ÊÔÓ). Àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû è âû÷èñëèìàÿ êàòåãîðè÷-
íîñòü

Âû÷èñëèìàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà âû÷èñëèìî êàòåãîðè÷íà, åñëè ìåæäó ëþáûìè äâó-
ìÿ åå âû÷èñëèìûìè êîïèÿìè ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìûé èçîìîðôèçì. Â äîêëàäå áóäåò ñäåëàí
îáçîð ïîíÿòèé è íîâûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè âû÷èñëèìûõ ìîäåëåé è êëàññè÷åñêîé òåîðèè âû-
÷èñëèìîñòè, ñâÿçàííûõ ñ âû÷èñëèìîé êàòåãîðè÷íîñòüþ è åå îáîáùåíèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, áóäóò
îáñóæäåíû ðåçóëüòàòû îá àíàëîãàõ âû÷èñëèìîé êàòåãîðè÷íîñòè äëÿ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâ-
íûõ (ïóíêòóàëüíûõ) ñòðóêòóð.

Ì.À.Êîðîëåâ (ÌÈÀÍ). Î íåêîòîðûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ äðîáåé Ôàðåÿ

Ðÿäîì Ôàðåÿ ïîðÿäêà N íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ íåñîêðàòèìûõ äðîáåé a/b
ñ óñëîâèÿìè 1 6 a 6 b 6 N , óïîðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ. Äðîáè Ôàðåÿ âîçíèêàþò åñòå-
ñòâåíûì îáðàçîì â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ïîëåçíûé èíñòðóìåíò èññëåäîâàíèÿ (êàê, ñêàæåì, â êðóãîâîì ìåòîäå) è îäíîâðåìåííî ÿâëÿ-
þòñÿ èíòåðåñíûì îáúåêòîì äëÿ èçó÷åíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî ðåçóëüòàòîâ
î ñòàòèñòè÷åñêèõ è àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ òàêèõ äðîáåé. Ïîæàëóé, ñàìûì èçâåñòíûì èç
ïîñëåäíèõ ÿâëÿåòñÿ �ìîäóëÿðíîå ñîîòíîøåíèå� ad− bc = 1, êîòîðîå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ
äâóõ ñîñåäíèõ äðîáåé Ôàðåÿ c/d < a/b. Â äîêëàäå ìû ðàññêàæåì î äðóãèõ, áîëåå òîíêèõ
ñâîéñòâàõ äðîáåé, äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ îñíîâàíû íà èçó÷åíèè îäíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëîâèíêè åäèíè÷íîãî êâàäðàòà â ñåáÿ, èìåíóåìîãî ïðåîáðàçîâàíèåì Áîêà�
Êîáåëè�Çàõàðåñêó.
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Å.À.Êóäðÿâöåâà (ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà). Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ
èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà 4-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ

Ëàãðàíæåâû ñëîåíèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì âïîëíå èíòå-
ãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Ìû äàäèì êëàññèôèêàöèþ ñ òî÷íîñòüþ äî òîïîëîãè÷å-
ñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ëàãðàíæåâûõ ñëîåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè íà çàìêíóòûõ ñèìïëåêòè÷å-
ñêèõ 4-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, êîãäà âñå îñîáåííîñòè íåâûðîæäåíû, õîòÿ áû îäíà èç íèõ
èìååò ðàíã 1, è áàçà ñëîåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó óñëîâèþ îðèåíòèðóåìîñòè. Êëþ÷å-
âûì øàãîì äîêàçàòåëüñòâà ñëóæèò ãåîìåòðè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ öåëî÷èñëåííûõ àôôèí-
íûõ ñòðóêòóð ñ îñîáåííîñòÿìè, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêàòü íà ëþáîì îòêðûòîì ñòðàòå áàçû
òàêîãî ëàãðàíæåâà ñëîåíèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè.

À.Ã.Êóçíåöîâ (ÌÈÀÍ). Ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî è ïðîáëåìà ðàöèîíàëüíîñòè

Àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, åñëè â íåì åñòü îòêðûòîå âñþäó
ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî èçîìîðôíîå îòêðûòîìó ïëîòíîìó ïîäìíîæåñòâó àôèííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Êàê íè ñòðàííî, îòëè÷èòü ðàöèîíàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ îò íåðàöèîíàëüíûõ îêàçûâàåòñÿ
âåñüìà íåïðîñòî. ß ñäåëàþ îáçîð êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ î ðàöèîíàëüíîñòè, à òàêæå ïî-
ñòàðàþñü ðàññêàçàòü îá îòêðûòûõ âîïðîñàõ ñâÿçàííûõ ñ ýòîé ïðîáëåìîé.

Í.Â.Ìàñëîâà (ÈÌÌ ÓðÎ ÐÀÍ, ÓðÔÓ). Î õàðàêòåðèçàöèè êîíå÷íîé ãðóïïû åå
àðèôìåòè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè

Ñèììåòðèÿ � îäèí èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðèíöèïîâ ñàìîîðãàíèçàöèè ìàòåðèàëüíûõ
ôîðì â ïðèðîäå. Ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðèé íåêîòîðîãî îáúåêòà èëè ìíîæåñòâî òåõ åãî
ñèììåòðèé, êîòîðûå ñîõðàíÿþò êàêèå-òî ñâîéñòâà ýòîãî îáúåêòà (íàïðèìåð, îðèåíòàöèþ â
ïðîñòðàíñòâå), îáðàçóåò àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé. Èññëåäîâàâ
ãðóïïó ñèììåòðèé îáúåêòà, ìîæíî ïîëó÷èòü íîâóþ èíôîðìàöèþ óæå î ñàìîì îáúåêòå. Îä-
íàêî ïðè èññëåäîâàíèè îáúåêòà (ìàòåìàòè÷åñêîãî, ôèçè÷åñêîãî, õèìè÷åñêîãî èëè êàêîãî-òî
äðóãîãî) ñèòóàöèÿ, êîãäà ãðóïïà åãî ñèììåòðèé èçâåñòíà a priori, ÿâëÿåòñÿ ðåäêîé. Îáû÷íî èç
ýìïèðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, èç �âèäèìûõ� ñâîéñòâ îáúåêòà óäàåòñÿ èçâëå÷ü òîëüêî èíôîðìà-
öèþ î êàêèõ-òî ñâîéñòâàõ ýòîé ãðóïïû, íàïðèìåð, íåêîòîðûå åå àðèôìåòè÷åñêèå ïàðàìåòðû.

Ïðèìåðàìè àðèôìåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ êîíå÷íîé ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ åå ïîðÿäîê, ìíîæå-
ñòâî ïîðÿäêîâ âñåõ åå ýëåìåíòîâ (êîòîðîå ïðèíÿòî íàçûâàòü ñïåêòðîì ãðóïïû), ìíîæåñòâî
âåëè÷èí âñåõ êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè åå ýëåìåíòîâ, ìíîæåñòâî âñåõ ñòåïåíåé íåïðèâîäèìûõ
êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé ýòîé ãðóïïû è ò.ä. Ïîÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëèòü ãðóïïó èëè
îïèñàòü õîòÿ áû êàêèå-òî åå ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà è îñîáåííîñòè âîçìîæíûõ äåéñòâèé íà îáú-
åêòàõ, åñëè èçâåñòíû òîëüêî íåêîòîðûå àðèôìåòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ýòîé ãðóïïû. Ïîëó÷åíèå
ðåçóëüòàòîâ òàêîãî ðîäà � ýòî ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, êîòîðûé â äàëüíåéøåì
ìîæåò áûòü ïðèìåíåí è çà ïðåäåëàìè ìàòåìàòèêè.

Îäíèì èç õîðîøî èçâåñòíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ êîíå÷íîé ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ
åå ãðàô Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ, êîòîðûé íàçûâàþò åùå ãðàôîì ïðîñòûõ ÷èñåë. Ýòî íåîðèåí-
òèðîâàííûé ãðàô áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñå ïðîñòûå
äåëèòåëè ïîðÿäêà ãðóïïû G è äâå âåðøèíû p è q ñìåæíû â êîòîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ãðóïïà G ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà pq. Ãðàô Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ êîíå÷íîé ãðóïïû, ñ
îäíîé ñòîðîíû, áûâàåò �äîñòàòî÷íî ëåãêî� âû÷èñëèòü, ñ äðóãîé ñòîðîíû, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
îí îïðåäåëÿåò ãðóïïó îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Íàïðèìåð, õîðîøî èçâåñòíàÿ
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êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ñïîðàäè÷åñêàÿ ãðóïïà Ìîíñòð ñîäåðæèò ïîðÿäêà 8, 08×1053 ýëåìåíòîâ (äëÿ
ñðàâíåíèÿ, ïî íåäàâíèì îöåíêàì, êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö â íàáëþäàåìîé ÷àñòè Âñå-
ëåííîé � ïðèìåðíî 3, 28×1080), ïðè ýòîì ãðàô Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ ãðóïïû Ìîíñòð ñîäåðæèò
âñåãî 15 âåðøèí (ïðè÷åì íàèáîëüøàÿ èç íèõ ðàâíà 71), è ýòà ãðóïïà îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ
äî èçîìîðôèçìà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ãðàôîì Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ â êëàññå êîíå÷íûõ ãðóïï.

Â ýòîì äîêëàäå ìû îáñóäèì âîïðîñ õàðàêòåðèçàöèè êîíå÷íîé ãðóïïû åå àðèôìåòè÷åñêèìè
ïàðàìåòðàìè, â ÷àñòíîñòè, âîïðîñ õàðàêòåðèçàöèè êîíå÷íîé ãðóïïû åå ãðàôîì Ãðþíáåðãà�
Êåãåëÿ.

À.Å.Ìèðîíîâ (ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ, ÍÃÓ). Î äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ äëÿ èíòå-
ãðèðóåìûõ áèëüÿðäíûõ ñòîëîâ

Â äîêëàäå áóäåò ðàññêàçàíî î ìåòîäå íàõîæäåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ôóíê-
öèè, çàäàþùèå ãðàíèöû îáëàñòåé ñ èíòåãðèðóåìûì áèëüÿðäîì Áèðêãîôà. Ìû ïðèìåíÿåì
ýòîò ìåòîä äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîâîëî÷íîãî áèëüÿðäà (wire billiards), äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîâåðõ-
íîñòåé ñ (ëîêàëüíûì) ïåðâûì èíòåãðàëîì è äëÿ íàõîæäåíèÿ êóñî÷íî ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè,
ãîìåîìîðôíîé òîðó, ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðâûìè áèëüÿðäíûìè èíòåãðàëàìè.

À.Â.Ïÿòêèí (ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ, ÍÃÓ). Êîíöåïöèÿ èíöèäåíòîðíûõ ðàñêðàñîê

Èíöèäåíòîðîì â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå íàçûâàåòñÿ ïàðà èç âåðøèíû è èíöèäåíòíîé åé
äóãè; èíöèäåíòîð óäîáíî òðàêòîâàòü êàê ïîëîâèíó äóãè, ïðèìûêàþùóþ ê äàííîé âåðøèíå.
Òðåáóåòñÿ ðàñêðàñèòü èíöèäåíòîðû ìóëüòèãðàôà â ìèíèìàëüíîå ÷èñëî öâåòîâ ñ ñîáëþäåíèåì
çàäàííûõ îãðàíè÷åíèé íà öâåòà ñìåæíûõ (èìåþùèõ îáùóþ âåðøèíó) è ñîïðÿæåííûõ (èìå-
þùèõ îáùóþ äóãó) èíöèäåíòîðîâ. Â äîêëàäå áóäåò ïîëíîñòüþ îñâåùåíà êîíöåïöèÿ òàêèõ
ðàñêðàñîê: èñòîðèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ìîäåëè, ðàçâèòèå ìåòîäîâ, êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ è
îñòàþùèõñÿ îòêðûòûìè ïðîáëåì.

Å.Á.Ñàâåíêîâ (ÈÏÌ èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ). ¾Öèôðîâîé êåðí¿: ìîäåëè äèô-
ôóçíîé ãðàíèöû è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ìèêðîòå÷åíèé ìíîãîôàçíûõ
ñðåä â ïîðèñòûõ ñðåäàõ

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Â.À.Áàëàøîâûì.
Â äîêëàäå ðàññìîòðåí ðÿä âîïðîñîâ ðåàëèçàöèè ïðèêëàäíîé òåõíîëîãèè ¾Öèôðîâîé

êåðí¿, ñóòü êîòîðîé � ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ìèêðîòå÷åíèé ìíîãîôàçíîé æèäêî-
ñòè â ïîðîâîì ïðîñòðàíñòâå ãîðíûõ ïîðîä � êîëëåêòîðîâ íåôòè è ãàçà. Îñíîâó òåõíîëîãèè
ñîñòàâëÿþò òàê íàçûâàåìûå ìîäåëè ñ äèôôóçíîé ãðàíèöåé. Îíè ÿâëÿþòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêè
ñîãëàñîâàííûìè è ïîçâîëÿþò îïèñûâàòü òå÷åíèÿ ìíîãîôàçíîé æèäêîñòè ñ ïðÿìûì ðàçðåøå-
íèåì äèíàìèêè ãðàíèö ðàçäåëà ôàç è êîíòàêòíûõ óãëîâ îäíîðîäíûì ïî ïðîñòðàíñòâó ñïîñî-
áîì. Èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå óðàâíåíèÿ ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ êâàçè(ãèäðî)äèíàìè÷åñêîé (ÊÃÄ)
ðåãóëÿðèçàöèåé áîëåå ïðèâû÷íûõ óðàâíåíèé òèïà Íàâüå�Ñòîêñà�Êàíà�Õèëëàðäà. Äîïîëíè-
òåëüíûå ÊÃÄ ñëàãàåìûå ÿâëÿþòñÿ äèññèïàòèâíûìè è èãðàþò ðîëü ðåãóëÿðèçàòîðîâ ÿâíîé
ðàçíîñòíîé ñõåìû. Ðàçðàáîòàííûå âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû äîïóñêàþò ýôôåêòèâíîå ðàñ-
ïàðàëëåëèâàíèå è ïîçâîëÿþò àíàëèçèðîâàòü çàäà÷è ïðåäñòàâèòåëüíîé ñåòî÷íîé ðàçìåðíîñòè,
â òîì ÷èñëå òå÷åíèÿ â âîêñåëüíûõ ìîäåëÿõ ðåàëüíûõ ïîðèñòûõ ñðåä, ïîëó÷åííûõ ìåòîäàìè
êîìïüþòåðíîé ìèêðîòîìîãðàôèè. Â äîêëàäå ðàññìîòðåíû îáùèå èäåè ¾Öèôðîâîé êåðí¿,
âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ è ïðèìåíåíèÿ ìîäåëåé òèïà äèôôóçíîé ãðàíèöû, à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ
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ðåçóëüòàòû ìîäåëüíûõ è ñîäåðæàòåëüíûõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, äåìîíñòðèðóþùèõ âîçìîæ-
íîñòè ïîäõîäà.
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2 Àëãåáðà

Õàñàí Àëõóññåéí. Âû÷èñëåíèå êîãîìîëîãèé êîíôîðìíîé àëãåáðû ÷åðåç ñîîòâåò-
ñòâèå Ìîðñà

Ïîíÿòèå êîíôîðìíîé àëãåáðû Ëè, ââåäåííîå Â. Ã.Êàöåì â 1996 ã., ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷å-
ñêîé ôîðìàëèçàöèåé ñâîéñòâ êîýôôèöèåíòîâ ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ îïåðàòîðíîãî
îïðèçâåäåíèÿ (OPE) äëÿ êèðàëüíûõ ïîëåé â 2-ìåðíîé êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ. Õîðîøî èç-
âåñòíî, ÷òî äëÿ ¾îáû÷íîé¿ àëãåáðû Ëè g, äåéñòâóþùåé íà ìîäóëå V , ãðóïïû êîãîìîëîãèé
Hn(g, V ) ñîâïàäàþò ñ ãðóïïàìè êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà óíèâåðñàëüíîé àññîöèàòèâíîé îáåð-
òûâàþùåé U(g) ñî çíà÷åíèÿìè â V . Äëÿ êîíôîðìíûõ àëãåáð êàðòèíà ñóùåñòâåííî èíàÿ. Ìû
èñïîëüçîâàëè äèñêðåòíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ òåîðèþ Ìîðñà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåòîäà, ïîçâîëÿ-
þùåãî âû÷èñëèòü êîãîìîëîãèè ðåäóöèðîâàííîãî êîìïëåêñà äëÿ àññîöèàòèâíîé êîíôîðìíîé
àëãåáðû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äàííûé ìåòîä ïîçâîëèë âû÷èñëèòü âñå ãðóïïû êîãîìîëîãèé
Õîõøèëüäà äëÿ óíèâåðñàëüíîé àññîöèàòèâíîé îáåðòûâàþùåé U(3) êîíôîðìíîé àëãåáðû Âè-
ðàñîðî ñî çíà÷åíèÿìè â ñêàëÿðíîì ìîäóëå. Äîêëàä ïîäãîòîâëåí íà îñíîâå ñîâìåñòíîé ðàáîòû
ñ Ï.Ñ.Êîëåñíèêîâûì è Â.Å.Ëîïàòêèíûì.

Â.Þ.Áåðåçíþê. Êîììóòàòîðíàÿ äëèíà ñòåïåíåé â ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ
ãðóïï

Ïóñòü äàíû ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï G = A ∗ B è íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Êàêîâà
ìèíèìàëüíàÿ âîçìîæíàÿ êîììóòàòîðíàÿ äëèíà ýëåìåíòà gn ∈ G, íå ñîïðÿæåííîãî ýëåìåíòàì
ñâîáîäíûõ ìíîæèòåëåé? Ìû äàäèì ïîëíûé îòâåò íà äàííûé âîïðîñ.

Å.Ê.Áðóñÿíñêàÿ. Î äåëèìîñòè ÷èñëà íàáîðîâ ýëåìåíòîâ ãðóïïû ñ çàäàííûì ñâîé-
ñòâîì

Â äîêëàäå áóäåò ïðåäñòàâëåíà òåîðåìà î äåëèìîñòè ÷èñëà íàáîðîâ ýëåìåíòîâ ãðóïïû, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ ôîðìóëå ïåðâîãî ïîðÿäêà â ãðóïïîâîì ÿçûêå (ñ êîíñòàíòàìè). Ýòîò ðåçóëüòàò
îáîáùàåò êëàññè÷åñêèå òåîðåìû Ôðîáåíèóñà è Ñîëîìîíà.

Ñ.À. Ãàéôóëëèí. Ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àëãåáðû ìíîãî-
÷ëåíîâ îò òð¼õ ïåðåìåííûõ (ïî ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ N. Dasgupta)

Ðàññìîòðèì àëãåáðó A = k[x, y, z], ãäå k � ïîëå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçó÷àòü ãðóïïó àâòîìîð-
ôèçìîâ Aut(A) ýòîé àëãåáðû âàæíûì îáúåêòîì ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûå äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò àëãåáðàè÷åñêèì ïîäãðóïïàì â Aut(A), èçîìîðôíûì
àääèòèâíîé ãðóïïå ïîëÿ. Ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûå äèôôåðåíöèðîâàíèå (ËÍÄ) � ýòî ëè-
íåéíûé îïåðàòîð D íà A, óäîâëåòâîðÿþùèé òîæäåñòâó Ëåéáíèöà òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà èç A íàéä¼òñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî Dn îáíóëÿåò ýòîò ýëåìåíò. Ëîêàëüíî
íèëüïîòåíòíîìó äèôôåðåíöèðîâàíèþ íà A ìîæíî ïðèïèñàòü ÷èñëîâóþ õàðàêòåðèñòèêó, êî-
òîðàÿ íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ýòîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ðàíã ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 1, 2 è 3.
Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðàíãà 1 óñòðîåíû äîâîëüíî ïðîñòî: ýòî ðåïëèêè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â
íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ 2 è òåì áîëåå 3 íå èìåþò òàêîãî ïðîñòîãî
îïèñàíèÿ. Â äîêëàäå áóäåò îïèñàíà èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ËÍÄ, êîòîðîé ìî-
ãóò áûòü ïîëó÷åíû âñå ËÍÄ ðàíãà 2. Áóäóò ïîëó÷åíû íîâûå ïðèìåðû íåòðèàíãóëÿðèçóåìûõ
ËÍÄ ðàíãà 2. Òàêæå áóäóò ïðåäúÿâëåíû íîâûå ïðèìåðû ËÍÄ ðàíãà 3.
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À.À. Ãàëüò. Î ðàñùåïëÿåìîñòè íîðìàëèçàòîðà ìàêñèìàëüíîãî òîðà â ãðóïïàõ ëè-
åâà òèïà

Çàäà÷à î ðàñùåïëÿåìîñòè íîðìàëèçàòîðà ìàêñèìàëüíîãî òîðà âïåðâûå áûëà ñôîðìóëè-
ðîâàíà â ðàáîòå Æ.Òèòñà â 1966 ãîäó. Ïóñòü G � ïðîñòàÿ ñâÿçíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ
ãðóïïà íàä àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì Fp ïðîñòîãî ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè p. Ïóñòü σ � ýíäî-
ìîðôèçì Ñòåéíáåðãà è T � ìàêñèìàëüíûé σ-èíâàðèàíòíûé òîð ãðóïïû G. Õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî âñå ìàêñèìàëüíûå òîðû ñîïðÿæåíû â G è ôàêòîðãðóïïà NG(T )/T èçîìîðôíà ãðóïïå Âåé-
ëÿ W ãðóïïû G. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: äëÿ êàêèõ ãðóïï G íîðìàëèçàòîð NG(T )
ðàñùåïëÿåòñÿ íàä T . Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï
ëèåâà òèïà. Â äîêëàäå áóäåò ðàññêàçàíî î ðåøåíèè ïîñòàâëåííûõ âîïðîñîâ.

Ì.Ï. Ãîëóáÿòíèêîâ. Î êëàññå âåðøèííî ïðèìèòèâíûõ òðàíçèòèâíûõ íà äóãàõ
âïîëíå ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ, âîçíèêàþùèõ èç ïîäãðóïïîâîé ñòðóêòóðû ãðóïïû
PSL(2, q)

Îáûêíîâåííûé k-ðåãóëÿðíûé ãðàô ñ v âåðøèíàìè íàçûâàåòñÿ âïîëíå ðåãóëÿðíûì ñ ïà-
ðàìåòðàìè (v, k, λ, µ), åñëè ëþáûå äâå ñìåæíûå âåðøèíû èìåþò òî÷íî λ îáùèõ ñîñåäåé, à
ëþáûå âåðøèíû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè 2 â ýòîì ãðàôå, èìåþò òî÷íî µ îáùèõ ñîñåäåé.

Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, H ≤ G, H = {Hg | g ∈ G} � ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ ñî-
ïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï ãðóïïû G è 1 ≤ d � öåëîå ÷èñëî. Ïîñòðîèì îáûêíîâåííûé ãðàô
Γ(G,H, d) ñëåäóþùèì îáðàçîì: âåðøèíàìè ãðàôà Γ(G,H, d) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû êëàññà H
è äâå ðàçëè÷íûå âåðøèíû H1 è H2 èç H ñìåæíû â Γ(G,H, d) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
|H1 ∩H2| = d.

Â äîêëàäå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî åñëè q � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà òàêàÿ, ÷òî 13 ≤ q ≡ 1
(mod 4), G = SL2(q) è H � äèýäðàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ïîðÿäêà 2(q−1),
òî ãðàô Γ = Γ(G,H, 8) ÿâëÿåòñÿ âåðøèííî ïðèìèòèâíûì òðàíçèòèâíûì íà äóãàõ âïîëíå

ðåãóëÿðíûì ãðàôîì ñ ïàðàìåòðàìè

(
q(q + 1)

2
,
q − 1

2
, 1, 1

)
, ïðè ýòîì Aut(PSL2(q)) ≤ Aut(Γ).

Áîëåå òîãî, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî Γ = Γ(G,H, 8) ñîäåðæèò ñîâåðøåííûé 1-êîä, â ÷àñòíîñòè,
äèàìåòð ýòîãî ãðàôà áîëüøå 2.

Äîêëàä îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ ñîâìåñòíîé ñ Í.Â.Ìàñëîâîé ðàáîòû.

Ì.Å. Ãîí÷àðîâ. Îïåðàòîðû Ðîòû�Áàêñòåðà íà êîêîììóòàòèâíûõ àëãåáðàõ Õîïôà

Îïåðàòîðû Ðîòû�Áàêñòåðà (íà àññîöèàòèâíûõ àëãåáðàõ) âïåðâûå âîçíèêëè â ðàáîòå
Ã.Áàêñòåðà êàê ôîðìàëèçì ïðè èçó÷åíèè èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è
ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå. Íåçàâèñèìî îò ýòîãî, îïåðàòîðû Ðîòû�Áàêñòåðà âåñà íîëü åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêëè â íà÷àëå 80-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ â ðàáîòå Ì.À.Ñåìåíîâà-
Òÿí-Øàíñêîãî ïðè èçó÷åíèè ñòðóêòóð ãàìèëüòîíîâûõ ìíîãîîáðàçèé íà ãðóïïàõ Ëè. Ê íà-
ñòîÿùåìó ìîìåíòó èçâåñòíû òåñíûå ñâÿçè îïåðàòîðîâ Ðîòû�Áàêñòåðà ñ òàêèìè îáúåêòàìè
ìàòåìàòèêè, êàê ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ßíãà�Áàêñòåðà, áèàëãåáðû Ëè, ïîñò- è
ïðåëèåâû àëãåáðû, äâîéíûå àëãåáðû Ëè, äâîéíûå àëãåáðû Ïóàññîíà è ò. ä.

Â ñâîåé íåäàâíåé ðàáîòå Ë. Ãóî, Õ.Ëàíã è Þ.Øåíã äàëè îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà Ðîòû �
Áàêñòåðà íà ãðóïïàõ. Äàííîå îïðåäåëåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ îáû÷íûì ïîíÿòèåì îïåðàòîðà Ðîòû�
Áàêñòåðà íà àëãåáðàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè G � ýòî ãðóïïà Ëè è B ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì
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Ðîòû�Áàêñòåðà íà ãðóïïå G, òî îòîáðàæåíèå, ÿâëÿþùååñÿ êàñàòåëüíûì ê B â 1, ÿâëÿåòñÿ
îïåðàòîðîì Ðîòû�Áàêñòåðà âåñà 1 íà ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðå Ëè ãðóïïû G.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ââîäèì ïîíÿòèå îïåðàòîðà Ðîòû�Áàêñòåðà íà êîêîììóòàòèâíûõ àë-
ãåáðàõ Õîïôà. Äàííîå ïîíÿòèå åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåò ïîíÿòèÿ îïåðàòîðîâ Ðîòû�
Áàêñòåðà íà ãðóïïàõ è àëãåáðàõ Ëè. Â ÷àñòíîñòè, îïåðàòîðû Ðîòû�Áàêñòåðà âåñà 1 íà àëãåáðå
Ëè g (ñîîòâåòñòâåííî, íà ãðóïïå G) íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ îïå-
ðàòîðàìè Ðîòà�Áàêñòåðà íà óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðå U(g) (ñîîòâåòñòâåííî, íà
ãðóïïîâîé àëãåáðå F [G] ãðóïïû G).

À.Ñ. Ãîðäèåíêî. Óíèâåðñàëüíûå (êî)äåéñòâóþùèå áèìîíîèäû è ìîíîèäû Õîïôà

Âî ìíîãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè è ôèçèêè íàõîäÿò ñâî¼ ïðèìåíåíèå (êî)ìîäóëüíûå àëãåá-
ðû íàä àëãåáðàìè Õîïôà. Ñ îäíîé ñòîðîíû, òàêèå àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè àëãåáð,
ãðàäóèðîâàííûõ ãðóïïàìè è àëãåáð ñ äåéñòâèÿìè ãðóïï àâòîìîðôèçìàìè. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, (êî)ìîäóëüíûå àëãåáðû ìîæíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü êàê àëãåáðû ôóíêöèé íà (âîçìîæíî,
íåêîììóòàòèâíûõ) àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, íà êîòîðûõ äåéñòâóþò êâàíòîâûå ãðóïïû
ñèììåòðèé. Äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé (ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ, ïîëèíîìèàëüíûå H-òîæäåñòâà, ...)
îêàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííûì, êàêàÿ êîíêðåòíî àëãåáðà Õîïôà (êî)äåéñòâóåò íà çàäàííîé àë-
ãåáðå. Çäåñü ìû åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ ýêâèâàëåíòíîñòè (êî)ìîäóëüíûõ
ñòðóêòóð, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì õîðîøî èçâåñòíîãî ïîíÿòèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ãðà-
äóèðîâîê, ïðè÷¼ì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè âñåõ àëãåáð Õîïôà, çàäàþùèõ ýêâèâàëåíòíûå
ñòðóêòóðû, ñóùåñòâóþò óíèâåðñàëüíûå. Áîëåå òîãî, äàííûå ïîñòðîåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü, èñ-
ïîëüçóÿ ÿçûê çàïëåò¼ííûõ ìîíîèäàëüíûõ êàòåãîðèé è ìîíîèäîâ Õîïôà. (Ìîíîèäàìè Õîïôà
â êàòåãîðèè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ àëãåáðû Õîïôà, à â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ - ãðóï-
ïû.) Â äîêëàäå áóäåò ðàññêàçàíî î òîì, êàê ìîæíî îáúåäèíèòü ýòè óíèâåðñàëüíûå ìîíîèäû
Õîïôà è óíèâåðñàëüíûå (êî)äåéñòâóþùèå áèàëãåáðû è àëãåáðû Õîïôà Ñâèäëåðà�Ìàíèíà�
Òàìáàðû â åäèíóþ òåîðèþ, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü îïðåäåë¼ííóþ äâîéñòâåí-
íîñòü ìåæäó íèìè, à òàêæå î ïðîáëåìå âû÷èñëåíèÿ óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð Õîïôà, ñâîéñòâàõ
îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè è åãî ïðèëîæåíèÿõ ê òåîðèè ïîëèíîìèàëüíûõ H-òîæäåñòâ.

È.Á. Ãîðøêîâ. Àêñèàëüíûå àëãåáðû éîðäàíîâà òèïà

Àêñèàëüíûå àëãåáðû � ýòî êëàññ íåàññîöèàòèâíûõ êîììóòàòèâíûõ àëãåáð, ñâîéñòâà êî-
òîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ â òåðìèíàõ çàêîíà ñëèÿíèÿ. Êîãäà ýòîò çàêîí ãðàäóèðîâàí, â ãðóïïå
àâòîìîðôèçìîâ òàêîé àëãåáðû ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó, ïîðîæäåííóþ èíâîëþ-
öèÿìè. Ýòî îáåñïå÷èâàåò åñòåñòâåííóþ ñâÿçü òåîðèè àêñèàëüíûõ àëãåáð ñ òåîðèåé êîíå÷íûõ,
â òîì ÷èñëå êîíå÷íûõ ïðîñòûõ, ãðóïï. Ïðèìåðû àêñèàëüíûõ àëãåáð âêëþ÷àþò áîëüøèíñòâî
éîðäàíîâûõ àëãåáð è àëãåáðó Ãðàéñà. Â ýòîì äîêëàäå ìû ââåäåì ïîíÿòèå àêñèàëüíîé àëãåáðû
è ñêîíöåíòðèðóåìñÿ íà àêñèàëüíûõ àëãåáðàõ éîðäàíîâà òèïà.

Â.Þ.Ãóáàðåâ. Àëãåáðû Ðîòû�Áàêñòåðà è äâîéíûå àëãåáðû Ëè

Â 2008 ãîäó Ì.Âàí äåí Áåðã â êà÷åñòâå íåêîììóòàòèâíîãî àíàëîãà àëãåáðû Ïóàññîíà
ââ¼ë ïîíÿòèå äâîéíîé àëãåáðû Ïóàññîíà. Ïî îïðåäåëåíèþ äâîéíàÿ àëãåáðà Ïóàññîíà ñíàáæå-
íà àññîöèàòèâíûì óìíîæåíèåì è äâîéíîé ñêîáêîé Ëè, êîòîðûå ñâÿçàíû àíàëîãîì òîæäåñòâà
Ëåéáíèöà. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ çàäàííîé íà í¼ì äâîéíîé ñêîáêîé Ëè íàçûâàåòñÿ äâîé-
íîé àëãåáðîé Ëè.
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Èçâåñòåí ôàêò (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó Ì.Ãîí÷àðîâà è Ï.Êîëåñíèêîâà, 2018), ÷òî äâîéíûå
ñêîáêè Ëè íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåò-
ñòâèè ñ êîñîñèììåòðè÷íûìè îïåðàòîðàìè Ðîòû�Áàêñòåðà âåñà 0 íà àëãåáðå End(V ). Äàííîå
ñîîòâåòñòâèå ïðîäîëæåíî íà áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åí ïåðâûé ïðè-
ìåð ïðîñòîé äâîéíîé àëãåáðû Ëè.

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ì.Å. Ãîí÷àðîâûì ââåäåíî ïîíÿòèå äâîéíîé àëãåáðû Ëè âåñà λ,
êîòîðîå ïðè λ = 0 ñîâïàäàåò ñ óæå èçâåñòíûì ïîíÿòèåì äâîéíîé àëãåáðû Ëè. Ïîêàçàíî
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äâîéíûìè ñêîáêàìè Ëè íåíóëåâîãî âåñà λ íà ïðî-
ñòðàíñòâå V è λ-êîñîñèììåòðè÷íûìè îïåðàòîðàìè Ðîòû�Áàêñòåðà âåñà λ íà àëãåáðå End(V ).
Óñòàíîâëåíî, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå íóëåâîãî âåñà, ïðîñòûõ êîíå÷íîìåðíûõ äâîéíûõ àëãåáð Ëè
íå ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàíî, ÷òî êàæäàÿ äâîéíàÿ ñêîáêà Ëè âåñà λ, çàäàííàÿ íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ,
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ìîäèôèöèðîâàííîé äâîéíîé ñêîáêè Ïóàññîíà íà
ñâîáîäíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðå As(V ). Ýòîò ðåçóëüòàò, â ÷àñòíîñòè, ïîäòâåðæäàåò ãèïîòåçó
Ñ.Àðòàìîíîâà (2017).

Á.Å.Äóðàêîâ. Î ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïïàõ, íàñûùåííûõ êîíå÷íûìè ãðóïïàìè Ôðî-
áåíèóñà

Ãðóïïà G íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà ãðóïï X, åñëè ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà
èç G ñîäåðæèòñÿ â ïîäãðóïïå ãðóïïû G, èçîìîðôíîé íåêîòîðîé ãðóïïå èç X. Ãðóïïà G
íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Ôðîáåíèóñà ñ äîïîëíåíèåì H è ÿäðîì F , åñëè F è H � ñîáñòâåííûå
ïîäãðóïïû ãðóïïû G è G = F hH, (G,H) � ïàðà Ôðîáåíèóñà, ò. å. H ∩Hg = 1 äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà g ∈ G \H, è G \ F# =

⋃
Hg.

Â äîêëàäå ïðèâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ áåñêîíå÷íàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ
ãðóïïà G, íàñûùåííàÿ êîíå÷íûìè ãðóïïàìè Ôðîáåíèóñà, ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Ôðîáåíèóñà. Â
íàøèõ èññëåäîâàíèÿõ ñðåäè òàêèõ óñëîâèé âàæíóþ ðîëü çàíèìàåò íàëè÷èå â ãðóïïå êîíå÷-
íûõ è îáîáù¼ííî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì â ãðóïïå G, åñëè âñå
ïîäãðóïïû âèäà 〈a, ag〉 (g ∈ G) êîíå÷íû; ýëåìåíòû a è b ãðóïïû G íàçûâàþòñÿ îáîáù¼ííî
êîíå÷íûìè, åñëè âñå ïîäãðóïïû âèäà 〈a, bg〉 (g ∈ G) êîíå÷íû.

Ñ.À.Æèëèíà. Ñâîéñòâà êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ íàä àëãåáðàìè Êýëè�Äèêñîíà

Àëãåáðàìè Êýëè�Äèêñîíà íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî 2n-ìåðíûõ
àëãåáð, åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàþùèõ àëãåáðû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, êâàòåðíèîíîâ è îê-
òîíèîíîâ. Àëãåáðû Êýëè�Äèêñîíà, âîîáùå ãîâîðÿ, íåêîììóòàòèâíû è íåàññîöèàòèâíû, à ïðè
n ≥ 4 ïåðåñòàþò áûòü äàæå àëüòåðíàòèâíûìè. Íàèáîëåå èçó÷åííûìè ñðåäè íèõ ÿâëÿþòñÿ
âåùåñòâåííûå àëãåáðû ãëàâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äëÿ êîòîðûõ F � ïîëå âåùåñòâåííûõ
÷èñåë, à âñå ïàðàìåòðû ïðîöåäóðû Êýëè�Äèêñîíà ïîäðàçóìåâàþòñÿ ðàâíûìè −1.

Äëÿ êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) íàä àëãåáðîé Êýëè�Äèêñîíà îïðåäåë¼í íåêîòîðûé ìíî-
ãî÷ëåí Cf (x) íàä ïîëåì F , íàçûâàåìûé ñîïðîâîæäàþùèì. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ
èçó÷åíèå ñâÿçè ìåæäó êîðíÿìè f(x), f ′(x) è Cf (x) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) íàä
àëãåáðîé Êýëè�Äèêñîíà. Â äîêëàäå áóäóò èçëîæåíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Â ðàáîòå ×àïìàíà áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè n ≤ 3 êîðíè ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ÿâëÿþò-
ñÿ òàêæå êîðíÿìè Cf (x). Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè n ≥ 4 ýòî óòâåðæäåíèå ïåðåñòà¼ò áûòü âåðíûì
â îáùåì ñëó÷àå, îäíàêî ïðîäîëæàåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ñôåðè÷åñêèõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f(x).
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2. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ãàóññà�Ëóêàñà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ìíî-
ãî÷ëåíà f(x) ñòåïåíè íå ìåíüøå 1 êîðíè f ′(x) ñîäåðæàòñÿ â âûïóêëîé îáîëî÷êå êîðíåé f(x).
Ãèëîíè è Ïåðîòòè îáîáùèëè ýòó òåîðåìó íà ñëó÷àé àëãåáðû êâàòåðíèîíîâ, ïîêàçàâ, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå êîðíè f ′(x) ñîäåðæàòñÿ â òàê íàçûâàåìîé óëèòêå Ãàóññà�Ëóêàñà sn(f). Ïîêàçà-
íî, ÷òî òàêàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Ãàóññà�Ëóêàñà îñòà¼òñÿ âåðíîé è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
âåùåñòâåííûõ àëãåáð ãëàâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ñòàòüå ñ Ñîëîìîíîì Âèøêàóöàíîì, Àëåêñàíäðîì Ýìèëå-
âè÷åì Ãóòåðìàíîì è Àäàìîì ×àïìàíîì.

Ê.À.Èëüåíêî. Î ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïïàõ ñ ãðàôîì Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ êàê ó íåðàç-
ðåøèìûõ ãðóïï Ôðîáåíèóñà

Ãðàô Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ (èëè ãðàô ïðîñòûõ ÷èñåë) Γ(G) ãðóïïû G � ýòî îáûêíîâåííûé
ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñå ïðîñòûå äåëèòåëè ïîðÿäêà G, è âåðøèíû p è q
ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â G íàéäåòñÿ ýëåìåíò ïîðÿäêà pq. Ïî òåîðåìå Ãðþí-
áåðãà � Êåãåëÿ, åñëè G � ãðóïïà ñ íåñâÿçíûì ãðàôîì Ãðþíáåðãà � Êåãåëÿ, òî âûïîëíÿåòñÿ
îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé: G � ãðóïïà Ôðîáåíèóñà, G � 2-ôðîáåíèóñîâà ãðóïïà, G �
ðàñøèðåíèå íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû ñ ïîìîùüþ ïî÷òè ïðîñòîé ãðóïïû.

Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ðàñïîçíàâàåìîé ïî ãðàôó Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ, åñëè îíà îïðåäåëÿåò-
ñÿ ñâîèì ãðàôîì Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, ïî÷òè ðàñïîçíàâàåìîé,
åñëè ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ãðóïï, ãðàôû Ãðþíáåðãà�
Êåãåëÿ êîòîðûõ ðàâíû Γ(G), è íåðàñïîçíàâàåìîé ïî ãðàôó Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ èíà÷å. Íåäàâíî
Ï.Êàìåðîíîì è Í.Â.Ìàñëîâîé áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ãðóïïà ïî÷òè ðàñïîçíàâàåìà ïî ãðà-
ôó Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ, òî îíà ïî÷òè ïðîñòà. Â âèäó ýòîãî ðåçóëüòàòà è òåîðåìû Ãðþíáåðãà�
Êåãåëÿ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ ñîâïàäåíèÿ ãðàôîâ Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ ïî÷òè ïðîñòîé
ãðóïïû G è ãðóïïû H, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Ôðîáåíèóñà èëè 2-ôðîáåíèóñîâîé ãðóï-
ïîé. Ðåøåíèå ýòîãî âîïðîñà áûëî ïîëó÷åíî Ì.Ð. Çèíîâüåâîé è Â.Ä.Ìàçóðîâûì (2012 ã.)
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà G ïðîñòà, à â ñëó÷àå, êîãäà H ðàçðåøèìà, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû
ñëåäóþò èç ñîâîêóïíîñòè ðåóçëüòàòîâ ðàáîò Ì.Ð. Çèíîâüåâîé è À.Ñ.Êîíäðàòüåâà (2015 ã.),
È.Á. Ãîðøêîâà è Í.Â.Ìàñëîâîé (2018 ã.). Â ýòîì äîêëàäå ìû îáñóæäàåì ðåøåíèå âîïðîñà äëÿ
îñòàâøåãîñÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ãðóïïà G ïî÷òè ïðîñòà, íî íå ïðîñòà, à ãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ íåðàç-
ðåøèìîé ãðóïïîé Ôðîáåíèóñà. Äîêëàä îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ ñîâìåñòíîé ñ Í.Â.Ìàñëîâîé
ðàáîòû.

À.Â.Êèñëèöèí. Óñëîâèÿ êîíå÷íîé áàçèðóåìîñòè òîæäåñòâ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ è ñîâïàäåíèÿ T - è L-èäåàëîâ

Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì F , E � ïîäïðîñòðàíñòâî àëãåáðû A, ïî-
ðîæäàþùåå A êàê àëãåáðó. Àëãåáðà A â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ îáåðòûâàþùåé àëãåáðîé
ïðîñòðàíñòâà E, à ïðîñòðàíñòâî E íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì èëè L-ïðîñòðàíñòâîì. Ñâîáîäíóþ àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó îò ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ
îáðàçóþùèõ X áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç F 〈X〉.

Ïîä òîæäåñòâîì ïàðû (A,E) ïîíèìàåòñÿ òàêîé ìíîãî÷ëåí èç F 〈X〉, êîòîðûé ðàâåí íóëþ
â àëãåáðå A ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî ïåðåìåííûõ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà E. Â ýòîì ñëó÷àå
òàêæå áóäåì ãîâîðèòü î òîæäåñòâå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà E.
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×åðåç T (G) îáîçíà÷èì T -èäåàë, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì G ∈ F 〈X〉, à ÷åðåç L(G) îáî-
çíà÷èì èäåàë àëãåáðû F 〈X〉, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ çàìåí ïåðåìåííûõ è íàçîâåì
åãî L-èäåàëîì, ïîðîæäåííûì ìíîæåñòâîì G.

Ñêàæåì, ÷òî òîæäåñòâî g ïðîñòðàíñòâà E ñëåäóåò èç òîæäåñòâ f1, f2, . . . ýòîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, åñëè g ∈ L(f1, f2, . . . ). Ìíîæåñòâî òîæäåñòâ L-ïðîñòðàíñòâà E, èç êîòîðûõ ñëå-
äóþò âñå òîæäåñòâà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, íàçîâåì áàçèñîì òîæäåñòâ E. Â ñëó÷àå, åñëè áàçèñ
L-ïðîñòðàíñòâà E êîíå÷åí, ñêàæåì, ÷òî E èìååò êîíå÷íûé áàçèñ òîæäåñòâ èëè êîíå÷íî
áàçèðóåìî.

Ðàíåå àâòîðîì èññëåäîâàí âîïðîñ î íàëè÷èè óñëîâèé êîíå÷íîé áàçèðóåìîñòè òîæäåñòâ
ïðîèçâîëüíîãî L-ïðîñòðàíñòâà. Äîêàçàíî, ÷òî âñÿêîå ìóëüòèïëèêàòèâíîå âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî E íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì, óäîâëåòâîðÿþùåå ëèáî òîæäåñòâó [x, y]z = 0, ëèáî
òîæäåñòâó x[y, z] = 0, èìååò êîíå÷íûé áàçèñ òîæäåñòâ. Ïðè ýòîì, åñëè G � áàçèñ òîæäåñòâ E,
òî T (G) = L(G).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî âñÿêîå ìóëüòèïëèêàòèâíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî E
íàä ïîëåì íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, óäîâëåòâîðÿþùåå ëèáî òîæäåñòâó [x, y]zt = 0, ëèáî òîæ-
äåñòâó xy[z, t] = 0, èìååò êîíå÷íûé áàçèñ òîæäåñòâ. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò L-ïðîñòðàíñòâî c
áàçèñîì òîæäåñòâ G, ñîäåðæàùèì îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ [x, y]zt, ëèáî xy[z, t], äëÿ êîòîðîãî
T (G) 6= L(G).

Ð.À.Êîçëîâ. Óíèâåðñàëüíûå àññîöèàòèâíûå îá¼ðòûâàþùèå ñ îãðàíè÷åíèåì íà
ëîêàëüíîñòü 3 äëÿ êâàäðàòè÷íûõ êîíôîðìíûõ àëãåáð, ïîñòðîåííûõ ïî ñïåöèàëü-
íûì àëãåáðàì Ãåëüôàíäà�Äîðôìàí

Àëãåáðû Íîâèêîâà âîçíèêëè êàê ïîìîùíèê â ïîñòðîåíèè íåêîòîðûõ ãàìèëüòîíîâûõ îïå-
ðàòîðîâ â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè. Ôîðìàëüíî, ýòî àëãåáðû ñ îäíîé îïåðàöèåé � óìíî-
æåíèåì Íîâèêîâà � êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëåâîñèììåòðè÷åñêîé è ïðàâîêîììóòàòèâíîé. Àëãåáðà
Ãåëüôàíäà�Äîðôìàí ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ äâóìÿ áèëèíåéíûìè îïåðàöèÿìè [·, ·] è
(· ◦ ·), îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ìû ïîëó÷àåì àëãåáðû Ëè è Íîâèêîâà ñîîòâåòñòâåííî, à òàê-
æå óäîâëåòâîðÿþùèìè äîïîëíèòåëüíîìó òîæäåñòâó ñîãëàñîâàíèÿ. Åñëè àëãåáðà Ãåëüôàíäà�
Äîðôìàí åñòåñòâåííûì îáðàçîì âêëàäûâàåòñÿ â àëãåáðó Ïóàññîíà ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì,
òî îíà íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíîé.

Êîíôîðìíàÿ àëãåáðà � ýòî ìîäóëü C íàä àëãåáðîé ïîëèíîìîâ H = k[∂], ñíàáæ¼ííûé
îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ C⊗C → C[λ] (ò.å. ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ � ýòî ïîëèíîì îò ôîðìàëüíîé
ïåðåìåííîé λ ñî çíà÷åíèÿìè â C) è íàáîðîì àêñèîì. Ïîäîáíî �îáû÷íûì� àëãåáðàì, êîí-
ôîðìíûå àëãåáðû ðàçáèâàþòñÿ íà ìíîãîîáðàçèÿ (àññîöèàòèâíûå, Ëè è ò. ä.). Íàïðèìåð, êîí-
ôîðìíûå àëãåáðû Ëè îêàçûâàþòñÿ î÷åíü ïîëåçíû êàê èíñòðóìåíò ïî èçó÷åíèþ ñòðóêòóðû è
ïðåäñòàâëåíèé âåðòåêñíûõ àëãåáð.

Àëãåáðû Ãåëüôàíäà�Äîðôìàí íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ êâàä-
ðàòè÷íûìè êîíôîðìíûìè àëãåáðàìè Ëè, âåñüìà øèðîêèì êëàññîì, ñîäåðæàùèì â ñåáå
áîëüøèíñòâî êëàññè÷åñêèõ ïðèìåðîâ: êîíôîðìíàÿ àëãåáðà Ãåéçåíáåðãà, Âèðàñîðî, Íàâüå�
Øâàðöà è ò.ä.

Äëÿ îáû÷íûõ àëãåáð Ëè õîðîøî èçâåñòíà è î÷åíü ïîëåçíà êîíñòðóêöèÿ óíèâåðñàëüíîé
àññîöèàòèâíîé îá¼ðòûâàþùåé. Ñïîñîá ïðåâðàùåíèÿ àññîöèàòèâíîé àëãåáðû â àëãåáðó Ëè
ðàáîòàåò è â êîíôîðìíîì ñëó÷àå. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà, íå âñÿ-
êàÿ êîíôîðìíàÿ àëãåáðà Ëè èíúåêòèâíî âêëàäûâàåòñÿ â àññîöèàòèâíóþ. Ýòî îáóñëîâëåíî
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�ìíîãîçíà÷íîñòüþ� óìíîæåíèÿ, à èìåííî, òðåáîâàíèåì ëîêàëüíîñòè. Òåì íå ìåíåå, åñëè êâàä-
ðàòè÷íàÿ êîíôîðìíàÿ àëãåáðà Ëè ïîñòðîåíà ïî ñïåöèàëüíîé àëãåáðå Ãåëüôàíäà�Äîðôìàí,
òî óäà¼òñÿ ïðèâåñòè ÿâíóþ êîíñòðóêöèþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ óíèâåðñàëüíîé àññîöèàòèâíîé êîí-
ôîðìíîé îá¼ðòûâàþùåé àëãåáðû ñ ëîêàëüíîñòüþ íå âûøå 3.

À.Â.Êðàâ÷óê. Ñïåêòð òðàíñïîçèöèîííîãî ãðàôà

Òðàíñïîçèöèîííûé ãðàô Tn îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãðàô Êýëè íà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå Symn

îòíîñèòåëüíî ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà òðàíñïîçèöèé. Èçâåñòíî, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ ýòîãî ãðàôà ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè. Êðîìå ýòîãî, äîêàçàíî, ÷òî íàèáîëüøåå ñîáñòâåí-
íîå çíà÷åíèå n(n−1)

2
èìååò êðàòíîñòü 1, âòîðîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå n(n−3)

2
èìååò êðàòíîñòü

(n − 1)2, è äëÿ êàæäîãî k, 1 6 k 6 n, çíà÷åíèå n(n−2k+1)
2

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ñ
êðàòíîñòüþ íå ìåíåå n!

n(n−k)!(k−i)! . Ïîñêîëüêó òðàíñïîçèöèîííûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì,
òî äëÿ ëþáîãî åãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ âåðíî, ÷òî −λ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì ñ òîé æå êðàòíîñòüþ, ÷òî è λ. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå î
òîì, êàê óñòðîåí ñïåêòð Spec(Tn) òðàíñïîçèöèîííîãî ãðàôà Tn, ãäå ïîä ñïåêòðîì ïîíèìàåòñÿ
ìíîæåñòâî âñåõ ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ãðàôà âìåñòå ñ èõ êðàòíîñòÿìè. Îäíàêî
òî÷íîå îïèñàíèå ñïåêòðà äëÿ ãðàôà Tn íåèçâåñòíî. Â ýòîì äîêëàäå áóäóò ðàññêàçàíû ðåçóëü-
òàòû â èçó÷åíèè ñïåêòðà ãðàôà Tn, êîòîðûõ óæå óäàëîñü äîáèòüñÿ, à òàê æå î ñëîæíîñòÿõ,
êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ïîïûòêå òî÷íî îïèñàòü ñïåêòð äàííîãî ãðàôà.

Î.Â.Êóëèêîâà. Î íåêîòîðûõ ôàêòîðãðóïïàõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ãðóïï

Äîêëàä ïîñâÿù¼í îáîáùåíèþ íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ, èçëîæåííûõ â êíèãå
À.Þ.Îëüøàíñêîãî Ãåîìåòðèÿ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé â ãðóïïàõ, íà ñëó÷àé íåöèêëè-
÷åñêèõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ.

Ì.Â.Ìàéñóðàäçå. Ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû ñâîáîäíûõ íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð
íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè

Ñâîáîäíûå íåàññîöèàòèâíûå àëãåáðû îòíîñÿòñÿ ê øðàåðîâó ìíîãîîáðàçèþ àëãåáð. ×òî
îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ ïîäàëãåáðà òàêèõ àëãåáð ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé. Ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû �
ýëåìåíòû, âõîäÿùèå â ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ àëãåáðû.

Èñïîëüçóÿ òåõíèêó ñâîáîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ è êðèòåðèé ïðèìèòèâíî-
ñòè, ñôîðìóëèðîâàííûé â òåðìèíàõ îáðàòèìîñòè ìàòðèö (íàä óíèâåðñàëüíîé îá¼ðòûâàþùåé
àëãåáðîé) ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïîëó÷èëîñü íàéòè íîâûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ. Â ÷àñò-
íîñòè, äëÿ ýëåìåíòîâ äëèíû 2 ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì îáðàçóþùèõ íàéäåíà âçàèìîñâÿçü
ìåæäó ðàíãàìè ìàòðèö, ñîñòàâëåííûõ èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåàññîöèàòèâíûõ ìîíîìàõ è
ïðèìèòèâíîñòüþ ýëåìåíòà.

Î.Â.Ìàðêîâà. Àëãåáðû äëèíû îäèí

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîì èññëåäîâàíèè ñ Ê.Ìàðòèíåñ (Óíèâåðñèòåò Îâüåäî, Èñïà-
íèÿ) è Ð.Ë.Ðîäðèãåñîì (Óíèâåðñèòåò Ñàí-Ïàóëó, Áðàçèëèÿ).

Äëèíîé êîíå÷íîé ñèñòåìû îáðàçóþùèõ êîíå÷íîìåðíîé (íå îáÿçàòåëüíî àññîöèàòèâíîé)
àëãåáðû íàä ïîëåì íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k òàêîå, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ
äëèíû, íå ïðåâûøàþùåé k, ïîðîæäàþò ýòó àëãåáðó (êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî). Ìàêñè-
ìàëüíàÿ äëèíà ñèñòåì îáðàçóþùèõ àëãåáðû íàçûâàåòñÿ äëèíîé àëãåáðû. Âû÷èñëåíèå äëèíû
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ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî òðóäíîé çàäà÷åé, íàïðèìåð, äëèíà ïîëíîé ìàòðè÷íîé àëãåáðû íåèç-
âåñòíà (ïðîáëåìà Ïàçà 1984 ã.). Èçó÷åíèå àëãåáð, äëèíà êîòîðûõ áëèçêà ê ìèíèìàëüíîé,
ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ â êîíòåêñòå âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóð. Â äîêëàäå áóäåò äàíî îïèñà-
íèå àëãåáð äëèíû îäèí íàä ïðîèçâîëüíûìè ïîëÿìè â òåðìèíàõ áàçèñà ñ èçâåñòíîé òàáëèöåé
óìíîæåíèÿ.

Ì.À.Ìèõååíêî. Î ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé íàä ãðóïïàìè: êîíå÷íûå è ëîêàëüíî
èíäèêàáåëüíûå ãðóïïû

Óðàâíåíèå w(x1, . . . xn) = 1 íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìûì íàä ãðóïïîé G, åñëè G âëîæèìà â
êàêóþ-òî ãðóïïó, â êîòîðîé åñòü ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà Íèöøå�Òîìà óòâåðæäàåò, ÷òî íàä êîíå÷íîé ãðóïïîé ðàçðåøèìî ëþáîå óðàâíåíèå
ñ íåòðèâèàëüíûì ñîäåðæàíèåì. Òåîðåìà Áðîäñêîãî�Õàóè�Øîðòà ãîâîðèò, ÷òî åñëè ãðóïïà
ëîêàëüíî èíäèêàáåëüíà, òî íàä íåé êëàññ ðàçðåøèìûõ óðàâíåíèé åù¼ øèðå.

Íàø (ñ À.À.Êëÿ÷êî) ðåçóëüòàò îáîáùàåò ýòè äâå òåîðåìû.

Â.Â.Ïàíüøèí. Î ðàñïîçíàâàíèè êîíå÷íûõ ãðóïï ïî ìíîæåñòâó ðàçìåðîâ êëàññîâ
ñîïðÿæåííîñòè.

Äëÿ êîíå÷íîé ãðóïïû G îáîçíà÷èì ÷åðåç N(G) ìíîæåñòâî ðàçìåðîâ å¼ êëàññîâ ñîïðÿ-
æåííîñòè, à ÷åðåç Gn � åå äåêàðòîâó n-þ ñòåïåíü. Íåäàâíî áûë ñôîðìóëèðîâàí ñëåäóþùèé
âîïðîñ (�Êîóðîâñêàÿ òåòðàäü�, âîïðîñ 20.29): åñëè S � íåàáåëåâà ïðîñòàÿ ãðóïïà, âåðíî ëè,
÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N è ëþáîé êîíå÷íîé ãðóïïû G ñ òðèâèàëüíûì öåíòðîì èç ðàâåíñòâà
N(G) = N(Sn) ñëåäóåò èçîìîðôèçì G ' Sn? Äëÿ n = 1 îòâåò íà ýòîò âîïðîñ óòâåðäèòåëåí
äëÿ âñåõ íåàáåëåâûõ ïðîñòûõ ãðóïï S (ýòî èçâåñòíàÿ ãèïîòåçà Äæ. Òîìïñîíà 1987 ãîäà, äî-
êàçàííàÿ ïîëíîñòüþ â 2019 ãîäó). Â äîêëàäå áóäåò ïðåäñòàâëåí îáçîð ðåçóëüòàòîâ äëÿ n > 1,
â ÷àñòíîñòè, áóäóò ðàññìîòðåíû ñëó÷àè: n = 2 è S ∈ {A5, A6}; n = 3 è S = A5.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìàòåìàòè÷åñêîãî Öåíòðà â Àêàäåìãîðîäêå, ñîãëàøåíèå
ñ Ìèíèñòåðñòâîì íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè �075-15-2022-281.

Î.Â.Ïîñòíîâà. Òåíçîðíûå ñòåïåíè âåêòîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Uq(sl2) â êîðíÿõ èç
åäèíèöû

Áóäóò ðàññìîòðåíû ïðåäñòàâëåíèÿ êâàíòîâàííîé óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåá-
ðû sl2 ñ ðàçäåëåííûìè ñòåïåíÿìè è ìàëîé êâàíòîâîé ãðóïïû â êîðíÿõ èç åäèíèöû. Ìû
ïîëó÷èì ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ êðàòíîñòåé êîñûõ ìîäóëåé â òåíçîðíûõ ñòåïåíÿõ äâóìåðíûõ
ïðåäñòàâëåíèé áîëüøîé è ìàëîé êâàíòîâûõ ãðóïï. Áóäåò ðàññìîòðåíî îãðàíè÷åíèå ïðåä-
ñòàâëåíèé áîëüøîé êâàíòîâîé ãðóïïû íà ìàëóþ êâàíòîâóþ ãðóïïó, è ïîñòðîåíèå ìîäåëè
ðåøåòî÷íûõ ïóòåé.

Å.Â.Ñîêîëîâ. Îá àïïðîêñèìèðóåìîñòè ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï íåêîòîðûõ ãðà-
ôîâ ãðóïï

Ãðóïïà X íàçûâàåòñÿ àïïðîêñèìèðóåìîé êëàññîì ãðóïï C, åñëè äëÿ êàæäîãî åå íååäè-
íè÷íîãî ýëåìåíòà x íàéäåòñÿ ãîìîìîðôèçì ãðóïïû X íà ãðóïïó èç êëàññà C, ïåðåâîäÿùèé x
â ýëåìåíò, îòëè÷íûé îò 1. Íàèáîëüøóþ èçâåñòíîñòü ïîëó÷èëî ñâîéñòâî ôèíèòíîé àïïðîêñè-
ìèðóåìîñòè (ò. å. àïïðîêñèìèðóåìîñòè êëàññîì âñåõ êîíå÷íûõ ãðóïï), ïîñêîëüêó äëÿ êîíå÷íî
îïðåäåëåííîé ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìîé ãðóïïû ðàçðåøèìà ïðîáëåìà òîæäåñòâà. Íàðÿäó
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ñ ôèíèòíîé èçó÷àëàñü òàêæå àïïðîêñèìèðóåìîñòü êîíå÷íûìè p-ãðóïïàìè (ãäå p � ïðîñòîå
÷èñëî), ðàçðåøèìûìè, íèëüïîòåíòíûìè, ñâîáîäíûìè è íåêîòîðûìè äðóãèìè êëàññàìè ãðóïï.
Â íàñòîÿùåì äîêëàäå ñâîéñòâî àïïðîêñèìèðóåìîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ðàç-
ëè÷íûì ñâîáîäíûì êîíñòðóêöèÿì ãðóïï (îáîáùåííûì ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèÿì, HNN-ðàñ-
øèðåíèÿì è ò. ä.), êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîâðåìåííî è ôóíäàìåíòàëüíóþ
ãðóïïó íåêîòîðîãî ãðàôà ãðóïï. Á?ëüøàÿ ÷àñòü èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ îá àïïðîêñèìèðó-
åìîñòè òàêèõ êîíñòðóêöèé îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà àïïðîêñèìèðóþùèé êëàññ ÿâëÿåòñÿ
êîðíåâûì, ò. å. çàìêíóò îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ïîäãðóïï, ðàñøèðåíèé è äåêàðòîâûõ ñòåïåíåé.
Â ïîñëåäíèå ãîäû áûë âûðàáîòàí ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé èçó÷àòü àïïðîêñèìèðóåìîñòü ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ãðóïï ãðàôîâ ãðóïï ñðàçó öåëûì (ïîòåíöèàëüíî áåñêîíå÷íûì) ñåìåéñòâîì êîð-
íåâûõ êëàññîâ. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëèëî âåñüìà ñóùåñòâåííî ïðîäâèíóòüñÿ â èçó÷åíèè
àïïðîêñèìèðóåìîñòè ñâîáîäíûõ êîíñòðóêöèé ãðóïï êëàññîì âñåõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï è ðàç-
ëè÷íûìè åãî ïîäêëàññàìè. Â äîêëàäå áóäåò ïðèâåäåíî êðàòêîå îïèñàíèå óêàçàííîãî ïîäõîäà,
ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå çàäà÷è, âîçíèêàþùèå ïðè åãî ïðèìåíåíèè, è ïåðå÷èñëåíû íåêî-
òîðûå ñëó÷àè, â êîòîðûõ ýòè çàäà÷è óäàëîñü ðåøèòü.

À.Ì.Ñòàðîëåòîâ. Î ãðóïïàõ éîðäàíîâà òèïà

Àêñèàëüíûå àëãåáðû éîðäàíîâîãî òèïà η áûëè ââåäåíû Ô. Ðååíîì, Ñ. Øïåêòîðîâûì è
Äæ. Õîëëîì â 2015 ã. Ýòî êîììóòàòèâíûå àëãåáðû, ïîðîæä¼ííûå èäåìïîòåíòàìè, îïåðàòî-
ðû ëåâîãî ñäâèãà êîòîðûõ èìåþò ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí, äåëÿùèé (x − 1)x(x − η), ãäå
η 6∈ {0, 1}. Óìíîæåíèå â òàêèõ àëãåáðàõ ïîä÷èíÿåòñÿ ïðàâèëàì, îáîáùàþùèì ïðàâèëà èç
ïèðñîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ â éîðäàíîâûõ àëãåáðàõ, ãäå 1

2
çàìåíÿåòñÿ íà η. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ

êàæäîãî ïîðîæäàþùåãî èäåìïîòåíòà ìîæíî ïîñòðîèòü àâòîìîðôèçì àëãåáðû ïîðÿäêà äâà,
êîòîðûé íàçûâàåòñÿ èíâîëþöèåé Ìèÿìîòî. Â äîêëàäå ìû îáñóäèì ñâîéñòâà ãðóïï, ïîðîæ-
äåííûõ èíâîëþöèÿìè Ìèÿìîòî àêñèàëüíûõ àëãåáð éîðàíîâà òèïà.

Ð.Î.Ñòàñåíêî. Êîðîòêèå SL2-ñòðóêòóðû

Èçâåñòíà êëàññè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ Òèòñà�Êàíòîðà�Ê¼õåðà, ïîçâîëÿþùàÿ ïî ïðîñòîé
éîðäàíîâîé àëãåáðå J ïîñòðîèòü ïðîñòóþ àëãåáðó Ëè g, èìåþùóþ âèä:

g = der(J)⊕ sl2(J).

Òåîðåìà Òèòñà�Êàíòîðà�Ê¼õåðà óòâåðæäàåò, ÷òî ìåæäó ïðîñòûìè éîðäàíîâûìè àëãåáðàìè è
ïðîñòûìè àëãåáðàìè Ëè, óäîâëåòâîðÿþùèìè îïèñàííîé âûøå ôîðìóëå, ñóùåñòâóåò âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Êîíñòðóêöèþ Òèòñà�Êàíòîðà�Ê¼õåðà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ëèíåéíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå àëãåáðû Ëè sl2 àâòîìîðôèçìàìè àëãåáðû Ëè g, êîòîðîå ðàçëàãàåòñÿ íà íåïðèâîäèìûå
ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçìåðíîñòåé 1 è 3. Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.
Ïóñòü S � ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà. S-ñòðóêòóðîé íà àëãåáðå Ëè g íàçûâàåòñÿ
ãîìîìîðôèçì Φ : S → Aut(g).

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ SL2-ñòðóêòóðû. SL2-ñòðóêòóðó íàçîâåì êîðîòêîé, åñëè ïðåä-
ñòàâëåíèå Φ ãðóïïû SL2 ðàçëàãàåòñÿ íà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçìåðíîñòåé 1, 2 è 3.
Ïðè ýòîì èçîòèïíîå ðàçëîæåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ Φ áóäåò èìåòü âèä:

g = g0 ⊕
(
C2 ⊗ J1

)
⊕
(
sl2 ⊗ J2

)
.
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Êîíñòðóêöèÿ Òèòñà�Êàíòîðà�Ê¼õåðà ïîëó÷àåòñÿ ïðè J1 = 0. Äîêëàä áóäåò ïîñâÿù¼í ñëó÷àþ
J1 6= 0.

Àíàëîãè÷íî òåîðåìå Òèòñà�Êàíòîðà�Êåõåðà, áóäåò óñòàíîâëåíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñî-
îòâåòñòâèå ìåæäó ïðîñòûìè àëãåáðàì Ëè ñ êîðîòêîé SL2-ñòðóêòóðîé ñ J1 6= 0 è òàê íàçû-
âàåìûìè ïðîñòûìè ñèìïëåêòè÷åñêèìè òðîéêàìè Ëè�Éîðäàíà (J1; g0; J2), ãäå J1 � ñèìïëåê-
òè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, g0 � ðåäóêòèâíàÿ ïîäàëãåáðà Ëè â sp(J1), à J2 � ïðîñòàÿ éîðäàíîâà
ïîäàëãåáðà ñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ íà J1, ïðè÷åì íà J1 àëãåáðû J2 è g0 íå èìåþò íåòðè-
âèàëüíûõ îáùèõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Áóäåò äàíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ êîðîòêèõ
SL2-ñòðóêòóð íà ïðîñòûõ àëãåáðàõ Ëè.

Êîðîòêèå è î÷åíü êîðîòêèå SL2-ñòðóêòóðû ìîæíî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàäàâàòü íà ïðî-
èçâîëüíûõ g-ìîäóëÿõ, èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû ëè g. Ïî-
äîáíàÿ êîíñòðóêöèÿ èìååò èíòåðåñíûå ïðèëîæåíèÿ ê òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé éîðäàíîâûõ àë-
ãåáð, î êîòîðûõ òàêæå áóäåò ðàññêàçàíî â äîêëàäå.

Î. Ã. Ñòûðò. Ãðàôû îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèö íàä êîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè

Äîêëàä ïîñâÿù¼í èññëåäîâàíèþ ãðàôîâ îðòîãîíàëüíîñòè íåêîììóòàòèâíûõ àññîöèàòèâ-
íûõ êîëåö íà ïðèìåðå êîëüöà ìàòðèö. Òàê, â ñëó÷àå, åñëè îñíîâíîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ òåëîì,
ðàíåå áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ãðàôà îðòîãîíàëüíîñòè êîëüöà (n×n)-ìàòðèö: ïðè
n = 2 îí íåñâÿçåí, è âñå åãî ñâÿçíûå êîìïîíåíòû èìåþò äèàìåòðû íå áîëåå 2, à ïðè n ≥ 3
îí ñâÿçåí è èìååò äèàìåòð 4. Ýòè óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíû â 2014 ã. äëÿ ïîëÿ [1], à â 2017 ã. �
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òåëà [2]; èõ òàêæå ëåãêî îáîáùèòü íà öåëîñòíûå êîëüöà (ïóò¼ì ïåðåõîäà
ê ïîëþ ÷àñòíûõ).

Îñíîâó âûñòóïëåíèÿ ñîñòàâëÿåò ãðàô îðòîãîíàëüíîñòè êîëüöà (n × n)-ìàòðèö íàä êîì-
ìóòàòèâíûì íåöåëîñòíûì êîëüöîì. Àâòîðîì äîêàçàíî, ÷òî ïðè n > 1 äàííûé ãðàô ñâÿçåí,
åãî äèàìåòð ðàâåí 3 ëèáî 4, à ðàäèóñ � 2, 3 ëèáî 4; ïîëó÷åí êðèòåðèé êàæäîãî èç çíà÷åíèé
äèàìåòðà.

[1] Áàõàäëû Á.Ð., Ãóòåðìàí À.Ý., Ìàðêîâà Î.Â. Ãðàôû, îïðåäåë¼ííûå îðòîãîíàëüíîñòüþ
// Çàï. íàó÷í. ñåìèí. ÏÎÌÈ 2014. Ò. 428. Ññ. 49�80.

[2] Ãóòåðìàí À.Ý., Ìàðêîâà Î.Â. Ãðàôû îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèö íàä òåëàìè // Çàï. íà-
ó÷í. ñåìèí. ÏÎÌÈ 2017. Ò. 463. Ññ. 81�93.

À. Ë. Òàëàìáóöà. Î ñâîáîäíûõ ïîëóãðóïïàõ öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö è ñâÿçàííûõ
ñ íèìè âîïðîñàõ

Äîêëàä ïîñâÿù¼í àëãîðèòìè÷åñêîé çàäà÷å ïðîâåðêè, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé íàáîð êâàä-
ðàòíûõ öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö áàçèñîì ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû. Äîêàçàíî, ÷òî ýòà çàäà÷à
àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà óæå äëÿ ìàòðèö ðàçìåðà 3× 3, à äëÿ ìàòðèö 2× 2 ýòîò âîïðîñ
îòêðûò. Ýòà çàäà÷à òàêæå òåñíî ñâÿçàíà ñ âîïðîñîì Ýðä¼øà�Ãðýõýìà î ïëîòíîñòÿõ îðáèò
öåëî÷èñëåííûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé, êîòîðûé âîçíèê èç èññëåäîâàíèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ ÷¼òíûõ ðàçìåðîâ, è êîòîðàÿ òàêæå îñòà¼òñÿ íåðåø¼ííîé
óæå áîëåå 40 ëåò. Áóäåò ðàññêàçàíî î ðåçóëüòàòàõ äîêëàä÷èêà â ýòèõ äâóõ íàïðàâëåíèÿõ.
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Ä.Ò.Òàïêèí. Èíâîëþöèè è àâòîìîðôèçìû â àëãåáðå ôîðìàëüíûõ ìàòðèö

Èññëåäîâàíèå àâòîìîðôèçìîâ è èíâîëþöèé ìàòðè÷íûõ àëãåáð îòíîñèòñÿ ê êëàññè÷åñêèì
çàäà÷àì òåîðèè êîëåö. Çäåñü ìîæíî âûäåëèòü äâà îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿ. Ñ îäíîé ñòîðîíû,
ìîæíî èçó÷àòü íåïîñðåäñòâåííî îáùèé âèä àâòîìîðôèçìîâ è èíâîëþöèé. À ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, ìîæíî èññëåäîâàòü ýòè îòîáðàæåíèÿ â öåëîì è îïèñûâàòü ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ èëè,
åñëè íàì äîñòàòî÷íî èçó÷èòü ïîâåäåíèå îòîáðàæåíèé ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðîãî îòíîøåíèÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè, ãðóïïó âíåøíèõ àâòîìîðôèçìîâ è êëàññèôèêàöèþ èíâîëþöèé ñ òî÷íîñòüþ
äî ýêâèâàëåíòíîñòè. Çäåñü ìû ãîâîðèì ÷òî èíâîëþöèè ïåðâîãî ðîäà ∗ è ◦ àëãåáðû A ýêâè-
âàëåíòíû, åñëè (A, ∗) è (A, ◦) èçîìîðôíû êàê àëãåáðû ñ èíâîëþöèÿìè.

Â äîêëàäå áóäåò ïðèâåäåí îáçîð èìåþùèõñÿ ðåçóëüòàòîâ îá àâòîìîðôèçìàõ è èíâîëþöèÿõ,
à òàêæå è íåêîòîðûå íîâûå ðåçóëüòàòû.

Í.À.Øèøìàðîâ. Ñèììåòðèè Ãåêêå, àññîöèèðîâàííûå ñ ðåãóëÿðíûìè ïî Àðòèíó�
Øåëüòåðó àëãåáðàìè òèïîâ E è H

Ñèììåòðèè Ãåêêå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñïåöèàëüíûé êëàññ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ßíãà�
Áàêñòåðà. Ñ êàæäîé ñèììåòðèåé Ãåêêå R íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ìîæíî ñâÿçàòü àë-
ãåáðû S(V,R) è Λ(V,R), êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå ñèììåòðè÷åñêîé è
êîñîñèììåòðè÷åñêîé àëãåáð äëÿ ïðîñòðàíñòâà V . Â ñåðèè ðàáîò ðàçíûõ àâòîðîâ áûëî ïîêà-
çàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ àëãåáðà S(V,R) îáëàäàåò îïðåäåëåííûìè ãîìîëîãè-
÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, ÷òî îòíîñèò åå ê êëàññó ðåãóëÿðíûõ àëãåáð, èçó÷àâøèõñÿ Ì.Àðòèíîì è
Â.Øåëüòåðîì. Â äîêëàäå áóäåò ðàññêàçàíî î ñèììåòðèÿõ Ãåêêå R, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåñòâó-
þùàÿ àëãåáðà S(V,R) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òèïà E. Òàêæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò
ñèììåòðèè Ãåêêå R òàêîé, ÷òî àëãåáðà S(V,R) èìååò òèï H.
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3 Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

È.Â.Àðæàíöåâ. Ëó÷åçàðíûå òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ è äåéñòâèÿ óíèïîòåíòíûõ
ãðóïï

Ïîëíîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå áóäåì íàçûâàòü ëó÷åçàðíûì, åñëè ìàêñèìàëüíàÿ óíèïî-
òåíòíàÿ ïîäãðóïïà U ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Aut(X) äåéñòâóåò íà X ñ îòêðûòîé îðáèòîé.
Îêàçûâàåòñÿ, òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû öåëûì ðÿäîì çàìå÷àòåëü-
íûõ ñâîéñòâ. Â äîêëàäå ìû îáñóäèì ýòè ñâîéñòâà, îõàðàêòåðèçóåì ïîëíûå âååðà, îòâå÷àþùèå
ëó÷åçàðíûì ìíîãîîáðàçèÿì, è ïðåäëîæèì êîìáèíàòîðíóþ òåõíèêó, ïîçâîëÿþùóþ îïèñûâàòü
ìíîæåñòâî êîðíåé Äåìàçþðà ëó÷åçàðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ áóäåò îïè-
ñàíà ñòðóêòóðà ìàêñèìàëüíîé óíèïîòåíòíîé ïîäãðóïïû U ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Aut(X). Â
÷àñòíîñòè, ìû âû÷èñëèì ñòóïåíü ðàçðåøèìîñòè è êëàññ íèëüïîòåíòíîñòè ãðóïïû U . Òàêæå
áóäåò ïðåäëîæåí ýôôåêòèâíûé êðèòåðèé äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ ðåãóëÿðíûõ ïîäãðóïï ãðóï-
ïû U , êîòîðûå äåéñòâóþò íà ìíîãîîáðàçèèX ñ îòêðûòîé îðáèòîé. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ìû
ïîëó÷èì íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ îá ýêâèâàðèàíòíûõ òîðè÷åñêèõ ïîïîëíåíèÿõ óíèïîòåíòíûõ
ãðóïï. Â çàêëþ÷åíèå áóäåò äàíî ýôôåêòèâíîå îïèñàíèå ëó÷åçàðíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Äîêëàä îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ ñîâìåñòíûõ ðàáîò ñ À.Þ.Ïåðåïå÷êî, Å.Ë.Ðîìàñêåâè÷ è
Ê.Â.Øàõìàòîâûì. Èññëåäîâàíèÿ ïîääåðæàíû ãðàíòîì RSF-DST 22-41-02019.

Ì.Ñ.Âåí÷àêîâ. Õàðàêòåðû íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé óíèòðåóãîëüíîé ãðóï-
ïû

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ
G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà
ϕ : G→ GL(V ) � å¼ ïðåäñòàâëåíèå
ψ : G→ C � õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ ϕ
ψ(g) = tr ϕ(g), g ∈ G
supp(ψ) = {g ∈ G | ψ(g) 6= 0} � åãî íîñèòåëü
G = SLn(Fq) èëè Sp2n(Fq)
B ⊂ G � áîðåëåâñêàÿ ïîäãðóïïà (âåðõíåòðåóãîëüíàÿ)
N ⊂ B � å¼ óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë
n = Lie N , N y n, N y n∗

N =




1 ∗ . . . ∗
0 1 . . . ∗
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

 , ∗ ∈ Fq


n =




0 ∗ . . . ∗
0 0 . . . ∗
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0


, n

∗ =




0 0 . . . 0
∗ 0 . . . 0
...

...
. . .

...
∗ ∗ . . . 0




Ìåòîä îðáèò
Ãðóïïà N äåéñòâóåò íà n∗ ïî ïðàâèëó g.λ = (gλg−1)low
1962 ã., À.À. Êèðèëëîâ: Irr N ↔ n∗/N
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Â ýòîì ñëó÷àå, çíà÷åíèå õàðàêòåðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî îðáèòå ôîðìû Ω íà ýëåìåíòå g ãðóïïû
N ðàâíî:

ψΩ(g) = 1√
|Ω|

∑
µ∈Ω θ(µ(ln(g))), θ : Fq → C×

Õàðàêòåð ãëóáèíû k - õàðàêòåð ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè â nk.
Ðåãóëÿðíûå õàðàêòåðû � õàðàêòåðû ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè.
Ñóáðåãóëÿðíûå îðáèòû ñîîòâåòñòâóþò õàðàêòåðàì ïðåäìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè.
Õàðàêòåðû ãëóáèíû 2 � õàðàêòåðû ðàçìåðíîñòè qM−2.-

Îñíîâíàÿ òåîðåìà
à) Íàéäåí íîñèòåëü supp(ψ) =

⋃
D,ξ

KD,ξ.

á) Âû÷èñëåíî çíà÷åíèå ψ(KD,ξ) = qmD
∏

(i,j)∈D θ(. . .).
Ãäå KD,ξ � êëàññ ñîïðÿæ¼ííîñòè ýëåìåíòà 1 + xD,ξ =

∑
(i,j)∈D

ξj,iei,j

À.Â.Âèêóëîâà. Êîíå÷íûå ïîäãðóïïû â ãðóïïå áèðàöèîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ
ïîâåðõíîñòåé Ñåâåðè�Áðàóýðà íàä ïîëåì Q.

Â ýòîì äîêëàäå ìû ïîêàæåì, ÷òî íåòðèâèàëüíûå êîíå÷íûå ïîäãðóïïû â ãðóïïå áèðàöè-
îíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ íåòðèâèàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé Ñåâåðè�Áðàóýðà íàä ïîëåì Q èçî-
ìîðôíû ëèáî Z/3Z, ëèáî (Z/3Z)2. Áîëåå òîãî, ìû ïîêàæåì, ÷òî ãðóïïà (Z/3Z)2 ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîé â ãðóïïå áèðàöèîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ ëþáîé ïîâåðõíîñòè Ñåâåðè�Áðàóýðà
íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íîëü.

À.Ñ. Ãîëîòà. Êîíå÷íûå àáåëåâû ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ áèðàöèîíàëüíûõ àâòîìîð-
ôèçìîâ

ß ðàññêàæó î êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ïîäãðóïïàõ â ãðóïïàõ áèðàöèîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ
ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0, à òàêæå â
ãðóïïàõ áèìåðîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ êîìïàêòíûõ êýëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Â ÷àñòíîñòè,
ÿ ðàññêàæó î ìíîãîîáðàçèÿõ, ãðóïïû áèðàöèîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ êîòîðûõ ñîäåðæàò
êîíå÷íûå àáåëåâû ïîäãðóïïû íåîãðàíè÷åííîãî ïîðÿäêà, íî ñ ôèêñèðîâàííûì ìèíèìàëüíûì
÷èñëîì îáðàçóþùèõ.

Í.Ãî. Ãèïîòåçà Ãðîòåíäèêà�Ñåððà è òåîðåìà î ÷èñòîòå

The Grothendieck�Serre conjecture predicts that every principal bundle under a reductive
group scheme G over a regular local ring R is trivial if it is generically trivial. In other words,

the map H1
�et

(R,G)→ H1
�et

(FracR,G) has trivial kernel.

When R contains a �eld, the conjecture was solved a�rmatively, whereas when R is of mixed
characteristic, it is widely open. Besides, a non-Noetherian variant of the conjecture, when R is
replaced by a valuation ring, was solved a�rmatively. In this report, beyond the historical summary,
I brie�y talk about the following recent progress on this conjecture.
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(i) For an irreducible scheme X smooth projective over a discrete valuation ring R of mixed
characteristic, every generically trivial principal bundle under a reductive connected R-group
is Zariski-locally trivial. This is a joint work with Ïàíèí Èâàí Àëåêñàíäðîâè÷.

(ii) For a scheme X smooth of �nite type over a valuation ring V , if x ∈ X is not a maximal
point of V -�bers of X and dimOX,x ≥ 2, then for any X-torus T , we have the purity

H1
�et

(SpecOX,x, T ) ' H1
�et

(SpecOX,x\{x}, T ),

which leads to the Grothendieck�Serre for tori on X. This is a joint work with Fei Liu.

À.Ý.Äðóæèíèí. Ãëàäêèå ìîäåëè ìîòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ è ñïåêòðîâ

Ìîòèâíàÿ òåîðèÿ ãîìîòîïèé èçó÷àåò àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ è èõ èíâàðèàíòû ñ
òî÷íîñòüþ äî ïðîöåäóð ïîäîáíûõ òîïîëîãè÷åñêèì ñêëåéêàì, äèôôîðìàöèÿì è ãîìîòîïèÿì
òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìîòèâ àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ � ýòî ñóùíîñòü, óëàâëèâàþùàÿ â ìíîãîîáðàçèÿõ òî, ÷òî ñóùåñòâåííî äëÿ èññëåäóåìîãî
êëàññà èíâàðèàíòîâ, òàêèõ êàê òåîðèè ãîìîëîãèé è êîãîìîëîãèé. Ñ äðóãîé, ñàìè ìíîãîîá-
ðàçèÿ îòëè÷àþòñÿ îò ìîòèâîâ áîëåå ÷¼òêèìè ñòðóêòóðàìè, è èõ óìåñòíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ñðåäñòâî âûðàçèòü íåêèå àïðèîðè àáñòðàêòíûå ìîòèâû ïðåäñòàâëÿþùèå ðàññìàòðèâàåìûå
êîãîìîëîãèé òåîðèè â ÿâíîì ãåîìåòðè÷åñêîì âèäå. Â äîêëàäå ìû îáñóäèì ãåîìåòðè÷åñêèå
ìîäåëè äëÿ íåêîòîðûõ ñòàíäàðòíûõ òåîðèé êîãîìîëîãèé è èõ ðîëü â èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ
ýòèõ òåîðèé, óäåëÿÿ îñîáîå âíèìàíèå ñâîéñòâàì ñâÿçíîñòè ìîòèâîâ è òî÷íîñòè àññîöèèðîâàí-
íûéõ êîìïëåêñîâ Ãåðñòåíà èëè Êóçåíà.

È.Þ.Æäàíîâñêèé. Êâàðòèêà Èãóñû è êîììóòàòîðû ïðîåêòîðîâ

Ýòîò äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ À.Êî÷åðîâîé.
Ìû áóäåì èçó÷àòü ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà äâóõ ïîëíûõ íàáîðîâ îðòîãîíàëüíûõ ïðî-

åêòîðîâ ðàíãà 1: {pi}ni=1 è {qj}nj=1, äåéñòâóþùèõ â n-ìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàí-
ñòâå V . Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå, ïàðàìåòðèçóþùåå ïàðû íàáîðîâ. Ðàññìîòðèì ôàê-
òîð Y = X//GL(V ). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êîëüöî O(Y ) = O(X)GL(V) ïîðîæäåíî ôóíêöèÿìè

Trpi1qj1 . . . pisqjs , s ≤ n,

ïðè÷åì âñå êîýôôèöèåíòû i (à òàêæå j) ðàçëè÷íû. Â íàøåì äîêëàäå ìû ðàññêàæåì ïðî
íåêîòîðûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîãîîáðàçèÿ Y .

Çàôèêñèðóåì ïðîåêòîðû pi äèàãîíàëüíûìè è îáîçíà÷èì ÷åðåç T äèàãîíàëüíûé òîð. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâåäåíèå (êî)ïðèñîåäèíåííûõ îðáèò Z = O(q1)×· · ·×O(qn) ïðîåêòîðîâ ðàíãà 1.
Òîãäà åñòü õîðîøî-èçâåñòíîå îòîáðàæåíèå ìîìåíòîâ µ1 : Z → gln(C), îïðåäåëåííîå òàê:

(q1, . . . , qn) 7→
n∑
i=1

qi.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Y îïèñàòü êàê ôàêòîð µ−1
1 (E)/GL(V ). Äàëåå, åñòü åñòåñòâåííîå îòîá-

ðàæåíèå ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ T n:

µ2 : Z → Cn(n−1),
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îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå

µ2 : (q1, . . . , qn) 7→ Tr(piqj)i=1,...,n−1;j=1,...,n.

Îòîáðàæåíèå µ2 ìîæíî îïðåäåëèòü íà Y � ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå µ2 : Y → C(n−1)2 , çàäàííîå
ôóíêöèÿìè Trpiqj. Äàííîå îòîáðàæåíèå èìååò õîðîøî èçâåñòíóþ �êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêóþ�
ïåðåôîðìóëèðîâêó: äëÿ ýòîãî íàäî ðàññìîòðåòü êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ýðìèòîâîé ìåò-
ðèêîé, âìåñòî ïðîåêòîðîâ ìîæíî ðàññìîòðåòü ýðìèòîâû ïðîåêòîðû. Òîãäà êàæäîìó íàáîðó
ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ íàáëþäàåìàÿ, à ñëåäàì � âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå. Òî åñòü îòîáðàæåíèå µ2 ýòî ñîïîñòàâëåíèå êâàíòîâîé
ñèñòåìå èç 2 íàáëþäàåìûõ � âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà.

Çàôèêñèðóåì òî÷êó Q = (q1, . . . , qn) ∈ Y è îáîçíà÷èì tQ êàðòàíîâñêóþ ïîäàëãåáðó, ïî-
ðîæäåííóþ qi. Ìåòîäàìè ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàñàòåëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå Q èìååì èçîìîðôèçì

Ker dµ2|Q = [t, tQ]⊥/(tQ + t),

çäåñü ⊥ � âçÿòèå îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ôîðìû ñëåäà, à t � äèàãîíàëüíàÿ
êàðòàíîâñêàÿ ïîäàëãåáðà.

Äàëåå, ðàññìîòðèì äðóãîå îïèñàíèå íàáîðà ïðîåêòîðîâ: ïîëíûé íàáîð îðòîãîíàëüíûõ ïðî-
åêòîðîâ çàäàåòñÿ íàáîðîì èç n òî÷åê â Pn−1. Êàæäîìó ïðîåêòîðó ñîïîñòîâëÿåòñÿ åãî îáðàç,
èñïîëüçóÿ îðòîãîíàëüíîñòü ïîëó÷àåì îäíîçíà÷íîå çàäàíèå ïðîåêòîðîâ. Äâóì ïîëíûì ñèñòå-
ìàìà ïðîåêòîðîâ ñîîòâåòñòâóåò íàáîð èç 2n òî÷åê â Pn−1. Ðàññìîòðèì ïðèìåð n = 3. Â
ýòîì ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèå, çàäàþùåå 6 òî÷åê â P2 - ìíîãîîáðàçèå Êîáëà C � åñòåñòâåííàÿ
êîìïàêòèôèêàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Y . À îòîáðàæåíèå µ2 ïðîäîëæàåòñÿ äî äâóëèñòíîãî íàêðû-
òèÿ µ2 : C → P4. Ïðè ýòîì ñ ïîìîùüþ îïèñàíèÿ ÿäðà Ker dµ2 â ôîðìóëå ïîëó÷àåì, ÷òî äèâèçîð
âåòâëåíèÿ µ2 õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ñîîòíîøåíèå íà êîììóòàòî-
ðû ïðîåêòîðîâ:

∑2
i,j=1 aij[pi, qj] = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû äèâèçîð âåòâëåíèÿ - êâàðòèêà Èãóñû,

ïàðàìåòðèçóþùåå 6 òî÷åê íà êîíèêå. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà. Ïóñòü åñòü 2 òðîéêè îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ {pi} è {qj} äåéñòâóþùèõ â
3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ñîîòíîøåíèå

∑2
i,j=1 aij[pi, qj] = 0

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êè ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàçàì ïðîåêòîðîâ ëåæàò íà êîíèêå.
Òàêæå, åñëè îñòàíåòñÿ âðåìÿ, ÿ ðàññêàæó îá îáîáùåíèÿõ ýòîãî ðåçóëüòàòà.

Þ.È.Çàéöåâà. Ãîðåíøòåéíîâû àëãåáðû è àääèòèâíûå äåéñòâèÿ íà ïðîåêòèâíûõ
ãèïåðïîâåðõíîñòÿõ

Àääèòèâíûì äåéñòâèåì íà àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîå ðåãó-
ëÿðíîå äåéñòâèå êîììóòàòèâíîé óíèïîòåíòíîé ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû ñ îòêðûòîé
îðáèòîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, èçó÷àþòñÿ îòêðûòûå ýêâèâàðèàíòíûå âëîæåíèÿ âåêòîðíîé ãðóï-
ïû â àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Â ðàáîòå (Brendan Hassett and Yuri Tschinkel. Geometry of
equivariant compacti�cations of Gn

a . Int. Math. Res. Not. IMRN 1999 (1999), no. 22, 1211�1230)
Õàññåòò è ×èíêåëü óñòàíîâèëè ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîììóòàòèâíûìè ëîêàëüíûìè àðòèíî-
âûìè àëãåáðàìè ñ åäèíèöåé è àääèòèâíûìè äåéñòâèÿìè íà ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Ýòîò ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìåí¼í ê èçó÷åíèþ àääèòèâíûõ äåéñòâèé íà ïðîåêòèâíûõ ãè-
ïåðïîâåðõíîñòÿõ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñëó÷àé íåâûðîæäåííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ñîîòâåòñòâóåò
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ãîðåíøòåéíîâûì ëîêàëüíûì àëãåáðàì, è ñ ïîìîùüþ ýòîé òåõíèêè ìîæíî äîêàçàòü íåñêîëü-
êî ðåçóëüòàòîâ îá àääèòèâíûõ äåéñòâèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî íà íåâûðîæäåííûõ
ïðîåêòèâíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòÿõ ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî àääèòèâíîãî äåéñòâèÿ. Äîêëàä
îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ È.Â.Àðæàíöåâûì (È.Â.Àðæàíöåâ è Þ.È.Çàéöåâà. Ýêâèâàðè-
àíòíûå ïîïîëíåíèÿ àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ. Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê 77:4 (466) (2022),
3�90). Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÍÔ 19-11-00172.

Â.È. Çâîíèëîâ. Âåùåñòâåííûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, ãîìîëîãè÷íûå íóëþ
â êîìïëåêñèôèêàöèè

Â 1978 ã. Ðîõëèí ïîëó÷èë ôîðìóëó äëÿ êîìïëåêñíûõ îðèåíòàöèé íåîñîáîé ïëîñêîé âå-
ùåñòâåííîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ÷¼òíîé ñòåïåíè, ðàçáèâàþùåé ñâîþ êîìïëåêñèôèêàöèþ.
Äîêëàä ïîñâÿù¼í ðàñïðîñòðàííåíèþ ôîðìóëû Ðîõëèíà íà ñëó÷àé íåîñîáîé íå÷¼òíîìåðíîé
ïðîåêòèâíîé âåùåñòâåííîé àëãåáðàè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ÷¼òíîé ñòåïåíè, ãîìîëîãè÷íîé
íóëþ â êîìïëåêñèôèêàöèè. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé
ëþáîé ðàçìåðíîñòè, ãîìîëîãè÷íûõ íóëþ â ñâîåé êîìïëåêñèôèêàöèè.

Ì.Â.Èãíàòüåâ. Àâòîìîðôèçìû èíä-ìíîãîîáðàçèé îáîáùåííûõ ôëàãîâ

Ìû èçó÷àåì áåñêîíå÷íîìåðíûå èíä-ìíîãîîáðàçèÿ îáîáùåííûõ ôëàãîâ â ñ÷åòíîìåðíûõ
êîìïëåêñíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â êëàññè÷åñêîé êîíå÷íîìåðíîé ñèòóàöèè ãðóïïà àâòîìîðôèç-
ìîâ ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ G/P � ýòî ¾ïî÷òè¿ ãðóïïà G. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â áåñêîíå÷íîìåð-
íîé ñèòóàöèè ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ èíä-ìíîãîîáðàçèÿ G/P ÃÎÐÀÇÄÎ áîëüøå, ÷åì ãðóï-
ïà G. À èìåííî, ýòî ãðóïïà Ìàêêè íåêîòîðîé ïàðû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ íåâûðîæäåííûì
ñïàðèâàíèåì. Êðîìå òîãî, ìû äàåì ìàòðè÷íóþ èíòåðïðåòàöèþ ýòîé ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ.

Â.À.Êèðè÷åíêî. Ìíîãîãðàííèêè Íüþòîíà�Îêóíüêîâà ìíîãîîáðàçèé Áîòòà�
Ñàìåëüñîíà

Ìíîãîîáðàçèÿ Áîòòà�Ñàìåëüñîíà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé ìíîãîîá-
ðàçèé Øóáåðòà. Èõ ìîæíî ïîñòðîèòü èíäóêòèâíî êàê áàøíè ïðîåêòèâíûõ ðàññëîåíèé ñî ñëî-
åì ïðÿìàÿ. ß îïèøó âûïóêëî-ãåîìåòðè÷åñêèå àíàëîãè ïðîåêòèâíûõ ðàññëîåíèé ñî ñëîåì ïðÿ-
ìàÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò èíäóêòèâíî ñòðîèòü ìíîãîãðàííèêè Íüþòîíà�Îêóíüêîâà. Ïðèìåðû
âêëþ÷àþò â ñåáÿ êëàññè÷åñêèå ìíîãîãðàííèêè Ãðîññáåðãà�Êàðøîí, à òàêæå íîâîå ñåìåéñòâî
ìíîãîãðàííèêîâ, îáîùàþùèõ ìíîãîãðàííèêè Âèíáåðãà�Ëèòòåëüìàííà�Ôåéãèíà�Ôóðüå.

Ã.Â.Êîíîâàëîâ. Ïðîèçâîäíûå Ïóàññîíîâû âûðîæäåíèÿ

Áóäåò ðàññêàçàíî ïðî òî, êàê ñòðîèòü îïåðàäû, êîòíðîëèðóþùèå âûðîæäåííûå Ïóàññî-
íîâû àëãåáðû, ãäå ïîä âûðîæäåííîé Ïóàññîíîâîé àëãåáðîé ïîäðàçóìåâàåòñÿ Ïóàññîíîâà àë-
ãåáðà, ðàíã ñêîáêè êîòîðîé îãðàíè÷åí ñâåðõó. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ áóäåò ðàññêàçàíî ïðî
ïîñòðîåíèå ïðîèçâîäíûõ Ïóàññîíîâûõ âûðîæäåíèé.

À.À.Êóçíåöîâà. Êðèòåðèé ðåãóëÿðèçóåìîñòè áèðàöèîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ

Èçó÷åíèå ñâîéñòâ áèðàöèîíàëüíîãî àâòîìîðôèçìà ìíîãîîáðàçèÿ îáû÷íî íà÷èíàåòñÿ ñ ïî-
èñêà óäîáíîé áèðàöèîíàëüíîé ìîäåëè ìíîãîîáðàçèÿ. Â èäåàëå æåëàòåëüíî íàéòè ìîäåëü, íà
êîòîðîé èíäóöèðîâàí ðåãóëÿðíûé àâòîìîðôèçì. Îäíàêî äîñòè÷ü ýòîãî óäàåòñÿ íå âñåãäà, åñ-
ëè ïîðÿäîê àâòîìîðôèçìà áåñêîíå÷åí. ß îïèøó áèðàöèîíàëüíûé àâòîìîðôèçì ïðîåêòèâíîãî
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òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà è ñôîðìóëèðóþ êðèòåðèé, äîêàçûâàþùèé, ÷òî ýòîò àâòîìîðôèçì
íå ðåãóëÿðèçóåòñÿ.

Å.Ñ.Ìàëûãèíà. Îïòèìàëüíûå êðèâûå ðîäà 3 è èõ ïðèëîæåíèÿ

Â äîêëàäå ðå÷ü ïîéäåò îá îïòèìàëüíûõ êðèâûõ ðîäà 3, îïðåäåëåííûõ íàä êîíå÷íûìè
ïîëÿìè ñ äèñêðèìèíàíòàìè −19, −43, −67, −163. Ïîä îïòèìàëüíîé êðèâîé ïîíèìàåòñÿ êðè-
âàÿ, ÷üå ÷èñëî ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê óäîâëåòâîðÿåò ãðàíèöå Õàññå�Âåéëÿ�Ñåððà. Ïîñêîëüêó
íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íå ñóùåñòâóåò îáùåãî àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ êðèâûõ ñ áîëüøèì ÷èñëîì
ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè (çà èñêëþ÷åíèåì ýëëèïòè÷åñêîãî è ãèïåðýëëèï-
òè÷åñêîãî ñëó÷àåâ), òî âåñüìà àêòóàëüíûì ñòàíîâèòñÿ âîïðîñ íàõîæäåíèÿ ÿâíûõ óðàâíåíèé
êðèâûõ è èõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèîëîæåíèé. ß ðàññêàæó î òîì, ÷òî îïòèìàëüíûå êðèâûå ðîäà
òðè, ðàñìàòðèâàåìûå íàä îïðåäåëåííûìè êîíå÷íûìè ïîëÿìè, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâîéíîå
íàêðûòèå ýëëèïòè÷åñêîé îïòèìàëüíîé êðèâîé, îíè íå ÿâëÿþòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèìè, à òàê-
æå î ñòðóêòóðå èõ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ. Ñóùåñòâóåò äâà ïîäõîäà äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé
òàêèõ êðèâûõ. Ïåðâûé îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè ÿâíûõ áàçèñîâ ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà�Ðîõà, êî-
òîðîå àññîöèèðîâàíî ñ íåêîòîðûì äèâèçîðîì, êðàòíûì áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå êðèâîé.
Âòîðîé ïîäõîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ êðèâîé îòíîñèòåëüíî áàçè-
ñà ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà�Ðîõà è åãî èíâàðèàíòíîñòè. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ
ôóíêöèîíàëüíûõ ïîëåé ðàññìàòðèâàåìûõ êðèâûõ. Òàêæå ÿ ðàññêàæó î ïðèëîæåíèÿõ òàêèõ
êðèâûõ â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ è êðèïòîãðàôèè.

Ï.Ñ.Îñèïîâ. Ñïåöèàëüíûå êýëåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è àëãáðàè÷åñêèå èíòåãðèðóå-
ìûå ñèñòåìû

Ñïåöèàëüíûì êýëåðîâûì ìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèÿ (M, I, g, ω)
ñ ïëîñêîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ ∇ òàêîé, ÷òî g ëîêàëüíî çàäà¼òñÿ ãåññèàíîì ôóíê-
öèè â ∇-ïëîñêèõ êîîðäèíàòàõ. Ïóñòü X êîìïëåêñíîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Àë-
ãåáðàè÷åñêîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìîé íàçûâàåòñÿ ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå π : X → M ,
ñëîè êîòîðîãî � ëàãðàíæåâû àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ. ß ðàññêàæó êàê ñâÿçàíû ñïåöèàëüíûå
êýëåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è àëãåáðàè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû: òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî
àëãåáðàè÷åñêàÿ èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû èìååò âèä T ∗M/Λ, ãäå M � ñïåöèàëüíîå êýëåðîâî
ìíîãîîáðàçèå è Λ � ðåø¼òêà â T ∗M .

Íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê ñïåöèàëüíîìó êýëåðîâó ìíîãîîáðàçèÿ ìîæåò áûòü ïî-
ñòðîåíà ãèïåðêýëåðîâà ñòðóêòóðà. Êàê ñëåäñòâèå, òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî àëãåáðàè÷åñêîé
èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû äîïóñêàåò ãèïåðêýëåðîâó ñòðóêòóðó.

À.Á.Ïàâëîâ. Ðàññëîåíèÿ Óëüðèõà íàä êóáèêîé Õåññå è ìàòðèöû Ìóðà

Äëÿ ãëàäêîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå Õåññå ìû ìàòðè÷íûå ôàê-
òîðèçàöèè ðàññëîåíèé Óëüðèõà. Ñëó÷àé ðàíãà îäèí íàïðÿìóþ ñâÿçàí ñ ìàòðèöåé Ìóðà ýë-
ëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Åñëè âðåìÿ ïîçâîëèò ìû îáñóäèì ñâÿçè ñ òåòà-ôóíêöèÿìè â ñëó÷àå
ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.

Â.À.Ïåòðîâ. Àëãåáðû Õîïôà è ìîòèâû îäíîðîäíûõ ìíîãîîáðàçèé

Ïóñòü G � ðàñùåïèìàÿ ïîëóïðîñòàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàä ïîëåì F , E �
G-òîðñîð íàä ñïåêòðîì F . Òîãäà êàæäîìó ïðîåêòèâíîìó ìíîãîîáðàçèþ ñ G-äåéñòâèåì ìîæíî
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ñîïîñòàâèòü åãî E-ñêðó÷åííóþ ôîðìó. Ìû ââîäèì íåêîòîðóþ àëãåáðó Õîïôà, àññîöèèðîâàí-
íóþ ñ E è îðèåíòèðîâàííîé òåîðèåé êîãîìîëîãèé A (íåêîòîðóþ ôàêòîð-àëãåáðó A∗(G)) è
ïîêàçûâàåì, ÷òî îíà (êî)äåéñòâóåò íà ðåàëèçàöèè ìîòèâîâ ñêðó÷åííûõ ôîðì. Ýòî äàåò ñèëü-
íûå îãðàíè÷åíèÿ íà âîçìîæíûé âèä ìîòèâíûõ ðàçëîæåíèé òàêèõ ìíîãîîáðàçèé. Ìû äåìîí-
ñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå ìàëîìåðíûõ êâàäðèê è íåêîòîðûõ ìíîãîîáðàçèé èñêëþ÷èòåëüíîãî
òèïà.

À.Â.Ïåòóõîâ. Êîìáèíàòîðèêà êîïðèñîåäèí¼ííûõ îðáèò íèëüïîòåíòûõ àëãåáð Ëè

Ïóñòü G � ýòî êîìïëåêñíàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà Ëè, N � å¼ ìàêñèìàëüíàÿ óíèïîòåíòíàÿ
ïîäãðóïïà, n� àëãåáðà ËèN . Îðáèòû êîïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿN : n∗ àêòèâíî èçó÷àþòñÿ
âîò óæå áîëåå 50 ëåò â êîíòåêñòå ìåòîäà îðáèò Êèðèëëîâà, è èõ ïîëíîå îïèñàíèå äëÿ âñåõ
òèïîâ ñðàçó ÿâëÿåòñÿ äèêîé çàäà÷åé (íàñêîëüêî ìíå èçâåñòíî, äàæå äëÿ äîâîëüíî ìàëåíüêèõ
àëãåáð Ëè, ñêàæåì, äëÿ F4 îòâåò ïîêà íå íàéäåí). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ïðîñòûõ ãðóïï
êëàññè÷åñêèõ ñåðèé A,B,C,D èìååòñÿ ñòðàòèôèêàöèÿ îðáèò Àíäðå, ðàçáèâàþùàÿ âñå îðáèòû
íà áîëüøèå è äîâîëüíî ÿâíî îïèñàííûå êëàññû; êàæäàÿ ñòðàòà (êëàññ) â ýòîé êîíñòðóêöèè
îïèñûâàåòñÿ ðàññòàíîâêîé ëàäåé.

Â ìî¼ì äîêëàäå ÿ õîòåë ïîêàçàòü êàê äîïîëíèòü êîìáèíàòîðèêó ñòðàòèôèêàöèè Àíäðå äî
ïîëíîé êëàññèôèêàöèè êîïðèñîåäèí¼ííûõ îðáèòN : n∗ â òèïàõB4, C4, D4, à òàê æå êàê èç ñõî-
æèõ êîíñòðóêöèé ìîæíî ïîëó÷èòü îïèñàíèå îðáèò ìàêñèìàëüíîé è ïðåäìàêñèìàëüíîé ðàç-
ìåðíîñòè âî âñåõ êëàññè÷åñêèõ òèïàõ (ðàííåå ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí À.À.Êèðèëëîâûì
è À.Í.Ïàíîâûì äëÿ òèïà A). Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ì.Â.Èãíàòüåâûì,
êîòîðóþ ìû ñåé÷àñ ïèøåì.

À.Â.Ñåìåíîâ. Ãåîìåòðèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ òèïà EVI

Äëÿ èçó÷åíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ÷àñòî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâÿçàííûå ñ íåé ãåîìåòðè÷å-
ñêèå ñòðóêòóðû ñ äåéñòâèåì ãðóïïû íà íèõ. Äëÿ àíèçîòðîïíûõ ãðóïï ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
çàìêíóòûå ïîäãðóïïû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñòàáèëèçàòîðàìè íåêîòîðûõ èíâîëþöèé. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè è ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè îáúåêòàìè
èçó÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè. Âèíáåðãîì è Àöóÿìîé íåçàâèñèìî áûëî ïîñ÷èòàíî
÷èñëî ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äâå òî÷êè â îáùåì ïîëîæåíèè â ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ íàä áàçîâûì ïîëåì R, ïîñëå ÷åãî Àöóÿìà èññëåäîâàë òàêæå âîïðîñ ñïåöèàëüíîãî ïî-
ëîæåíèÿ äâóõ òî÷åê è ìíîãîîáðàçèÿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íèõ.

Ìû îáîáùèì ýòîò ðåçóëüòàò íà ïðîèçâîëüíîå ïîëå F õàðàêòåðèñòèêè íóëü â ñëó÷àå ïðî-
ñòðàíñòâà òèïà EVI, èñïîëüçóÿ ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèå è àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû.

Äëÿ ýòîãî ìû èññëåäóåì ïðîñòðàíñòâî E7/(D6 +A1) íàä áàçîâûì ïîëåì F è èñïîëüçóåì
ñëåäóþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ: â êà÷åñòâå êàê òî÷åê, òàê è ïðÿìûõ ìû èñïîëüçóåì
ìíîæåñòâà ïîäãðóïï òèïà A1 ñ èíäåêñîì Äûíêèíà, ðàâíûì åäèíèöå, â E7, è ìû áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü ïðàâèëî, ÷òî ïðÿìàÿ B1 èíöèäåíòíà òî÷êå B2 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè îíè
êîììóòèðóþò. Òîãäà íàø ðåçóëüòàò ñîñòîèò â äîñòèæåíèè ïîëíîé êëàññèôèêàöèè âîçìîæ-
íîñòåé äëÿ ìíîæåñòâà ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äâå òî÷êè, àíàëîãè÷íîé êëàññèôèêàöèè
Àöóÿìû.
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Ä.À.Òèìàøåâ. Î ãðóïïå êîìïîíåíò âåùåñòâåííîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû

Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, îïðåäåë¼ííàÿ íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë R. Ìíîæåñòâî å¼ êîìïëåêñíûõ òî÷åê G(C) åñòü ñâÿçíàÿ êîìïëåêñíàÿ ãðóïïà Ëè, à ìíî-
æåñòâî âåùåñòâåííûõ òî÷åê G(R) � âåùåñòâåííàÿ ãðóïïà Ëè, íî óæå íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíàÿ:
â êà÷åñòâå êîíòðïðèìåðà äîñòàòî÷íî âçÿòü GLn(R). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãðóïïà êîìïîíåíò ñâÿç-
íîñòè π0G(R) = G(R)/G(R)◦ (ãäå G(R)◦ � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà åäèíèöû) âñåãäà áóäåò ýëå-
ìåíòàðíîé àáåëåâîé 2-ãðóïïîé. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë âïåðâûå ïîëó÷åí Õ. Ìàöóìîòî â 1964 ã.
äëÿ ïîëóïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï. Îáîáùàÿ è óòî÷íÿÿ òåîðåìó Ìàöóìîòî, ìû ÿâíî âû-
÷èñëèì ãðóïïó π0G(R) äëÿ ïðîèçâîëüíîé (íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíîé) ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé
ãðóïïû, îñíîâûâàÿñü íà òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1 −→ π0G(R) −→ H1(R, π1G(C)) −→ H1(R, G̃),

ãäå π1G(C) �ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà, à G̃� óíèâåðñàëüíàÿ íàêðûâàþùàÿ ãðóïïû Ëè G(C),
è H1(R,−) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ïåðâûõ êîãîìîëîãèé ãðóïïû Ãàëóà Gal(C/R) ñ êîýôôèöè-
åíòàìè â äàííîé ãðóïïå. Îòâåò âûãëÿäèò îñîáåííî íàãëÿäíî â ñëó÷àÿõ, êîãäà G � ëèíåéíàÿ
àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà èëè àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå.

Ñ.Â.Ôåêëèñòîâ. Ãîëîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå â ãîëîìîðôíûõ ðàññëîåíèÿõ ñ (1, 0)-
êîìïàêòèôèöèðóåìûì ñëîåì

Ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ëåðå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óòâåðæäåíèå îá îáðàùåíèè
â íóëü ãðóïï êîãîìîëîãèé ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè ïó÷êà ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íà ïðî-
ñòðàíñòâå ãîëîìîðôíîãî ðàññëîåíèÿ. Îäíèì èç ïðèëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò îá óñòðàíå-
íèè êîìïàêòíûõ îñîáåííîñòåé ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå ãîëîìîðôíîãî ðàññëî-
åíèÿ ñ íåêîìïàêòíûì ñëîåì, èìåþùèì îäèí òîïîëîãè÷åñêèé êîíåö è äîïóñêàþùèé êîìïàê-
òèôèêàöèþ ñ íóëåâîé èððåãóëÿðíîñòüþ.

À.Â.Ôîíàð¼â. Îáîáùåííàÿ ãèïîòåçà Äóáðîâèíà

Èçâåñòíàÿ ãèïîòåçà, ïðèíàäëåæàùàÿ Áîðèñó Àíàòîëüåâè÷ó Äóáðîâèíó, óñòàíàâëèâàåò
ñâÿçü ìåæäó ñèìïëåêòè÷åñêîé è àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèåé ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ.
À èìåííî, ïðåäëàãàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîëóïðîñòîòû â îáùåé òî÷êå áîëü-
øèõ êâàíòîâûõ êîãîìîëîãèé â òåðìèíàõ ñòðîåíèÿ ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷-
êîâ. Â äîêëàäå áóäåò ðàññêàçàíî îá îáîáùåíèè ãèïîòåçû Äóáðîâèíà, ïðåäëîæåííûì Àëåê-
ñàíäðîì Êóçíåöîâûì è Ìàêñèìîì Ñìèðíîâûì, êîòîðîå èìååò äåëî ñ ìàëûìè êâàíòîâûìè
êîãîìîëîãèÿìè, è ðàçîáðàíû ïðèìåðû, â êîòîðûõ äàííóþ ãèïîòåçó óäàåòñÿ ïðîâåðèòü.

À.À.Øåâ÷åíêî. Êàñàòåëüíûå êîíóñû ê àôôèííûì ìíîãîîáðàçèÿì Øóáåðòà

Ïóñòü G � êîìïëåêñíàÿ ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, B � å¼ áîðåëåâñêàÿ ïîäãðóïïà,
G/B � ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàñàòåëüíûå êîíóñû ê ìíîãîîáðàçèÿì
Øóáåðòà â òî÷êå p = eB. Â 2011 ãîäó À.Í.Ïàíîâ âûäâèíóë ãèïîòåçó, ÷òî äëÿ èíâîëþöèé
â ãðóïïå Âåéëÿ êàñàòåëüíûå êîíóñû ðàçëè÷íû êàê ïîäñõåìû â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå
ê G/B â òî÷êå p. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ãèïîòåçó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ ãðóïï Âåéëÿ, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ íåïðèâîäèìûì ñèñòåìàì êîðíåé. Íà äàííûé ìîìåíò îíà äîêàçàíà äëÿ òèïîâ
An, Bn, Cn, F4, G2, à òàê æå äëÿ ÷àñòè èíâîëþöèé â îñòàâøèõñÿ òèïàõ. Â äîêëàäå áóäåò îáñóæ-
äàòüñÿ ðàñøèðåíèå ýòîé ãèïîòåçû íà àôôèííûå ãðóïïû Êàöà-Ìóäè. À òî÷íåå, ñëåäóþùàÿ
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ñèòóàöèÿ. Ïóñòü W � ãðóïïà Âåéëÿ òèïà Ãn, G̃ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ãðóïïà Êàöà-Ìóäè,
B̃ � å¼ áîðåëåâñêàÿ ïîäãðóïïà, G̃/B̃ � ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ. Àíàëîãè÷íî ðåäóêòèâíîìó ñëó-
÷àþ îïðåäåëÿþòñÿ àôôèííûå ìíîãîîáðàçèÿ Øóáåðòà è ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàêóþ æå
ãèïîòåçó.
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4 Ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ

Í.Â.Àáðîñèìîâ. Îá îáúåìå ãèïåðáîëè÷åñêîãî òåòðàýäðà

Â äîêëàäå áóäåò äàí îáçîð ïîñëåäíèõ ðåçóëüòàòîâ ïî íàõîæäåíèþ òî÷íûõ ôîðìóë äëÿ
âû÷èñëåíèÿ îáúåìîâ ãèïåðáîëè÷åñêèõ òåòðàýäðîâ. Áóäóò ïðåäñòàâëåíû ôîðìóëû äëÿ ãè-
ïåðáîëè÷åñêèõ òåòðàýäðîâ îáùåãî âèäà è ñïåöèàëüíûõ âèäîâ: èäåàëüíûõ, áèîðòîãîíàëüíûõ,
3-îðòîãîíàëüíûõ è äðóãèõ.

Â ÷àñòíîñòè, áóäåò ðàññìîòðåíî 4-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òåòðàýäðîâ, ó êîòîðûõ îä-
íî ðåáðî îðòîãîíàëüíî ãðàíè. Äëÿ íèõ áóäóò óñòàíîâëåíû ôîðìóëû, âûðàæàþùèå ãèïåðáî-
ëè÷åñêèé îáúåì è îáúåì, íîðìàëèçîâàííûé ïî ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè, à òàêæå ïîêàçàíî èõ
àññèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå.

È.Ñ.Àëåêñååâ. Ìåðû ñëîæíîñòè è ìíîãî÷ëåí HOMFLY-PT óçëîâ

Ìû èññëåäóåì êëàññè÷åñêóþ ñëîæíîñòü óçëîâ è çàöåïëåíèé ïî íàèìåíüøåìó ÷èñëó ïåðå-
êð¼ñòêîâ. Îäèí èç ïîäõîäîâ ê å¼ âû÷èñëåíèþ ïðåäïîëàãàåò îáðàùåíèå ê ïîëèíîìèàëüíûì èí-
âàðèàíòàì óçëîâ, à èìåííî, ê íåðàâåíñòâàì Ìîðòîíà�Ôðýíêñà�Óèëüÿìñà, êîòîðûå ñâÿçûâàþò
êîëè÷åñòâî ïåðåêð¼ñòêîâ äèàãðàìì çàöåïëåíèÿ ñ øèðèíîé åãî ìíîãî÷ëåíà HOMFLY-PT. È
õîòÿ ýòîò ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ çàöåïëåíèé
ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè äîñòèãàþòñÿ è ïðåäîñòàâëÿþò íàãëÿäíûå êðèòåðèè ìèíèìàëüíîñòè
äèàãðàìì. Äîêëàä ïîñâÿùåí îáçîðó íåäàâíèõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè.

B. Ã.Áàðäàêîâ. Ïðîèçâåäåíèå êâàíäëîâûõ ñòðóêòóð.

Êâàíäë � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ îäíîé áèíàðíîé îïåðàöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé òðåì
àêñèîìàì, ñîîòâåòñòâóþùèì òðåì äâèæåíèÿì Ðåéäåìåéñòåðà äèàãðàìì çàöåïëåíèé â 3-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Êâàíäëû áûëè ââåäåíû íåçàâèñèìî Ñ.Â.Ìàòâååâûì è Ä.Äæîéñîì
äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòîâ óçëîâ è çàöåïëåíèé.

Â äîêëàäå áóäåò ââåäåíî ïðîèçâåäåíèå êâàíäëîâûõ ñòðóêòóð, îïðåäåëåííûõ íà îäíîì ìíî-
æåñòâå, áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýòî ïðîèçâåäåíèå çàäàåò êâàíäë. Äàëåå
áóäóò ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå êâàíäëîâûõ ñòðóêòóð îáðàçóåò ãðóïïó, è óñòàíîâëåíî, ÷òî
ýòà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé.

Ýòî ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà ñ Ä.À.Ôåäîñååâûì.

Ã.Â.Áåëîçåðîâ. Áèëëèàðäû ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà íà íåêîòîðûõ òðåõìåðíûõ ñòî-
ëàõ, îãðàíè÷åííûõ ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè

Ïóñòü D ⊂ R3 � êîìïàêòíàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîôîêóñíûõ êâàä-
ðèê è èìåþùàÿ äâóãðàííûå óãëû èçëîìà íà ãðàíèöå, ðàâíûå π/2. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ
äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó: ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà (øàð) åäèíè÷íîé ìàññû äâèæåòñÿ âíóòðè D ïîä
äåéñòâèåì ñèëû óïðóãîñòè (çàêîí Ãóêà), îòðàæàÿñü îò ∂D àáñîëþòíî óïðóãî. Òàêàÿ ñèñòå-
ìà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ ñèñòåìîé â êóñî÷íî-ãëàäêîì ñìûñëå. Îäèí èç åå
ïåðâûõ èíòåãðàëîâ � ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ. Åùå äâà ïåðâûõ èíòåãðàëà F1 è F2,
ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ñ H, ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Â.Â. Êîçëîâà, èñïîëüçóÿ
äîïîëíèòåëüíûå ïåðâûå èíòåãðàëû I1, I2 çàäà÷è áåç ïîòåíöèàëà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè
H, F1 è F2 íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñêîáêè Ïóàññîíà.
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Â äîêëàäå áóäóò ðàññìîòðåíû áèëëèàðäû ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà âíóòðè äâóõ òðåõìåðíûõ
ñîôîêóñíûõ ñòîëîâ. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ñòîëîâ ïîñòðîåíû áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû
ñîîòâåòñòâóþùèõ áèëëèàðäîâ, îïèñàíû ïðîîáðàçû ìàëûõ îêðåñòíîñòåé ñëîåâ ñëîåíèÿ Ëè-
óâèëëÿ, à òàêæå îïðåäåëåíû êëàññû ãîìåîìîðôíîñòè èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ
íåáèôóðêàöèîííûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè.

Â.Â.Âåäþøêèíà, À.Ò.Ôîìåíêî, Ýâîëþöèîííûå áèëëèàðäû êàê ñïîñîá ðåàëèçà-
öèè èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ Ýéëåðà è Ëàãðàíæà.

Àêàäåìèêîì À.Ò.Ôîìåíêî áûë îòêðûò íîâûé êëàññ èíòåãðèðóåìûõ áèëëèàðäîâ, à èìåí-
íî, ýâîëþöèîííûå áèëëèàðäû. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áèëëèàðäû, ïîëîæåíèå ñòåíîê êîòî-
ðûõ çàâèñèò îò ýíåðãèè áèëëèàðäíîé ÷àñòèöû, ò.å. ÷åì áîëüøå ñêîðîñòü, òåì áîëüøå îáëàñòü,
â êîòîðóþ ïðè äâèæåíèè ìîæåò ïîïàñòü áèëëèàðäíûé øàð. Êàê îêàçàëîñü, ñ ïîìîùüþ íîâîãî
êëàññà áèëëèàðäîâ óäàåòñÿ ïðîìîäåëèðîâàòü ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ ñðàçó íà íåñêîëüêèõ èçîýíåð-
ãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçíûõ îáëàñòåé ýíåðãèè � íàïðèìåð, â èçâåñòíûõ èíòåãðèðóåìûõ
ñëó÷àåâ Ýéëåðà è Ëàãðàíæà è èíòåãðèðóåìûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîñòî-
ÿííîé ýíåðãèè ñ èíòåãðàëîì ìàëîé ñòåïåíè.

À.Õ. Ãàëñòÿí. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Ôåðìà�Øòåéíåðà â ãèïåðïðî-
ñòðàíñòâàõ íàä êîíå÷íîìåðíûìè íîðìèðîâàííûìè ïðîñòðàíñòâàìè

Ïðîáëåìà Ôåðìà�Øòåéíåðà ñîñòîèò â ïîèñêå âñåõ òî÷åê ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Y
òàêèõ, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò êàæäîé èç íèõ äî òî÷åê èç íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî
êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà A = {A1, . . . , An} ïðîñòðàíñòâà Y ìèíèìàëüíà. Ìíîæåñòâî A â òà-
êîì ñëó÷àå íàçûâàþò ãðàíèöåé, à âñå Ai � ãðàíè÷íûìè ìíîæåñòâàìè. Ìû ðàññìàòðèâàåì
ýòó ïðîáëåìó â ñëó÷àå, êîãäà Y � ýòî ïðîñòðàíñòâî íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ êî-
íå÷íîìåðíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X, íàäåë¼ííîå ìåòðèêîé Õàóñäîðôà, òî åñòü Y
ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïðîñòðàíñòâîì íàä X. Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ óñòîé÷èâîñòè ðåøå-
íèÿ ïðîáëåìû Ôåðìà�Øòåéíåðà ïðè ïåðåõîäå îò ãðàíèöû èç êîíå÷íûõ êîìïàêòîâ ê ãðàíèöå,
ñîñòîÿùåé èç èõ âûïóêëûõ îáîëî÷åê. Ïîä óñòîé÷èâîñòüþ èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê
âûïóêëûì îáîëî÷êàì ãðàíè÷íûõ êîìïàêòîâ ìèíèìóì ñóììû ðàññòîÿíèé íå èçìåíèòñÿ.

Ä.Â. Ãóãíèí. Ëþáàÿ íàäñòðîéêà è ëþáàÿ ãîìîëîãè÷åñêàÿ ñôåðà ÿâëÿþòñÿ 2H-
ïðîñòðàíñòâàìè

Â äîêëàäå áóäåò ðàññêàçàíî îá îáîáùåíèè êëàññè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ H-ïðîñòðàíñòâà.
À èìåííî, ëèíåéíî ñâÿçíîå õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ nH-
ïðîñòðàíñòâîì, n > 1, åñëè îíî äîïóñêàåò n-çíà÷íîå óìíîæåíèå ñ åäèíèöåé, òî åñòü ñóùåñòâó-
åò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå µ : X ×X → SymnX ñî ñâîéñòâîì µ(x, e) = µ(e, x) = [x, x, . . . , x]
äëÿ âñåõ x ∈ X. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îäíîñâÿçíûé êîíå÷íûé CW êîìïëåêñ X ðàçìåðíîñòè d
äîïóñêàåò ñòðóêòóðó nH-ïðîñòðàíñòâà äëÿ ëþáîãî n ≥ d. Áóäóò ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå
äâà íåäàâíèõ ðåçóëüòàòà äîêëàä÷èêà: (1) íàäñòðîéêà íàä ëþáûì ñâÿçíûì êîíå÷íûì èëè ñ÷åò-
íûì ïîëèýäðîì ÿâëÿåòñÿ 2H-ïðîñòðàíñòâîì; (2) ëþáàÿ ñãëàæèâàåìàÿ ãîìîëîãè÷åñêàÿ ñôåðà
ÿâëÿåòñÿ 2H-ïðîñòðàíñòâîì.
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Ä.À.Äðîçäîâ. Î ïðåðåñå÷åíèÿõ ôðàêòàëüíûõ êóáîâ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü D = {d1, . . . , dr} ⊂ {0, 1, . . . , n − 1}k, ãäå n ≥ 2, à 1 < #D < nk.
Ôðàêòàëüíûì k-êóáîì ïîðÿäêà n ñ ìíîæåñòâîì åäèíèö D íàçûâàþò êîìïàêòíîå ìíîæå-

ñòâî K ⊂ Rk, óäîâëåòâîðÿþùåå K =
K +D

n
.

Ïóñòü P = [0, 1]k, òîãäà ëþáîé ôðàêòàëüíûé k-êóá ñîäåðæèòñÿ â P .
Îïðåäåëèì ãðàíè êóáà P . Ïóñòü α ∈ A = {−1, 0, 1}k, òîãäà Pα = P ∩ (P + α) åñòü α-ãðàíü

êóáà P . Ðàçìåðíîñòü òàêîé α-ãðàíè åñòü dim(Pα) = k −
∑k

i=1 |αi|.
Ïóñòü α, β ∈ A, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî β ïîä÷èíåíî α (îáîçíà÷èì ÷åðåç β A α), åñëè äëÿ

ëþáîãî i = 1, . . . , k íåðàâåíñòâî αi 6= 0 âëå÷¼ò αi = βi.
Äëÿ ôðàêòàëüíîãî k-êóáà K ìû îïðåäåëèì åãî ãðàíè Kα êàê Kα = K ∩ Pα. Ãðàíè ôðàê-

òàëüíîãî êóáà åñòü ôðàêòàëüíûå êóáû.

Ïóñòü K1 =
D1 +K1

n
è K2 =

D2 +K2

n
� ôðàêòàëüíûå k êóáû. Ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùóþ

òåîðåìó î ïåðåñå÷åíèè ôðàêòàëüíûõ êóáîâ:
Òåîðåìà. Ñåìåéñòâî {Fα, α ∈ A} ïåðåñå÷åíèé Fα = K1∩(K2+α) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå

óðàâíåíèé Fα =
⋃
βwα

Tαβ(Fβ), α ∈ A, ãäå äëÿ ëþáîãî β w α, Tαβ(Fβ) = 1
n
(Fβ + Gαβ) è

Gαβ = D1 ∩ (D2 + nα− β).
Ïðåäëîæåíèå. Fα = ∅ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî β w α è ëþáîé êîíå÷íîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α = α0 @ α1 @ . . . @ αp = β ïðîèçâåäåíèå #Gα0α1 ·#Gα1α2 . . .#Gαp−1αp ·
#Gβ ðàâíî íóëþ.

Ìû äîêàçàëè òåîðåìû î ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà F0 è î ïðèçíàêå áåñêîíå÷íîé ìåðû ýòîãî
ìíîæåñòâà:

Òåîðåìà. Åñëè F0 6= ∅, òî ðàçìåðíîñòü dim(F0) = lognm, ãäå m = max{#Gα, α ∈ A :
äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0 @ α1 @ . . . @ αp−1 @ α ïðîèçâåäåíèå #G0α1 ·#Gα1α2 · . . . ·

#Gαp−1α ·#Gα 6= 0}.
Òåîðåìà. Ïóñòü #G0 = #Gβ è logn #G0 = s. Åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 @ α1 @ . . . @ αp−1 @ β òàêàÿ, ÷òî #G0α1 ·#Gα1α2 · . . . ·#Gαp−1β ≥ 1, òî Hs(F0) =∞.

À.À.Åãîðîâ. Âåðõíèå îöåíêè îáúåìîâ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîãîãðàííèêîâ

Ã.Áåëëåòòè ïîêàçàë, ÷òî îáúåì ïðîèçâîëüíîãî îáîáùåííîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíîãîãðàí-
íèêà P ìåíüøå îáúåìà èäåàëüíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíîãîãðàííèêà, 1-
ñêåëåò êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ìåäèàëüíûì ãðàôîì 1-ñêåëåòà P . Ìû ïîãîâîðèì î âåðõíèõ îöåíêàõ
îáúåìîâ îáîáùåííûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîãîãðàííèêîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïî-
ìîùüþ äàííîãî ðåçóëüòàòà.

Äîêëàä ïîäãîòîâëåí ïðè ïîääåðæêå Ìàòåìàòè÷åñêîãî Öåíòðà â Àêàäåìãîðîäêå, ñîãëàøå-
íèå ñ Ìèíèñòåðñòâîì íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè � 075-15-2022-282.

Ñ.Ä.Èëèàäèñ, Þ.Â.Ñàäîâíè÷èé. Ðàçìåðíîñòü, ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ è óíè-
âåðñàëüíîñòü

Â äîêëàäå áóäóò ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ.
Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ëþáîãî ñåïàðàáåëüíîãî ìåòðèçóåìîãî ïðîñòðàíñòâà Y è ëþáûõ ñ÷åò-
íûõ îðäèíàëîâ α è β â íåïóñòîì êëàññå âñåõ ñåïàðàáåëüíûõ ìåòðèçóåìûõ ïðîñòðàíñòâ X,
äëÿ êîòîðûõ ind(X) = α è ind(Y ×X) = β ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíûé ýëåìåíò.
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Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ ëþáîãî âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ïðîñòðàíñòâà Y è ëþáûõ îðäèíàëîâ α
è β â íåïóñòîì êëàññå âñåõ âïîëíå ðåãóëÿðíûõ ïðîñòðàíñòâ X, äëÿ êîòîðûõ ind(X) = α è
ind(Y ×X) = β ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíûé ýëåìåíò.

Â.À.Êèáêàëî. Íåêîìïàêòíûå ñëîåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì â ïñåâäî-åâêëèäîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ

Òåîðèÿ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì â êîìïàêòíîì ñëó÷àå áûëà
ïîñòðîåíà â ðàáîòàõ À.Ò.Ôîìåíêî è åãî íàó÷íîé øêîëû. Âàæíûì êëàññîì ñèñòåì, â ïðèìå-
íåíèè ê êîòîðîìó äàííàÿ òåîðèÿ ïîêàçàëà ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü (ïîçâîëèâ îáíàðóæèòü íîâûå
ñëó÷àè ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçíûõ ñèñòåì) îêàçàëèñü èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû äèíàìèêè òâåð-
äîãî òåëà è èíòåãðèðóåìûå áèëëèàðäû. Êàê îêàçàëîñü, ïðè ïîìîùè äèñêðåòíûõ èíâàðèàíòîâ
ìîæíî ñðàâíèâàòü òàêèå ñèñòåìû ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëîéíîé ãîìåîìîðôíîñòè èõ ñëîåíèé Ëè-
óâèëëÿ. Ïî÷òè âñå èõ ñëîè, îòìåòèì, ÿâëÿþòñÿ çàìûêàíèÿìè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû.

Â íàøåì äîêëàäå ìû ðàññêàæåì î òîì, êàê áîëåå øèðîêèé êëàññ ñëîåíèé, èìåþùèé
íåêîìïàêòíûå ñëîè è íåêðèòè÷åñêèå áèôóðêàöèè, âîçíèêàåò â ïñåâäî-åâêëèäîâûõ àíàëîãàõ
èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì äèíàìèêè, â ÷àñòíîñòè, àíàëîãàõ âîë÷êîâ Ýéëåðà, Ëàãðàíæà è Êî-
âàëåâñêîé. Áóäåò ðàññêàçàíî îá îñîáåííîñòÿõ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ ýòèõ ñèñòåì, ïîñòðîåííûõ
áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàììàõ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ è ïî-
ëó÷åííûõ êðèòåðèÿõ êîìïàêòíîñòè ñîâìåñòíûõ óðîâíåé ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

È.Ô.Êîáöåâ. Ìàãíèòíûå ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè íà äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ
âðàùåíèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, îïèñûâàþùàÿ äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî
äâóìåðíîìó ðèìàíîâó ìíîãîîáðàçèþ M , íà êîòîðîì îïðåäåëåíî äåéñòâèå ãðóïïû S1 èçîìåò-
ðèÿìè (áóäóò èçó÷àòüñÿ êîíêðåòíûå ñëó÷àè M ≈ S2 è M ≈ RP 2). Òàêàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ
íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè, îíà ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé.

Äîáàâèâ ê ñòàíäàðòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðå d(pdq) çàìêíóòóþ 2-ôîðìó íà êîí-
ôèãóðàöèîííîì ìíîãîîáðàçèè (ëîêàëüíî ýòî ðàâíîñèëüíî äîáàâëåíèþ ê ãàìèëüòîíèàíó ëè-
íåéíûõ ïî îáîáùåííûì èìïóëüñàì ñëàãàåìûõ), ïîëó÷èì íîâóþ ïîñòàíîâêó, êîòîðóþ áóäåì
íàçûâàòü ìàãíèòíûì ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì (ëèíåéíûå ïî èìïóëüñàì ñëàãàåìûå åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì ïîÿâëÿþòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè äâèæåíèé çàðÿæåííîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â
ìàãíèòíîì ïîëå). Ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ñèñòåìà îñòàåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé è, áîëåå òîãî,
ñòàíîâèòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ (åñëè ïîòðåáîâàòü S1-èíâàðèàíòíîñòü íàëî-
æåííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ).

Âîçíèêàåò âîïðîñ îá èññëåäîâàíèè òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ (ò.å. ëàãðàí-
æåâà ñëîåíèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè) ýòîé çàäà÷è.

Â ðàìêàõ äîêëàäà áóäóò èçëîæåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííîé ðàáîòû:

• ïîñòðîåíû áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû;

• îïèñàíû îñîáåííîñòè ðàíãîâ 0 è 1 (êàê íåâûðîæäåííûå, òàê è âûðîæäåííûå; â ÷àñò-
íîñòè, áûëè îáíàðóæåíû áèôóðêàöèè òèïà ¾pitch-fork¿, íå ñâÿçàííûå ñ êàêèìè-ëèáî
ñèììåòðèÿìè â ñèñòåìå);

• íàéäåíû èíâàðèàíòû ãðóáîé è òîíêîé ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè;
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• â çàäà÷àõ äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà âûÿâëåíî íåñêîëüêî èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, ëèóâèë-
ëåâî ýêâèâàëåíòíûõ äàííîé ñèñòåìå íà åå íåîñîáûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

À.Â.Êîñòèí. Îáîáùåíèÿ çàäà÷è î òåíè è ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû

Çàäà÷à î òåíè ïîñòàâëåíà Ã.Õóäàéáåðãàíîâûì â 1982 ã. â ñëåäóþùåé ôîðìóëèðîâêå: êà-
êîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàðîâ ñ öåíòðàìè íà åäèíè÷íîé ñôåðå åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà è ðàäèóñàìè, ìåíüøèìè åäèíèöû, äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ëþáàÿ ïðÿìàÿ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð ñôåðû, ïåðåñåêàëàñü õîòÿ áû ñ îäíèì èõ ýòèõ øàðîâ. Ðåøåíèå ýòîé
çàäà÷è â ðàçìåðíîñòÿõ, áîëüøèõ äâóõ, ïîëó÷åíî â 2015 ã. Þ.Á. Çåëèíñêèì, È.Þ.Âûãîâñêîé
è Ì.Ñ.Ñòåôàí÷óê. Çàäà÷à î òåíè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòûì ñëó÷àåì çàäà÷è î ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè
îáîáù¼ííî-âûïóêëîé îáîëî÷êå ìíîæåñòâ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è òàêîãî ðîäà â
ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî. Ñ çàäà÷åé î ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè îáîáù¼ííî-âûïóêëîé îáî-
ëî÷êå îðèøàðîâ êîñâåííî îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàííîé çàäà÷à î âëîæåíèè â åâêëèäîâî ïðîñòðàí-
ñòâî ïñåâäîñôåðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ, íàéäåííûõ Ô.Ìèíäèíãîì. Âñå òðè òèïà
ïñåâäîñôåðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ ïîëó÷àþò îáùåå èñòîëêîâàíèå â ïðîñòðàíñòâå
Ëîáà÷åâñêîãî, ñâÿçàííîå ñ êàñàòåëüíûìè êîíóñàìè ê îðèñôåðàì.

Ò.À.Êîçëîâñêàÿ. Ïîäãðóïïû ðîìàøêîâîãî òèïà è ãðóïïà ñèíãóëÿðíûõ êîñ

Â ðàáîòå áóäåò ïðåäñòàâëåíà êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ è îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíî-
øåíèé ãðóïïû ñèíãóëÿðíûõ êðàøåíûõ êîñ SPn, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû ñèíãó-
ëÿðíûõ êîñ SBn. Èñïîëüçóÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå, áóäåò äîêàçàíî, ÷òî öåíòð ãðóïïû SPn âû-
äåëÿåòñÿ â íåé ïðÿìûì ìíîæèòåëåì. Êðîìå òîãî, áóäóò ïîñòðîåíû ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ
è ïðåäñòàâëåíèå àâòîìîðôèçìàìè ñâîáîäíîé ãðóïïû Fn ãðóïïû SBn. Òàêæå ìû îïðåäåëèì
ïîäãðóïïû ðîìàøêîâîãî òèïà è äîêàæåì, ÷òî ãðóïïà SPn, n ≥ 5, ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ðîìàø-
êîâîãî òèïà.

È.Þ.Ëèìîí÷åíêî. Î ïîëèýäðàëüíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ, ãîìîëîãèè ïåòåëü êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè àëãåáðàìè

Â 1950-õ ãîäàõ Æ.-Ï. Ñåðð äîêàçàë, ÷òî ðÿä Ïóàíêàðå êîììóòàòèâíîãî ëîêàëüíîãî íåòå-
ðîâà êîëüöà îðãàíè÷åí îïðåäåëåííîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé, çàâèñÿùåé îò ÷èñåë Áåòòè
êîìïëåêñà Êîøóëÿ è ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà îáðàçóþùèõ â ìàêñèìàëüíîì èäåàëå. Â 1962 ãîäó
Å.Ñ.Ãîëîä ïîêàçàë, ÷òî íåðàâåíñòâî Ñåððà ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà óìíîæåíèå è âñå ïðîèçâåäåíèÿ Ìàññè â ãîìîëîãèÿõ Êîøóëÿ ëîêàëüíîãî êîëüöà ÿâëÿþòñÿ
òðèâèàëüíûìè; òàêîå ëîêàëüíîå êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîëüöîì Ãîëîäà. Äæ.Áàêåëèí äîêàçàë â
1982 ãîäó, ÷òî ðÿäû Ïóàíêàðå ìîíîìèàëüíûõ êîëåö ðàöèîíàëüíû; ñðåäè ìîíîìèàëüíûõ êîëåö
åñòü õîðîøî èçâåñòíûé êëàññ êîëåö Ñòåíëè�Ðåéñíåðà (èëè êîëåö ãðàíåé) ñèìïëèöèàëüíûõ
êîìïëåêñîâ.

Â ýòîì äîêëàäå ìû îáñóäèì, êàê òîðè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ ïîçâîëÿåò íàì óñòàíàâëèâàòü êîì-
áèíàòîðíûå, àëãåáðàè÷åñêèå è òîïîëîãè÷åñêèå óñëîâèÿ, ýêâèâàëåíòíûå ãîëîäîâîñòè è ìèíè-
ìàëüíîé íåãîëîäîâîñòè êîëüöà ãðàíåé ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà íàä ëþáûì ïîëåì. Ìû
îïèøåì ýòè äâà êëàññà êîëåö Ñòåíëè�Ðåéñíåðà â òåðìèíàõ èõ ðÿäîâ Ïóàíêàðå, ãîìîëîãèé
Êîøóëÿ è ñòðóêòóðû àëãåáðû Ëè íà ãîìîëîãèÿõ ïåòåëü ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîìåíò-óãîë êîì-
ïëåêñîâ. Ìû óâèäèì, êàê òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ ñ äåéñòâèåì êîìïàêòíîãî òîðà ïîçâîëÿåò íàì
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ïîëó÷àòü òîïîëîãè÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðÿäîâ Ïóàíêàðå è ãîìîëî-
ãèé Êîøóëÿ êîëåö Ñòåíëè�Ðåéñíåðà, à òàêæå íîâûå ðåçóëüòàòû.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ò.Å.Ïàíîâûì.

À.Å.Ëèïèí. Îá óïëîòíåíèè ìåòðèçóåìûõ ïðîñòðàíñòâ íà σ-êîìïàêòíûå

Â 1949 ãîäó È.Ë.Ðàóõâàðãåð äîêàçàëà, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ìåòðè÷åñêîãî êîìïàêòà X è ëþ-
áîãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà H ⊆ X ñóùåñòâóåò óïëîòíåíèå (ò.å. íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ) ïîä-
ïðîñòðàíñòâà X \ H íà ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò. Èçâåñòíî, ÷òî îãðàíè÷åíèå íà ìîùíîñòü H
çäåñü ñóùåñòâåííî: â 1977 ãîäó Å. Ã.Ïûòêååâ äîêàçàë, ÷òî âñÿêîå ìåòðè÷åñêîå ñåïàðàáåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî ìîùíîñòè c ìîæíî ðàçáèòü íà äâà êîíòèíóàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà, êàæäîå èç
êîòîðûõ íå óïëîòíèìî íà ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Â 2022 ãîäó Â.È.Áåëóãèí, À.Â.Îñèïîâ è Å. Ã.Ïûòêååâ â ðàáîòå �Î ñâîéñòâàõ ïîäêëàññîâ
ñëàáî äèàäè÷åñêèõ êîìïàêòîâ� ïîñòàâèëè âîïðîñ, ìîæíî ëè óñèëèòü òåîðåìó Ðàóõâàðãåð,
îñëàáèâ óñëîâèå ñ÷åòíîñòè H äî óñëîâèÿ |H| ≤ κ äëÿ êàêîãî-íèáóäü êàðäèíàëà κ, ïðîìåæó-
òî÷íîãî ìåæäó ℵ0 è c. Ìû ïðåäñòàâëÿåì óòâåðæäåíèå, èç êîòîðîãî ñëåäóåò îòðèöàòåëüíûé
îòâåò.

Òåîðåìà. Ïóñòü X � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è äëÿ ìíîæåñòâà H ⊆ X
âûïîëíÿåòñÿ w(X) < |H| < c. Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî X \ H íåâîçìîæíî óïëîòíèòü íà
σ-êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî.

Çäåñü w(X) îáîçíà÷àåòñÿ âåñ ïðîñòðàíñòâà X. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìåòðè÷åñêèõ êîìïàêòîâ
ïîëó÷àåòñÿ

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � íåñ÷åòíûé ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò è äëÿ ìíîæåñòâà H ⊆ X
âûïîëíÿåòñÿ ℵ0 < |H| < c. Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî X \ H íåâîçìîæíî óïëîòíèòü íà σ-
êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî (è, ñëåäîâàòåëüíî, íà êîìïàêò).

Ì.Ñ.Íåíàøåâà. Î ÷èñëå êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè â ëîêóñàõ Ïðèìà äëÿ ïëîñêèõ ïî-
âåðõíîñòåé ðîäà 5

Ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ íàçûâàþò ãëàäêóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü ñ çàäàííûì íà íåé ãî-
ëîìîðôíûì äèôôåðåíöèàëîì. Ïðîñòðàíñòâî ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòåé ðîäà g äîïóñêàåò åñòå-
ñòâåííîå äåéñòâèå ãðóïïû GL2(R). Èçó÷åíèå îðáèò ýòîãî äåéñòâèÿ è èõ çàìûêàíèé ïðèâëåêëî
èíòåðåñ øèðîêîãî êðóãà èññëåäîâàòåëåé â ïîñëåäíèå íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé. Â 2000-x ãîäàõ
Ê.ÌàêÌþëëåí îïèñàë áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî îðáèò äëÿ ïîâåðõíîñòåé ðîäà 2, ÷üè çàìûêàíèÿ
ÿâëÿþòñÿ àôèííûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè ðàíãà îäèí. Èçâåñòíûìè ïðèìåðàìè òàêèõ ìíîãî-
îáðàçèé â ïðîñòðàíñòâàõ ñòàðøèõ ðîäîâ ÿâëÿþòñÿ ëîêóñû Ïðèìà, ïðåäñòàâëÿþùèå îáúåäè-
íåíèÿ çàìûêàíèé îðáèò äåéñòâèÿ GL2(R). Îíè ñóùåñòâóþò äëÿ ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòåé ðîäà
íå âûøå 5.

Äàííûé äîêëàä ïîñâÿùåí çàäà÷å î ïîäñ÷åòå ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè â ëîêóñàõ Ïðèìà
äëÿ ïîâåðõíîñòåé ñòàðøåãî âîçìîæíîãî ðîäà. Íàøè ðåçóëüòàòû ïðîäîëæàþò ñåðèþ ðàáîò
äëÿ ìëàäøèõ ðîäîâ Ê.ÌàêÌàëëåíà, Ý.Ëàííî, Ä.Íãóåíà.
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Ä.Ä.Íèãîìåäüÿíîâ. Áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ êîìïàêòíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ 3-
ìíîãîîáðàçèé ñ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì êðàåì è êàñïàìè è èõ ìèíèìàëüíûå
òðèàíãóëÿöèè.

Òðèàíãóëÿöèîííàÿ ñëîæíîñòü c∆(M) êîìïàêòíîãî ñâÿçíîãî 3-ìíîãîîáðàçèÿ M ñ íåïó-
ñòûì êðàåì ðàâíà íàèìåíüøåìó ÷èñëó òåòðàýäðîâ ñðåäè âñåõ èäåàëüíûõ òðèàíãóëÿöèé M .
Äîêëàä÷èêîì ñîâìåñòíî ñ Å.À.Ôîìèíûõ áûëà ïîëó÷åíà íîâàÿ íèæíÿÿ îöåíêà íà òðèàíãó-
ëÿöèîííóþ ñëîæíîñòü: c∆(M) > β1(M,Z2). Äîêëàä áóäåò ïîñâÿù¼í êëàññó ìíîãîîáðàçèé, íà
êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè. Êîíêðåòíåå, ìû îáñóäèì âîïðîñ íàëè÷èÿ
ìíîãîîáðàçèé èç äàííîãî êëàññà ñ çàäàííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, òàêèìè êàê êðàé è ãðóïïû
ãîìîëîãèé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé
Ôåäåðàöèè, ñîãëàøåíèå � 075�15�2022�287.

Ñ.Ñ.Íèêîëàåíêî. Òîïîëîãèÿ àëãåáðàè÷åñêè ðàçäåëèìûõ ñèñòåì

Îäíèì èç ìåòîäîâ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ðåøåíèé âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ
ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå òîïîëîãèè å¼ ëèóâèëëåâà ñëîåíèÿ, òî åñòü ñëîå-
íèÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà ñîâìåñòíûå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ñèñòåìû
(ðåãóëÿðíûå òîðû Ëèóâèëëÿ è îñîáûå ñëîè). À.Ò.Ôîìåíêî è åãî øêîëîé ïîñòðîåíà òåîðèÿ
òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ êî-
òîðîé ÿâëÿåòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå òîïîëîãèè ëèóâèëëåâà ñëîåíèÿ íà 3-ìåðíîì èíâàðèàíòíîì
ïîäìíîãîîáðàçèè íåâûðîæäåííîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ñîîò-
âåòñòâóþùèé êëàññèôèöèðóþùèé èíâàðèàíò, íàçûâàåìûé ìå÷åíîé ìîëåêóëîé, èëè èíâàðè-
àíòîì Ôîìåíêî�Öèøàíãà, èìååò ñòðóêòóðó ãðàôà ñ ÷èñëîâûìè ìåòêàìè. Ð¼áðàì ýòîãî ãðà-
ôà îòâå÷àþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â, à âåðøèíàì � áèôóðêàöèè
ñëîåíèÿ, òàê íàçûâàåìûå àòîìû. Ïîèñê ýòîãî èíâàðèàíòà äëÿ êîíêðåòíîé èíòåãðèðóåìîé ñè-
ñòåìû ìîæåò îêàçàòüñÿ âåñüìà íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé, îäíàêî â ðÿäå ñëó÷àåâ îí ìîæåò áûòü
âûïîëíåí àëãîðèòìè÷åñêè. Îäíèì èç òàêèõ ñëó÷àåâ ÿâëÿåòñÿ êëàññ àëãåáðàè÷åñêè ðàçäåëè-
ìûõ ñèñòåì. Àëãåáðàè÷åñêîå ðàçäåëåíèå, êàê ïðàâèëî, îçíà÷àåò, ÷òî ãàìèëüòîíîâû óðàâíå-
íèÿ íà êàæäîì ñëîå ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé Àáåëÿ, à ôàçîâûå ïåðåìåííûå íåêîòîðûì
¾õîðîøèì¿ îáðàçîì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïåðåìåííûå ðàçäåëåíèÿ (êàê ðàöèîíàëüíûå ôóíê-
öèè îò ðàäèêàëîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà). Â ïðîäîëæåíèå ðàáîò Ì.Ï.Õàðëàìîâà, Î.Å.Îð¼ë è
äðóãèõ àâòîðîâ ïîñòðîåí àëãîðèòì òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè àëãåáðàè÷åñêè ðàçäåëè-
ìûõ ñèñòåì. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç ýòîãî àëãîðèòìà ïîëó÷åí ïîëíûé ñïèñîê ïðîñòåéøèõ
áèôóðêàöèé (àòîìîâ), êîòîðûå ìîãóò âîçíèêàòü â òàêèõ ñèñòåìàõ.

Ã.Ì.Ïîëîòîâñêèé. Òîïîëîãèÿ ðàñïàäàþùèõñÿ âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
êðèâûõ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îòíîñÿùàÿñÿ ïî òåìàòèêå ê ïåðâîé ÷àñòè 16-é ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà çà-
äà÷à èçîòîïè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïëîñêèõ âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ, ðàñïà-
äàþùèõñÿ íà íåñêîëüêî íåïðèâîäèìûõ ñîìíîæèòåëåé. Äà¼òñÿ îáçîð ïîëó÷åííûõ â ïîñëåäíèå
òðè ãîäà àâòîðîì è åãî ó÷åíèêàìè ðåçóëüòàòîâ î êðèâûõ ñòåïåíè 7, ðàñïàäàþùèõñÿ íà òðè
ñîìíîæèòåëÿ, è î êðèâûõ ñòåïåíè 8, ðàñïàäàþùèõñÿ íà 2 ñîìíîæèòåëÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ëàáîðàòîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ïðèëîæåíèé ÍÈÓ
ÂØÝ, ãðàíò Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ ñîãëàøåíèå � 075-15-2022-1101.
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Ì.Â.Ïðàñîëîâ. Àëãîðèòìè÷åñêîå ðàñïîçíàâàíèå ëåæàíäðîâûõ çàöåïëåíèé

Ìû ïðèâîäèì àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñðàâíèòü äâà ëåæàíäðîâûõ çàöåïëåíèÿ
â òð¼õìåðíîé ñôåðå, ñíàáæ¼ííîé ñòàíäàðòíîé êîíòàêòíîé ñòðóêòóðîé. Äâà ëåæàíäðî-
âûõ çàöåïëåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè, åñëè èõ ìîæíî âêëþ÷èòü â îäíî îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ëåæàíäðîâûõ çàöåïëåíèé. Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ
È.À.Äûííèêîâûì.

Äîêëàä ïîäãîòîâëåí ïðè ïîääåðæêå ÐÍÔ, ïðîåêò �22-11-00299.

Ä.Â.Òàëàëàåâ. Ïîëîæèòåëüíûå ìàòðèöû è ýëåêòðè÷åñêèå ñåòè

Ïîëíîñòüþ ïîëîæèòåëüíûå ìàòðèöû ëåæàò â îñíîâå ñîâðåìåííîé áóðíî ðàçâèâàþùåé-
ñÿ îáëàñòè êëàñòåðíûõ àëãåáð, èìåþò ïðèëîæåíèÿ â èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëÿõ ñòàòèñòè÷åñêîé
ôèçèêè, òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé êâàíòîâûõ àëãåáð, äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèÿõ è ìíîãèõ äðóãèõ
îáëàñòÿõ. Âìåñòå ñ òåì âîçíèêëè îíè â êîíòåêñòå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è ìàëûõ êîëåáàíèé ëè-
íåéíûõ óïðóãèõ êîíòèíóóìîâ. ß ïîäðîáíî ðàññêàæó î ïðîèñõîæäåíèè ýòèõ ñòðóêòóð, îñíîâ-
íûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïîëíîñòüþ ïîëîæèòåëüíûõ ìàòðèö, îá èõ ëàãðàíæåâîé
âåðñèè è ñâÿçè ñ òåîðèåé ýëåêòðè÷åñêèõ ñåòåé.

Î.Ä.Ôðîëêèíà. Îòâåò íà âîïðîñ Äæ.Êýííîíà è Ñ.Óýéìåíòà

Ðåøàÿ ïðîáëåìó Ð.Äàâåðìàíà, Â.Êðóøêàëü îïèñàë �ëèïêèå� êàíòîðîâû ìíîæåñòâà â RN

äëÿ N > 3; òàêèå ìíîæåñòâà íå ìîãóò áûòü ñíÿòû ñàìè ñ ñåáÿ ìàëûìè èçîòîïèÿìè ïðî-
ñòðàíñòâà RN . Èñïîëüçóÿ ìíîæåñòâà Êðóøêàëÿ, ìû îòâå÷àåì íà âîïðîñ Äæ.Êýííîíà è
Ñ.Óýéìåíòà (1970). À èìåííî, äëÿ N > 3 ñòðîèì â RN êîìïàêòû X ñî ñâîéñòâàìè: íåêî-
òîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xi} ïîäìíîæåñòâ RN â îïðåäåëåííîì � äîâîëüíî ñèëüíîì �
ñìûñëå ñõîäèòñÿ ê X, íèêàêîå Xi íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ X, îäíàêî â RN íå ñóùåñòâóåò íåñ÷åòíîãî
ñåìåéñòâà ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ ïîäìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ âëîæåíî ýêâèâàëåíòíî X.
Òàêèå ïðèìåðû áûëè îïèñàíû Êýííîíîì è Óýéìåíòîì äëÿ N = 3 è N > 4. Íàøå ïîñòðîåíèå
ðàáîòàåò äëÿ ëþáîãî N > 3, òåì ñàìûì äàåò îòâåò äëÿ îòêðûòîãî äî ñèõ ïîð ñëó÷àÿ N = 4.
Â îòëè÷èå îò ðàáîòû Êýííîíà è Óýéìåíòà, äîêàçàòåëüñòâî íå òðåáóåò îïîðû íà ñëîæíûå ðå-
çóëüòàòû Ð.Áèíãà (1957�1961), Äæ.Áðàéåíòà (1968), À.Â.×åðíàâñêîãî (1973) è Ð.Äàâåðìàíà
(1973).

Ä.Â.Ôóôàåâ. Íåêîòîðûå ýêçîòè÷åñêèå ñâîéñòâà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è
ñîîòâåòñòâóþùèõ C∗-àëãåáð

Êàòåãîðèÿ êîììóòàòèâíûõ C∗-àëãåáð ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè ëîêàëüíî-êîìïàêòíûõ õà-
óñäîðôîâûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ïîýòîìó òåîðèþ C∗-àëãåáð íàçûâàþò íåêîììóòà-
òèâíîé òîïîëîãèåé. È íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ñâîéñòâàõ C∗-àëãåáð ìîæíî ïîëó÷àòü, äàæå
îãðàíè÷èâàÿñü òîëüêî êîììóòàòèâíûìè, à çíà÷èò, èõ ìîæíî ôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Îäíèì èç òàêèõ ñâîéñòâ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå
â C∗-àëãåáðå ñòàíäàðòíîãî ôðåéìà � íåêîòîðîãî îáîáùåíèÿ îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà (äëÿ ýòîãî
C∗-àëãåáðà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ãèëüáåðòîâ C∗-ìîäóëü). Íàëè÷èå òàêîãî ôðåéìà ýêâèâàëåíò-
íî îáëàäàíèþ àëãåáðîé ñâîéñòâà ñòàáèëèçàöèè òèïà Êàñïàðîâà. Îêàçûâàåòñÿ, â òîïîëîãè÷å-
ñêèõ òåðìèíàõ íàëè÷èå ñòàíäàðòíîãî ôðåéìà ìîæíî ñâÿçàòü ñ ïîâåäåíèåì ñèãìà-êîìïàêòíûõ
ïîäìíîæåñòâ ñîîòâåòñòâóþùåãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîõîæèå ðåçóëüòàòû ìîæíî
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ïîëó÷èòü è äëÿ áîëåå îáùèõ ôðåéìîâ (íå îáÿçàòåëüíî ñòàíäàðòíûõ). Îïèñàíèþ ýòîé ñâÿçè
è áóäåò ïîñâÿùåí äîêëàä.

Ã.Ñ.×åðíûõ. SU-ëèíåéíûå îïåðàöèè â êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìàõ è òåîðèÿ
c1-ñôåðè÷åñêèõ áîðäèçìîâ

Ïðè èçó÷åíèè òåîðèè SU -áîðäèçìîâ âîçíèêàåò ïðîìåæóòî÷íàÿ òåîðèÿ ìåæäó íèìè è
êîìïëåêñíûìè áîðäèçìàìè � òåîðèÿ c1-ñôåðè÷åñêèõ áîðäèçìîâ W . Â äîêëàäå ÿ ðàññêàæó
îá îáùåì îïèñàíèè SU -ëèíåéíûõ îïåðàöèé íà êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìàõ, îá SU -ëèíåéíûõ
óìíîæåíèÿõ íà òåîðèè W è SU -ëèíåéíûõ ïðîåêòîðàõ èç òåîðèè êîìïëåêñíûõ áîðäèçìîâ íà
íå¼, à òàêæå î êîìïëåêñíûõ îðèåíòàöèÿõ íà W è íåêîòîðûõ âîïðîñàõ î ñîîòâåòñòâóþùèõ
ôîðìàëüíûõ ãðóïïàõ.

È.Ì.Øèðîêîâ. Hopf-type theorems for f-neighbors

We work within the framework of a program aimed at exploring various extended versions for
theorems from a class containing Borsuk�Ulam type theorems, some �xed point theorems, the
KKM lemma, Radon, Tverberg, and Helly theorems. In this talk we will present variations of the
Hopf theorem concerning continuous maps of a compact Riemannian manifold M of dimension n
to Rn. We investigate the case of maps f : M → Rm with n < m and introduce several notions
of varied types of f -neighbors, which is a pair of distinct points in M such that f takes it to a
ÑsmallÒ set of some type. Next for each type, we ask what distances onM are realized as distances
between f -neighbors of this type and study various characteristics of this set of distances. One of
our main results is as follows. Let f : M → Rm be a continuous map. We say that two distinct
points a and b in M are visual f -neighbors if the segment in Rm with endpoints f(a) and f(b)
intersects f(M) only at f(a) and f(b). Then the set of distances that are realized as distances
between visual f -neighbors is in�nite. Besides we generalize the Hopf theorem in a quantitative
sense.
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5 Äåéñòâèòåëüíûé è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç

À.Ð.Àëèìîâ. Ñâÿçíîñòü ìíîæåñòâ â íåñèììåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû î ñîîòíîøåíèè êëàññîâ ñâÿçíîñòè ïîäìíîæåñòâ íåñèììåòðè÷íî
íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ. Ìíîæåñòâî M ⊂ X íàçûâàåòñÿ P0-ñâÿçíûì (P -ñâÿçíûì) åñëè
äëÿ ëþáîãî x ∈ X ìíîæåñòâî áëèæàéøèõ òî÷åê èç M äëÿ x ñâÿçíî (íåïóñòî è ñâÿçíî). Ìíî-
æåñòâî M ⊂ X íàçûâàåòñÿ B-ñâÿçíûì, (B̊-ñâÿçíûì), åñëè åãî ïåðåñå÷åíèå ñ ëþáûì øàðîì
B(x, r) := {y ∈ X | ‖y − x | 6 r} (ñ ëþáûì øàðîì B(x, r) := {y ∈ X | ‖y − x | < r}) ñâÿçíî. Â
êëàññè÷åñêîì íîðìèðîâàííîì ñëó÷àå èìååòñÿ ðÿä ðåçóëüòàòîâ, ãàðàíòèðóþùèõ B- (èëè B̊-)
ñâÿçíîñòü P - (èëè P0-) ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðèíàäëå-
æàò Ä. Âóëáåðòó è Ë.Ï. Âëàñîâó. Ê ïðèìåðó, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå
÷åáûø¼âñêîå ìíîæåñòâî ñ íåïðåðûâíîé ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèåé B̊-ñâÿçíî (ò.å. åãî ïåðåñå÷åíèå
ñ ëþáûì îòêðûòûì øàðîì ñâÿçíî). Ñðåäè ìíîæåñòâà îáîáùåíèé ðåçóëüòàòîâ Âóëáåðòa, Âëà-
ñîâà è äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé îòìåòèì ñëåäóþùèé: â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå
P -ñâÿçíîå ìíîæåñòâî ñ ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèåé B̊-ñâÿçíî. Â äîêëàäå
ðåçóëüòàòû òàêîãî ðîäà áóäóò ïîëó÷åíû äëÿ íåñèììåòðè÷íî íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ñ.Â.Àñòàøêèí. Îá îäíîì ñâîéñòâå ïðîñòðàíñòâ Îðëè÷à, ëåæàùèõ ìåæäó L1 è L2

Íàïîìíèì, ÷òî çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî H ïðîñòðàíñòâà Lp = Lp[0, 1],
1 ≤ p < ∞, íàçûâàþò ñèëüíî âëîæåííûì, åñëè íà H ñõîäèìîñòü â Lp-íîðìå ýêâèâàëåíò-
íà ñõîäèìîñòè ïî ìåðå.

Öåëü äîêëàäà � ðàñïðîñòðàíåíèå íà êëàññ ïðîñòðàíñòâ Îðëè÷à ñëåäóþùåé êëàññè÷åñêîé
òåîðåìû Õ.Ï.Ðîçåíòàëÿ, äîêàçàííîé â 1973 ã.: Äëÿ êàæäîãî 1 ≤ p < 2 è ëþáîãî (çàìêíóòîãî
ëèíåéíîãî) ïîäïðîñòðàíñòâà H ïðîñòðàíñòâà Lp ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) H íå ñîäåðæèò ïîäïðîñòðàíñòâ, èçîìîðôíûõ ïðîñòðàíñòâó `p;
(b) H ñèëüíî âëîæåíî â Lp;
(c) ôóíêöèè åäèíè÷íîãî øàðà BH ïîäïðîñòðàíñòâà H èìåþò ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûå

íîðìû â Lp.
Ñôîðìóëèðóåì îäèí èç ðåçóëüòàòîâ, ãäå α∞M , β

∞
M � èíäåêñû Ìàòóøåâñêîé-Îðëè÷à â áåñ-

êîíå÷íîñòè ôóíêöèè M .
Òåîðåìà. Ïóñòü M � òàêàÿ ôóíêöèÿ Îðëè÷à, ÷òî 1 < α∞M ≤ β∞M < 2, t−1/β∞M 6∈ LM

è lim supn→∞
M(uv)
M(v)

≤ Ku−1/β∞M äëÿ íåêîòîðîãî K > 0 è âñåõ u ≥ 0. Òîãäà äëÿ êàæäîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà H ïðîñòðàíñòâà LM ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) H íå ñîäåðæèò ïîäïðîñòðàíñòâ, èçîìîðôíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàì LM , ïîðîæäåííûì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ ôóíêöèé;

(ii) H ñèëüíî âëîæåíî â LM ;
(iii) íîðìû ôóíêöèé åäèíè÷íîãî øàðà BH ïîäïðîñòðàíñòâà H ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíû

â LM .

Ì.Â.Áàëàøîâ. Î ñèëüíîé âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ëèíåéíîé óïðàâ-
ëÿåìîé ñèñòåìû

Ïóñòü BR(a) � åâêëèäîâ øàð ñ öåíòðîì a ∈ Rn ðàäèóñà R > 0. Äëÿ âûïóêëîãî êîìïàêòà
Q ⊂ Rn è åäèíè÷íîãî âåêòîðà p ∈ Rn îïðåäåëèì Q(p) = {x ∈ Q : (p, x) = max

z∈Q
(p, z)}.

Ðàññìîòðèì â Rn ñèñòåìó x′(t) ∈ Ax(t) + U , x(0) = 0. Çäåñü A � n × n ìàòðèöà, U ⊂ Rn �
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îäíîìåðíûé âûïóêëûé êîìïàêò (îòðåçîê). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû â

ìîìåíò t > 0, ò.å. èíòåãðàë Àóìàíà R(t) =
t∫

0

eAsU ds.

Çàôèêñèðóåì åäèíè÷íûé âåêòîð p ∈ Rn. Â äîêëàäå áóäåò îáñóæäàòüñÿ ñëåäóþùèé âîïðîñ:
ñóùåñòâóåò ëè ÷èñëî R > 0 òàêîå, ÷òî

R(t) ⊂ BR(R(t)(p)−Rp)? (1)

Îòâåò çàâèñèò îò êîðíåé êâàçèìíîãî÷ëåíà (eA
T sp, U(p)) (ïî ïåðåìåííîé s ∈ R). Åñëè âñå âå-

ùåñòâåííûå êîðíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà èç ïðîìåæóòêà [0, t] èìåþò êðàòíîñòü 1 (ïðîñòûå êîðíè),
òî óêàçàííîå R íàéäåòñÿ. Åñëè èìååòñÿ êîðåíü êðàòíîñòè ≥ 2, òî íèêàêîå R > 0 íå ðåàëèçóåò
âêëþ÷åíèå (1).

Âûïîëíåíèå âêëþ÷åíèÿ (1) âàæíî äëÿ ñõîäèìîñòè ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ ïðè ðåøåíèè
íåêîòîðûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ çàäà÷ ñî ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè.

Ñ.È.Áåçðîäíûõ. Ôîðìóëû àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

Âåñüìà îáùèé êëàññ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò N ïåðåìåííûõ
(z1, z2, . . . , zN) =: z ∈ CN , îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ Ãîðíà, èìåþùèõ âèä:

Φ(N)(z) =
∑

k∈ZN
Λ(k)zk, (1)

ãäå k = (k1, k2, . . . , kN) � ìóëüòèèíäåêñ, zk := zk11 z
k2
2 · · · z

kN
N , à êîýôôèöèåíòû Λ(k) òàêîâû, ÷òî

îòíîøåíèå ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé àðãóìåíòîâ k1, k2, . . . , kN .
Èíà÷å ãîâîðÿ, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ Λ(k+ej)/Λ(k) = Pj(k)/Qj(k), j = 1, N , ãäå Pj è Qj

� íåêîòîðûå ïîëèíîìû, à ej = (0, . . . , 1, . . . , 0) � âåêòîð ñ åäèíèöåé íà j-ì ìåñòå.
Â äîêëàäå èçëàãàåòñÿ ïîäõîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôîðìóë àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ðÿ-

äà (1) ïî ïåðåìåííûì z âî âñå êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî CN â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
Φ(N)(z) =

∑
mAmum(z), ãäå um(z) � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ðÿäû ãîðíîâñêîãî òèïà, óäîâëå-

òâîðÿþùèå òîé æå ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ÷òî è
ðÿä (1), Am � íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû. Ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ïîäõîäà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íà
ïðèìåðå ôóíêöèè Ëàóðè÷åëëû F

(N)
D � âàæíîãî äëÿ ïðèëîæåíèé ïðåäñòàâèòåëÿ ñåìåéñòâà ãè-

ïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Äàíî ïðèìåíåíèå ôîðìóë àíàëèòè÷åñêãî
ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè F (N)

D ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû �êðîóäèíãà�, âîçíèêàþùåé ïðè âû÷èñëå-
íèè ïàðàìåòðîâ èíòåãðàëà Êðèñòîôôåëÿ�Øâàðöà è ïîñòðîåíèè êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ
ìíîãîóãîëüíèêîâ.

À.À.Âàñèëüåâà. Êîëìîãîðîâñêèå ïîïåðå÷íèêè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ êîíå÷íîìåðíûõ
øàðîâ â ñìåøàííîé íîðìå

Ïîëó÷åíû ïîðÿäêîâûå îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ dn(ν1B
m,k
p1,θ1
∩ ν2B

m,k
p2,θ2

, lm,kq,σ ) ïðè 2 ≤ q < ∞,
2 ≤ σ <∞, 1 ≤ pi ≤ q, 1 ≤ θi ≤ σ (i = 1, 2), n ≤ mk

2
.
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À.Â. Ãðåøíîâ. Îá îöåíêàõ â òåîðåìàõ î òî÷êàõ ñîâïàäåíèÿ íà ãðóïïàõ Êàðíî

Â íåäàâíèõ ðàáîòàõ À.Â.Àðóòþíîâà è À.Â. Ãðåøíîâà áûëî ââåäåíî è èçó÷åíî ïîíÿòèå
(q1, q2)-êâàçèìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå íå ìå-
íåå ÷åì èç äâóõ òî÷åê. (q1, q2)-êâàçèìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ïàðà (X, ρX),
ãäå ρX : X × X → R+ ∪ 0 � íåêîòîðàÿ (q1, q2)-êâàçèìåòðèêà, ò. å. òàêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî äëÿ
íåå âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìà òîæäåñòâà ρX(x, y) = 0 ⇔ x = y è (q1, q2)-îáîáùåííîå íåðàâåí-
ñòâî òðåóãîëüíèêà ρX(x, y) ≤ q1ρX(x, z) + q2ρX(z, y) ∀x, y, z ∈ X, ãäå q1, q2 � íåêîòîðûå
ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Ýêâèðåãóëÿðíûå ïðîñòðàíñòâà Êàðíî�Êàðàòåîäîðè M (â ÷àñò-
íîñòè, ãðóïïû Êàðíî G), ñíàáæåííûå Box-êâàçèìåòðèêàìè ρBoxM , ÿâëÿþòñÿ íåòðèâèàëüíûìè
ïðèìåðàìè (q2, q2)-êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Box-êâàçèìåòðèêè íàøëè îãðîìíîå ïðè-
ìåíåíèå â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ìåðû è òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ è ñâÿçàííûõ ñ
íèìè îòîáðàæåíèé íà íåãîëîíîìíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ðàçâèòûõ Ñ. Ê. Âîäîïüÿíîâûì è åãî
ó÷åíèêàìè. À.Â.Àðóòþíîâûì è À.Â. Ãðåøíîâà áûëè äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ òî-
÷åê ñîâïàäåíèÿ äâóõ îòîáðàæåíèé, äåéñòâóþùèõ èç îäíîãî (q1, q2)-êâàçèìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà â äðóãîå è óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî îäíî èç ýòèõ îòîáðàæåíèé
ÿâëÿåòñÿ íàêðûâàþùèì, à äðóãîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà. Ïðè ýòîì áûëè óñòàíîâ-
ëåíû îöåíêè îòêëîíåíèÿ òî÷êè ñîâïàäåíèÿ îò ïðîèçâîëüíî çàäàííîé è ïîñòðîåíû ïðèìåðû
(q1, q2)-êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ïîêàçûâàþùèõ òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ îöåíîê. Â íà-
ñòîÿùåì äîêëàäå ìû îáñóäèì ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ òî÷íîñòüþ îöåíîê îòêëîíåíèÿ òî÷êè
ñîâïàäåíèÿ îò ïðîèçâîëüíî çàäàííîé íà ãðóïïàõ Êàðíî (G, ρBoxG).

Ò.È. Çàéöåâà. 2-òàéëû è ðàñòÿãèâàþùèå ïîëèíîìû

Äîêëàä áóäåò ïîñâÿùåí 2-òàéëàì � ñàìîïîäîáíûì êîìïàêòàì, ÿâëÿþùèìñÿ îáúåäèíåíèåì
äâóõ ñâîèõ ñæàòèé ñ îäèíàêîâîé ëèíåéíîé ÷àñòüþ. 2-òàéëû ÿâëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûì ñëó÷à-
åì òàéëîâ, íà êîòîðûõ îñíîâàí îäèí èç ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì Õààðà
è ìíîãîìåðíûõ B-ñïëàéíîâ. Áóäåò ðàññêàçàíî ïðî êëàññèôèêàöèþ 2-òàéëîâ ñ òî÷íîñòüþ äî
àôôèííîãî ïîäîáèÿ â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà ñæàòèÿ èçîòðîïíà (âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ðàâíû ïî ìîäóëþ). Â àíèçîòðîïíîì ñëó÷àå, âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê êëàññèôèêàöèè ðàñòÿãèâàþ-
ùèõ ïîëèíîìîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 è ñâîáîäíûì ÷ëåíîì
± 2. Áóäåò ðàññêàçàíî îá îöåíêàõ íà ÷èñëî äàííûõ ïîëèíîìîâ. Äëÿ âåðõíåé îöåíêè áóäóò
èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû Äóáèöêàñà�Êîíÿãèíà î ìåðå Ìàëåðà. Äëÿ íèæíåé îöåíêè áóäóò
ïðåäúÿâëåíû êîíêðåòíûå êëàññû òàêèõ ïîëèíîìîâ.

À.Í.Êàðàïåòÿíö. Îïåðàòîðû êîìïîçèöèè â îáîáùåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ãåëüäåðà

Èññëåäóþòñÿ îïåðàòîðû êîìïîçèöèè â îáîáùåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ã¼ëüäåðà íà åäèíè÷íîì
äèñêå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Èìåííî, â ïðîñòðàíñòâàõ Ã¼ëüäåðà, ïîñòðîåííûõ ïî ìîäóëþ
íåïðåðûâíîñòè è òàêæå â êëàññàõ ïåðåìåííîé ã¼ëüäåðîâîñòè. Äàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ, à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ êðèòåðèè îãðàíè÷åííîñòè è êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðîâ
êîìïîçèöèè â óêàçàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Èçó÷àþòñÿ òàêæå ñàìè îáîáùåííûå ïðîñòðàíñòâà
Ã¼ëüäåðà, äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû âëîæåíèÿ, ñòðîÿòñÿ ïðèìåðû ôóíêöèé èç ýòèõ êëàññîâ,
ïðèâîäèòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ôóíêöèé èç ýòèõ êëàññîâ â ðàçëè÷íûõ òåðìèíàõ, â òîì ÷èñëå â
òåðìèíàõ, íå èñïîëüçóþùèõ äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Äîêëàä îñíîâàí íà òðåõ ðàáîòàõ ñ ñîàâ-
òîðàìè �� Îñêàð Áëàñêî (Èñïàíèÿ) è Äæîýëü Ðåñòðåïî (Áåëüãèÿ).
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Å.Ä.Êîñîâ. Íîâûå îöåíêè â çàäà÷å äèñêðåòèçàöèè èíòåãðàëüíûõ íîðì

Â çàäà÷å äèñêðåòèçàöèè èíòåãðàëüíûõ íîðì ïî çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà
ε ∈ (0, 1) è N -ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ C(Ω), Ω � êîìïàêò ñ âåðîÿòíîñòíîé áîðåëåâñêîé
ìåðîé µ, ñòàâèòñÿ âîïðîñ îá îïòèìàëüíîì êîëè÷åñòâå m òî÷åê x1, . . . , xm ∈ Ω, äëÿ êîòîðûõ

(1− ε)
∫

Ω

|f(x)|p µ(dx) ≤ 1

m

m∑
j=1

|f(xj)|p ≤ (1 + ε)

∫
Ω

|f(x)|p µ(dx) ∀f ∈ L.

ßñíî, ÷òî âñåãäà m ≥ N , ïîýòîìó âîïðîñ ñîñòîèò â òîì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà ïîäïðîñòðàí-
ñòâî L êîëè÷åñòâî òî÷åê m â îïèñàííîé çàäà÷å ìîæåò áûòü âûáðàíî áëèçêèì ïî ïîðÿäêó
ê ðàçìåðíîñòè N . Â äîêëàäå áóäåò ðàññêàçàíî î íåäàâíèõ ïðîäâèæåíèÿõ â äàííîé çàäà÷å
è î íîâûõ îöåíêàõ êîëè÷åñòâà òî÷åê m äîñòàòî÷íîãî äëÿ äèñêðåòèçàöèè èíòåãðàëüíîé íîð-
ìû ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà òèïà Íèêîëüñêîãî äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà L. Äîêëàä
îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ô.Äàåì è Â.Í.Òåìëÿêîâûì.

Ç.À.Êóñðàåâà. Ïîðÿäêîâî-ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ â
áàíàõîâûõ ðåøåòêàõ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå êëàññû îïåðàòîðîâ, âûäåëÿåìûå ïîðÿäêîâûìè ñâîéñòâàìè
(ïîëîæèòåëüíîñòü, ðåãóëÿðíîñòü, ïîðÿäêîâàÿ îãðàíè÷åííîñòü). Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû, ïîêà-
çûâàþùèå, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû è îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà íå òîëüêî
èíòåðåñíî, íî è ïðîäóêòèâíî, òàê êàê ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ ðÿäà ðàçëè÷íûõ çàäà÷ àíàëèçà,
äàæå åñëè ïîñòàíîâêà ýòèõ çàäà÷ èçíà÷àëüíî íå áûëà ñâÿçàíà ñ ïîðÿäêîì.

Ââîäÿòñÿ êëàññû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, â îïðåäåëåíèè êîòîðûõ ó÷àñòâóåò íå òîëüêî ïîðÿ-
äîê, íî è íîðìà. Òåì ñàìûì îáîçíà÷àåòñÿ îáøèðíàÿ îáëàñòü èç òåîðèè îïåðàòîðîâ, ïîñâÿùåí-
íàÿ èññëåäîâàíèþ ïîðÿäêîâî-ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ
äâå ïðîáëåìû: 1) ïðîáëåìà ñîâïàäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ îãðàíè÷åííûõ ïî íîðìå è ðåãóëÿðíûõ
îïåðàòîðîâ; 2) ïðîáëåìà ìàæîðàöèè, ò.å. ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ îïåðàòîð, ìàæîðèðóåìûé ïî-
ëîæèòåëüíûì îïåðàòîðîì, íàñëåäóåò êàêèå-íèáóäü �õîðîøèå� ñâîéñòâà ñâîåé ìàæîðàíòû.

Â.Â.Ëåáåäåâ. Áîëüøèå ñëó÷àéíûå ±1 ìàòðèöû

Ìû ðàññìàòðèâàåì N × N ìàòðèöû ñ êîýôôèöèåíòàìè ±1 è ïðè áîëüøèõ N îöåíèâà-
åì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äâå òàêèå ìàòðèöû, âûáðàííûå ñëó÷àéíûì îáðàçîì, êîììóòèðóþò.
Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ Ý.Ø.Èñìàãèëîâûì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå îáñóäèòü íåêî-
òîðûå ñìåæíûå ðåçóëüòàòû è îòêðûòûå ïðîáëåìû.

Ì.Ñ.Ëîïóøàíñêè, Ã.Ì.Èâàíîâ. Êîíñòðóêòèâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñïðÿì-
ëÿåìûõ êðèâûõ íà ïðîêñèìàëüíî ãëàäêèõ ìíîæåñòâàõ

Õîòÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ãåîäåçè÷åñêîé, ñîåäèíÿþùåé äâå òî÷êè íà ïðîêñè-
ìàëüíî ãëàäêîì ìíîæåñòâå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå äîêàçàíû, îñòàåòñÿ íåÿñíûì, êàê åå
ñòðîèòü. Äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ê îòâåòó íà ýòîò âîïðîñ ðàçðàáîòàí êîíñòðóêòèâíûé àëãîðèòì ïî-
ñòðîåíèÿ ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé äâå òî÷êè íà ïðîêñèìàëüíî ãëàäêîì ìíîæåñòâå
â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äîêàçàíà ñõîäèìîñòü äàííîãî àëãîðèòìà è ïîëó÷åíà îöåíêà íà
äëèíó êðèâîé, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò îöåíêè íà äëèíó ãåîäåçè÷åñêîé â òðåòüåì ïîðÿäêå.
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Þ.Â.Ìàëûõèí. Ïîïåðå÷íèêè êîíå÷íûõ ñèñòåì ôóíêöèé

Ìû îáñóäèì êîëìîãîðîâñêèå ïîïåðå÷íèêè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ôóíêöèé:
dn({f1, . . . , fN}, Lp). Â ïðîñòðàíñòâå L2 ëþáàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {fk} ÿâëÿåò-
ñÿ �æ¼ñòêîé�, òî åñòü íå ïðèáëèæàåòñÿ ìàëîìåðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè, ñîîòâåòñòâóþùèé
ïîïåðå÷íèê îòäåë¼í îò íóëÿ, åñëè n îòäåëåíî îò N . Ïðè p < 2 ýòî óæå íå òàê. Ìû äàäèì
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ æ¼ñòêîñòè â ýòîì ñëó÷àå, à òàêæå ðàññìîòðèì ïðèìåðû ñèñòåì, äëÿ
êîòîðûõ âîçìîæíà õîðîøàÿ ìàëîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ.

Ð. Ã.Íàñèáóëëèí. Íåðàâåíñòâà Õàðäè äëÿ âåñà ßêîáè è èõ ïðèìåíåíèÿ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè äëÿ âåñîâîé ôóíêöèè ßêîáè. Íåðàâåíñòâà ñî-
äåðæàò äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå ñ âåñîâûìè ôóíêöèÿìè, õàðàêòåðíûìè äëÿ íåðàâåíñòâ
Ïóàíêàðå�Ôðèäðèõñà. Ìû ïðèìåíÿåì èõ äëÿ ðàñøèðåíèÿ èçâåñòíûõ êëàññîâ îäíîëèñòíûõ
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â îäíîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ îäíîëèñòíîñòè â òåðìè-
íàõ îöåíêè ïðîèçâîäíîéØâàðöà àíàëèòè÷åñêîé â åäèíè÷íîì êðóãå, âî âíåøíîñòè åäèíè÷íîãî
êðóãà è â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè ôóíêöèè.

Ò.Ì.Íèêèôîðîâà. Îá îäíîé çàäà÷å ìèíèìàêñà íà âåùåñòâåííîé îñè

Â äîêëàäå áóäåò îáñóæäàòüñÿ çàäà÷à ìèíèìàêñà íà âåùåñòâåííîé îñè äëÿ ôóíêöèé ñïåöè-
àëüíîãî âèäà, îáîáùàþùåãî ìíîãî÷ëåíû ñ âåñîì. Ïîëó÷åíà õàðàêòåðèçàöèÿ ôóíêöèè, íàèìå-
íåå óêëîíÿþùåéñÿ îò íóëÿ, è äîêàçàíà å¼ åäèíñòâåííîñòü. Äëÿ îòðåçêà [0, 1] è åäèíè÷íîãî âåñà
àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà Á.Ä.Áîÿíîâûì â 1979 ãîäó. Âçâåøåííóþ çàäà÷ó Áîÿíîâà
íà îòðåçêå ðåøèëè âåíãåðñêèå ìàòåìàòèêè Á.Ôàðêàø, Á.Íàäü è Ñ.Ðåâåñ â 2021 ãîäó.

Ê.À.Îãàíåñÿí. Îöåíêè ÷èñëà ìíîãîìåðíûõ ðàçáèåíèé

Ðå÷ü ïîéäåò îá îöåíêàõ íà ÷èñëî pd(n) âñåõ (d−1)-ìåðíûõ ðàçáèåíèé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
n. Èçâåñòíî, ÷òî èìååò ìåñòî äâóñòîðîííåå íåðàâåíñòâî C1(d)n1−1/d ≤ log pd(n) ≤ C2(d)n1−1/d,
ãäå C1(d) > 1 ïðè log n & d. Ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè n äîñòàòî÷íî âåëèêî ïî ñðàâíåíèþ ñ d, òî
è C2 íå çàâèñèò îò d, à çíà÷èò, log pd(n) åñòü ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû n1−1/d. Êðîìå òîãî, ìû
ïðèâåäåì îöåíêè íà pd(n), äàþùèå àñèìïòîòèêó äëÿ log pd(n) â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèé
ìåæäó d è n.

Ì.Ã.Ïëîòíèêîâ. Âîññòàíîâëåíèå è ïðèáëèæåíèå èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé

Èçó÷àþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ âîññòàíîâëåíèåì ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé èç øèðîêèõ
êëàññîâ ïî èõ çíà÷åíèÿì íà ìíîæåñòâàõ ìàëîé ìåðû (âîññòàíàâëèâàþùèõ ìíîæåñòâàõ). Èñ-
ñëåäóåòñÿ, íàñêîëüêî òî÷íî ìîæíî óçíàòü ôóíêöèþ f íà p-è÷íîé ãðóïïå ïî åå ñóæåíèþ íà
ñïåöèàëüíûå ìíîæåñòâà H ìàëîé ìåðû â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå f
ïî ñèñòåìå Âèëåíêèíà�Êðåñòåíñîíà, à òàêæå îò ãðóïïîâîé ñòðóêòóðû è ìåòðè÷åñêèõ õàðàê-
òåðèñòèê H.

À.Þ.Ïîïîâ. Óòî÷íåíèå îöåíêè ñêîðîñòè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå
íåïðåðûâíîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè

Â 1881 ãîäó Ê.Æîðäàí äîêàçàë ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå íåïðåðûâíîé 2π-
ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè. Â 1952 ãîäó Ñ.Á. Ñòå÷êèí äàë îöåíêó ñêî-
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ðîñòè ñõîäèìîñòè (óòî÷íåííóþ âïîñëåäñòâèè Ñ.À.Òåëÿêîâñêèì):

‖rn(f)‖ = O

[
ω

(
f ;

1

n

)
ln

(
V (f)

ω
(
f ; 1

n

))] ,
ãäå rn(f) � n-é îñòàòîê ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f , ‖ ‖ � ñòàíäàðòíàÿ sup-íîðìà, ω � ìî-
äóëü íåïðåðûâíîñòè, V (f) � âàðèàöèÿ ôóíêöèè f íà [−π, π], ïîñòîÿííàÿ â O � àáñîëþòíàÿ.
Âîçíèêàåò âîïðîñ î âåëè÷èíå ýòîé ïîñòîÿííîé. Â 1982 ãîäó Â.Â. Æóê îïóáëèêîâàë îöåíêó
ñâåðõó ‖rn(f)‖ (f � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ), ó÷èòûâàþùóþ
�ìàëîñòü� íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè ñòåïåíè
≤ n ïî ñðàâíåíèþ ñ ω

(
f, π

n+1

)
, ïðè÷åì âñå âåëè÷èíû â îöåíêå Â.Â.Æóê óêàçàë ÿâíî. Äëÿ

ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè òåîðåìà Â.Â.Æóêà äàåò

‖rn(f)‖ ≤ ω

(
f ;

π

n+ 1

)(
2

π2
ln

(
1 +

3πV (f)

ω
(
f ; π

n+1

))+ 9.5

)
(Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò íèãäå íå áûë ñôîðìóëèðîâàí; âûâîä åãî èç òåîðåìû Â.Â.Æóêà
íå âïîëíå òðèâèàëåí.) Ìû óòî÷íèëè ïîñëåäíþþ îöåíêó

‖rn(f)‖ ≤ ωn(f)

(
2

π2
ln

(
V (f)

ωn(f)

)
+ 1.31

)
, ωn(f) = ω

(
f ;

π

1.5(n+ 0.5)

)
.

Ìû òàêæå ïîêàçàëè, ÷òî ïîñòîÿííàÿ 2π−2 ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, à ïîñòîÿííàÿ 1.31 íå äîïóñêàåò
óìåíüøåíèÿ íà 1.

Ä.Â.Ðóöêèé. Ýêñòðàïîëÿöèîííûå òåîðåìû â ðåøåòêàõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé

Â íà÷àëå 80-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà Ðóáèî äå Ôðàíñèà ïîêàçàë, ÷òî èç îöåíêè∫
|Tf |pw 6 c

∫
|f |pw

ñ âåñàìè Ìàêåíõàóïòà w ∈ Ap ïðè êàêîì-òî îäíîì çíà÷åíèè ïîêàçàòåëÿ 1 < p < ∞ àâòîìà-
òè÷åñêè âûòåêàåò å¼ ñïðàâåäëèâîñòü ïðè âñåõ äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëÿ è ñîîòâåòñòâó-
þùèõ âåñàõ Ìàêåíõàóïòà. Â äàëüíåéøåì ýòîò ðåçóëüòàò ìíîãîêðàòíî îáîáùàëñÿ è íàõîäèë
ìíîæåñòâî ïðèìåíåíèé. Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå àáñòðàêòíûå ýêñòðàïîëÿ-
öèîííûå òåîðåìû, ñôîðìóëèðîâàííûå â òåðìèíàõ ïîòî÷å÷íûõ ïðîèçâåäåíèé ðåøåòîê è ïðè-
ìåíèìûå ê øèðîêîìó êëàññó âêëþ÷åíèé. Â ïðåäëàãàåìóþ ñõåìó, ïîìèìî ðÿäà êëàññè÷åñêèõ
ýêñòðàïîëÿöèîííûõ òåîðåì, åñòåñòâåííûì îáðàçîì óêëàäûâàþòñÿ ðåçóëüòàòû î äåëèìîñòè
BMO-ðåãóëÿðíîñòè, íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ î K-çàìêíóòîñòè è óñòîé÷èâîñòè èíòåðïîëÿöèè
ïðîñòðàíñòâ òèïà Õàðäè, à òàêæå è íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè òåîðåìû î êîðîíå
è òåîðåì îá èäåàëàõ â òåðìèíàõ âåñîâûõ îöåíîê.

Ä.À.Ñáîåâ. Îïåðàòîðû êîìïîçèöèè â BV -ïðîñòðàíñòâàõ íà ãðóïïàõ Êàðíî

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ îïèñàíèÿ âñåõ ãîìåîìîðôèçìîâ, ïîðîæäàþùèõ îãðà-
íè÷åííûé îïåðàòîð êîìïîçèöèè ïðîñòðàíñòâ BV -ôóíêöèé. Ïóñòü ϕ : Ω → Ω′ � ãîìåîìîð-
ôèçì îáëàñòåé Ω, Ω′ íà ãðóïïå Êàðíî G, òîãäà íà ôóíêöèþ u, îïðåäåëåííóþ â îáëàñòè Ω′,
îïåðàòîð ϕ∗ äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå ϕ∗(u) = u ◦ ϕ.
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Òåîðåìà. Ãîìåîìîðôèçì ϕ èíäóöèðóåò îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð êîìïîçèöèè BV -
ïðîñòðàíñòâ

ϕ∗ : BV (Ω′) ∩ C(Ω′)→ BV (Ω)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
1) ϕ ∈ BVloc(Ω,Ω

′) è
2) ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî |Dϕ|(ϕ−1(B)) ≤ C|B| äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî

B ⊂ Ω′.

Ñ.Ï.Ñèäîðîâ. Ñâîéñòâà ëèíåéíûõ ìåòîäîâ ôîðìîñîõðàíÿþùåãî ïðèáëèæåíèÿ

Áóäóò íàéäåíû îöåíêè ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíûõ n-ïîïåðå÷íèêîâ äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ, ñîõðàíÿþùèõ ïåðåñå÷åíèå êîíóñîâ p-ìîíîòîííûõ ôóíêöèé. Êðîìå òîãî, áóäóò ïîñòðîåíû
ïðèìåðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ ýòè îöåíêè áóäóò òî÷íû. Îäíàêî, ðåçóëüòàòû
ïîêàçûâàþò, ÷òî ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ íåãàòèâíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî íè-
êàêîå óëó÷øåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâ ïðèáëèæàåìûõ ôóíêöèé íå ñìîæåò ïðèâåñòè
ê óëó÷øåíèþ ïîðÿäêà ïðèáëèæåíèÿ òàêèìè îïåðàòîðàìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì áóäóò ðàññìîòðåíû
íåêîòîðûå íåëèíåéíûå ìåòîäû ôîðìîñîõðàíÿþùåãî ïðèáëèæåíèÿ è âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà
ïî çàøóìëåííûì äàííûì, â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîåíèÿ k-ìîíîòîííûõ ðåãðåññèé.

È.Â.Òèõîíîâ, Â.Á.Øåðñòþêîâ. Èç òåîðèè ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà

Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå áûëî âûÿâëåíî ìíîãî ñïåöèàëüíûõ ýôôåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîëè-
íîìàìè Áåðíøòåéíà îò êóñî÷íî ëèíåéíûõ ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèé. Ñðåäè ïðî÷åãî äëÿ òàêèõ
ïîëèíîìîâ èññëåäîâàí âîïðîñ î ñõîäèìîñòè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è ïîñòðîåíà çàâåðøåí-
íàÿ òåîðèÿ àòòðàêòîðîâ íóëåé. Êðîìå òîãî, äëÿ îñíîâíûõ ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ

• ïîëó÷åí ðÿä íîâûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé;

• èçó÷åí âîïðîñ î ñêîðîñòè ðîñòà âîçíèêàþùèõ êîýôôèöèåíòîâ;

• óñòàíîâëåíû ñâÿçè ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà è ïîëèíîìîâ Êàíòîðîâè÷à,
÷òî äàåò íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ èçó÷åíèÿ ïîñëåäíèõ.

Îòäåëüíî ïîñòàâëåíà è ðåøåíà çàäà÷à î ïðèíöèïèàëüíûõ îòëè÷èÿõ â òåîðèè ïðè åå ïåðåíîñå
íà ñèììåòðè÷íûé îòðåçîê [−1, 1]. Àêòèâíîå ó÷àñòèå â ïðîâîäèìûõ èññëåäîâàíèÿõ ïðèíèìàëè
íàøè êîëëåãè Ì.À.Ïåòðîñîâà, Ä. Ã.Öâåòêîâè÷, È.Â.Îêîðî÷êîâ. Â äîêëàäå áóäóò îòðàæåíû
íåêîòîðûå íàèáîëåå èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû èç îòìå÷åííîãî öèêëà.

À.È.Òþëåíåâ. Ñëåäû ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà íà ðåãóëÿðíûõ ñíèçó â ñìûñëå îá-
õâàòà ïî Õàóñäîðôó ïîäìíîæåñòâàõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé

Ïóñòü X = (X, d, µ) � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé µ, ðàâ-
íîìåðíî óäîâëåòâîðÿþùåé ëîêàëüíîìó ñâîéñòâó óäâîåíèÿ. Ïóñòü p ∈ (1,∞) è ïðîñòðàí-
ñòâî X äîïóñêàåò ñëàáîå ëîêàëüíîå (1, p)-íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå. Ïóñòü, íàêîíåö, S � çà-
ìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî X, óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè íåêîòîðîì θ ∈ [0, p) óñëîâèþ ðåãóëÿðíî-
ñòè ñíèçó îáõâàòà Õàóñäîðôà êîðàçìåðíîñòè θ. Áîëåå òî÷íî, ïóñòü ñóùåñòâóåò λ ∈ (0, 1]

òàêîå, ÷òî Hθ,∞(Br(x) ∩ S) ≥ λµ(Br(x))
rθ

ïðè âñåõ x ∈ S è âñåõ r ∈ (0, 1]. Ìû ïðèâîäèì
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òî÷íîå âíóòðåííåå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ñëåäîâ W 1
p (X)|S ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà W 1

p (X).
Êðîìå òîãî, ìû ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ
ExtS,p : W 1

p (X)|S → W 1
p (X), ÿâëÿþùåãîñÿ ïðàâûì îáðàòíûì ê îïåðàòîðó ñëåäà Tr |S. Ïîëó÷åí-

íûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì äàëåêî èäóùèì îáîáùåíèåì èçâåñòíûõ ðàíåå â ìè-
ðîâîé ëèòåðàòóðå òåîðåì î ñëåäàõ ïðîñòðàíñòâ ÑîáîëåâàW 1

p (X) íà ðåãóëÿðíûõ ïî Àëüôîðñó-
Äàâèäó ïîäìíîæåñòâàõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé.

Ê.Ñ.Øêëÿåâ. Î ïðèáëèæåíèè ïîëóãðóïïîé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå

Àääèòèâíîé ïîëóãðóïïîé R(M), ïîðîæäåííîé ïîäìíîæåñòâîì M áàíàõîâà ïðîñòðàí-
ñòâà X, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ñóìì ýëåìåíòîâ èç M . Âîïðîñ î ïëîòíî-
ñòè R(M) â X áûë ïîñòàâëåí Ï.À.Áîðîäèíûì. Èì äîêàçàíî, ÷òî åñëè M � ñïðÿìëÿåìàÿ,
ðàçíîñòîðîííÿÿ è ìèíèìàëüíàÿ êðèâàÿ, à X � ðàâíîìåðíî ãëàäêîå è ðàâíîìåðíî âûïóêëîå
ïðîñòðàíñòâî, òî R(M) ïëîòíî â X. Â äîêëàäå ðå÷ü ïîéäåò îá îáîáùåíèè äàííîãî ðåçóëüòà-
òà íà ñëó÷àé íå ìèíèìàëüíûõ êðèâûõ ñ îñëàáëåííûì óñëîâèåì ñïðÿìëÿåìîñòè. Êðîìå òîãî,
ïîëó÷åí àíàëîã äàííîãî ðåçóëüòàòà, êîãäà M � îáðàç ëèïøèöåâà îòîáðàæåíèÿ èç ïëîñêîãî
êîìïàêòà â ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.
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6 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöè-

àëüíûå óðàâíåíèÿ

Ñ.Â.Àãàïîâ. Îá óðàâíåíèÿõ òèïà Õîïôà, âîçíèêàþùèõ â çàäà÷å îá èíòåãðèðóå-
ìûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêàõ.

Ïðè ïîèñêå äîïîëíèòåëüíûõ èíòåãðàëîâ ìíîãèõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì çà÷àñòóþ óäèâè-
òåëüíûì îáðàçîì âîçíèêàåò óðàâíåíèå Õîïôà (èëè íåêîòîðûå áëèçêèå ê íåìó óðàâíåíèÿ). Â
äîêëàäå áóäåò ðàññêàçàíî î íåêîòîðûõ ñëåäñòâèÿõ ýòîãî íåîæèäàííîãî ÿâëåíèÿ.

Å.À.Àñòàøîâ. Î ïðîñòûõ îñîáåííîñòÿõ êîñîñèììåòðè÷íûõ ìàòðè÷íûõ ñåìåéñòâ

Äîêëàä áóäåò ïîñâÿùåí ðàññìîòðåíèþ ñåìåéñòâ êîñîñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö, àíàëèòè÷åñêè
çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ. Ìû ðàññìàòðèâàåì òàêèå ìàòðèöû êàê ìàòðèöû êîñîñèììåòðè÷-
íûõ áèëèíåéíûõ ôîðì è ñ÷èòàåì ýêâèâàëåíòíûìè ìàòðèöû, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç
äðóãà ñ ïîìîùüþ áèãîëîìîðôíîé çàìåíû ïàðàìåòðîâ è àíàëèòè÷åñêîé ïî ïàðàìåòðàì çàìå-
íû áàçèñà.

Áóäóò ïðåäñòàâëåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîñòûõ (òî åñòü èìåþùèõ íå
áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî ïðèìûêàíèé) ñåìåéñòâ òàêîãî òèïà â òåðìèíàõ ÷èñëà ïàðàìåòðîâ,
ðàçìåðà ìàòðèöû è ðàíãà 1-ñòðóè, à òàêæå íîðìàëüíûå ôîðìû ñåìåéñòâ ñ 1-ñòðó¼é êîðàíãà
0. Êðîìå òîãî, áóäóò äàíû îáîáùåíèÿ óïîìÿíóòûõ óòâåðæäåíèé íà ñëó÷àé ñåìåéñòâ, ÷¼òíûõ
ëèáî íå÷¼òíûõ ïî ñîâîêóïíîñòè ïàðàìåòðîâ.

Äîêëàä îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ ñîâìåñòíî ñ Í.Ò.Àáäðàõìàíîâîé.

È.Â.Àñòàøîâà. Îá àñèìïòîòè÷åñêîé áëèçîñòè ðåøåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ òèïàõ âîç-
ìóùåíèé íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà

Èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ áëèçîñòü íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

y(n)(x) +
n−1∑
j=0

aj(x)y(j)(x) + p(x) |y(x)|k sgny(x) = f(x) (1)

è íåâîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ

z(n)(x) +
n−1∑
j=0

aj(x)y(j)(x) + p(x) |z(x)|k sgnz(x) = 0, (2)

ãäå n ≥ 2, k > 1, à p, f , aj � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.
Â ñâîþ î÷åðåäü óðàâíåíèå (2) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âîçìóùåíèå óðàâíåíèÿ

u(n)(x) +
n−1∑
j=0

aj(x)u(j)(x) = 0 (3)

è óñòàíàâëèâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ áëèçîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèé (2) è (3).
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò, â ÷àñòíîñòè, íàõîäèòü àñèìïòîòèêó ðåøåíèé âîçìó-

ùåííûõ óðàâíåíèé (1), (2), åñëè èçâåñòíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèé íåâîçìóùåííûõ óðàâíåíèé
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(2), (3) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèâîäÿòñÿ èëëþñòðèðóþùèå ïðèìåðû è ðàññìàòðèâàþòñÿ âàæíûå
÷àñòíûå ñëó÷àè.

À.Ñ.Áàëàíäèí. Î òî÷íîé îöåíêå ïîêàçàòåëÿ ðåøåíèé ëèíåéíîãî àâòîíîìíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî òèïà

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå àâòîíîìíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íåéòðàëüíîãî òèïà

ẋ(t)− aẋ(t− 1) + bx(t)− cx(t− 1) = 0, t ∈ R+, (1)

ãäå a, b, c ∈ R, ôóíêöèÿ f : R+ → R ñóììèðóåìà íà êàæäîì êîíå÷íîì îòðåçêå.
Â ðàáîòå ÁàëàíäèíÀ.Ñ., ÌàëûãèíàÂ.Â. Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé îäíîãî

êëàññà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà (Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû. 2020. Ò.
23. � 2. Ñ. 3�49.) äëÿ óðàâíåíèÿ (1) áûëà ïîñòðîåíà îáëàñòü ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè,
ãðàíèöû êîòîðîé çàäàþòñÿ êðèâîëèíåéíîé ïîâåðõíîñòüþ è òðåìÿ ïëîñêîñòÿìè, à òàêæå áû-
ëî èçó÷åíî ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) â òîì ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà (a, b, c) ïðèíàäëåæèò
ãðàíèöå îáëàñòè ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè. Îäíàêî ïîëó÷åííûé êðèòåðèé ýêñïîíåíöè-
àëüíîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ (1) óòâåðæäàåò òîëüêî ñóùåñòâîâàíèå ïîêàçàòåëÿ ýêñ-
ïîíåíòû è åãî çíàê, íî íå äà¼ò îöåíêè. Â äàííîé ðàáîòå äëÿ óðàâíåíèÿ (1) èçó÷àåòñÿ òî÷íàÿ
îöåíêà ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ýêñïîíåíòû â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ a, b, c.

Ì.Ê.Áàðèíîâà. Àíîñîâñêèé òîð êàê ãèïåðáîëè÷åñêèé àòòðàêòîð ìíîãîìåðíîãî
À-äèôôåîìîðôèçìà

Â 1971 ãîäó Ìîððèñ Õèðø ïðåäïîëîæèë, ÷òî åñëè Λ � êîìïàêòíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíî-
æåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f : Mn → Mn, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ãëàäêèì ïîäìíî-
ãîîáðàçèåì Λ ⊂Mn, òî îãðàíè÷åíèå f |Λ : Λ→ Λ � äèôôåîìîðôèçì Àíîñîâà. Ìû îáîáùàåì
ïðîáëåìó Õèðøà äëÿ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ A-äèôôåîìîðôèçìîâ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî áàçèñíîå
ìíîæåñòâî Λ A-äèôôåîìîðôèçìîâ f : Mn →Mn ïðèíàäëåæèò f -èíâàðèàíòíîìó çàìêíóòîìó
k-ìíîãîîáðàçèþ Mk

Λ, òîïîëîãè÷åñêè (íåîáÿçàòåëüíî ãëàäêî) âëîæåííîìó â M
n.

È.À.Áîãàåâñêèé. Ïåðåñòðîéêè ôðîíòîâ è êàóñòèê ïðè ñèìïëåêòè÷åñêîé ðåäóê-
öèè

Åñëè â ñèìïëåêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíû ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü (óðîâåíü ãàìèëü-
òîíèàíà) è ãëàäêîå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå (íà÷àëüíîå óñëîâèå), òî âîçíèêàåò äðóãîå
ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå, ñîñòîÿùåå èç âñåõ õàðàêòåðèñòèê óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà, ïðî-
õîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëüíîå óñëîâèå. Ýòà êîíñòðóêöèÿ î÷åíü ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ
è íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ðåäóêöèåé.

Åñëè íà÷àëüíîå óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíî óðîâíþ ãàìèëüòîíèàíà, òî ïîëó÷èâøååñÿ ëàãðàí-
æåâî ìíîãîîáðàçèå ìîæåò èìåòü òîëüêî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, åñëè íåò � òî áîëåå ñëîæíûå
îñîáåííîñòè. Íîðìàëüíûå ôîðìû ýòèõ îñîáåííîñòåé áûëè íàéäåíû Â.Ì. Çàêàëþêèíûì è
Î.Ì.Ìÿñíè÷åíêî â 1998 ã.

Îáû÷íî â ïðèëîæåíèÿõ óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè âûïîëíÿåòñÿ è òàêèå îñîáåííîñòè íå
ïîÿâëÿþòñÿ. Îäíàêî, â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ ïðè èçìåíåíèè çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà ïîÿâëå-
íèå ïðîñòåéøèõ èç ýòèõ îñîáåííîñòåé ñòàíîâèòñÿ òèïè÷íûì, à ñàìî ëàãðàíæåâî ìíîãîîáðàçèå
ïðè ýòîì ïåðåñòðàèâàåòñÿ âìåñòå ñî ñâîèìè êàóñòèêîé è ôðîíòîì. Îáî âñåõ ýòèõ ïåðåñòðîéêàõ
ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàññêàçàòü â äîêëàäå.
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Å.È.Áðàâûé. Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ïðåäñòàâëåí ìåòîä íàõîæäåíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
ðàçëè÷íûõ âèäîâ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì òàêèõ
óðàâíåíèé. Ýòè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îêàçûâàþòñÿ òàêæå íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè ðàçðå-
øèìîñòè äàííîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ âñåõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èç
çàäàííîãî ñåìåéñòâà óðàâíåíèé. Â ýòîì ñìûñëå íàéäåííûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ
íåóëó÷øàåìûìè: åñëè îíè íå âûïîëíåíû, òî â ñåìåéñòâå íàéäåòñÿ óðàâíåíèå, äëÿ êîòîðîãî
êðàåâàÿ çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìîé.

Íàéäåííûå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, íå ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé. Ñåìåéñòâà ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çà-
äà÷, ìîãóò áûòü çàäàíû èíòåãðàëüíûìè èëè ïîòî÷å÷íûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ôóíêöèîíàëü-
íûå îïåðàòîðû. Ïðîâåðêà íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ âñåõ óðàâíåíèé èç âûáðàííîãî ñåìåéñòâà ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ïîëîæèòåëüíîñòè íåêîòî-
ðîé ôóíêöèè, çàäàííîé íà êîíå÷íîìåðíîì ìíîæåñòâå.

Ìîäèôèêàöèÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ïîçâîëÿåò íàõîäèòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ âñåõ óðàâíåíèé ñåìåéñòâà, à òàê-
æå íåóëó÷øàåìûå îöåíêè ðåøåíèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíû ïåðèîäè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à è çàäà÷à Êîøè.

À.È.Áóôåòîâ. Ãàóññîâ ìóëüòèïëèêàòèâíûé õàîñ äëÿ ñèíóñ-ïðîöåññà

Ñèíóñ-ïðîöåññ âîçíèêàåò êàê ñêåéëèíãîâûé ïðåäåë ðàäèàëüíîé ÷àñòè ìåðû Õààðà íà óíè-
òàðíîé ãðóïïå.Ðåàëèçàöèè ñèíóñ-ïðîöåññà ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñëó÷àéíàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ, àíàëîã
Ýéëåðîâà ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ ñèíóñà, ñêåéëèíãîâûé ïðåäåë îòíîøåíèÿ çíà÷åíèé õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ñëó÷àéíîé ìàòðèöû. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äîêëàäà óñòàíàâëèâàåò, ÷òî
êâàäðàò ìîäóëÿ íàøåé ñëó÷àéíîé öåëîé ôóíêöèè ñõîäèòñÿ ê ãàóññîâó ìóëüòèïëèêàòèâíîìó
õàîñó. Èç ýòîãî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò, ÷òî ðåàëèçàöèÿ ñèíóñ-ïðîöåññà ñ îäíîé óäàëåí-
íîé ÷àñòèöåé ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì äëÿ ïðîñòðàíñòâà Ïýëè�Âèíåðà,
à åñëè óäàëåíû äâå ÷àñòèöû, òî ïîëó÷àþùååñÿ ìíîæåñòâî åñòü ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè
èç êëàññà Ïýëè�Âèíåðà. Êâàçè-èíâàðèàíòíîñòü ñèíóñ-ïðîöåññà ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû äèô-
ôeîìîðôèçìîâ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì � àíàëîã òåîðåìû Äå Ôèíåòòè â íàøåé ñèòóàöèè �
èãðàåò ãëàâíóþ ðîëü.

Å.À.Áàðàáàíîâ, Â.Â.Áûêîâ. Ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ Ïåððîíà ïî ðå-
øåíèÿì ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t ∈ R+,

ñ íåïðåðûâíûìè (íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åííûìè) êîýôôèöèåíòàìè. Êàæäîìó íåíóëåâîìó
âåêòîðó ξ ∈ Rn ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïîêàçàòåëü Ïåððîíà

πA(ξ) ≡ lim
t→+∞

1

t
ln |x(t, ξ)|
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ðåøåíèÿ x(·, ξ) ýòîé ñèñòåìû, âûõîäÿùåãî â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 èç âåêòîðà ξ. Âîçíèêàåò
åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññ ôóíêöèé ξ 7→ πA(ξ), ξ ∈ Rn \ {0}, êîãäà
A ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ñèñòåì? Îêàçûâàåòñÿ, óêàçàííûé êëàññ äëÿ ëþáîãî
n ≥ 2 ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç ôóíêöèé f : Rn \ {0} → R ≡ R t {−∞,+∞}, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

1) f(cξ) = f(ξ), ξ ∈ Rn \ {0}, c ∈ R \ {0};

2) äëÿ êàæäîãî r ∈ R ïðîîáðàç f−1([−∞, r]) ÿâëÿåòñÿ Gδ-ìíîæåñòâîì.

À.Í.Âåòîõèí. Î áýðîâñêîé êëàññèôèêàöèè ëîêàëüíîé ýíòðîïèè äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïðåäåëåííûõ íà ëî-
êàëüíî êîìïàêòíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå è íåïðåðûâíî çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà èç
íåêîòîðîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ëþáîãî òàêîãî ñåìåéñòâà ëîêàëüíàÿ ýíòðîïèÿ
âõîäÿùèõ â íåãî äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì èçó÷àåòñÿ êàê ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà ñ òî÷êè çðåíèÿ
áýðîâñêîé êëàññèôèêàöèè ôóíêöèé.

Ñ.Ä. Ãëûçèí, À.Þ.Êîëåñîâ. Ïîëíîñâÿçíûå ñèñòåìû ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ
óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñïåöèàëüíûå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé �
òàê íàçûâàåìûå ïîëíîñâÿçíûå ñåòè íåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ. Äëÿ äàííîãî êëàññà ñèñòåì
ïðåäëàãàþòñÿ íåêîòîðûå ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå ðàçîáðàòüñÿ ñ âîïðîñàìè î ñóùåñòâîâàíèè
è óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé òèïà áåãóùèõ âîëí è äâóõêëàñòåðíîé ñèíõðîíèçà-
öèè. Â ñëó÷àå ëþáîãî èç ðåæèìîâ äâóõêëàñòåðíîé ñèíõðîíèçàöèè ìíîæåñòâî îñöèëëÿòîðîâ
ðàñïàäàåòñÿ íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà. Â ïðåäåëàõ ýòèõ êëàññîâ íàáëþäàåòñÿ ïîë-
íàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ êîëåáàíèé, à êàæäûå äâà îñöèëëÿòîðà èç ðàçíûõ êëàññîâ êîëåáëþòñÿ
àñèíõðîííî. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ïðèìåíÿåìûõ íàìè ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êàê
ïðè îòûñêàíèè óêàçàííûõ öèêëîâ, òàê è ïðè àíàëèçå èõ ñâîéñòâ óñòîé÷èâîñòè èñïîëüçóþòñÿ
âñïîìîãàòåëüíûå ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì.

Å.ß. Ãóðåâè÷. Î êëàññèôèêàöèè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ñèñòåì ñ ìíîãîìåðíûì ôà-
çîâûì ïðîñòðàíñòâîì

Ïóñòü f t(f) � ãëàäêèé ïîòîê (êàñêàä) íà çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè Mn, íåáëóæäàþ-
ùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâå-
ñèÿ, ðàçìåðíîñòü íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ êîòîðûõ (èíäåêñ Ìîðñà) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
{0, 1, n− 1, n}, à èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ íå
ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà ìíîãîîáðàçèå Mn ãîìåîìîðôíî ìíîãîîáðàçèþ Sng , ãäå Sng � ëèáî ñôåðà
Sn ïðè g = 0, ëèáî ñâÿçíàÿ ñóììà g > 0 êîïèé ìíîãîîáðàçèé Sn−1 × S1. Áîëåå òîãî, âåðíî
è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: ïóñòü G(Sng ) êëàññ ãëàäêèõ ñèñòåì (ïîòîêîâ èëè êàñêàäîâ) íà Sng ,
íå èìåþùèõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò èç
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Òîãäà ìíîæåñòâî ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ
(ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê) èñ÷åðïûâàåòñÿ òî÷êàìè, èíäåêñ Ìîðñà êîòîðûõ ðàâåí 1 èëè (n−1). Çà-
ìûêàíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñåäåë ðàçìåðíîñòè (n−1) äåëÿò ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî
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íà îáëàñòè ñ îäèíàêîâûì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé, âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå
êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè êîìáèíàòîðíûõ èíâàðèàíòíîâ. Â äîêëàäå ïîêàçûâàåòñÿ,
÷òî ïðè n ≥ 4 òàêèå êîìáèíàòîðíûå èíâàðèàíòû îêàçûâàþò ïîëíûìè è îïðåäåëÿþò êëàññû
òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì.

À.À.Äàâûäîâ. Ìÿãêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè â áëî÷íîé ìîäåëè îêåàíè÷åñêèõ öèð-
êóëÿöèé ñ òóðáóëåíòíûìè ïîòîêàìè

Äëÿ äâóìåðíîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îáåñïå÷èâàþùåé
êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå òåðìîõàëèííûõ öèðêóëÿöèé ëîêàëüíî â âåðõíåì ñëîå âîäû â îêåàíå,
àíàëèçèðóåòñÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ â ýòîé ñèñòåìå äëÿ òèïè÷íîãî
êîíå÷íî-ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ðàçðûâíûõ ôóíêöèé ïåðåíîñà. Ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à ýê-
âèâàëåíòíà âîçíèêíîâåíèþ íåòðèâèàëüíûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê êîìïîçèöèè èíâîëþöèé äëÿ
òèïè÷íîãî ñåìåéñòâà ïàð èíâîëþöèé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ñ îäíîé è òîé æå íåïîäâèæíîé
òî÷êîé. Òàêæå îïèñàíû ñîîòâåòñòâóþùèå áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû â ïðîñòðàíñòâå ïàðà-
ìåòðîâ.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ñîâìåñòíî ñ Ñ.Î. Çîñèìîâûì ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ,
ïðîåêò � 19-11-00223.

Ì.Â.Äåìèíà. Òåîðèÿ èíòåãðèðóåìîñòè Äàðáó äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè

Â 1878 ãîäó Æàí Ãàñòîí Äàðáó îáíàðóæèë òåñíóþ ñâÿçü ìåæäó ñóùåñòâîâàíèåì èíâà-
ðèàíòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ è èíòåãðèðóåìîñòüþ äâóìåðíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ ñèñòåì. Â ïîñëåäíèå ãîäû èäåè Äàðáó àêòèâíî ðàçâèâàëèñü è äîïîëíÿëèñü,
÷òî ïðèâåëî ê ñîçäàíèþ òåîðèè èíòåãðèðóåìîñòè, êîòîðàÿ íîñèò íàçâàíèå òåîðèè èíòåãðè-
ðóåìîñòè Äàðáó. Öåëü äîêëàäà � ïðåäñòàâèòü íåêîòîðûå ñîâðåìåííûå àñïåêòû ýòîé òåîðèè.
Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü ïðè ïîèñêå èíâàðèàíòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî
èõ ñòåïåíè çàðàíåå íå èçâåñòíû. Â äîêëàäå áóäåò îïèñàí ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàõîäèòü
âñå íåïðèâîäèìûå èíâàðèàíòíûå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå äëÿ øèðîêèõ êëàññîâ ñèñòåì. Â îñ-
íîâå ìåòîäà ëåæàò ñâîéñòâà àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäîâ Ïþèçå, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåàâòîíîìíîé
ðåäóêöèè èñõîäíîé ñèñòåìû. Òàêæå áóäóò îáñóæäàòüñÿ íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ è îáîáùåíèÿ
ýòîãî ìåòîäà.

Èññëåäîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå â íàñòîÿùåì äîêëàäå, âûïîëíåíû ïðè ïîääåðæêå Ðîññèé-
ñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ãðàíò � 19-71-10003).

Å.Â.Æóæîìà. Áàçèñíûå ìíîæåñòâà êîðàçìåðíîñòè îäèí À-ïîòîêîâ

Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìå À (êîðîòêî, À-ñèñòåìû) áûëè ââåäåíû
Ñ.Ñìåéëîì â 60-ûõ ãîäàõ 20 âåêà. Ýòîò øèðîêèé êëàññ ñèñòåì âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå ñòðóêòóðíî
óñòîé÷èâûå ñèñòåìû (íàïðèìåð, ñèñòåìû Ìîðñà�Ñìåéëà è ñèñòåìû Àíîñîâà) è Ω-óñòîé÷èâûå
ñèñòåìû. Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ À-ïîòîêè ñ áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè êîðàçìåðíîñòè
îäèí íà çàìêíóòûõ n-ìåðíûõ (n ≥ 3) ìíîãîîáðàçèÿõ.

Í.È.Æóêîâà. Ïðîèçâåäåíèÿ õàîòè÷åñêèõ ãðóïï ãîìåîìîðôèçìîâ

Ãðóïïà ãîìåîìîðôèçìîâ G òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ õàîòè÷åñêîé, åñ-
ëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ 1) ãðóïïà G òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíà è 2) îáúåäè-
íåíèå êîìïàêòíûõ îðáèò âñþäó ïëîòíî â X. Â ñëó÷àå, êîãäà X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,
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îïðåäåëÿåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ãðóïïû G ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Áýðà ñî ñ÷åòíîé áàçîé óñëîâèÿ 1) è 2) âëåêóò ÷óâñòâèòåëüíîñòü
ãðóïïû G ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå îïðåäåëåíèå õàîòè÷íîñòè ãðóïïû
ãîìåîìîðôèçìîâ G ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àíàëîã îïðåäåëåíèÿ õàîñà â ñìûñëå Äèâàíè
äëÿ êàñêàäîâ.

Èññëåäóåòñÿ âçàèìîñâÿçü ñâîéñòâ òîïîëîãè÷åñêîé òðàíçèòèâíîñòè, ïëîòíîñòè êîìïàêòíûõ
îðáèò, õàîòè÷íîñòè è ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ãðóïï ãîìåîìîðôèçìîâ Gi,
i ∈ J , òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Xi è ïðîèçâåäåíèé ãðóïï G = ×i∈JGi íà òèõîíîâñêîì
ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ X = ×i∈JXi. Ïîñòðîåíû ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû õàîòè÷åñêèõ
äåéñòâèé ãðóïï G íà êîíå÷íîìåðíûõ è áåñêîíå÷íîìåðíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

Ñ.Õ. Çèíèíà. Ãëîáàëüíàÿ äèíàìèêà ðåãóëÿðíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ è òîïîëîãè÷å-
ñêèõ ïîòîêîâ íà ìíîãîîáðàçèÿõ

Äîêëàä ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè ðåãóëÿðíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ è òîïîëîãè÷å-
ñêèõ ïîòîêîâ íà çàìêíóòûõ òîïîëîãè÷åñêèõ n-ìíîãîîáðàçèÿõ Mn, à òàêæå òîïîëîãè÷åñêîé
êëàññèôèêàöèè òàêèõ ñèñòåì è ñóùåñòâîâàíèþ äëÿ íèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Àêòóàëü-
íîñòü èññëåäîâàíèÿ îáóñëîâëåíà ïðåæäå âñåãî ñïåöèôèêîé èçó÷åíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà
ìíîãîîáðàçèÿõ âûñîêîé (áîëüøåé òðåõ) ðàçìåðíîñòè. Â ñèëó âîçìîæíîãî îòñóòñòâèÿ ãëàäêîé
ñòðóêòóðû íà òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, íà÷èíàÿ ñ ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå, äèíàìè÷åñêèå
ñèñòåìû íà òàêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî â íåïðåðûâíîé êàòåãîðèè.
Äàæå åñëè ìíîãîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå äîïóñêàåò ãëàäêóþ ñòðóêòóðó, îíà ìîæåò îêàçàòüñÿ
íå åäèíñòâåííîé, èçâåñòíûå ïîäõîäû ê èçó÷åíèþ îáúåêòîâ, çàäàííûõ íà òàêèõ ìíîãîîáðàçè-
ÿõ, íå èñïîëüçóþò èõ ãëàäêîñòü, à, íàîáîðîò, ñâîäÿòñÿ ê àïïðîêñèìàöèè ãëàäêèõ îáúåêòîâ
òîïîëîãè÷åñêèìè. Â ñâÿçè ñ ÷åì ÷åðåçâû÷àéíî ïîëåçíûì ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå òåîðèè òîïîëî-
ãè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ.

Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû èçó÷åíèÿ äèíàìèêè ðåãóëÿðíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì, à òàêæå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû èõ êëàññèôèêàöèè è ïîñòðîåíèþ äëÿ íèõ ýíåð-
ãåòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Þ.Ñ.Èëüÿøåíêî. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå ïàòîëîãèè â ïðîáëåìå óñòîé÷èâîñòè
ïî Ëÿïóíîâó

Çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè îñîáûõ òî÷åê ïî Ëÿïóíîâó íå òîëüêî àíàëèòè÷åñêè íåðàçðåøèìà,
íî è ïðåäñòàâëÿåò ïàòîëîãèè íà òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîì óðîâíå, êàê ýòî áûëî ïðåäñêàçàíî
Àðíîëüäîì åùå 50 ëåò íàçàä. À èìåííî, ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî â ïðî-
ñòðàíòâå 5-ñòðóé âåêòîðíûõ ïîëåé â 5-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå ïåðåñåêàåò ìíîæåñòâî
óñòîé÷èâûõ ñòðóé ïî ñ÷åòíîìó ÷èñëó ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ. Ýòî ñåìåéñòâî
áóäåò îïèñàíî â äîêëàäå.

À.À.Êàùåíêî. Äèíàìèêà ìîäåëè ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ

Áóäåò ðàññìîòðåíà íåëîêàëüíàÿ äèíàìèêà ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì, ìîäåëèðóþùåé ñâÿçàííûå îñöèëëÿòîðû. Áóäåò íàé-
äåíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû, èññëåäîâàí âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåæèìîâ.
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Ñ.À.Êàùåíêî, À.Î.Òîëáåé. Äèíàìèêà ïðîñòðàíñòâåííî�ðàñïðåäåëåííûõ
öåïî÷åê ëîãèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì

Ðàññìàòðèâàþòñÿ öåïî÷êè ñâÿçàííûõ ëîãèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì. Îñíîâ-
íîå ïðåäïîëîæåíèå, îòêðûâàþùåå ïóòü ê ïðèìåíåíèþ ñïåöèàëüíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòî-
äîâ, ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ öåïî÷êè äîñòàòî÷íî âåëèêî. Ýòî äàåò îñíîâàíèå
îò äèñêðåòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðåéòè ê èñïîëüçîâàíèþ íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà è â êà-
÷åñòâå èñõîäíîé ìîäåëè ïîëó÷èòü èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó. Ïðè èññëåäî-
âàíèè ïîâåäåíèÿ âñåõ åå ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ âîçíèêàþò áåñêîíå÷íî-
ìåðíûå êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè â çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñîñòîÿò
â ïîñòðîåíèè ñïåöèàëüíûõ ñåìåéñòâ êâàçèíîðìàëüíûõ ôîðì � íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷
ëèáî øðåäèíãåðîâñêîãî òèïà, ëèáî òèïà Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó. Èõ ðåøåíèÿ äàþò âîçìîæíîñòü
îïðåäåëèòü ãëàâíûå ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ êàê ðåãóëÿðíûõ, òàê è íåðåãóëÿð-
íûõ ðåøåíèé èñõîäíîé ñèñòåìû. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî èçó÷åíèþ öåïî÷åê ñî ñâÿçÿìè
äèôôóçèîííîãî òèïà, àäâåêòèâíîãî òèïà è ïîëíîñâÿçíûõ öåïî÷åê.

È.Ñ.Êàùåíêî. Âëèÿíèå âòîðîãî çàïàçäûâàíèÿ íà ëîêàëüíóþ äèíàìèêó

Â äîêëàäå áóäåò ðàññìîòðåíà ëîêàëüíàÿ äèíàìèêà äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ
çàïàçäûâàíèÿìè âèäà εẋ(t) + x(t) = f(x(t), x(t − T1), x(t − T2)), ãäå 0 < ε � 1. Áóäåò ïîêà-
çàíî, ÷òî äàæå ïðè ìàëûõ íåíóëåâûõ çíà÷åíèÿõ T2 ïîâåäåíèå ðåøåíèé ìîæåò ñóùåñòâåííî
îòëè÷àòüñÿ îò ñëó÷àÿ T2 = 0.

À.À.Êèëèí. Äèíàìèêà äâóõ âèõðåâûõ êîëåö â êîíäåíñàòå Áîçå �Ýéíøòåéíà

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìèêà äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ âèõðåâûõ êîëåö
â êîíäåíñàòå Áîçå�Ýéíøòåéíà. Áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùåãî âèõðåâûì êîëüöàì. Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íà ýòîì èíâàðèàíò-
íîì ìíîãîîáðàçèè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà êîëåö èç ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà âèõðåé. Ïîäðîáíî
ðàññìîòðåí ñëó÷àé äâóõ âèõðåâûõ êîëåö, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ âèõðåé êàæäîå. Äëÿ ýòîãî ñëó-
÷àÿ óêàçàíû ÷àñòíûå ðåøåíèÿ, ïðîâåäåí ïîëíûé áèôóðêàöèîííûé àíàëèç. Ïîêàçàíî, ÷òî â
çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ êîíäåíñàòà Áîçå�Ýéøòåéíà âûäåëÿþòñÿ òðè ðàçíûõ òèïà áèôóð-
êàöèîííûõ äèàãðàìì, äëÿ êàæäîãî òèïà ïðèâåäåíû õàðàêòåðíûå ôàçîâûå ïîðòðåòû.

Ñ.Êîíñòàíòèíó-Ðèçîñ. Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ðàçíîñòÿõ.

Ïðåäëàãàåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèé ìåòîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ àâòîïðåîáðàçîâàíèé Áýêëóíäà è ðå-
øåíèé óðàâíåíèé â êâàä-ãðàôàõ, êîòîðûå íå îáÿçàòåëüíî îáëàäàþò ñâîéñòâîì òðåõìåðíîé
ñîâìåñòèìîñòè. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàòèâíîãî ïðèìåðà èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà òèïà Àäëåðà�
ßìèëîâà, ñâÿçàííàÿ ñ íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà. Â ÷àñòíîñòè, ìû ñòðîèì àâòî-
ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà äëÿ ýòîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû è åå ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè è èñ-
ïîëüçóåì èõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ îäíî- è äâóõñîëèòîííûõ ðåøåíèé. Îáñóæäàåòñÿ òàêæå ñâÿçü
ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó ñ îòîáðàæåíèÿìè ßíãà�Áàêñòåðà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ãðàíò � 20-71-10110).
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Ò.À.Êîð÷åìêèíà. Î ïîâåäåíèè ðåøåíèé óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà ñî ñòåïåí-
íîé íåëèíåéíîñòüþ îáùåãî âèäà

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ íåëèíåéíîñòÿìè îá-
ùåãî âèäà

y′′′ = p(x, y, y′, y′′) |y|k0|y′|k1|y′′|k2 sgn(y y′ y′′), (1)

ãäå k0, k1, k2 > 0, à çíàêîïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ p(x, u, v, w) îãðàíè÷åíà, îòäåëåíà îò íóëÿ, íåïðå-
ðûâíà ïî x è ëèïøèöåâà ïî u, v, w.

Ïðè k1 = k2 = 0 Àñòàøîâîé È.Â. áûëè ïîëó÷åíû ïîëíàÿ êà÷åñòâåííàÿ è àñèìïòîòè÷åñêàÿ
êëàññèôèêàöèÿ ðåøåíèé. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìîíîòîííûõ çíàêîïîñòîÿííûõ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (1) â ñëó÷àå p(x, u, v, w) = p(x) èçó÷àëîñü ÅâòóõîâûìÂ.Ì. è ÊëîïîòîìÀ.Ì.

Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé
íåëèíåéíîñòè k0, k1 è k2 íà êà÷åñòâåííîå è àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
ñî ñòåïåííûìè íåëèíåéíîñòÿìè îáùåãî âèäà êàê â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî, òàê è â ñëó÷àå
îòðèöàòåëüíîãî ïîòåíöèàëà p(x, u, v, w).

Ë.Ì.Ëåðìàí,Ê.Í.Òðèôîíîâ. Ñèìïëåêòè÷åñêèå ÷àñòè÷íî-ãèïåðáîëè÷åñêèå àâ-
òîìîðôèçìû íà T6: äèíàìèêà è êëàññèôèêàöèÿ

Èçó÷àþòñÿ àâòîìîðôèçìû 6-ìåðíîãî òîðà T6, ïîðîæäåííûå öåëî÷èñëåííûìè óíèìîäó-
ëÿðíûìè ìàòðèöàìè. Òîð T6 ñíàáæàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, çàäàííîé êîñîñèììåò-
ðè÷åñêîé íåâûðîæäåííîé öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöåé â R6 è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà A,
çàäàþùàÿ àâòîìîðôèçì fA, ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóê-
òóðû è ÷àñòè÷íî-ãèïåðáîëè÷åñêîé. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A
ëåæàò êàê âíóòðè è âíå åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, òàê è íà íåé. Ïîýòîìó ìîãóò áûòü äâà îñ-
íîâíûõ ñëó÷àÿ: 1) âíå åäèíè÷íîãî êðóãà ëåæèò îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è ÷åòûðå ïðîñòûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè è 2) âíå åäèíè÷íîãî êðóãà ëåæàò
äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ, äåéñòâèòåëüíûå èëè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå, è ïàðà êîìïëåêñ-
íî ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Â ïåðâîì ñëó÷àå
íà òîðå ïîðîæäàåòñÿ ñëîåíèå íà îäíîìåðíûå íåóñòîé÷èâûå ñëîè (è äðóãîå ñëîåíèå íà îäíî-
ìåðíûå óñòîé÷èâûå ñëîè), à âî âòîðîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèå ñëîè äâóìåðíû. Îñíîâíîé
âîïðîñ èññëåäîâàíèÿ � òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñëîåíèÿ íà íåóñòîé÷èâûå ñëîè àâòîìîð-
ôèçìà è êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ àâòîìîðôèçìîâ îòíîñèòåëüíî ñîîòíîøåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé
ýêâèâàëåíòíîñòè. Àâòîìîðôèçì ìîæåò ïîðîæäàòü ëèáî òðàíçèòèâíîå ñëîåíèå íà íåóñòîé÷è-
âûå ñëîè, ëèáî çàìûêàíèå êàæäîãî ñëîÿ ÿâëÿåòñÿ òîðîì ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè (ðàçëîæèìûé
ñëó÷àé). Êëàññèôèêàöèÿ äàåòñÿ äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.

Äàííîå èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ 22-11-00027.

Â.Â.Ìàëûãèíà. Îá àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ìàòðèöû Êîøè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà

Èññëåäóþòñÿ âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíîãî àâòîíîìíîãî ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî òèïà. Â îñíîâå èññëåäîâàíèÿ ëåæèò èçâåñòíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ðåøåíèÿ â ÿâíîì âèäå ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, ÿäðîì êîòîðîãî ÿâëÿ-
åòñÿ ôóíêöèÿ Êîøè èññëåäóåìîãî óðàâíåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî
Ëÿïóíîâó, àñèìïòîòè÷åñêîé è ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ìîæíî áåç ïîòåðè îáùíîñòè
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ôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ôóíêöèè Êîøè. Íàðÿäó ñ ïîíÿòèåì
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ââîäèòñÿ íîâîå ñâîéñòâî, êîòîðîå ïîëó÷èëî íàçâàíèå ñèëüíîé
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñâÿçàíû ñ óñòîé÷èâîñòüþ ïî íà÷àëüíîé ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâ
ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî ñèëüíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïðè íà÷àëüíûõ äàííûõ èç ïðîñòðàíñòâà L1

ðàâíîñèëüíà ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêå ôóíêöèè Êîøè è, áîëåå òîãî, ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé-
÷èâîñòè ïî íà÷àëüíûì äàííûì èç ïðîñòðàíñòâ Lp äëÿ ëþáîãî p > 1.

È.È.Ìàòâååâà. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ çàïàçäûâàíèåì

Ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññû íåëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çàïàçäûâà-
þùåãî è íåéòðàëüíîãî òèïîâ, ïðè ýòîì ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ çàïàçäûâàíèå, ìîæåò áûòü
ïîñòîÿííîé, îãðàíè÷åííîé èëè íåîãðàíè÷åííîé. Ââåäåíû íîâûå ôóíêöèîíàëû Ëÿïóíîâà�
Êðàñîâñêîãî, ñ èñïîëüçîâàíèåì êîòîðûõ èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü äëÿ ñèñòåì ñ ïåðåìåí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè â ëèíåéíûõ ÷ëåíàõ. Óêàçàíû óñëîâèÿ ðîáàñòíîé è ýêñïîíåíöèàëüíîé
óñòîé÷èâîñòè, êîòîðûå ôîðìóëèðóþòñÿ â âèäå äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ äëÿ ñàìîñî-
ïðÿæåííûõ ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé. Ïîëó÷åíû îöåíêè, õàðàêòåðèçóþùèå ñêîðîñòü ñòàáèëèçà-
öèè ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè, óñòàíîâëåíû îöåíêè íà ìíîæåñòâà ïðèòÿæåíèÿ ñòàöèîíàð-
íûõ ðåøåíèé. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû óñòàíîâëåíû äëÿ íåàâòîíîìíûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì ñ
íåñêîëüêèìè çàïàçäûâàíèÿìè, â òîì ÷èñëå ïðè íàëè÷èè ñîñðåäîòî÷åííîãî è ðàñïðåäåëåííîãî
çàïàçäûâàíèé.

Ã.Ñ.Ìàóëåøîâà. Î ñâÿçè ìåæäó êîììóòèðóþùèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè è ðàç-
íîñòíûìè îïåðàòîðàìè

Â äîêëàäå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ îäíîòî÷å÷íûå êîììóòèðóþùèå ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû
è èõ âçàèìîñâÿçü ñ îáûêíîâåííûìè êîììóòèðóþùèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè.

Å.Í.Ìàõðîâà. Ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà è òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ íåïðåðûâ-
íûõ îòîáðàæåíèé äåíäðèòîâ

Ïóñòü X � äåíäðèò (ëîêàëüíî ñâÿçíûé êîíòèíóóì, íå ñîäåðæàùèé äóã, ãîìåîìîðôíûõ
îêðóæíîñòè), f : X → X � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.

Íåïóñòîå ìíîæåñòâî M ⊂ X íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì îòíîñèòåëüíî f , åñëè îíî çàì-
êíóòî, èíâàðèàíòíî è íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ ïîäìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óêàçàííûì
ñâîéñòâàì.

Ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâîM íàçûâàåòñÿ âïîëíå ìèíèìàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà n ≥ 1 ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì äëÿ fn.

Åñëè ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì n ≥ 2 ìíîæåñòâî M íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì
îòíîñèòåëüíî fn, òî íàéäóòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, ÿâëÿþùååñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà n, è
ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà M0, M1, . . . , Mk−1 ⊂ M òàêèå, ÷òî
M = M0 ∪ M1 ∪ . . .Mk−1, f(Mi) = Mi+1(modk), è êàæäîå Mi ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì îòíî-
ñèòåëüíî fk [1]. Ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî M áóäåì íàçûâàòü îòíîñèòåëüíî âïîëíå ìèíè-
ìàëüíûì, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ìèíèìàëüíûì, íî ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì ÷èñëå
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k ≥ 2 íàéäåòñÿ ïîäìíîæåñòâî Mi ⊂M , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ìèíèìàëüíûì îòíîñèòåëüíî
îòîáðàæåíèÿ fk.

Â äîêëàäå èçó÷àåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ñóùåñòâîâàíèåì ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ ðàçëè÷íîãî
òèïà, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè îðáèòàìè, è ïîëîæèòåëüíîñòüþ òîïîëîãè÷åñêîé ýí-
òðîïèè.

[1] X. Ye. D-function of a minimal set and an extension of Sharkovskii's theorem to minimal sets,
Ergodic Theory Dynam. Systems, 12(1992), 365-376.

Â.Þ.Íîâîêøåíîâ. Äèñêðåòíîå óðàâíåíèå Ïåíëåâå âòîðîãî òèïà è ïðåäñòàâëåíèå
ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû

Íàéäåíû êëàññû àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå âòîðîãî òèïà
(dPII)

xn+1 + xn−1 =
nxn

ν(x2
n − 1)

, n ∈ N,

ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé n. Èçó÷åíà àñèìïòîòèêà ïåðåõîäíîãî ñëîÿ
ïðè n ≈ 2ν, îòâå÷àþùåãî ôàçîâîìó ïåðåõîäó â êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèÿõ ïîëÿ è òåîðèè ñëó-
÷àéíûõ ìàòðèö. Èññëåäîâàíî ñïåöèàëüíîå ðåøåíèå dPII, ñâÿçàííûå ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè ñèì-
ìåòðè÷åñêîé ãðóïïû è àñèìïòîòèêîé òåïëèöåâà äåòåðìèíàíòà.

ÅÂ.Íîçäðèíîâà. Óñòîé÷èâàÿ èçîòîïè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü äèôôåîìîðôèçìîâ Ïàëè-
ñà

Â ðàìêàõ äàííîãî äîêëàäà ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèç-
ìîâ f íà çàìêíóòîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå íåáëóæäàþùèå
òî÷êè f íåïîäâèæíû è èìåþò ïîëîæèòåëüíûé òèï îðèåíòàöèè. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò � ïîñòðî-
åíèå óñòîé÷èâîé äóãè, ñîåäèíÿþùåé äâà òàêèõ äèôôåîìîðôèçìà. Ðàññìàòðèâàåìûå äèôôåî-
ìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ äèôôåîìîðôèçìàìè Ïàëèñà, êîòîðûé âûäåëÿåò èõ êàê êëàññ ïîâåðõ-
íîñòíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ, âêëþ÷àþùèõñÿ â òîïîëîãè÷åñêèé ïîòîê. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó
Ñ.Íüþõàóñà, Ì.Ïåéøîòî è Äæ.Ôëåéòàñ, âñå ïîòîêè Ìîðñà�Ñìåéëà íà çàäàííîì ìíîãîîáðà-
çèè ñîåäèíÿþòñÿ óñòîé÷èâîé äóãîé. Îäíàêî ýòîò ôàêò íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü íåïîñðåäñòâåííî
äëÿ ïîñòðîåíèÿ äóãè ìåæäó äèôôåîìîðôèçìàìè, òàê êàê äèôôåîìîðôèçìû Ïàëèñà âêëþ÷à-
þòñÿ òîëüêî â òîïîëîãè÷åñêèé ïîòîê. Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ óñòîé÷èâîé äóãè ìåæäó äèôôåîìîð-
ôèçìàìè Ïàëèñà îñíîâàíà íà ïîñòðîåíèè äóãè áåç áèôóðêàöèé, ñîåäèíÿþùåé äèôôåîìîð-
ôèçì Ïàëèñà ñ äèôôåîìîðôèçìîì, ÿâëÿþùèìñÿ ñäâèãîì íà åäèíèöó âðåìåíè ãðàäèåíòíîãî
ïîòîêà ôóíêöèè Ìîðñà. Äëÿ âèçóàëèçàöèè ïîñòðîåííîé äóãè ðàññìîòðåí êëàññ ïîëÿðíûõ
ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà äâóìåðíîì òîðå T2.

Ñ.Í.Ïîïîâà. Î çàäà÷àõ íàçíà÷åíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì

Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû î íàçíà÷åíèè òî÷íîé àñèìïòîòèêè ðåøåíèé ëèíåéíîé óïðàâëÿ-
åìîé ñèñòåìû

ẋ = A(t)x+B(t)u, t ∈ R, x ∈ Rn, u ∈ Rm, (1)

ïîä äåéñòâèåì ëèíåéíîãî ïî ôàçîâûì ïåðåìåííûì óïðàâëåíèÿ u = U(t)x, òî åñòü çàìêíóòîé
ñèñòåìû

ẋ =
(
A(t) +B(t)U(t)

)
x, t ∈ R, x ∈ Rn, (2)
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äëÿ êîòîðîé ôóíêöèÿ U : R → Rm×n èãðàåò ðîëü ìàòðè÷íîãî óïðàâëåíèÿ. Ïîëó÷åíû äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ íà ñèñòåìó (1) è íà ñâîáîäíóþ ñèñòåìó ẋ = A(t)x, êîòîðûå ãàðàíòèðóþò âîç-
ìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ìàòðè÷íîãî óïðàâëåíèÿ U(·), îáåñïå÷èâàþùåãî àñèìïòîòè÷åñêóþ ýêâè-
âàëåíòíîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìû (2) è ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ż = C(t)z,
z ∈ Rn. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ïðèìåíåíà êîíöåïöèÿ îáîëî÷êè Áåáóòîâà ñè-
ñòåìû (1): ñòðîèòñÿ çàìûêàíèå (â òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà îòðåçêàõ) R(A,B)
ìíîæåñòâà ñäâèãîâ

{(
As(·), Bs(·)

)
: s ∈ R

}
êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (1), ãäå As(·)

.
= A(· + s),

Bs(·)
.
= B(·+ s); êàæäàÿ ïàðà

(
Â(·), B̂(·)

)
èç ìíîæåñòâà R(A,B) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ëèíåéíîé

óïðàâëÿåìîé ñèñòåìîé ẋ = Â(t)x+ B̂(t)u.

Â.Â.Ðîãà÷åâ. Àíàëîã òåîðåìû Øòóðìà î ÷åðåäîâàíèè íóëåé ðåøåíèé äëÿ íåëè-
íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû î ÷åðåäîâàíèè íóëåé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñî ñòåïåííîé íåëèíåéíîñòüþ. Îíè ðàñøèðÿþò ïîëó÷åííûå
Øòóðìîì è Êîíäðàòüåâûì ðåçóëüòàòû î ÷åðåäîâàíèè íóëåé äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà � è ñ òàêîé òî÷êè çðåíèÿ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåëè-
íåéíûé ñëó÷àé óñòðîåí ïðîùå, ÷åì ëèíåéíûé.

Ò.Ë.Ñàáàòóëèíà. Î òî÷íîé îöåíêå ïîêàçàòåëÿ ðåøåíèé ëèíåéíîãî àâòîíîìíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ðàñïðåäåë¼ííûì çàïàçäûâàíèåì

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå àâòîíîìíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ðàñïðåäåë¼ííûì çàïàç-
äûâàíèåì

ẋ(t) + b

∫ t

t−h
x(s) ds = 0, t ∈ R+, (∗)

ãäå h > 0, b ∈ R.
Äëÿ óðàâíåíèÿ (*) èçâåñòåí êðèòåðèé ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè: óðàâíåíèå (*) ýêñ-

ïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 0 < bh2 < π2/2. Îäíàêî äî ñèõ ïîð
äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íå áûëî íàéäåíî òî÷íîãî ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ýêñïîíåíòû. Â ëèòåðàòóðå
åñòü òîëüêî óêàçàíèÿ íà òî, ÷òî ýòîò ïîêàçàòåëü îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ êîðíÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè, áëèæàéøåé ê ìíèìîé îñè. Ïîñêîëüêó òî÷íûé êîðåíü õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè, áëèæàéøåé ê ìíèìîé îñè, ìîæíî íàéòè òîëüêî â èñêëþ÷èòåëüíûõ
ñëó÷àÿõ, ýòî óêàçàíèå íåêîíñòðóêòèâíî.

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ óðàâíåíèÿ (*) íàéäåíà òî÷íàÿ îöåíêà ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ýêñïîíåíòû
â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà b è çàïàçäûâàíèÿ h.

È.Í.Ñåðãååâ. Èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ âèäîâ óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëè-
æåíèþ

Èññëåäîâàíèþ ëÿïóíîâñêîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ, ñî-
ñòàâëÿþùåìó ñóòü ïåðâîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà, ïîñâÿùåíî îãðîìíîå ÷èñëî ðàáîò. Â äîêëàäå
èçó÷àþòñÿ êëàññû ëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ ðàçëè÷íûå ëÿïóíîâñêèå, à òàêæå
íåäàâíî ââåä¼ííûå ïåððîíîâñêèå èëè âåðõíåïðåäåëüíûå ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì:
óñòîé÷èâîñòü, àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü, à òàêæå ãëîáàëüíóþ, ÷àñòè÷íóþ (óñëîâíóþ)
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è ÷àñòíóþ óñòîé÷èâîñòü. Êàê îêàçàëîñü, îáùåå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íåïóñòûõ êëàññîâ (ýêâèâà-
ëåíòíîñòè), îáåñïå÷èâàþùèõ êàêèå-ëèáî èç ïåðå÷èñëåííûõ â îáùåé ñëîæíîñòè ïÿòíàäöàòè
ðàçíîâèäíîñòåé óñòîé÷èâîñòè, âåñüìà íåçíà÷èòåëüíî.

Í.Â.Ñòàíêåâè÷, À.Ï.Êóçíåöîâ, Þ.Â.Ñåäîâà. Ñëîæíàÿ äèíàìèêà òðåõ ñâÿçàí-
íûõ ãåíåðàòîðîâ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñàìîñòîÿòåëüíûé êëàññ, äîñòàòî÷-
íî øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûé â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè. Íàèáîëåå èçâåñòíû è èçó÷åíû
êâàçèïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè ïîäà÷å âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ èëè âçàèìî-
äåéñòâèè àâòîêîëåáàòåëüíûõ ïîäñèñòåì ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ðåæèìàìè, íàïðèìåð, îñöèëëÿòîð
âàí äåð Ïîëÿ. Ââåäåíèå â ðàññìîòðåíèå àâòîíîìíûõ îñöèëëÿòîðîâ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ êî-
ëåáàíèé ïîçâîëèëî ñôîðìóëèðîâàòü äîñòàòî÷íî øèðîêèé êðóã çàäà÷ ïî èññëåäîâàíèþ âçà-
èìîäåéñòâèÿ, ñèíõðîíèçàöèè è âîçíèêíîâåíèÿ ñëîæíîé äèíàìèêè è åå îñîáåííîñòåé â òà-
êèõ ñèñòåìàõ. Ýòî ïîçâîëèëî ïðîäâèíóòüñÿ â ôîðìèðîâàíèè ïðåäñòàâëåíèé î ñèíõðîíèçàöèè
êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé, ÷òî îáðàçóåò ñàìîñòîÿòåëüíóþ åìêóþ ïðîáëåìó. Â òåîðèè
ñèíõðîíèçàöèè õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî óâåëè÷åíèå ÷èñëà âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîäñèñòåì çà-
ìåòíî îáîãàùàåò äèíàìèêó ñèñòåìû, ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ íîâûõ ñëîæíûõ íåëèíåéíûõ
ýôôåêòîâ. Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ìû ðàññìîòðèì ñëîæíîå ïîâåäåíèå â àíñàìáëå òðåõ
ñâÿçàííûõ â öåïî÷êó ìîäåëåé ãåíåðàòîðîâ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Â ýòîì ñëó÷àå îò-
äåëüíûå ãåíåðàòîðû ìîãóò áûòü íàñòðîåíû ïî-ðàçíîìó, äåìîíñòðèðóÿ êàê ïåðèîäè÷åñêèå, òàê
è êâàçèïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Ìû ïðåäñòàâèì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äè-
íàìèêè àíñàìáëÿ äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ, èçó÷èì ìíîãî÷àñòîòíûå êâàçèïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ,
õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ðàçëè÷íûì ñïåêòðîì ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà.

Ðàáîòà âûïîíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (� 21-12-00121).

À.Õ.Ñòàø. Î ñïåêòðàõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà

Óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ íåïðåðûâíûìè íà âðåìåííîé ïîëóîñè êîýôôèöèåíòàìè, ñïåêòðû ïîêà-
çàòåëåé êîëåáëåìîñòè ñìåí çíàêîâ, íóëåé è êîðíåé êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ ëþáûì íàïåðåä
çàäàííûì íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì è ñóñëèíñêèì ìíîæåñòâîì ñîîòâåòñòâåííî.

Â.À.Òèìîðèí. Äèíàìèêà íà ïîâåðõíîñòÿõ, ñêëååííûõ èç ïîëîñ áóìàãè

Íà ìíîæåñòâå ïîâåðõíîñòåé, ñêëååííûõ èç ïîëîñ áóìàãè, ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîãîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå, ìîäåëèðóþùåå äèíàìèêó ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò îäíîé êîìïëåêñíîé ïåðå-
ìåííîé. Ìû îáñóäèì ýòî ñîîòâåòñòâèå. Ïî ìîòèâàì (ïðîäîëæàþùåãîñÿ) ñîâìåñòíîãî ïðîåêòà
ñ Ì.Õëþùàíêà.

Ê.Ì.×óäèíîâ. Îá óñëîâèÿõ îñöèëëÿöèè ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ ïîñëåäåéñòâèåì

Ðåøåíèÿ àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ẋ(t) = −ax(t − r), ãäå a, r > 0, îñöèëëèðóþò, åñëè è
òîëüêî åñëè ar > 1/e. Óñëîâèÿ îñöèëëÿöèè ðåøåíèé íåàâòîíîìíûõ óðàâíåíåíèé ïåðâîãî
ïîðÿäêà ñ ïîñëåäåéñòâèåì âïåðâûå ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷àë À.Ä.Ìûøêèñ â ñåðåäèíå XX âåêà.
Óòî÷íåíèåì ðåçóëüòîâ Ìûøêèñà ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ð.Ã.Êîïëàòàäçå è Ò.À.×àíòóðèÿ (1982 ã.):
âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẋ(t) = −a(t)x(h(t)), t > 0, ãäå a(t) > 0, h(t) 6 t è h(t) → ∞ ïðè
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t → ∞, îñöèëëèðóþò, åñëè lim
t→+∞

t∫
h(t)

a(s) ds > 1/e. Çà ïîñëåäíèå 40 ëåò îïóáëèêîâàíû ñîòíè

ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ îáîáùåíèÿì ýòîãî ðåçóëüòàòà, îäíàêî ïðè ðàñøèðåíèè êëàññà óðàâíåíèé
ýòè îáîáùåíèÿ, êàê ïðàâèëî, òåðÿþò êðàñîòó è òî÷íîñòü.

Äîêëàä ïîñâÿùåí óñëîâèÿì îñöèëëÿöèè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ẋ(t) +
t∫

0

x(s) dsr(t, s) = f(t),

t > 0, ñ åñòåñòâåííûìè óñëîâèÿìè íà ïàðàìåòðû, îáåñïå÷èâàþùèìè åäèíñòâåííîñòü ðåøå-
íèÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôóíêöèÿ r(t, ·) íå óáûâàåò è äëÿ âñåõ s > 0 íàéäåòñÿ òàêîå T (s) > s,

÷òî
s∫

0

dτr(t, τ) = 0 äëÿ âñåõ t > T (s) (óðàâíåíèå óñòîé÷èâîãî òèïà), äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì

îñöèëëÿöèè âñåõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî lim
t→+∞

+∞∫
t

t∫
0

dτr(s, τ) ds > 1/e. Â ïðèëîæåíèè ê

óðàâíåíèþ ñ íåñêîëüêèìè ñîñðåäîòî÷åííûìè çàïàçäûâàíèÿìè ýòî óñëîâèå îñöèëëÿöèè ó÷è-
òûâàåò âñå çàïàçäûâàíèÿ â ðàâíîé ìåðå.

Ò.Ûñêàê. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ñèñòåì íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ ðàñïðåäåëåííûì çàïàçäûâàíèåì

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàñïðåäåëåííûì
çàïàçäûâàíèåì è ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè â ëèíåéíîé ÷àñòè. Èñïîëüçóÿ ôóíêöèî-
íàë Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî, óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâî-
ñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åíû îöåíêè, õàðàêòåðèçóþùèå ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ðåøåíèé íà
áåñêîíå÷íîñòè, è îöåíêè íà ìíîæåñòâî ïðèòÿæåíèÿ.
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7 Êîìáèíàòîðèêà, äèñêðåòíàÿ ãåîìåòðèÿ, ñëó÷àéíûå

ñòðóêòóðû

À.À.Âàëþæåíè÷. Ìèíèìàëüíûå íîñèòåëè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â ãðàôå Õýì-
ìèíãà

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ ïðîáëåìà äëÿ ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé ãðàôîâ:

Ïðîáëåìà 1. Äëÿ äàííîãî ãðàôà G è åãî ôèêñèðîâàííîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ íàéòè
ìèíèìàëüíóþ ìîùíîñòü íîñèòåëÿ ïðîèçâîëüíîé λ-ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ãðàôà G.

Ïðîáëåìà 1 òåñíî ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìîé ïåðåñå÷åíèÿ êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ è ïðîáëåìîé
ïîèñêà ìèíèìàëüíîé ìîùíîñòè êîìáèíàòîðíûõ òðåéäîâ è íóëü äèçàéíîâ. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
òàêèå çàäà÷è ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé Ïðîáëåìû 1 äëÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ãðàôîâ ñ íåêîòîðûìè äèñêðåòíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ôóíêöèè.

Â äàííîì äîêëàäå ìû îáñóäèì ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû ïî Ïðîáëåìå 1 è åå îáîáùåíèÿì äëÿ
ãðàôà Õýììèíãà.

Ê.Â.Âîðîáü¼â. Î ïîëíîñòüþ ðåãóëÿðíûõ êîäàõ â ãðàôàõ Äæîíñîíà

Äîêëàä ïîñâÿùåí âîïðîñó ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëíîñòüþ ðåãóëÿðíûõ êîäîâ â ãðàôàõ Äæîíñî-
íà J(n,w). Â ÷àñòíîñòè, ýòîò âîïðîñ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ãèïîòåçó Äåëüñàðòà î íåñóùåñòâîâàíèè
íåòðèâèàëüíûõ ñîâåðøåííûõ êîäîâ â ýòèõ ãðàôàõ. Áóäóò ïðåäñòàâëåíû íîâûå ðåçóëüòàòû
õàðàêòåðèçàöèè ïîëíîñòüþ ðåãóëÿðíûõ êîäîâ ïðè w = 3 è w = 4, è êðîìå òîãî, äëÿ w > 4
ïðè íåêîòîðûõ ñïåêòðàëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ìàòðèöó ïåðåñå÷åíèé êîäà.

×àñòü ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åíà â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñ È. Ìîãèëüíûõ, à
òàêæå ñ À. Ãàâðèëþêîì, Ñ. Ãîðÿèíîâûì è Ð. Ýâàíñîì (ñì. https://arxiv.org/abs/2206.15341).

Äîêëàä ïîäãîòîâëåí ïðè ïîääåðæêå Ìàòåìàòè÷åñêîãî Öåíòðà â Àêàäåìãîðîäêå, ñîãëàøå-
íèå ñ Ìèíèñòåðñòâîì íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè �075-15-2022-282.

Â.À.Âîðîíîâ. Ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ íà ÷àñòè ìåíüøåãî äèàìåòðà â ÷åòûðåõìåð-
íîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

Äëÿ ðàçìåðíîñòåé 4 ≤ n ≤ 63 íà äàííûé ìîìåíò íåèçâåñòíî, âåðíà ëè ãèïîòåçà Áîðñó-
êà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ëþáîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî Rn ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà n + 1
÷àñòü ñòðîãî ìåíüøåãî äèàìåòðà. Â ðàçìåðíîñòè 4 áûëî äîêàçàíî ëèøü òî, ÷òî ñóùåñòâó-
åò ðàçáèåíèå íà 9 ÷àñòåé, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ. Ïî-âèäèìîìó, äîêàçàòåëüñòâî òîãî,
÷òî ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå íà 8 ÷àñòåé, íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ äîñÿãàåìîñòè, îäíàêî òðåáóåò
áîëüøîãî îáúåìà êîìïüþòåðíûõ ðàñ÷åòîâ. Êðîìå òîãî, ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ìèíèìàëüíûõ
çíà÷åíèé d4,k, îïðåäåëÿåìûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ëþáîå ìíîæåñòâî åäèíè÷íîãî äèàìåòðà
M ⊂= R4 çàâåäîìî ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà k ÷àñòåé äèàìåòðà íå áîëåå d4,k.

Â äîêëàäå áóäåò ïðåäñòàâëåíû îöåíêè d4,k, îñíîâàííûå íà ðåçóëüòàòàõ Â.Â.Ìàêååâà îá
óíèâåðñàëüíûõ ïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâàõ. Èç íåêîòîðîãî ñèììåòðè÷íîãî 14-ãðàííèêà, îïè-
ñàííîãî îêîëî åäèíè÷íîé ñôåðû, ïîëó÷åíî ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ðàçáè-
âàåòñÿ íà çàäàííîå ÷èñëî ÷àñòåé ìèíèìàëüíîãî äèàìåòðà ïðè ïîìîùè îïòèìèçàöèîííîãî
àëãîðèòìà.
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À.È. Ãîëîâàíîâ. Ìíîæåñòâà ñ íå÷¼òíûìè ðàññòîÿíèÿìè è ðàâíîóäàë¼ííûå âïðàâî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ÷åáûø¼âñêîé è ìàíõåòòåíñêîé ìåòðèêàõ

Ìû ðàññìàòðèâàåì äâå ñâÿçàííûå çàäà÷è ýêñòðåìàëüíîé ãåîìåòðèè â n-ìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå Rn

∞ ñ ìàêñèìàëüíîé ìåòðèêîé. Â ïåðâîé çàäà÷å ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ìàêñèìàëüíûé
ðàçìåð ðàâíîóäàë¼ííîé âïðàâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê â Rn

∞ åñòü 2n+1 − 1. Çäåñü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ðàâíîóäàë¼ííîé âïðàâî, åñëè êàæäàÿ òî÷êà ðàâíîóäàëåíà îò âñåõ
ïîñëåäóþùèõ. Âî âòîðîé çàäà÷å ìû äîêàçûâàåì, ÷òî íàèáîëüøåå ÷èñëî òî÷åê â Rn

∞ ñ ïîïàðíî
íå÷¼òíûìè ðàññòîÿíèÿìè åñòü 2n. Òàêæå ïîëó÷åíû ÷àñòè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ îáåèõ çàäà÷
â Rn

1 .

Ã.À.Êàáàòÿíñêèé. Êîäîâî-êîìáèíàòîðíûé ïîäõîä ê çàäà÷å äâîè÷íûõ ñæàòûõ èç-
ìåðåíèé èëè ïîèñê ñî ëæåöîì

Íà÷íåì ñ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ, âåðøèíû êîòîðûõ áåðóòñÿ èç áóëåâà êóáà Bd =
{0, 1}d ⊂ Rd, ò.å. áóäåì ðàññìàòðèâàòü âûïóêëûå îáîëî÷êè

< A >= {
∑
a∈A

λaa :
∑
a∈A

λa = 1, λa ≥ 0}

ìíîæåñòâ A ⊂ Bd ìîùíîñòè íå áîëåå t. Ìíîæåñòâî C âåðøèí d-ìåðíîãî áóëåâà êóáà Bd áóäåì
íàçûâàòü t-íåçàâèñèìûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ åãî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ A,B ⊂ C
òàêèõ, ÷òî |A|, |B| ≤ t, èõ âûïóêëûå îáîëî÷êè íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Âîïðîñ. ×åìó ðàâíà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ ìîùíîñòü mt(d) t-íåçàâèñèìîãî ìíîæå-
ñòâà â Bd?

Îòâåò: mt(d) = 2ctd, ãäå ct = Ω(t−1 log t).

Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è î ïîèñêå ôàëüøèâûõ ìîíåò íà òî÷íûõ âåñàõ,
êîãäà âåñà ôàëüøèâûõ ìîíåò ìîãóò áûòü ðàçëè÷íû è àïðèîðè íåèçâåñòíû. À ïîñëåäíÿÿ çàäà-
÷à ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê çàäà÷à î íàõîæäåíèÿ íîñèòåëÿ íåèçâåñòíîãî t-ðàçðåæåííîãî
âåêòîðà x ∈ Rd ïî ðåçóëüòàòàì ëèíåéíûõ èçìåðåíèé, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ ïîäçàäà-
÷åé çàäà÷è ñæàòûõ èçìåðåíèé.

Ìû ïðåäëàãàåì íîâûé ïîäõîä ïîñòðîåíèÿ äâîè÷íûõ ìàòðèö èçìåðåíèé, îñíîâàííûé íà
ðàçäåëÿþùèõ êîäàõ è îòëè÷íûé îò RIP-ìàòðèö, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ðåøàòü ïåðå÷èñëåííûå
âûøå çàäà÷è.

Ä.Â.Êàðïîâ. K-ïëàíàðíûå ãðàôû

Ãðàô íàçûâàåòñÿ k-ïëàíàðíûì, åñëè åãî ìîæíî òàê èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè, ÷òî êàæäîå
ðåáðî ïåðåñåêàåò íå áîëåå ÷åì k äðóãèõ. Íàâåðíîå, âïåðâûå ïîÿâèëîñü òàêîå îáîáùåíèå ïëà-
íàðíûõ ãðàôîâ â ðàáîòå Ðèíãåëÿ â 1965 ãîäó � òàì áûëè ðàññìîòðåíû 1-ïëàíàðíûå ãðàôû
è äîêàçàíî, ÷òî ëþáîé òàêîé ãðàô èìååò ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó âåðøèí â 7 öâåòîâ. Ïîçæå
áûëè îïðåäåëåíû k-ïëàíàðíûå ãðàôû äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k. Â ðàáîòàõ Ðèíãåëÿ, Ïàõà,
Òîòà, Îðå, Áîðîäèíà è äðóãèõ èññëåäîâàëèñü âîïðîñû îá îöåíêå íà êîëè÷åñòâî ðåáåð â òàêèõ
ãðàôàõ, îöåíêå õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà, ðàçëè÷íûå âîïðîñû îá èõ èçîáðàæåíèÿõ íà ïëîñêîñòè.
Â äîêëàäå áóäåò ðàññêàçàíî î êëàññè÷åñêèõ è ñîâðåìåííûõ ðåçóëüòàòàõ èç ýòîé îáëàñòè.
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Â.Ñ.Êîæåâíèêîâ. Ìàêñèìàëüíûå èíäóöèðîâàííûå ïîäãðàôû â áèíîìèàëüíîì
ñëó÷àéíîì ãðàôå G(n, p)

Ïðè p = const â ñëó÷àéíîì ãðàôå Ýðä¼øà�Ðåíüè G(n, p) íàáëþäàåòñÿ ýôôåêò äâóõòî÷å÷-
íîé êîíöåíòðàöèè íàèáîëüøåãî ðàçìåðà èíäóöèðîâàííîãî ïîäãðàôà çàäàííîãî êëàññà äëÿ
ìíîæåñòâà ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ãðàôîâ: íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ, ëåñîâ, äåðåâüåâ, öèêëîâ, ãðà-
ôîâ îãðàíè÷åííîé ñòåïåíè, ãðàôîâ ñ îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ð¼áåð è äð. Ïðè p→ 0 äëÿ òåõ æå
êëàññîâ ãðàôîâ èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà íàèáîëüøåãî ðàçìåðà. Â íàøåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû
íîâûå êëàññû ãðàôîâ, à èìåííî, ëåñà è äåðåâüÿ îãðàíè÷åííîé ñòåïåíè, äëÿ êîòîðûõ òàêæå
îêàçûâàåòñÿ âåðíà äâóõòî÷å÷íàÿ êîíöåíòðàöèÿ.

Ä.À.Êîëóïàåâ. Ãèïîòåçà Ýðäåøà î ïàðîñî÷åòàíèÿõ äëÿ ñëó÷àÿ ïî÷òè ñîâåðøåí-
íûõ ïàðîñî÷åòàíèé

Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè íàèáîëüøåãî ÷èñëà ð¼áåð â k-îäíîðîäíîì ãèïåðãðàôå íà n
âåðøèíàõ, íå ñîäåðæàùåì s + 1 ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ð¼áåð. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü
ñëó÷àé, êîãäà n äîâîëüíî áëèçêî ê (s + 1)k. Êîíêðåòíî, áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ n, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó n < (s+ 1)(k + 0.01

k
), îòâåò ðàâåí

(
(s+1)k−1

k

)
.

Å.Â.Êîíñòàíòèíîâà. Ãðàôû Íîéìàéåðà è èõ êîíñòðóêöèè

Èññëåäîâàíèå ñèììåòðè÷íûõ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàïðàâëåíèé àëãåáðàè÷åñêîé òåî-
ðèè ãðàôîâ.Â 80-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà ïðè èçó÷åíèè äèçàéíîâ Àðíîëüä Íîéìàéåð ïîñòà-
âèë âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ð¼áåðíî-ðåãóëÿðíîãî íåïîëíîãî ãðàôà, ñîäåðæàùåãî ðåãóëÿð-
íûå êëèêè. Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ áûë ïîëó÷åí â 2018 ãîäó, êîãäà ïåðâûå
äâå êîíñòðóêöèè òàêèõ ãðàôîâ áûëè íàéäåíû. Ãðàôû Íîéìàéåðà, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñèëüíî
ðåãóëÿðíûìè ãðàôàìè, íàçûâàþò òî÷íûìè ãðàôàìè Íîéìàéåðà. Ïåðâàÿ êîíñòðóêöèÿ òà-
êèõ ãðàôîâ, ïðåäëîæåííàÿ â 2019 ãîäó, âûçâàëà áóðíûé âñïëåñê èíòåðåñà ê ýòèì ãðàôàì. Â
äàííîì äîêëàäå äåëàåòñÿ îáçîð ïî ñóùåñòâóþùèì êîíñòðóêöèÿì òî÷íûõ ãðàôîâ Íîéìàéåðà
ñ óïîðîì íà íîâûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñîâìåñòíî ñ Ð.Äæ.Ýâàíñîì, Ñ.Â. Ãîðÿèíîâûì è
À.Ä.Ìåäíûõ. Â ÷àñòíîñòè, â íîâîé ðàáîòå óäàëîñü îáîáùèòü ïîëó÷åííûå ðàíåå êîíñòðóêöèè,
à òàêæå ïîñòðîèòü íîâûå ãðàôû Íîéìàéåðà èç áåñêîíå÷íîé òðåóãîëüíîé ðåø¼òêè è äðóãèõ
ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

Äîêëàä ïîäãîòîâëåí ïðè ïîääåðæêå Ìàòåìàòè÷åñêîãî Öåíòðà â Àêàäåìãîðîäêå, ñîãëàøå-
íèå ñ Ìèíèñòåðñòâîì íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè �075-15-2022-281.

Ô.À.Íîñêîâ. Îñüìèíîãè â áóëåâîì êóáå: ñåìåéñòâà ñ ìàëûìè ïîïàðíûìè ïåðå-
ñå÷åíèÿìè

Ìû èçó÷àåì ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó. Äàíû ñåìåéñòâà F1, . . . ,F` ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
{1, . . . , n} è ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ k, k′ è ïðîèçâîëüíûõ F1 ∈ Fk, F2 ∈ Fk′
èìååì |F1 ∩ F2| ≤ m, ãäå m � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. ×åìó ðàâåí ìàêñèìóì ïðîèçâåäåíèÿ
ìîùíîñòåé ýòèõ ñåìåéñòâ? Êàêîâà ñòðóêòóðà ýêñòðåìàëüíîãî ïðèìåðà?

Â ýòîé ðàáîòå ìû íàõîäèì àñèìïòîòèêó ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ è íåêîòîðûé ñòðóêòóðíûé
ðåçóëüòàò ïðè n ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè äëÿ êîíñòàíòíîãî êîëè÷åñòâà ñåìåéñòâ è êîí-
ñòàíòíîãî m, à òàêæå ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò è äëÿ ÷óòü áîëåå îáùåé çàäà÷è, ãäå
äëÿ êàæäîé ïàðû ñåìåéñòâ ñâî¼ ìàêñèìàëüíîå ðàçðåø¼ííîå ïåðåñå÷åíèå.
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Ðåøèâ ýòó çàäà÷ó, ìû äà¼ì îòâåò è íà ñëåäóþùèé âîïðîñ. Ïóñòü äàí ðàâíîìåðíûé ãèïåð-
ãðàô, ðåáðà êîòîðîãî ðàñêðàøåíû â ` öâåòîâ. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíî ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà
êëèê ðàçíîãî öâåòà?

Ô.Â.Ïåòðîâ. Ñòåïåíè âåðøèí äâóäîëüíîãî ãðàôà è ðàçáðîñ êîãåðåíòíûõ íåçàâè-
ñèìûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Åñëè A � ñëó÷àéíîå ñîáûòèå, òî óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ X, Y åãî èíäèêàòî-
ðà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ ïîäàëãåáð íàçûâàþòñÿ êîãåðåíòíûìè. Ïóñòü X, Y � êîãåðåíòíûå
è íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ê.Áóðäè è Äæ.Ïèòìàí âûäâèíóëè ãèïîòåçó î ìàêñè-
ìàëüíî âîçìîæíîì ðàçáðîñå f(δ) := prob (|X − Y | > δ) òàêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: f(δ) = 1
ïðè δ 6 1/2 è f(δ) = 2δ(1 − δ) ïðè δ ∈ (1/2, 1]. Êîìáèíàòîðíî ýòà çàäà÷à ïî ñóùåñòâó ýê-
âèâàëåíòíà òàêîé: êàêîâî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ïàð âåðøèí èç ðàçíûõ äîëåé
äâóäîëüíîãî ãðàôà, èìåþùåãî ïî n âåðøèí â êàæäîé äîëå, ñòåïåíè êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ íå
ìåíåå ÷åì íà k. Â íåäàâíåé ðàáîòå Ñ. Öèõîìñêîãî è äîêëàä÷èêà ýòîò âîïðîñ áûë ðåø¼í ðàç-
âèòèåì èäåé èç ðàáîòû Ýðä¼øà, ×åíà, Ðóññî è Øåëïà î ðàçáðîñå ñòåïåíåé â ïðîèçâîëüíîì
ãðàôå.

À.À.Ïîëÿíñêèé. Îïòèìèçàöèÿ ïîìîãàåò Òâåðáåðãó

Ñòàâøàÿ êëàññè÷åñêîé çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Òâåðáåðãà (1966) óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ìíîæåñòâà èç (r−1)(d+1)+1 òî÷êè â Rd íàéä¼òñÿ òàêîå ðàçáèåíèå íà r ïîäìíîæåñòâ, ÷òî âû-
ïóêëûå îáîëî÷êè ýòèõ ïîäìíîæåñòâ ïåðåñåêàþòñÿ. Îäíî èç äîêàçàòåëüñòâ áûëî ïðåäëîæåíî
Ðóäíåâûì (2001) è îñíîâàíî íà îïòèìèçàöèè íåêîòîðîé ôóíêöèè.

Åñòü ìíîãî âàðèàöèåé òåîðåìû Òâåðáåðãà. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî çàìåíÿòü îïåðàòîð âûïóê-
ëîé îáîëî÷êè íà äðóãèå. Íà äîêëàäå áóäåò ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî íîâûõ ðåçóëüòàòîâ òèïà
Òâåðáåðãà, êîòîðûå ìîãóò áûòü äîêàçàíû, èñïîëüçóÿ îïòèìèçàöèîííûé ïîäõîä.

Äîêëàä îñíîâàí íà äâóõ ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ: îäíà â ñîàâòîðñòâå ñ À.Âàñèëåâñêèì è
Î.Ïèðàõìàäîì, âòîðàÿ � ñ Ï.Áàðàáàíùèêîâîé.

Ä.C.Ïðîòàñîâ, À.Ä.Òîëìà÷åâ. Ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòè òîðà íà ÷àñòè ìåíüøåãî
äèàìåòðà

Ðàññìîòðèì (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ãäå X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, à ρ �
ìåòðèêà, îïðåäåëåííàÿ íà X × X. Äëÿ îãðàíè÷åííîãî ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà F ⊂ X è
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ∈ N îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó:

dn(F ) = inf{x ∈ R+ : ∃F1, . . . , Fn ⊂ X : F ⊆ F1 ∪ . . . ∪ Fn, ∀i diam(Fi) 6 x}.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñðåäè âñåõ ïîêðûòèé ìíîæåñòâà F íåêîòîðûìè n ìíîæåñòâàìè
F1, . . . , Fn ìû õîòèì âûáðàòü ïîêðûòèÿ, ñîñòîÿùèå èç ìíîæåñòâ êàê ìîæíî ìåíüøåãî äèà-
ìåòðà.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîâåðõíîñòü äâóìåðíîãî òîðà êàê ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî T = R2/Z2.
Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ðàññìîòðèì òîð êàê êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 1, ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ
ñòîðîí êîòîðîãî �ñêëååíû�. Îïðåäåëèì ìåòðèêó ρT íà ïîâåðõíîñòè òîðà òàê:

ρT ((x1, y1), (x2, y2)) =

√
(min(|x1 − x2|, 1− |x1 − x2|))2 + (min(|y1 − y2|, 1− |y1 − y2|))2,

60



÷òî ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè (x1, y1), (x2, y2) ïî ïîâåðõíîñòè òîðà
(çäåñü è äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî x1, y1, x2, y2 ∈ [0, 1]).

Äàëåå äëÿ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (T, ρT ) áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåëè÷èíû dn(T ), ò.ê.
ïîâåðõíîñòü òîðà åñòü îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.

Îöåíêà âåëè÷èíû dn(T ) ïðè ðàçëè÷íûõ n ∈ N ÿâëÿåòñÿ åñòåññòâåííûì îáîáùåíèåì è ðàç-
âèòèåì çàäà÷è îá îïòèìàëüíûõ ðàçáèåíèÿõ ïëîñêèõ ìíîæåñòâ, îäíàêî â ñëó÷àå òîðà èñïîëü-
çóåòñÿ ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ρT , à íå ñòàíäàðòíàÿ Åâêëèäîâà ìåòðèêà, ïîýòîìó íåîáõîäèìî
ïðèìåíÿòü íîâûå ïîäõîäû äëÿ îöåíîê âåëè÷èí dn(T ).

Àâòîðàìè ïîëó÷åíû íîâûå âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè dn(T ) äëÿ ðàçëè÷íîãî êîëè÷åñòâà
÷àñòåé ðàçáèåíèÿ. Êðîìå òîãî, äîêàçàíà òî÷íàÿ îöåíêà äëÿ ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòè òîðà íà
òðè ÷àñòè. Îòäåëüíî îòìåòèì, ÷òî â äàííîé ðàáîòå âåëè÷èíà dn(T ) èññëåäóåòñÿ âïåðâûå.

À.À.Òàðàíåíêî. Ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè ãèïåðãðàôîâ è èõ ñïåêòðû

Ñîâåðøåííîé k-ðàñêðàñêîé ãèïåðãðàôà íàçîâåì òàêóþ ðàñêðàñêó åãî âåðøèí â k öâå-
òîâ, ÷òî öâåò âåðøèíû îäíîçíà÷íî çàäàåò ðàñêðàñêó èíöèäåíòíûõ åé ãèïåððåáåð. Îäíèì èç
íàèáîëåå ïðîñòûõ ïðèìåðîâ ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëü â îäíîðîäíîì ðå-
ãóëÿðíîì ãèïåðãðàôå. Äðóãîé âàæíûé ïðèìåð � ýòî íàêðûòèÿ îäíîãî ãèïåðãðàôà äðóãèì,
ñîõðàíÿþùèå îòíîøåíèÿ èíöèäåíòíîñòè ìåæäó âåðøèíàìè è ãèïåððåáðàìè. Â òî âðåìÿ êàê
òåîðèÿ ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê ãðàôîâ óæå äîñòàòî÷íî îáøèðíà, àíàëîãè÷íûå âîïðîñû äëÿ
ãèïåðãðàôîâ ïðàêòè÷åñêè íå èçó÷åíû. Â ýòîì äîêëàäå ìû ïîêàæåì, ÷òî ìíîãèå õîðîøèå àë-
ãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê ãðàôîâ îñòàþòñÿ âåðíûìè è äëÿ ãèïåðãðàôîâ.

Ïðåæäå âñåãî áóäåò ïîëó÷åíî ìíîãîìåðíîå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå íà ñîâåðøåííûå ðàñ-
êðàñêè ãèïåðãðàôîâ è èõ ïàðàìåòðû. Çàòåì äîêàæåì, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìíîãîìåðíîé
ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè îáÿçàíû áûòü ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû
ñìåæíîñòè ãèïåðãðàôà. Êðîìå òîãî, áóäåò äîêàçàí àíàëîã òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè îáùåãî
íàêðûòèÿ äëÿ ãèïåðãðàôîâ. Íàêîíåö, â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ìû âû÷èñëèì ïàðàìåòðû ñîâåð-
øåííûõ 2-ðàñêðàñîê 3-îäíîðîäíûõ ãèïåðãðàôîâ, óñòàíîâèì ïàðàìåòðû êðàòíûõ òðàíñâåðñà-
ëåé êàê ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê è íàéäåì âñå ñîâåðøåííûå 2-ðàñêðàñêè äëÿ 3-îäíîðîäíîãî
ãèïåðãðàôà, çàäàííîãî ïëîñêîñòüþ Ôàíî.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 22-21-00202.

Ä.À.Øàáàíîâ. Î ñèëüíîì õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ñëó÷àéíîãî ãèïåðãðàôà

Äîêëàä ïîñâÿùåí çàäà÷å î ñèëüíîì õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ñëó÷àéíîãî ãèïåðãðàôà â áèíî-
ìèàëüíîé ìîäåëè H(n, k, p). Íàïîìíèì, ÷òî ñèëüíûì õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ãèïåðãðàôà H,
χstr(H), íàçûâàåòñÿ òàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî q, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà ìíîæåñòâà âåðøèí
ãèïåðãðàôà â q öâåòîâ, â êîòîðîé â êàæäîì ðåáðå âñå åãî âåðøèíû ïîêðàøåíû â ðàçíûå
öâåòà (ñèëüíàÿ ðàñêðàñêà). Ñèëüíîå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî äëÿ ïëîòíîãî ñëó÷àÿ, ò.å., êîãäà
pnk−1 → +∞, áûëî õîðîøî èçó÷åíî â ðàáîòå Ì.Êðèâåëåâè÷à è Á.Ñóäàêîâà (1998). Ìû æå
êîíöåíòðèðóåìñÿ íà òàê íàçûâàåìîì ðàçðåæåííîì ñëó÷àå, êîãäà p

(
n
k

)
= cn è c > 0 íå çàâèñèò

îò n. Èçâåñòíî, ÷òî â òàêîé ñèòóàöèè ñèëüíîå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî H(n, k, p) îãðàíè÷åíî.
Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû íîâûå îöåíêè ïîðîãîâîé âåðîÿòíîñòè äëÿ ñâîéñòâà ñèëüíîé
q-ðàñêðàøèâàåìîñòè ñëó÷àéíîãî k-îäíîðîäíîãî ãèïåðãðàôà è, êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷åíèå ðå-
çóëüòàòîâ î êîíöåíòðàöèè åãî çíà÷åíèé â îäíîì èëè äâóõ ñîñåäíèõ çíà÷åíèÿõ. Äîêëàä îñíîâàí
íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ò. Ã.Ìàòâååâîé è À.Ý.Õóçèåâîé.
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8 Êîìïëåêñíûé àíàëèç

Í.Ô.Àáóçÿðîâà. Î íóëåâûõ ìíîæåñòâàõ ìåäëåííî óáûâàþùèõ ôóíêöèé

Ïóñòü P � íåêîòîðîå âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî öåëûõ ôóíêöèé, ϕ ∈ P . Êà÷åñòâåííî ñâîéñòâî
ìåäëåííîãî óáûâàíèÿ ϕ â P ìîæíî îïèñàòü òàêèì îáðàçîì: ôóíêöèè ln |ϕ| è − ln |ϕ| äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ñðàâíèìûì îöåíêàì ñâåðõó íà íåêîòîðûõ ïîäìíîæåñòâàõ êîìïëåêñíîé ïëîñêî-
ñòè, çàâèñÿùèõ îò ïðîñòðàíñòâà P . Ñâîéñòâî ìåäëåííîãî óáûâàíèÿ ôóíêöèé â P âîçíèêëî êàê
îäíà èç âîçìîæíûõ õàðàêòåðèçàöèé äåëèòåëåé ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ïðèëîæåíèé îêàçû-
âàåòñÿ ïîëåçíîé èíôîðìàöèÿ î ñòðóêòóðå íóëåâûõ ìíîæåñòâ ìåäëåííî óáûâàþùèõ ôóíêöèé.
Ìû ðàññìàòðèâàåì ýòîò âîïðîñ â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå.

Èçâåñòíî, ÷òî ìîäóëü ôóíêöèè sin πz îãðàíè÷åí ñâåðõó è ñíèçó íà ëþáîì ïîäìíîæåñòâå
ôèêñèðîâàííîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñû, óäàëåííîì îò Z íà ïîëîæèòåëüíîå ðàññòîÿíèå. Ïî-
ýòîìó sinπz ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííî óáûâàþùèì ýëåìåíòîì ìíîãèõ âàæíûõ â ïðèëîæåíèÿõ âåñî-
âûõ ïðîñòðàíñòâ öåëûõ ôóíêöèé. Íóëåâîå ìíîæåñòâî ôóíêöèè sinπz � ýòî ìíîæåñòâî Z. Â
êàêîé ìåðå ìîæíî ñäâèãàòü öåëî÷èñëåííûå òî÷êè, ÷òîáû âîçìóùåííàÿ òàêèì îáðàçîì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü îñòàâàëàñü ìíîæåñòâîì íóëåé ìåäëåííî óáûâàþùåé ôóíêöèè â P?

Ð.Ð.Àêîïÿí. Àíàëîã òåîðåìû î äâóõ êîíñòàíòàõ è âîññòàíîâëåíèå ãîëîìîðôíîé
â ïîëèêðóãå ôóíêöèè ïî ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì íà ÷àñòè îñòîâà

Îáñóæäàþòñÿ íåñêîëüêî âçàèìîñâÿçàííûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíê-
öèé â ïîëèêðóãå Dm, m ∈ N. Ïîëó÷åíî òî÷íîå íåðàâåíñòâî

|f(z)| 6 C‖f‖α1

L
p1
φ1

(G1)
‖f‖α0

L
p0
φ0

(G0)
, 0 < p0, p1 6∞,

ìåæäó çíà÷åíèåì ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè â Dm è íîðìàìè åå ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé íà äâóõ
èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâàõ G1 è G0 = Sm \G1 îñòîâà Sm, ÿâëÿþùååñÿ àíàëîãîì òåîðåìû áðà-
òüåâ Íåâàíëèííà î äâóõ êîíñòàíòàõ. Èçó÷åíî, êîãäà íåðàâåíñòâî äàåò çíà÷åíèå ìîäóëÿ íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèîíàëà ãîëîìîðôíîãî ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè â çàäàííóþ òî÷êó ïîëèêðóãà
ñ ÷àñòè îñòîâà G1. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ðåøåíû ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòà-
íîâëåíèÿ ôóíêöèè ïî ïðèáëèæåííî çàäàííûì çíà÷åíèÿì íà G1 è íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ
ôóíêöèîíàëà ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè â ïîëèêðóã ñ ÷àñòè îñòîâà G1.

Þ.Ñ.Áåëîâ. Ïðîñòðàíñòâà Ïýëè�Âèíåðà äëÿ äâóõ èíòåðâàëîâ, áàçèñíîñòü, ïîë-
íîòà áèîðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì

Äîêëàä ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ñèñòåì â ïðîñòðàíñòâå L2(E), ãäå E � îáú-
åäèíåíèå äâóõ èíòåðâàëîâ. Ìû äîêàæåì àíàëîã òåîðåìû Þíãà äëÿ òàêèõ ñèñòåì è ïîëó÷èì
(îòäåëüíî) íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî ÷òîáû ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà
áûëà áàçèñîì Ðèññà. Â ÷àñòíîñòè, íàøè ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ýôôåêò
ëèøíåé òî÷êè â ñðàâíåíèè ñ îäíèì èíòåðâàëîì äëèíû |E|. Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíûõ
ðàáîòàõ ñ À.Áàðàíîâûì, À.Êóçíåöîâûì è Ì.Ìèðîíîâûì.
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Ð. Â.Áåññîíîâ. Îñöèëëÿöèîííûå ñâîéñòâà ðåøåíèé íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðå-
äèíãåðà

Èçó÷àþòñÿ îñöèëëÿöèîííûå ñâîéñòâà ðåøåíèé íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà{
i∂q
∂t

= − ∂2q
∂x2

+ 2|q|2q,
q
∣∣
t=0

= q0,
x ∈ R, t ∈ R.

Äîêàçàíî, ÷òî ñîáîëåâñêàÿ íîðìà ‖q(·, t)‖H−1(R) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè
q0 ∈ L2(R) ýêâèâàëåíòíà èíòåãðàëó äâèæåíèÿ ñ êîíñòàíòàìè, çàâèñÿùèìè ëèøü îò âåëè-
÷èíû ‖q0‖L2(R). Ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû îáðàòíîé çàäà÷è òåîðèè ðàññåÿíèÿ äëÿ îäíîìåðíîãî
îïåðàòîðà Äèðàêà, â ÷àñòíîñòè, ñïåêòðàëüíûé âàðèàíò òåîðåìû Ñåã¼. Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû
ñîâìåñòíî ñ Ñ.À. Äåíèñîâûì (Âèñêîíñèíñêèé óíèâåðñèòåò â Ìýäèñîíå). Àâòîð ïîääåðæàí
ãðàíòîì ÐÍÔ 19�71�30002.

À.Á.Áîãàòûð¼â. Êîìïîíåíòû ïðîñòðàíñòâà óðàâíåíèé Ïåëëÿ�Àáåëÿ ñ ïðèìèòèâ-
íûì ðåøåíèåì äàííîé ñòåïåíè

Í.Õ.Àáåëü â 1826 ãîäó ðàññìîòðåë äèîôàíòîâî óðàâíåíèå Ïåëëÿ â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ
îò îäíîé ïåðåìåííîé äëÿ ðåøåíèÿ îäíîé çàäà÷è ðåäóêöèè àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ. Ñåãîäíÿ îíî
øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè àïïðîêñèìàöèè, àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ýëëèïòè÷åñêèõ
áèëüÿðäàõ è ïðî÷. Ìû íàõîäèì ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò â ïðîñòðàíñòâå óðàâíåíèé Ïåëëÿ�
Àáåëÿ, äîïóñêàþùèõ ïðèìèòèâíîå ðåøåíèå çàäàííîé ñòåïåíè.

Ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà ñ Quentin Gendron (IM UNAM).

Â.È.Áóñëàåâ. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðîäîëæèìîñòè ôóíêöèè äî
ôóíêöèè Íåâàíëèííû

Ïóñòü {ep}p∈P è {hp}p∈P � äâà ìíîæåñòâà òî÷åê, ëåæàùèõ ñîîòâåòñòâåííî â
H = {Im z > 0} è H, è ïóñòü òî÷êè ìíîæåñòâà {ep}p∈P ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Èçâåñòíàÿ òåîðåìà
Êðåéíà�Ðåõòìàí óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè Íåâàíëèííû f(z) (ò.å. ôóíê-
öèè, ãîëîìîðôíîé â H è ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ â H), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì f(ep) = hp,
p ∈ P , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ôîðìû

n∑
j,k=0

hpj − hpk
epj − epk

ξjξk

áûëè íåíåãàòèâíû. Åñëè êàêàÿ-ëèáî èç ýòèõ ôîðì ñèíãóëÿðíà, òî ôóíêöèÿ f(z) åäèíñòâåííà
è ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ðàöèîíàëüíîé äðîáüþ.

Ïóñòü e1, e2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê, ëåæàùèõ â H, è ïóñòü F (z) � ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé â òî÷êàõ e1, e2, . . . , ò.å. åñëè νn � êðàòíîñòü òî÷êè en â
ìíîæåñòâå En = {e1, . . . , en}, òî ñ ó÷åòîì ðàíåå îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ ïîðÿä-
êà ìåíüøå (νn − 1) â òî÷êå en îïðåäåëåíî çíà÷åíèå F (νn−1)(en) ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè F (z)
ïîðÿäêà (νn− 1). Â äîêëàäå áóäóò óêàçàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâà-
þùèå ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè Íåâàíëèííû f(z) òàêîé, ÷òî f (νn−1)(en) = F (νn−1)(en) ïðè âñåõ
çíà÷åíèÿõ n = 1, 2, . . ..
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Ñ.Ê.Âîäîïüÿíîâ. Ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà è òåîðèÿ îòîáðàæåíèé

Ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà L1
p(D), p ∈ [1,∞), íà îáëàñòè D ⊂ Rn, n > 2, ñîñòîèò èç ëîêàëü-

íî ñóììèðóåìûõ íà D ôóíêöèé, èìåþùèõ ïåðâûå îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå, ñóììèðóåìûå
â ñòåïåíè p. Ïîëóíîðìà ôóíêöèè v ∈ L1

p(D) ðàâíà íîðìå â Lp(D) åå îáîáùåííîãî ãðàäèåí-
òà ∇v. Åñëè ϕ : D → D′ � ãîìåîìîðôèçì äâóõ îáëàñòåé D,D′ ⊂ Rn, âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé
âîïðîñ: ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ îïåðàòîð êîìïîçèöèè ϕ∗ : L1

p(D
′) → L1

q(D), 1 6 q 6 p < ∞,
ãäå u = ϕ∗(v) = v ◦ ϕ, áóäåò îãðàíè÷åííûì. Ìû ïîëó÷èì áîëåå îáùóþ çàäà÷ó, åñëè âìå-
ñòî ïðîñòðàíñòâà L1

p(D
′) áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåñîâîe ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà L1

p(D
′, ω). Ìû

ïðèâåäåì ðåøåíèå çàäà÷è â îáîáùåííîé ïîñòàíîâêå, è ïîêàæåì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ ïîêàçà-
òåëÿõ ñóììèðóåìîñòè q è p ïîëó÷åííûå êëàññû îòîáðàæåíèé ñîâïàäàþò ñ îòîáðàæåíèÿìè,
èçó÷àåìûìè â áîëåå ðàííèõ ðàáîòàõ.

Â ðàìêàõ îáîáùåííîé òåîðèè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íîâûìè äàæå äëÿ
êëàññè÷åñêîé òåîðèè êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé. Íàïðèìåð, íîðìà îïåðàòîðà êîìïîçè-

öèè ϕ∗ : L1
n(D′) → L1

n(D) ðàâíà K1/n, ãäå K = ess sup
x∈D

|Dϕ(x)|n

| detDϕ(x)|
� êîýôôèöèåíò êâàçèêîí-

ôîðìíîñòè.
Áóäåò ïîêàçàíî òàêæå ïðèìåíåíèå íîâîé øêàëû îòîáðàæåíèé ê çàäà÷àì íåëèíåéíîé òåî-

ðèè óïðóãîñòè.

Ä.Í.Äàóòîâà. Ìåòðèêè è êâàçèìåòðèêè, ïîðîæäåííûå ôóíêöèåé ïàðû òî÷åê

Ìû èçó÷àåì ôóíêöèþ ïàðû òî÷åê

pG(x, y) =
|x− y|√

|x− y|2 + 4dG(x)dG(y)
,

ãäå dG(x) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè îáëàñòè äî ãðàíèöû ýòîé îáëàñòè, â ïîäîáëàñòÿõ Rn. Ìû
äîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîäîáëàñòè Rn ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàçèìåòðèêîé ñ êîíñòàíòîé
ìåíüøåé èëè ðàâíîé

√
5/2. Áîëåå òîãî, äëÿ n > 0 ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé â R \ {0}.

Ìû òàêæå ðàññìàòðèâàåì îáîáùåíèÿ ôóíêöèè pG(x, y), çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà α > 0, è
ïîêàçûâàåì, ÷òî â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ ýòè îáîáùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìåòðèêàìè òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà α 6 12.

Å.Ñ.Äóáöîâ. Ìåðû Êëàðêà è îïåðàòîðû êîìïîçèöèè äëÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ïóñòü Bn îáîçíà÷àåò åäèíè÷íûé øàð èç Cn, n > 1. Äëÿ êàæäîé íåïîñòîÿííîé ãîëîìîðô-
íîé ôóíêöèè ϕ : Bn → B1 è ÷èñëà α ∈ ∂B1 êàíîíè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ ìåðà Êëàðêà σα[ϕ],
çàäàííàÿ íà åäèíè÷íîé ñôåðå ∂Bn. Ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ òàêèõ ìåð õîðîøî èçâåñòíû
â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Â äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ ñâîéñòâà ìåð Êëàðêà ïðè n > 2. Â êà÷åñòâå
ïðèëîæåíèÿ äëÿ ñòàíäàðòíîãî ïðîñòðàíñòâà Õàðäè H2(Bn) âû÷èñëÿåòñÿ ñóùåñòâåííàÿ íîðìà
îïåðàòîðà êîìïîçèöèè Cϕ : H2(B1) → H2(Bn) â òåðìèíàõ ñåìåéñòâà σα[ϕ], α ∈ ∂B1. Äîêëàä
îñíîâàí íà ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñ À.Á.Àëåêñàíäðîâûì.

À.Â.Äüÿ÷åíêî. Î ñîâåðøåíñòâå ñèñòåì êîìïëåêñíûõ ìåð

Äîêëàä áóäåò ïîñâÿù¼í äîêàçàòåëüñòâó ñîâåðøåíñòâà íåêîòîðûõ ñèñòåì êëàññè÷åñêèõ ìåð
ìåòîäîì, ïîçâîëÿþùèì ïàðàìåòðàì ìåð áûòü êîìïëåêñíûìè.
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Ñ.È.Êàëìûêîâ. Îá îòêðûâàþùèõ îòîáðàæåíèÿõ è ñâÿçàííûõ ñ íèìè âîïðîñàõ

Â äîêëàäå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïðÿìûå è îáðàòíûå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ íàõîæäåíèåì
ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, îáðàòíûå ê êîòîðûì îñóùåñòâëÿþò òàê íàçûâàåìûå îäíîëèñòíûå
îòêðûâàþùèå îòîáðàæåíèÿ äîïîëíåíèé çàäàííûõ íàáîðîâ Æîðäàíîâûõ äóã äî êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñ Â.Ëûñîâûì, B.Nagy è O. S�ete.

Ì.À.Êîìàðîâ. Îá îöåíêàõ òèïà Íüþìàíà äëÿ Lp[−1, 1]-íîðì íàèïðîñòåéøèõ äðî-
áåé ñ ïîëþñàìè íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè

Íàèïðîñòåéøèìè äðîáÿìè (ÍÄ) ïðèíÿòî íàçûâàòü ëîãàðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå àëãåá-
ðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ. Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ÍÄ ñ ïîëþñàìè zk, ëåæàùèìè íà åäèíè÷-
íîé îêðóæíîñòè, òî åñòü ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè âèäà gn(z) = (z − z1)−1 + · · · + (z − zn)−1,
|z1| = · · · = |zn| = 1.

Êàê èçâåñòíî, âåëè÷èíà gn(z) (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ è îïåðàöèè êîì-
ïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ) ïîêàçûâàåò íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, ïîðîæäàåìîãî
n òî÷å÷íûìè åäèíè÷íûìè çàðÿäàìè, ïîìåùåííûìè â òî÷êàõ zk. ×.Ê.×óè (1971) âûñêàçàë
ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ñðåäíÿÿ íàïðÿæåííîñòü òàêîãî ïîëÿ â îòêðûòîì åäèíè÷íîì êðóãå D,
ðàâíàÿ ‖gn‖ =

∫∫
D
|gn(z)| dxdy, îòäåëåíà îò íóëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c > 0, íå çàâèñÿùåé

îò n (è òåì ñàìûì, äðîáè gn íåïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå A(D) àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå D ôóíê-
öèé f , äëÿ êîòîðûõ ‖f‖ <∞). Â 1972 ãîäó Ä.Íüþìàí äîêàçàë ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé ãèïîòåçû,
óñòàíîâèâ îöåíêó ‖gn‖ > π/18.

Äëÿ ñëó÷àÿ îòðåçêà áëèçêàÿ çàäà÷à áûëà ïîñòàâëåíà Ñ.Ð.Íàñûðîâûì (2014): ïëîòíû ëè
äðîáè gn â (êîìïëåêñíîì) ïðîñòðàíñòâå L2[−1, 1]. Îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïî-
ëó÷åíî àâòîðîì â ðàáîòå 2019 ãîäà, ãäå äîêàçàíà îöåíêà ‖gn‖L2 =

∫ 1

−1
|gn(x)|2 dx > 1/64. Â

äîêëàäå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî íà ñàìîì äåëå íîðìû ‖gn‖L2 íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò ñ ðîñòîì
n. Áîëåå òîãî, áóäåò ïðåäúÿâëåí òî÷íûé ïî n ïîðÿäîê ðîñòà íîðì ‖gn‖Lp ñ ëþáûì p > 1. Òåõ-
íèêà, ðàçâèòàÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå îöåíîê, ïðèìåíÿåòñÿ è ê íåäàâíåé çàäà÷å Ï.À.Áîðîäèíà
î ïëîòíîñòè ÍÄ gn â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ L2 íà îòðåçêå ñ âåñîì (1− x2)α.

Ì.ß.Ìàçàëîâ. Î åìêîñòÿõ, ñîèçìåðèìûõ ñ ãàðìîíè÷åñêèìè

Ïóñòü L � îäíîðîäíûé ýëëèïòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà
â RN , N > 3, ñ ïîñòîÿííûìè êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â òåðìèíàõ åìêîñòåé γL îïè-
ñûâàþòñÿ óñòðàíèìûå îñîáåííîñòè L∞-îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Lf = 0, ïðè÷åì
åìêîñòè γ∆ ñîâïàäàþò ñ êëàññè÷åñêèìè ãàðìîíè÷åñêèìè åìêîñòÿìè òåîðèè ïîòåíöèàëà.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ ñîèçìåðèìîñòè åìêîñòåé γL è γ∆ (ñ ïîëîæèòåëüíûì ìíî-
æèòåëåì, çàâèñÿùåì îò L), â êàêîé-òî ñòåïåíè àíàëîãè÷íûé ñîèçìåðèìîñòè àíàëèòè÷åñêèõ
åìêîñòåé γ è γ+. Äëÿ êëàññà ðåãóëÿðíûõ êîìïàêòîâ, âêëþ÷àþùåãî êàíòîðîâû ìíîæåñòâà,
íà íåãî äàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûé îòâåò ïðè âñåõ L è ñîîòâåòñòâóþùèõ N . Â äîêàçàòåëüñòâå
èñïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûå èäåè Õ.Òîëñû.

À.Ä.Ìåäíûõ. Ìåòîäû êîìïëåêñíîãî àíàëèçà â òåîðèè óçëîâ

Â äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ îáúåìîâ óçëîâ è çàöåïëåíèé, ìî-
äåëèðóåìûõ â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ìîäåëèðîâàíèå âåäåòñÿ
â ãèïåðáîëè÷åñêîì èëè ñôåðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâàõ, îáúåì âûðàæàåòñÿ â âèäå êîìïëåêñíîãî
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èíòåãðàëà îò ÿâíî âûïèñàííîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ îáúåìîâ â êà÷åñòâå åäèíèöû ìàñøòàáà áåðåòñÿ äëèíà ìîäåëèðóåìîãî óçëà. Âû÷èñ-
ëåííûé òàêèì îáðàçîì îáúåì âñåãäà ÿâëÿåòñÿ êîðíåì àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

È.À.Ìåäíûõ. Ñïåêòðàëüíûå èíâàðèàíòû öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âîçíèê çàìåòíûé èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ ðàçëè÷íûõ äèñêðåòíûõ îáú-
åêòîâ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè, ñõîæèìè ñ ðèìàíîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè. Â òàêîì êà÷åñòâå
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êîíå÷íûå ñâÿçíûå ãðàôû. Äëÿ íèõ ïîñòðîåíà òåîðèÿ, ïîäîáíàÿ êëàñ-
ñè÷åñêîé òåîðèåé ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé. Â ÷àñòíîñòè, áûë ââåäåí äèñêðåòíûé àíàëîã ìíî-
ãîáðàçèÿ ßêîáè èëè ÿêîáèàíà äëÿ ãðàôîâ. Ýòî ïðèâîäèò ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ñòðóêòóðû
êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû, ïîðîæäåííîé ïîòîêàìè íà ãðàôå, ñ ñèñòåìîé ñîîòíîøåíèé, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ïåðâîìó è âòîðîìó çàêîíó Êèðõãîôà. Â ðàìêàõ äîêëàäà ðàññìàòðèâàåòñÿ
âîïðîñ î ñòðóêòóðå ãðóïïû ÿêîáèàíà ãðàôà äëÿ ñåìåéñòâà öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ è èõ åñòå-
ñòâåííûõ îáîáùåíèé.

È.Õ.Ìóñèí. Òåîðåìû òèïà Ïýëè�Âèíåðà�Øâàðöà äëÿ óëüòðàðàñïðåäåëåíèé.
Ïðèìåíåíèÿ

Áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïðîñòðàíñòâà óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé â âûïóêëûõ îá-
ëàñòÿõ è íà íåîãðàíè÷åííûõ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâàõ ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ
ìíîãîìåðíîãî âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ íèõ áóäåò äàíî îïèñàíèå ñèëüíîãî ñîïðÿ-
æåííîãî â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå�Ëàïëàñà ôóíêöèîíàëîâ. Áóäóò ïðèâåäåíû ïðè-
ìåðû èõ ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè îïåðàòîðîâ. Ðÿä ðåçóëüòàòîâ ïðèìûêàåò ê èññëåäîâàíèÿì
Â.Ñ.Âëàäèìèðîâà è Ðîåâåðà (J.W.DeRoever), ïîñâÿùåííûì ïðîñòðàíñòâàì ôóíêöèé, ãî-
ëîìîðôíûõ â òðóá÷àòûõ îáëàñòÿõ.

Ï.Â.Ïàðàìîíîâ. Êðèòåðèè ðàâíîìåðíîé ïðèáëèæàåìîñòè ðàöèîíàëüíûìè ôóíê-
öèÿìè è ñòàðûå çàäà÷è

Â äîêëàäå ïëàíèðóåòñÿ ñôîðìóëèðîâàòü è îáñóäèòü îñíîâíûå êðèòåðèè ðàâíîìåð-
íîé ïðèáëèæàåìîñòè ôóíêöèé ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî
(À. Ã.Âèòóøêèí, Ì.Ñ.Ìåëüíèêîâ, Ï.Â.Ïàðàìîíîâ), ñâÿçàííûå ñ íèìè ðåçóëüòàòû î ìåò-
ðè÷åñêîì îïèñàíèè àíàëèòè÷åñêîé åìêîñòè (Ê.Òîëñà), à òàêæå íàïîìíèòü è îáñóäèòü ðÿä
èíòåðåñíûõ çàäà÷ â ýòîé òåìàòèêå, îñòàâøèõñÿ íåðåøåííûìè.

Ð.Â.Ðîìàíîâ. Î íóëÿõ è ïîëþñàõ äçåòà-ôóíêöèè Õåëñîíà

Èññëåäîâàíû îñîáåííîñòè àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ äçåòà-ôóíêöèè Õåëñîíà ζχ(s) =∑
χ(n)n−s, îòâå÷àþùåé âïîëíå ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè χ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòî-

èò â òîì, ÷òî íà ìíîæåñòâà íóëåé è ïîëþñîâ ôóíêöèè ζχ â êðèòè÷åñêîé ïîëîñå íåò íèêà-
êèõ íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åíèé. Äàíî äâà ðàçëè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà. Îäíî èç
ïðåäëîæåííûõ äîêàçàòåëüñòâ êîíñòðóêòèâíî � óêàçàíî ÿâíîå ïîñòðîåíèå èñêîìîãî õàðàêòå-
ðà χ. Âñå ðàíåå èçâåñòíûå óòâåðæäåíèÿ îá îñîáåííîñòÿõ ζχ äîêàçûâàëèñü âåðîÿòíîñòíûìè
ìåòîäàìè.

Äîêëàä îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ ñîâìåñòíî ñ È.Áî÷êîâûì (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã).
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À.Ñ.Ñàäóëëàåâ. Âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå âäîëü ôèêñèðîâàííî-
ãî íàïðàâëåíèÿ

Â äîêëàäå äàåòñÿ îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèÿì ôóíêöèé ìíîãèõ
ïåðåìåííûõ ÿâëÿþùèõñÿ R-àíàëèòè÷åñêèìè (âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèìè) âäîëü ôèêñèðî-
âàííîãî íàïðàâëåíèÿ. Â íåì áóäóò ðàññìîòðåíû íàèáîëåå âåñîìûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â
ïîñëåäíèå ãîäû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëüñêèìè è óçáåêñêèìè ìàòåìàòèêàìè. Ïî õàðàêòåðó,
ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû èìååþò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê èçâåñòíîé òåîðåìå Õàðòîãñà
îá àíàëèòè÷íîñòè ñåïàðàòíî-àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â ìíîãîìåðíîì êîìïëåêñíîì àíàëèçå.
Îäíàêî ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ óêàçàííûõ çàäà÷ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà, õî-
òÿ îñíîâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ R-àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â íàøèõ ðàáîòàõ ÿâëÿåòñÿ
áîãàòûå ñâîéñòâà àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ è òåîðèÿ ïëþðèïîòåíöèàëà,
îñíîâàííàÿ íà îïåðàòîðàõ Ìîíæà�Àìïåðà (ddcu)n.

Äîêëàä îñíîâàí íà ðàáîòàõ: 1) A. Sadullaev, Real analyticity of a C∞- germ at a origin,
Annales Polonici Mathematici, 2022, v. 128, 87�97; 2) A. Atamuratov, Dj. Tishabaev, T. Tuychiev,
An analogue of the Hartogs lemma for R-analytic functions, J. Sib. Fed. Univ.�Math. Phys., 2022,
v. 15, no. 2, 196�200; 3) S. Imomkulov, Continuation of R-analytic functions along parallel lines,
JTWMS, to appear.

À.Ã.Ñåðãååâ. Ñïèíîðíàÿ ãåîìåòðèÿ è óðàâíåíèÿ Çàéáåðãà�Âèòòåíà

Óðàâíåíèÿ Çàéáåðãà�Âèòòåíà, íàéäåííûå â êîíöå ïðîøëîãî âåêà, îñòàþòñÿ îäíèì èç ãëàâ-
íûõ îòêðûòèé â ãëàäêîé òîïîëîãèè è äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè 4-ìåðíûõ ðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèé. Òàêæå, êàê óðàâíåíèÿ ßíãà�Ìèëëñà, îíè ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì áî-
ëåå îáùåé ñóïåðñèììåòðè÷íîé òåîðèè ßíãà�Ìèëëñà. Â îòëè÷èå îò èçâåñòíûõ â ãåîìåòðèè
SU(2)-óðàâíåíèé ßíãà�Ìèëëñà, ýòè óðàâíåíèÿ àáåëåâû, îäíàêî îíè íå èíâàðèàíòû îòíîñè-
òåëüíî èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà.

Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû èçâëå÷ü ¾ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ¿ èç ýòèõ óðàâíåíèé, ïðèõîäèò-
ñÿ ââîäèòü â íèõ ìàñøòàáíûé ïàðàìåòð λ è çàòåì ïåðåõîäèòü ê ïðåäåëó λ→∞. Ýòîò ïðåäåë
íàçûâàåòñÿ àäèàáàòè÷åñêèì è åãî èññëåäîâàíèþ íà êîìïàêòíûõ êîìïëåêñíûõ êýëåðîâûõ ïî-
âåðõíîñòÿõ è 4-ìåðíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïîñâÿùåí íàø äîêëàä.

Á.Í.Õàáèáóëëèí. Òåîðåìû òèïà Ëèóâèëëÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè âíå èñêëþ÷èòåëüíûõ
ìíîæåñòâ

Ïî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Ëèóâèëëÿ âñÿêàÿ öåëàÿ èëè ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îãðà-
íè÷åííàÿ ñâåðõó íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ïîñòîÿííà. Òàêîé æå âûâîä âîçìîæåí è â
ïðåäïîëîæåíèè îãðàíè÷åííîñòè ñâåðõó òàêèõ ôóíêöèé âíå íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî èñ-
êëþ÷èòåëüíîãî ìíîæåñòâà ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè íà ñêîðîñòü ðîñòà ôóíêöèè. Ïðè
ýòîì âçàèìîñâÿçü ìåæäó ìàëîñòüþ èñêëþ÷èòåëüíîãî ìíîæåñòâà è ñêîðîñòüþ ðîñòà ôóíêöèè
äîëæíà áûòü âçàèìíî îáðàòíîé. Êîëè÷åñòâåííûå àñïåêòû ïîñëåäíåãî è áóäóò îáñóæäàòüñÿ,
âêëþ÷àÿ è ìíîãîìåðíûå ñëó÷àè íà ïðîñòðàíñòâå èëè øàðå.

À.K.Öèõ. Íåñòàíäàðòíûå èíòåðïîëÿöèè â Cn

Â àëãåáðàè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèîííîé òåîðèè óçëû èíòåðïîëÿöèé {z(j)} òðàêòóþòñÿ â âèäå
ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåì P (z) = 0 àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â ñòàíäàðòíîé ïîñòàíîâêå
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çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f(z) ïî äàííûì äåéñòâèÿì

ajl = Ljl[f ]|z(j)

í¼òåðîâñêèõ îïåðàòîðîâ Ljl èäåàëà, ïîðîæäåííîãî ñèñòåìîé ïîëèíîìîâ P . Â ñëó÷àå n = 1
ïîëó÷àåòñÿ çàäà÷à Ýðìèòà î âîññòàíîâëåíèè ïîëèíîìà f ïî çíà÷åíèÿì ïîäõîäÿùèõ ïðîèç-
âîäíûõ f â èíòåðïîëÿöèîííûõ óçëàõ.

Íåäàâíî D.Alpay è A.Yger ïðåäëîæèëè ¾íåñòàíäàðòíóþ¿ ïîñòàíîâêó àëãåáðàè÷åñêîé èí-
òåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è. Îíà ñîñòîèò â äâîéñòâåííîì ïîäõîäå ïîñòðîåíèÿ f ïî çàäàííûì
çíà÷åíèÿì {cjl, c} ñî ñâîéñòâîì ∑

j,l

cjlLjl[f ]|z(j) = c.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè f íà îñíîâå äâîéñòâåííîñòè Ãðîòåíäèêà äëÿ ëî-
êàëüíûõ âû÷åòîâ, àññîöèèðîâàííûõ ñ ðåãóëÿðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîëèíîìîâ. Ñ ýòîé
öåëüþ îáîáùàåòñÿ èçâåñòíàÿ òåîðåìà Î. Ãåëüôîíäà è À.Õîâàíñêîãî î âû÷èñëåíèè ñóìì ëî-
êàëüíûõ âû÷åòîâ ÷åðåç èíòåãðàëû ïî òîðàì. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ êîáîðäèçìû, ñâÿçàííûå
ñ àíàëèòè÷åñêèìè ïîëèýäðàìè Âåéëÿ.
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9 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà è òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà

Í.À.Áàæåíîâ. On spectrally universal classes of structures

For a countable algebraic structure S, the degree spectrum of S is the set of Turing degrees
of all isomorphic copies of S. A class of structures K is spectrally universal if for every countable
structure S, there exists a structure M from K such that the degree spectra of M and S are the
same. The talk discusses recent results on spectral universality for some familiar algebraic classes:
modal algebras, contact Boolean algebras, Heyting algebras with distinguished atoms and coatoms.

The work is supported by the Mathematical Center in Akademgorodok under the agreement
No. 075-15-2022-281 with the Ministry of Science and Higher Education of the Russian Federation.

È.È.Áàòûðøèí. Ñ÷åòíàÿ ñòðîãàÿ îáðàòíàÿ ìàòåìàòèêà

Ñòðîãàÿ îáðàòíàÿ ìàòåìàòèêà � ýòî ïðåäëîæåííàÿ Õ.Ôðèäìàíîì ïðîãðàììà èññëåäîâà-
íèé, öåëüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ëîãè÷åñêîé ñèëû ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðåì ñ ïîìîùüþ
ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêèõ àêñèîì è áåç èñïîëüçîâàíèÿ êîäèðîâàíèÿ. Â êà÷åñòâå áàçîâîé òåîðèè
äëÿ ñ÷åòíîé ñòðîãîé îáðàòíîé ìàòåìàòèêè Ôðèäìàíîì áûëà ïðåäëîæåíà ýëåìåíòàðíàÿ òåî-
ðèÿ ôóíêöèé ETF. Â äîêëàäå ïðåäïîëàãàåòñÿ îáñóäèòü ïîäñèñòåìû ETF è èõ ýêâèâàëåíòíûå
àêñèîìàòèçàöèè. Êðàòêàÿ àííîòàöèÿ äîêëàäà.

Á.Ô.Ë.Áàóâåíñ. Fast dynamic matching in bipartite lossless expanders

We consider bipartite graphs, and refer to the 2 parts as left and right nodes. Hall's theorem
states that if every set S of left nodes has at least #S neighbors, then the graph has a matching
that saturates all the left nodes. We say that a graph has e-expansion up to K elements, then
if every left set S of size at most K has at least e#S neighbors. Thus Hall's theorem implies
that if a graph has 1-expansion up to K, then every left set of size K has a saturating matching.
We consider a dynamic variant of this problem and present a strategy that can be solved in time
O(D polylog N) in graphs with N left nodes and left degree at most D. However, the algorithm
only works in graphs with (2D/3)-expansion. Such graphs can be computed using with known
constructions.

Application 1: 1-bit probes. Such probes are datastructures to store a set S and in which a
membership query is answered probabilistically by reading only a single bit from the memory. Our
construction reduces the size of the smallest such probes. Moreover, our probes are dynamic: one
can add and remove elements in S.

Application 2: connector graphs. Such graphs model the connection problem on old telephone
networks in which input and output nodes need to be connected using node disjoint paths. Our
algorithm gives an almost double exponential speed up of the path �nding algorithm in constant
depth connectors, and this solves an open question by Feldman, Friedman and Pippenger from
1988.

Ì.Â.Âîëêîâ. Synchronizing quantum automata

In the literature, there exists many de�nitions of quantum automata (QA). Their common
feature is that the role of a state set is played by a �nite-dimensional Hilbert space H while the
role of a �nite input alphabet is played by a bunch Σ of linear transformations of H. QA are mostly
studied from the viewpoint of language recognition.
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In the talk, I treat QA as protocols rather than recognizers and suggest the notion of
synchronizing QA. The model of QA I consider is similar to the well-known measure-once model
by Moore and Crutch�eld with the only di�erence that the measurement is partial and the
computation continues after the measurement. Such an automaton is said to be synchronizing
if there is a word w over Σ such that the result of the consecutive application of transformations
forming w does not depend on the outcome of the measurement step.

I will present a few examples and discuss open questions.

Ñ.Ñ. Ãîí÷àðîâ. Ëîãè÷åñêèé ïîäõîä ê ïðîáëåìàì óïðàâëåíèÿ è ÈÈ â ðàìêàõ ñå-
ìàíòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Â äîêëàäå áóäóò èçëîæåíû èäåè è ðåçóëüòàòû ïðåäëîæåííîãî Þ.Ë.Åðøîâûì,
Ñ.Ñ. Ãîí÷àðîâûì è Ä.È.Ñâèðèäåíêî ëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà â ðàìêàõ ñåìàíòè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ äîâåðèòåëüíîãî ÈÈ è ïîñòðîåíèÿ óïðàâëå-
íèÿ ñëîæíûìè îáúåêòàìè íà îñíîâå òåîðåòèêî-ìîäåëüíûõ êîíñòðóêöèé ïîñòðîåíèÿ íàñëåä-
ñòâåííî êîíå÷íûõ ñïèñî÷íûõ ðàñøèðåíèé àáñòðàêòíûõ ìîäåëåé è ëîãè÷åñêîãî ÿçûêà äëÿ
îïðåäåëåíèÿ âû÷èñëèìîñòè íàä àáñòðàêòíûìè ìîäåëÿìè. Èñõîäíûå èäåè äëÿ äàííîãî ïîä-
õîäà áàçèðóþòñÿ êàê íà òåîðèè âû÷èñëèìîñòè è òåîðèè ìîäåëåé, òàê è íà ðàçâèòèè èäåé
òåîðèè äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ. Èññëåäîâàíèÿ ïîñâÿùåíû àëãîðèòìè÷åñêèì ñâîéñòâàì ÿçû-
êà è åãî ñåìàíòèêè, âêëþ÷àÿ ïðîáëåìû ïîëèíîìèàëüíîñòè ñòðîÿùèõñÿ àëãîðèòìîâ êàê íàä
ÿçûêîâûìè êîíñòðóêöèÿìè, òàê è íàä ìîäåëÿìè, à òàêæå òåîðåòèêî-ìîäåëüíûì ñâîéñòâàì è
ñâÿçÿì ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêöèé. Âàæíûì ýëåìåíòîì äàííûõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿþòñÿ è ìå-
òîäû ðåàëèçàöèè â ïðàêòè÷åñêèõ ðåàëèçàöèÿõ è âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì íîâûõ ïðîáëåìàõ è
çàäà÷àõ.

Ñ.Ì.Äóäàêîâ. On properties of subsets algebras

Any operation over any domain can be generalized on arbitrary subsets of the domain. So for
any universe we can consider algebras of subsets with the same operations. It can be algebra of
all subsets or some subsets, for example, �nite subsets. We investigate subsets algebras for various
original universes. We have established results on elementary equivalence, algorithmic decidability,
de�nability, and other properties.

We pay special attention to semigroups. The free semigroup is the algebra of all words
with concatenation. So the subsets algebras is the corresponding algebras of languages. Another
examples are subsets of natural numbers or unity-coe�cient polynomials over any idempotent
semiring with unity.

Another universes we consider are unars with an injective function. Then the subsets algebras
are of the same kind. We have established structure of its theory.

À.À. Çàïðÿãàåâ. Interpretations of Buchi arithmetics in themselves

Buchi arithmetics BAn, n > 2, are extensions of Presburger arithmetic with an unary functional
symbol Vn(x) denoting the largest power of n that divides x. These theories were introduced by
J. Buchi in order to describe the recognizability of sets of natural numbers by �nite automata
through de�nability in some arithmetical language. As shown by V.Bruyere, the de�nability of a
set of natural numbers in BAn is equivalent to its recognizability by a �nite automaton receiving
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m-tuples of natural numbers in the form of m-tuples of their last, then penultimate, etc. digits of
their n-ary expansion.

A.Visser has asked the following question: given an weak arithmetical theory T without ability
to encode syntax but with full induction, does it hold that each interpretation (one-dimensional or
multi-dimensional) of T into itself is isomorphic to the trivial one, and, if it is, is the isomorphism
always expressible by a formula of T? This question was previously answered positively for
Presburger arithmetic PrA in the author's joint work with F. Pakhomov.

We show that each interpretation of BAn itself in its own standard model N and show that
each such interpretation is isomorphic to the trivial one. Furthermore, we obtain this result already
for the interpretations of Presburger Arithmetic in BAn. The proof is based on the contradiction
between a condition on automatic torsion-free abelian groups given by Braun and Strungmann
and the description of the order types of non-standard models of Buchi arithmetics. This gives a
partial positive answer to the question of Visser.

Ì.Â. Çóáêîâ. Well-orders realized by CE equivalence relations

A structure A is realized by an equivalence relation E if there exists a structureB such thatB/E
is isomorphic to A. We will describe sets of ordinals that can be realized by one �xed computably
enumerable equivalence relation, provided that this equivalence relation can realize an ordinal less
than ωω.

(Joint work with N.A.Bazhenov.)

Â. Ã.Êàíîâåé. Î ñóùåñòâåííîñòè ïàðàìåòðîâ â ñõåìå àêñèîì ñâåðòêè â àðèôìå-
òèêå âòîðîãî ïîðÿäêà

Ïîñòðîåíà ìîäåëü àðèôìåòèêè âòîðîãî ïîðÿäêà, â êîòîðîé àêñèîìà ñâåðòêè âåðíà â áåñ-
ïàðàìåòðè÷åñêîì âàðèàíòå íî íå âåðíà â ïîëíîì âàðèàíòå ñ ïàðàìåòðàìè.

Ê.À.Êîâàëåâ. Analogues of Shepherdson's Theorem for the arithmetical language
with exponentiation

We investigate the following expansions of IOpen (Robinson arithmetic Q with quanti�er-free
induction):

• IOpen(exp): Q with axioms exp(0) = 1 and exp(Sx) = exp(x) + exp(x) and quanti�er-free
induction in the expanded language;

• IOpen(xy): Q with axioms x0 = 1 and x(Sy) = (xy) · x and quanti�er-free induction in the
expanded language.

In 1964 Shepherdson proved the following theorem characterizing models of IOpen: For every
discretely ordered ring M , the nonnegative part M+ is a model of IOpen iff M is an integer part
of the real closure R(M) of the fraction �eld of M (i.e. for every r ∈ R(M) exists m ∈ M such
that m 6 r < m+ 1).

Our purpose is to generalize this theorem to the expanded theories IOpen(exp) and IOpen(xy).
We obtain some partial results for these theories and a full analogue of the Shepherdson's theorem
for the theory IOpen + Txy , where the latter is some �nite set of the natural properties of
exponentiation.
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Ì.Â.Êîðîâèíà. Automated reasoning with continuous data

In this talk we report on ongoing research on solving non-linear constraints over the reals
occurring in a wide range of applications, starting with program veri�cation, ranging over
veri�cation of real-world designs all the way to automation of formally veri�ed proofs of
mathematical statements.

In our framework methods from Computable Analysis and Automated Reasoning are combined
to meet e�ciency and expressiveness. This approach is applicable to a large number of constraints
involving computable non-linear functions, piecewise polynomial splines, transcendental functions
and solutions of polynomial di�erential equations.

We give an introduction to the ksmt calculus for checking satis�ability of non-linear constraints
in a CDCL style way inspired by advances in SAT solving. Along proof search ksmt resolves two
types of con�icts: linear and non-linear. Linear con�icts are delegated to a decision procedure for
linear real arithmetic and non-linear con�icts are resolved by local linearisations separating the
solution set and the current con�ict. We show that the ksmt calculus is a δ-complete decision
procedure for bounded problems.

È.À.Ìèõàéëèí. Ïîëèíîìèàëüíûå ôîðìóëèðîâêè êàê áàðüåð äëÿ äîêàçàòåëüñòâ
ñëîæíîñòè

Òåîðèÿ ñëîæíîñòè ïûòàåòñÿ îòâåòèòü íà âîïðîñû î ìèíèìàëüíîì êîëè÷åñòâå ðåñóðñîâ
íåîáõîäèìûõ íà ðåøåíèå àëãîðèòìè÷åñêîé çàäà÷è. Â êëàññè÷åñêîì âàðèàíòå îòâåò íà òàêîé
âîïðîñ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îòíåñåíèå çàäà÷è ê êàêîìó-òî ñëîæíîñòíîìó êëàññó, íàïðè-
ìåð ê êëàññó P � çàäà÷àì ðåøàåìûì çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Ïðè ýòîì ðåøàåòñÿ çàäà÷à
çà n2 èëè çà n100 óæå íåâàæíî. Â ïîñëåäíèå ãîäû àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ äðóãîé ïîäõîä èç-
âåñòíûé êàê òåîðèÿ âûñîêîòî÷íûõ îöåíîê, ãäå ñëîæíîñòü ðåøåíèå çàäà÷ ïûòàþòñÿ èçìåðèòü
íàîáîðîò ìàêñèìàëüíî òî÷íî. Ïîñêîëüêó ó íàñ ïîêà íåò ïðèìåðîâ áåçóñëîâíûõ îöåíîê íà
ñëîæíîñòü çàäà÷, ýòà òåîðèÿ îïåðåðóåò íèæíèìè îöåíêàìè â ïðåäïîëîæåíèè ðàçëè÷íûõ ãè-
ïîòåç. Â ýòîì äîêëàäå ìû ïîãîâîðèì î òîì êàê òàêèå îöåíêè äîêàçûâàþòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè
Strong exponential time hypothesis è ïî÷åìó äëÿ êàêèõ-òî çàäà÷ òàêèå íèæíèå îöåíêè áóäóò
èìåòü íåâåðîÿòíî ñèëüíûå ïîñëåäñòâèÿ äëÿ äðóãèõ îáëàñòåé òåîðèè ñëîæíîñòè. Äîêëàä áó-
äåò ñîñòîÿòü èç îáçîðíîé ÷àñòè è êðàòêîãî ðàçãîâîðà î íàøåé ïîñëåäíåé ñòàòüå �Polynomial
formulations as a barrier for reduction-based hardness proofs�.

À.À.Îíîïðèåíêî. On topological models of intuitionistic epistemic logic

The intuitionistic logic H4 with the modality of knowledge is in some way dual to the classical
modal logic S4. I will talk about two types of topological models of the logic H4: models with a
dense distinguished subset, as well as bitopological models.

Â.Í.Îðåõîâñêèé. Î ëîãè÷åñêèõ è òîïîëîãè÷åñêèõ êëàññèôèêàöèÿõ ðåãóëÿðíûõ
îìåãà-ÿçûêîâ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ïîäõîäà ê êëàññèôèêàöèè ω-ÿçûêîâ: ëîãè÷åñêèé è òî-
ïîëîãè÷åñêèé. Ïðè ïåðâîì ïîäõîäå ω-ñëîâà ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ñòðóêòóðû ñèãíàòóðû
σ = {6, Qa, ...} èëè τ = σ ∪ {p, s}. Ïîëó÷èì èåðàðõèè Σσ

n è Στ
n, èíäóöèðóåìûå èåðàðõèÿìè

ïðåäëîæåíèé ñèãíàòóð σ è τ ïî ÷èñëó ïåðåìåí êâàíòîðîâ â ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå.
Ïðè âòîðîì ïîäõîäå íà ìíîæåñòâå Aω ââîäèòñÿ êàíòîðîâñêàÿ òîïîëîãèÿ è ðàññìàòðèâàåòñÿ
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áîðåëåâñêàÿ èåðàðõèÿ Σ0
n. Òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîíêèå èåðàðõèè (Selivanov 1998) Sα è

Σα. Ïîñëåäíÿÿ íà ìíîæåñòâå ðåãóëÿðíûõ ω-ÿçûêîâ ñîâïàäàåò ñ èåðàðõèåé Âàãíåðà (Wagner
1979). Èçâåñòíî, ÷òî

⋃
α<ωω Sα = BC(Σσ

2 ) è
⋃
α<ωω Σα = BC(Σ0

2).
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ëî-

ãè÷åñêèìè è òîïîëîãè÷åñêèìè êëàññèôèêàöèÿìè.

Ò. Ã.Ïøåíèöûí. Commutative Lambek grammars are not context-free

In 1993, Mati Pentus proved that Lambek grammars are equivalent to context-free grammars
in the sense that they generate the same set of languages (disregarding the empty word). We prove
that a similar result does not hold for grammars over the Lambek calculus with permutation (LP),
which can also be called commutative Lambek grammars. More precisely, we show that there
is a language that can be generated by a commutative Lambek grammar such that it is not a
permutation closure of a context-free language. To prove this, we present a formalism equivalent
to commutative Lambek grammars, which we call linearly-restricted branching vector addition
systems with states; it is simpler to establish the desired result for them.

Â.Â.Ðûáàêîâ. Temporal multi-agent logics, problems satis�ability, decidability and
admissibility

In our research we investigate temporal multi-agent logics with various possible non-transitive
temporal accessibility relations. Main idea of this choice consists in attempts more precisely model
and describe behavior, reasoning and computation agents (distinct acting computational threads)
when they cooperate and acts mutually. In particular, we consider non-transitive logics, where
elements of interval logics are applied. In this case the time accessibility relations are non-transitive
and chopped into intervals of bounded time. In de�nition of models, we consider logics with only
one objective valuation of propositional states and logics with multi-valuations � the case when
the agents have separated own valuations' relations for propositions.

Looking at the case when the time accessibility relations may be a�ected by events and alter
during computation we study logics which have dynamic accessibility relations � the case when any
state (world) generates (and hence have) its own accessibility relation. Mathematical problems we
are dealing with are problems of satis�ability, decidability and admissibility. Found computational
algorithms to be reported.

Supported by the Krasnoyarsk Mathematical Center and �nanced by the Ministry of Science
and Higher Education of the Russian Federation (Grant No. 075-02-2020-1534/1) and by Research
Program at the National Research University Higher School of Economics (HSE University)
Moscow.

Ì.Í.Ðûáàêîâ. Undecidability of modal and superintuitionistic logics of a single
unary predicate in languages with two variables

We consider the issues concerning algorithmic complexity of non-classical predicate logics
in restricted languages. In 1962, S.Kripke suggested how to simulate a binary predicate letter
of a classical �rst-order formula with a modal �rst-order formula containing two unary letters.
Building on Kripke's idea, we simulate a binary precidate letter with a single unary letter in modal
formulas and with two unary letters in superintuitionistic formulas. This immediately gives us the
undecidability of numerous modal logics in languages with one unary letter, and superintuitionistic
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logics with two unary letters, and three variables, since the classical logic of a binary predicate
is undecidable with three variables. In addition, we show how to simulate any number of unary
letters with a single unary letter (both in modal and intuitionistic languages). Due to the well-
known results on the undecidability of many non-classical logics in languages with two variables
(D.Gabbay, V. Shehtman (1993), R.Konchakov, A.Kurucz, M. Zakharyaschev (2005)), we obtain
the undecidability of many modal and superintuitionistic predicate logics in languages with a single
unary predicate letter and two variables. The proposed encoding enables us to obtain the non-
enumerability and even non-arithmeticity of the corresponding fragments of a number of logics of
Kripke frames. Our results extend to polymodal logics, such as predicate counterparts of CTL∗,
CTL, LTL, epistemic logics, logics with universal modality, etc.

Â.Ë.Ñåëèâàíîâ. Boole vs Wadge: comparing basic tools of descriptive set theory

We systematically compare omega-Boolean classes (obtained from open sets (or other classes)
by applying omega-Boolean operations), the reducibility by continuous functions (known as Wadge
reducibility), and the recent extension of Wadge hierarchy to non-zero-dimensional spaces. E.g.,
we complement the result of W. Wadge that the collection of non-self-dual levels of his hierarchy
coincides with the collection of classes generated by Borel omega-ary Boolean operations from the
open sets in the Baire space. Namely, we characterize the operations, which generate any given
level in this way, in terms of the Wadge hierarchy in the Scott domain. As a corollary we deduce
the non-collapse of the latter hierarchy. Also, the e�ective version of this topic is discussed.

À.À.Ñåìåíîâ, Ñ. Å.Êî÷åìàçîâ. Using Backdoors to estimate the hardness of
Boolean formulas w.r.t. SAT solving algorithms

The Boolean satis�ability problem (SAT) is a classical combinatorial problem which is
NP-complete in the decision variant and NP-hard in the search variant. Nevertheless, during
the recent 20 years there have been developed a lot of applied algorithms that successfully
tackle SAT for formulas of large dimension (tens of thousands of variables and hundreds of
thousands of clauses). These algorithms called SAT solvers are routinely used in such areas as
symbolic veri�cation, program testing, cryptanalysis, bioinformatics, combinatorics, etc. Despite
the impressive e�ectiveness of modern SAT solvers, it is often important to know in advance their
approximate runtime on particular formulas. It is a typical situation that a SAT solver has been
working for an hour or a day or a month, and it is not known whether it will �nish anytime
soon. The question then is whether it is possible to construct some meaningful upper bounds
on the runtime of a particular SAT solver on a particular SAT instance? In the report we will
present several results in this direction. The presented approach is based on the idea to evaluate
the hardness of a formula via some decomposition or, in a more general case, via a so-called SAT
partitioning of a formula. In order to construct such a partitioning we choose a set called Backdoor
and decompose an original formula into sub-formulas by substituting all possible combinations of
values of backdoor variables to a formula. Then, under certain assumptions we can use the Monte
Carlo method to estimate the runtime of a solver on the original formula via its runtimes on
formulas from a constructed decomposition. On the level of ideas, the proposed estimations are
quite close to the hardness estimations that are constructed based on the knowledge of the so-called
Strong Backdoor Sets. In the report we will show the interconnection between Strong Backdoors
and the proposed notions, and present the results of computational experiments which demonstrate

74



the practical applicability using backdoors to estimate the hardness of Boolean formulas. We will
also brie�y describe the basic algorithms and techniques used in state-of-the-art SAT solvers.

À.Ë.Ñåì¼íîâ, Ñ.Ô.Ñîïðóíîâ. Recent results on de�nability lattices of numerical
structures

De�nability is one of the central concepts of mathematical logic and is one of the important
concepts of all mathematics. At the same time, it is still relatively little studied.

The report will discuss the latest results related to de�nability lattices (reduct lattices) for
numerical structures, such as, for example, the addition of rational numbers.

It is remarkable that a number of these results were obtained by high-school students at the
May 2022 Program in �Sirius�.

Ì.Õ.Ôàéçðàõìàíîâ. Generalized computable numberings and �xed points

The talk considers generalized computable numberings from the point of view of uniform
enumerability of numbered families relative to arbitrary oracles. The results presented are aimed
at classifying oracles such that all (principal) families computable in them have generalized
computable numberings that satisfy the Kleene �xed point theorem with di�erent degrees of
uniformity: complete and precomplete numberings, weakly precomplete numberings, and also
numberings that satisfy the Recursion theorem and the Recursion theorem with parameters.

Ñ.Õåòöëü. Logical analysis of automated inductive theorem proving

Automating the search for proofs by induction is an imporant topic in computer science with
a history that stretches back decades. A variety of di�erent approaches and systems has been
developed. Typically, these systems have been evaluated empirically and thus very little is known
about their theoretical limitations.

In this talk I will show how to use mathematical logic to understand the theoretical power
and limits of methods for automated inductive theorem proving. A central tool are translations of
proof systems that are intended for automated proof search into (very) weak arithmetical theories.
Thus unprovability results can be transferred from theories to methods of automated deduction.

I will describe concrete such analyses of two methods of automated inductive theorem proving
including practically relevant unprovability results: 1. adding explicit induction axioms to a
saturation theorem prover and 2. clause set cycles.

(Joint work with Jannik Vierling.)

Ì.Â.Øâèäåôñêè. Dualities for categories of partially ordered structures

We present recent categorical duality results for certain categories of partially ordered sets
(lattices) and certain categories of topological spaces endowed with some additional structure. Some
of these results extend classical duality results by M.H. Stone. (Supported by the Mathematical
Center in Akademgorodok, agreement with Ministry of Science and Higher Education of Russia
� 075-15-2022-282.)

Â.Á.Øåõòìàí. How to axiomatize boxing of a modal predicate logic?

Boxing of a modal predicate logic L is de�ned as the minimal logic containing all formulas �A,
where A is a theorem of L. For axiomatization of boxing it is usually insu�cient just to add � to
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axioms of L. The general problem of axiomatization of boxing was put in our talk �Boxing modal
logics� at Logical Perspectives 2021. This problem is solved in the paper �On Kripke completeness
of modal predicate logics around quantifed K5� (forthcoming in APAL).

The recipe is the following: take all possible shifts of the axioms, then take their universal
closures with � added. An n-shift of a predicate formula A is obtained by increasing arities of all
predicate letters by n and adding �xed n new parameters to all atoms occurring in A. In general
this yields in�nitely many axioms, but in many cases (described in the same talk and paper)
1-shifts are su�cient, so boxing preserves �nite axiomatizability.

Our conjecture is that boxing of the �nitely axiomatizable logic QKAlt1 (where Alt1 is the
axiom of unique successor) is not �nitely axiomatizable. The proof of this conjecture probably
requires a nontrivial model-theoretic technique. In the talk we describe the �rst step on the way
to the proof: 1-shifts are insu�cient in this case.
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10 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà è ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ

Ã.À.Àãàôîíêèí. Âîññòàíîâëåíèå îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà ñ ñèíãóëÿðíûì ïîòåí-
öèàëîì íà ïîëóïðÿìîé ïî íàïåð¼ä çàäàííîìó ñóùåñòâåííîìó ñïåêòðó

Â. Å.Áîáêîâ. Îá ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ ñ ñóáîäíîðîäíîé íåëèíåéíîñòüþ
íåîïðåäåë¼ííîãî çíàêà

Ìû îáñóäèì âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è ìíîæåñòâåííîñòè, à òàêæå íåêîòîðûå êà÷åñòâåííûå
ñâîéñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé íóëåâîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ êâàçèëèíåéíîãî ïàðàìåò-
ðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ −∆pu− λ|u|p−2u = a(x)|u|q−2u â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, ãäå 1 < q < p è
ôóíêöèÿ a çíàêîïåðåìåííà. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò,
÷òî íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ íå îáÿçàíû óäîâëåòâîðÿòü ñòðîãîìó ïðèíöèïó ìàêñèìóìà. Êàê
ñëåäñòâèå, ìíîæåñòâî ðåøåíèé èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, áîãàòóþ ñòðóêòóðó. Ìû ïîêàæåì, ÷òî
äëÿ íåêîòîðûõ p 6= 2 íàáëþäàþòñÿ íåòðèâèàëüíûå ýôôåêòû, êîòîðûå íåâîçìîæíû â ëèíåé-
íîì ñëó÷àå.

Í.Ï.Áîíäàðåíêî. Îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âûñøèõ
ïîðÿäêîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè-ðàñïðåäåëåíèÿìè

Äîêëàä ïîñâÿùåí îáðàòíûì çàäà÷àì ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ ïîðÿäêà n > 2 ñ êîýôôèöèåíòàìè-ðàñïðåäåëåíèÿìè (îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè).
Áóäóò äàíû ïîñòàíîâêè îáðàòíûõ çàäà÷, ðàññìîòðåíû âîïðîñû åäèíñòâåííîñòè è êîíñòðóê-
òèâíîãî ðåøåíèÿ.

Ì.Ø.Áóðëóöêàÿ. Ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû â ñìåøàííûõ çàäà÷àõ äëÿ âîëíîâîãî óðàâ-
íåíèÿ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ íà îòðåçêå è íà ãåî-
ìåòðè÷åñêîì ãðàôå. Ïðèìåíÿþòñÿ íîâûå ïîäõîäû, ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷àòü íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêèõ è îáîáùåííûõ ðåøåíèé â ñëó÷àÿõ ñóì-
ìèðóåìûõ ïîòåíöèàëîâ è íà÷àëüíûõ ôóíêöèé, òåì ñàìûì ðàñøèðÿÿ ãðàíèöû ïðèìåíåíèÿ
ìåòîäà Ôóðüå. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà Ôóðüå ïðèâîäèò ê ïðåäñòàâëåíèþ ðå-
øåíèÿ â âèäå áûñòðîñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòèõ ïîäõîäîâ îïèðàåòñÿ íà
ïðèâëå÷åíèå ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.

Ñ.À.Áóòåðèí. Ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ ñèíãóëÿðíûìè
êîýôôèöèåíòàìè

Â ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëåòèÿ àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ äëÿ ñèíãóëÿðíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè-ðàñïðåäåëåíèÿìè èç íåãàòèâíûõ ñîáîëåâ-
ñêèõ ïðîñòðàíñòâ, òîãäà êàê ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ îòêëîíÿþùèì-
ñÿ àðãóìåíòîì è òàêèìè êîýôôèöèåíòàìè, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, ïîêà íå ðàññìàòðèâàëèñü.
Â äîêëàäå ââîäÿòñÿ êâàçèïðîèçâîäíûå äëÿ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûì çàïàç-
äûâàíèåì è òàê íàçûâàåìûì çàìîðîæåííûì àðãóìåíòîì, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëèòü òàêèå
îïåðàòîðû â ñëó÷àå êîýôôèöèåíòîâ-ðàñïðåäåëåíèé. Ïðè ýòîì óñòàíîâëåíà ñâÿçü ñ êëàññè-
÷åñêèì âåêòîðíûì óðàâíåíèåì Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ñèíãóëÿðíûì ìàòðè÷íûì ïîòåíöèàëîì.
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Òàêæå ïîëó÷åíî ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è òèïà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ïîñòîÿííûì çàïàçäûâà-
íèåì è ñèíãóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì, âêëþ÷àþùåå åäèíñòâåííîñòü, õàðàêòåðèçàöèþ ñïåêòðàëü-
íûõ äàííûõ è ðàâíîìåðíóþ óñòîé÷èâîñòü. Ïîñëåäíÿÿ äåìîíñòðèðóåò îäíî ïðèíöèïèàëüíîå
îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé îáðàòíîé çàäà÷è.

Í.Ô.Âàëååâ, ß.Ò.Ñóëòàíàåâ. Îïòèìèçàöèîííàÿ îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à
äëÿ ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îïòèìèçàöèîííàÿ îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à: äëÿ çàäàííî-
ãî ìàòðè÷íîãî ïîòåíöèàëà Q0(x) íàéòè áëèæàéøóþ ê íåìó ìàòðè÷íóþ ôóíêöèþ Q̂(x) òàêóþ,
÷òîáû ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëîì
Q̂(x) ñîâïàäàëî ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì λ∗1 ∈ R. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû óñòàíàâëèâàåò íî-
âûé òèï ñâÿçè ìåæäó óêàçàííîé ëèíåéíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷åé è ñèñòåìàìè íåëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà èçâåñòíûìè â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå, êàê
ñèñòåìà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé Øðåäèíãåðà. Ýòî ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå îáðàòíîé ñïåê-
òðàëüíîé çàäà÷è ïóòåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Êðîìå
òîãî, ìû ïîêàçûâàåì ñâÿçü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñ îïòèìèçàöèîííîé îáðàòíîé ñïåêòðàëü-
íîé çàäà÷åé äëÿ ñêàëÿðíîãî îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ.

ß.À. Ãðàíèëüùèêîâà. Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ
èíâîëþöèåé

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äîêëàäà ñâÿçàíî ñ èçó÷åíèåì ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ñëåäóþùåãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ èíâîëþöèåé

Ly = α(x)y′′(x) + y′′(−x)+

g1(x)y′(x) + r1(x)y′(−x) + +g2(x)y(x) + r2(x)y(−x), x ∈ [−1; 1],

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè, ïîðîæäåííûìè ëèíåéíûìè ôîðìàìè ñ íîñèòåëÿìè â êîíöåâûõ òî÷-
êàõ îòðåçêà. Ýòà çàäà÷à èçó÷àëàñü ïðè α(x) ≡ const ïðè÷åì ðàçíûìè ìåòîäàìè. Íî íè îäèí
èç ìåòîäîâ íå ïðîõîäèò â ñëó÷àå íåïîñòîÿííîé ôóíêöèè α. Ìû ââåäåì ïîíÿòèå ðåãóëÿðíî-
ñòè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà çàäà÷ è ïðèâåäåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà ñïåêòðàëüíîñòè ïî
Äàíôîðäó ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåãóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ À.À.Øêàëèêîâûì. Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì
ÐÍÔ No 20�11�20261.

Â. Ã.Äàíèëîâ. Ìåòîä ñëàáûõ àñèìïòîòèê äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ íåëèíåé-
íûõ âîëí

Â äîêëàäå áóäåò èçëîæåíà ñõåìà ìåòîäà ñëàáûõ àñèìïòîòèê è ïðèâåäåíû ïðèìåðû âçà-
èìîäåéñòâèÿ íåëèíåéíûõ âîëí, â òîì ÷èñëå, ïî íîâîìó ìåõàíèçìó, ñî÷åòàþùåìó ñâîéñòâà
âçàèìîäåéñòâèÿ ñîëèòîíîâ è óäàðíûõ âîëí.

Ñ.Þ.Äîáðîõîòîâ. Íîâûå ôîðìóëû äëÿ êàíîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà Ìàñëîâà è ïðè-
ëîæåíèÿ

Îáñóæäàþòñÿ íîâûå êîíñòðóêòèâíûå ôîðìóëû äëÿ êàíîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà Ìàñëîâà,
ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ Ñ.Þ.Äîáðîõîòîâà, Â. Å.Íàçàéêèíñêîãî è À.È.Øàôàðåâè÷à, îñíîâàí-
íûå íà èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ â îêðåñòíîñòè êàóñòèê (ëàãðàíæåâûõ ñèíãóëÿðíîñòåé)
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â âèäå èíòåãðàëîâ ïî êîîðäèíàòàì íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ëàãðàíæåâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Òàêèå
ïðåäñòàâëåíèÿ ïîçâîëÿþò âî-ïåðâûõ ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü àñèìïòîòèêè ðåøåíèé ìíîãèõ
çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ è ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âî-âòîðûõ
ðàñøèðèòü êëàññ çàäà÷, â êîòîðûõ ìîæíî ïðèìåíèòü êàíîíè÷åñêèé îïåðàòîð. Äëÿ ðÿäà çàäà÷
àñèìïòîòèêà ýôôåêòèâíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè, íàïðèìåð ôóíêöèè Ýé-
ðè, Áåññåëÿ è äð. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷à î Êåïëåðîâûõ òðàåêòîðèÿõ
â ðàññåÿíèè íà îòòàëêèâàþùåì êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå, çàäà÷è Êîøè ñ ëîêàëèçîâàííûìè
íà÷àëüíûìè äàííûìè è äð.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñ Â. Å.Íàçàéêèíñêèì, À.È.Øàôàðåâè÷åì,
À.Þ.Àíèêèíûì, À.À.Òîë÷åíííèêîâûì, À.Â.Öâåòêîâîé, À.È.Êëåâèíûì.

Ì.À.Äîðîäíûé. Óñðåäíåíèå íåñòàöèîíàðíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû Ìàêñâåëëà
â ñëó÷àå ïîñòîÿííîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè

Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à îá óñðåäíåíèè â ïðåäåëå ìàëîãî ïåðèîäà çàäà÷è Êîøè äëÿ íåñòàöè-
îíàðíîé ñèñòåìû Ìàêñâåëëà âî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äèýëåêòðè÷åñêàÿ
ïðîíèöàåìîñòü � áûñòðî îñöèëëèðóþùàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ, à
ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü � ïîñòîÿííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ìàòðèöà. Ïîëó÷åíû àïïðîêñèìàöèè
äëÿ ìàãíèòíûõ ïîëåé. Â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíîå äàííîå äëÿ ìàãíèòíîé íàïðÿæ¼ííîñòè ðàâíî
íóëþ, òàêæå ïîëó÷åíû àïïðîêñèìàöèè äëÿ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ò.À.Ñóñëèíîé.

Å.À. Çëîáèíà. Êîðîòêîâîëíîâàÿ äèôðàêöèÿ íà êîíòóðàõ ñ íåãëàäêîé êðèâèçíîé

Öèêë ñîâìåñòíûõ ñ À.Ï.Êèñåëåâûì èññëåäîâàíèé ïîñâÿùåí äèôðàêöèè íà êóñî÷íî-
ãëàäêèõ êîíòóðàõ ñ èçîëèðîâàííûìè îñîáåííîñòÿìè êðèâèçíû, â ÷àñòíîñòè, ðàçðûâàìè. Â
ðàìêàõ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ìåòîäà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ìû ñòðîèì ôîðìóëû âûñîêî÷àñòîòíîé
àñèìïòîòèêè. Ïîñëåäíèå ïîëó÷åííûå íàìè ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àÿì, êîãäà ïàäàþùàÿ
âîëíà ïðèõîäèò â òî÷êó íåãëàäêîñòè êîíòóðà âäîëü êàñàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ.

Îñíîâíîå âíèìàíèå â äîêëàäå óäåëåíî çàäà÷å Ìàëþæèíöà�Ïîïîâà, â êîòîðîé ïëîñêàÿ
âîëíà íàáåãàåò âäîëü ïðÿìîé, ïåðåõîäÿùåé, ñî ñêà÷êîì êðèâèçíû, â âûïóêëóþ êðèâóþ (ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì óñëîâèå Íåéìàíà). Çäåñü åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü àïïàðàò, îñíî-
âàííûé íà ìåòîäå ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïðèìåíÿâøåãîñÿ, íà÷èíàÿ ñ ðàáîò Ôîêà, äëÿ
èçó÷åíèÿ çàäà÷è äèôðàêöèè íà ãëàäêîì âûïóêëîì ïðåïÿòñòâèè. Â íàøåé çàäà÷å â îñâåùåí-
íîé îáëàñòè âìåñòî îòðàæåííîé âîëíû âîçíèêàåò öèëèíäðè÷åñêàÿ âîëíà, ðàñõîäÿùàÿñÿ èç
òî÷êè íåãëàäêîñòè, îäíàêî ñòðóêòóðà ïîëÿ âî ìíîãîì íàïîìèíàåò ôîêîâñêóþ. Ïåðåõîäíûå
çîíû âîêðóã ãðàíèöû ñâåò-òåíü îïèñûâàþòñÿ ñïåöèàëüíûìè ôóíêöèÿìè, íàïîìèíàþùèìè
êëàññè÷åñêèå èíòåãðàëû Ôîêà. Êðîìå òîãî ðàññìîòðåíà â íåêîòîðîì ñìûñëå äâîéñòâåííàÿ
çàäà÷à äèôðàêöèè âîëíû øåï÷óùåé ãàëåðåè, íàáåãàþùåé íà òî÷êó ñêà÷êîîáðàçíîãî ðàñïðÿì-
ëåíèÿ êîíòóðà âäîëü âîãíóòîé åãî ÷àñòè. Çäåñü ìåòîä ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðèâîäèò
ê ñîâåðøåííî äðóãèì àñèìïòîòè÷åñêèì ôîðìóëàì äëÿ ïîëÿ.

Èññëåäîâàíèå ïîääåðæàíî ãðàíòîì ÐÍÔ 22�21�00557.

À.È.Êëåâèí. Àñèìïòîòèêà ðåøåíèé òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â äâóõ-
ñëîéíîé ñðåäå ñ ëîêàëèçîâàííîé ïðàâîé ÷àñòüþ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáëàñòü (x, z) ∈ R2×[z−, z+], ðàçäåëåííàÿ ãðàíèöåé â âèäå ãðàôèêà ôóíê-
öèè z = D(x), z− < D(x) < z+, íà äâå ñðåäû ñ çàâèñÿùèìè îò x ïëîòíîñòÿìè ρ±(x). Â äàííîé
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îáëàñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ àñèìïòîòèêà ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì h→ +0 óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà
ñ ëîêàëèçîâàííîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, z0) ïðàâîé ÷àñòüþ, çàäàííîé ãëàäêèìè áûñòðî
óáûâàþùèìè ôóíêöèÿìè F , G:

h2∆xu+ uzz + k2(x, z)u = F
(x− x0

h

)
G
(z − z0

h

)
.

Ïîêàçàòåëü k(x, z) > 0 ðàâåí k−(x) â ñëîå z ∈ [z−, D(x)) è k+(x) â ñëîå z ∈ (D(x), z+]. Ôóíêöèÿ
u(x, z) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì u|z=z− = u|z=z+ = 0 íà ãðàíèöå îáëàñòè è ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì íà ãðàíèöå äâóõ ñðåä:

u|z=D(x)−0 = u|z=D(x)+0, ρ−uz|z=D(x)−0 = ρ+uz|z=D(x)+0.

Äàííîå óðàâíåíèå âîçíèêàåò â çàäà÷àõ àêóñòèêè ïðè èçó÷åíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêîâûõ
âîëí â îêåàíå (ñðåäà æèäêîñòü�äíî), ïîðîæäåííûõ òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò 21�11�
00341).

Þ.À.Êîðäþêîâ. Êâàçèêëàññè÷åñêèå àñèìïòîòèêè ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè ìàã-
íèòíîãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà íà ìíîãîîáðàçèè îãðàíè÷åííîé ãåîìåòðèè

Â äîêëàäå ìû îáñóäèì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñïåêòðà ìàãíèòíîãî îïåðàòîðà Øðå-
äèíãåðà íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè îãðàíè÷åííîé ãåîìåòðèè â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðåäåëå.
Ìû îïèøåì ïîëíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ñãëàæåííîé ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè äàííîãî
îïåðàòîðà. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé ïîëó÷àþòñÿ êâàçèêëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà ñëåäà íà êîìïàêò-
íîì ìíîãîîáðàçèè è àñèìïòîòè÷åñêàÿ ëîêàëèçàöèÿ ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè íà äèàãîíàëè â
ñëó÷àå, êîãäà ìàãíèòíîå ïîëå èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã.

À.Ï.Êîñàðåâ. Àñèìïòîòèêè ðåøåíèé è óñëîâèÿ ïîëíîòû êîðíåâûõ âåêòîðîâ äëÿ
n× n ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ n× n ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

y′ = λA(x)y +B(x)y, x ∈ [0, 1]

ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïðîñòðàíñòâàW k
1 [0, 1], k ∈ {0}∪N (W 0

1 ≡ L1), λ - êîìïëåêñíûé áîëüøîé
ïàðàìåòð. Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ ãëàäêîñòè â ðàáîòå äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ôóíäàìåíòàëüíîé
ìàòðèöû ðåøåíèé ñ àñèìïòîòèêîé âèäà

Y (x, λ) = M(x)(I +
R1(x)

λ
+ · · ·+ Rk(x)

λk
+ o(1)λ−k)E(x, λ), λ→∞,

E(x, λ) = diag{eλ
∫ x
0 a1dt, . . . , eλ

∫ x
0 andt}, M(x) = diag{e

∫ x
0 b11dt, . . . , e

∫ x
0 bnndt}.

â íàèáîëåå øèðîêèõ ñåêòîðàõ äëÿ λ è ÿâíûìè ôîðìóëàìè äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö Rm(x),m =
1, . . . , k. Íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèÿ òàêèõ ôîðìóë âîçíèêàåò â ïî÷òè ðåãóëÿðíûõ ñïåêòðàëü-
íûõ çàäà÷àõ. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà ïî÷òè ðåãóëÿðíàÿ çàäà÷à äëÿ 2×2 ñèñòåìû ñ îáðàùàþùè-
ìèñÿ â 0 íà êîíöàõ îòðåçêà êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ. Ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé çàäà÷è, è ñôîðìóëèðîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîëíîòû ñèñòåìû êîðíåâûõ
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ôóíêöèé. Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ À.À.Øêàëèêîâûì è ïîääåðæàí ãðàíòîì
ÐÔÔÈ No 20-11-20261.

Ì.À.Ëÿëèíîâ. Àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è îáîáùåííûõ ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé â íåêîòîðûõ êàíîíè÷åñêèõ çàäà÷àõ äëÿ îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà ñ ñèí-
ãóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòèêà ïî ðàññòîÿíèþ äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà
Øð¼äèíãåðà ñ ñèíãóëÿðíûì äåëüòà-ïîòåíöèàëîì ñ íîñèòåëåì, ñîñðåäîòî÷åííûì íà îäíîì
èëè íåñêîëüêèõ ëó÷àõ íà ïëîñêîñòè (èëè íà êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè â òðåõìåðíîì ñëó÷àå).
Èçó÷àþòñÿ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äèñêðåòíîãî è ñóùåñòâåííîãî (íåïðåðûâíîãî) ñïåêòðà.

Îïåðàòîðû òàêîãî òèïà âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷àõ ðàññåÿíèÿ òð¼õ îäíîìåðíûõ êâàíòîâûõ ÷à-
ñòèö ñ òî÷å÷íûì ïàðíûì âçàèìîäåéñòâèåì ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ, â
êâàíòîâûõ ìîäåëÿõ î ðàñïàäå ÷àñòèö ñ òî÷å÷íûì ïàðíûì âçàèìîäåéñòâèåì, à òàêæå â çàäà-
÷àõ äèôðàêöèè âîëí â êëèíîâèäíûõ è êîíóñîâèäíûõ îáëàñòÿõ ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè òèïà
Ðîáýíà. Ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìûõ ïðåäñòàâëåíèé Êîíòîðîâè÷à�Ëåáåäåâà èëè Âàòñîíà�
Áåññåëÿ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà ñâîäÿòñÿ ê èçó÷åíèþ îäíîðîä-
íûõ ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì (ñïåêòðàëüíûì) ïàðàìåò-
ðîì. Â ðàáîòå èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ðåøåíèé òàêèõ ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîòåíöèàëîì èç ñïåöèàëüíîãî êëàññà. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà â óðàâíåíèÿõ îïèñàíû èõ íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ, ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè äèñêðåòíîãî èëè ñóùåñòâåííîãî (íåïðåðûâíîãî) ñïåêòðà. Èññëåäîâàíèå ýòèõ ðåøå-
íèé îñíîâàíî íà ñâåäåíèè ñèñòåìû ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ñàìîñîïðÿæåííûì îãðàíè-
÷åííûì îïåðàòîðîì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì âîçìóùåíèåì îïåðàòîðà Ì¼ëåðà.

Íà îñíîâå èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ïîñòðîåíà àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ (è îáîáùåí-
íûõ ñîáñòâåííûõ) ôóíêöèé ïî ðàññòîÿíèþ.

À.Ñ.Ìàêèí. Î ñòðóêòóðå ñïåêòðà íåñàìîñîïðÿæåííûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îïåðà-
òîðà Äèðàêà.

Èññëåäóåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ îïåðàòîðà Äèðàêà ñ äâóõòî÷å÷íûìè êðàåâûìè óñëî-
âèÿìè è ïðîèçâîëüíûì êîìïëåêñíîçíà÷íûì ñóììèðóåìûì ïî íîðìå L2 ïîòåíöèàëîì V (x).
Íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü öåëàÿ ôóíê-
öèÿ, ÷òîáû ÿâëÿòüñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è. Â ñëó-
÷àå ðåãóëÿðíîñòè êðàåâûõ óñëîâèé óñòàíàâëèâàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà
ñïåêòð óêàçàííîãî îïåðàòîðà.

Ì.Ì.Ìàëàìóä. Ê òåîðèè Áèðìàíà�Êðåéíà�Âèøèêà. Î ïðîáëåìå Áèðìàíà.

Äîïîëíÿþòñÿ ðåçóëüòàòû Áèðìàíà è Êðåéíà î ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèÿõ ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííîãî ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà A. Äîïîëíÿåòñÿ òåîðåìà Êðåéíà î ðåäóöè-
ðîâàííîì êðåéíîâñêîì ðàñøèðåíèè A′K îïåðàòîðà A. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáðàò-
íûå ê ýòèì îïåðàòîðàì êîìïàêòíû ëèøü îäíîâðåìåííî è ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ èìåþò
îäèíàêîâûå ñòåïåííûå àñèìïòîòèêè. Îáñóæäàåòñÿ ïîëíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû Áèðìàíà î äèñ-
êðåòíîñòè ðàñøèðåíèè Ôðèäðèõñà îïåðàòîðà A ïðè óñëîâèè êîìïàêòíîñòè îáðàòíîãî A−1.
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Ê.À.Ìèðçîåâ. Ëàêóíàðíûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Áåð-
íóëëè è Ýéëåðà

Â äîêëàäå ìåòîäàìè ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ íàéäåíû íîâûå
ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè è Ýéëåðà.

À.Ê.Ìîòîâèëîâ. Îïòèìàëüíûå îöåíêè íà ñêîðîñòü øðåäèíãåðîâñêîé ýâîëþöèè
ïîäïðîñòðàíñòâ

Ïîä êâàíòîâûì îãðàíè÷åíèåì ñêîðîñòè îáû÷íî ïîíèìàåòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà íà âðåìÿ, íåîá-
õîäèìîå äëÿ ïåðåõîäà êâàíòîâîé ñèñòåìû èç îäíîãî åå ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå ñîñòîÿíèå. Íàèáî-
ëåå èçâåñòíûì êâàíòîâûì îãðàíè÷åíèåì ñêîðîñòè ýâîëþöèè ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ çíàìåíèòîå
íåðàâåíñòâî Ìàíäåëüøòàì�Òàììà, äàþùåå îïòèìàëüíóþ îöåíêó äëÿ ìèíèìàëüíîãî âðåìå-
íè, íåîáõîäèìîãî äëÿ ïåðåõîäà ñèñòåìû â ñîñòîÿíèå, îðòîãîíàëüíîå åå íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ.
Â ñâîþ î÷åðåäü, íåðàâåíñòâî Ìàíäåëüøòàìà�Òàììà�Ôëåìèíãà äàåò òî÷íóþ íèæíþþ îöåí-
êó äëÿ âðåìåíè, íåîáõîäèìîãî äëÿ ïîâîðîòà âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû íà ïðîèçâîëüíûé
óãîë. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü êëàññè÷åñêèì îöåíêàì Ìàíäåëüøòàìà�Òàììà è Ìàíäåëüøòàìà�
Òàììà�Ôëåìèíãà â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ìû ñëåäèì çà âðåìåííîé ýâîëþöèåé íå îòäåëü-
íîãî ñîñòîÿíèÿ, à öåëîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé, âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîìåðíîãî. Èñïîëü-
çóÿ ïîíÿòèå ìàêñèìàëüíîãî óãëà ìåæäó ïîäïðîñòðàíñòâàìè, ìû óñòàíàâëèâàåì îïòèìàëüíûå
îöåíêè íà ñêîðîñòü ýâîëþöèè òàêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Íàøå èññëåäîâàíèå âêëþ÷àåò ñëó÷àé
íåîãðàíè÷åííûõ ãàìèëüòîíèàíîâ.

Íàñòîÿùèé äîêëàä îñíîâûâàåòñÿ íà ðåçóëüòàòàõ ñîâìåñòíîé ðàáîòû ñ Ñ.Àëüáåâåðèî [1].
[1] S.Albeverio and A.K.Motovilov. Optimal bounds on the speed of subspace evolution, J.

Phys. A: Math. Theor. 55 (2022), 235203; DOI: 10.1088/1751-8121/ac6bcf; arXiv:2111.05677.

À.È.Íàçàðîâ. Ñïåêòð äðîáíîãî ëàïëàñèàíà â îáëàñòè ñ öèëèíäðè÷åñêèìè âûõî-
äàìè íà áåñêîíå÷íîñòü

Îïèñàíà ñòðóêòóðà ñïåêòðà ñóæåííîãî äðîáíîãî ëàïëàñèàíà Äèðèõëå â ìóëüòè-òðóáàõ,
ò.å. îáëàñòÿõ ñ öèëèíäðè÷åñêèìè âûõîäàìè íà áåñêîíå÷íîñòü. Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé
ðàáîòå ñ Ô.Ë.Áàõàðåâûì.

Ý.À.Íàçèðîâà. Îá îäíîì ïîäõîäå ê èññëåäîâàíèþ àñèìïòîòèêè ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ îñöèëëèðóþùèì ïîòåíöèàëîì

Öåëü äîêëàäà � äåìîíñòðàöèÿ íîâîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ
óðàâíåíèÿ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ äëÿ øèðîêîãî êëàññà óðàâíåíèé Ø�Ë ñ áûñòðî îñöèëëèðóþ-
ùèìè êîýôôèöèåíòàìè.

Â.À.Ï÷åëèíöåâ. Î ÷àñòîòàõ ñâîáîäíûõ íåîäíîðîäíûõ ìåìáðàí â îáëàñòÿõ, äî-
ïóñêàþùèõ ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèé êëàññîâ Ñîáîëåâà

Äîêëàä ïîñâÿùåí îöåíêàì îñíîâíûõ ÷àñòîò ñâîáîäíûõ íåîäíîðîäíûõ ìåìáðàí â íåâûïóê-
ëûõ îáëàñòÿõ, èñïîëüçóÿ òåîðèþ êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé è îïåðàòîðû ïðîäîëæåíèÿ
äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä áàçèðóåòñÿ íà âçàèìîñâÿçè ìåæäó ýëëèï-
òè÷åñêèìè îïåðàòîðàìè â äèâåðãåíòíîé ôîðìå è êâàçèêîíôîðìíûìè îòîáðàæåíèÿìè. Óñòà-
íîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ðåçîíàíñíûìè ÷àñòîòàìè êîëåáàíèé ñâîáîäíûõ íåîäíîðîäíûõ ìåìáðàí
è çàäà÷åé î ìèíèìàëüíîì ïîêðûâàþùåì êðóãå.
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Í.Â.Ðàñòåãàåâ. Èññëåäîâàíèå äîïóñòèìîñòè íåêëàññè÷åñêèõ âîëí ìåòîäîì èñ÷å-
çàþùåé âÿçêîñòè è èõ çàâèñèìîñòü îò ìàëûõ ïàðàìåòðîâ â çàäà÷å Ðèìàíà äëÿ
ìîäåëè õèìè÷åñêîãî çàâîäíåíèÿ

À.Þ.Ñàâèí. Î íåëîêàëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷àõ, îòâå÷àþùèõ áåñ-
êîíå÷íûì ãðóïïàì ïðåîáðàçîâàíèé

Â ðÿäå çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè è òåîðèè äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé âîçíèêàþò íåëîêàëüíûå ýëëèïòè÷åñêèå êðàåâûå çàäà÷è, â êîòîðûõ íåëî-
êàëüíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîðàìè ñäâèãà, îòâå÷àþùèìè íåêîòîðîé ãðóïïå äèôôåîìîð-
ôèçìîâ. Íàèáîëüøóþ ñëîæíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà äèôôåîìîðôèçìû íå ñîõðà-
íÿþò îáëàñòü, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à, à ãðóïïà äèôôåîìîðôèçìîâ
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé. Â äîêëàäå äàþòñÿ ïîñòàíîâêè òàêèõ çàäà÷ êàê îãðàíè÷åííûõ îïåðà-
òîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà, ïðèâîäÿòñÿ êðèòåðèè ôðåäãîëüìîâîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷.
Óêàçûâàþòñÿ êîíêðåòíûå ïðèìåðû.

Ò.À.Ñàôîíîâà. Âîêðóã òåîðåìû Ãàóññà î çíà÷åíèÿõ äèãàììà-ôóíêöèè Ýéëåðà â
ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ

Â äîêëàäå ìåòîäàìè ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ
íàéäåíû íîâûå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ äèãàììà-ôóíêöèè Ýéëåðà è ðîäñòâåííûõ
ñ íåé ôóíêöèé â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ. Ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè è åù¼ îäíî äîêàçà-
òåëüñòâî èçâåñòíîé òåîðåìû Ãàóññà î çíà÷åíèÿõ äèãàììà-ôóíêöèè Ýéëåðà â ðàöèîíàëüíûõ
òî÷êàõ.

Í.Í.Ñåíèê. Îá óñðåäíåíèè ëîêàëüíî ïåðèîäè÷åñêîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû
Ìàêñâåëëà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è ñ ïîñòîÿííîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìî-
ñòüþ

Òåîðèÿ óñðåäíåíèÿ èçó÷àåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè. Ìû ðàññìîòðèì ïîäîáíóþ çàäà÷ó
óñðåäíåíèÿ ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû Ìàêñâåëëà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ ñëó÷àÿ, êî-
ãäà ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ïîñòîÿííà, à äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü çàäàåòñÿ áûñò-
ðî îñöèëëèðóþùåé ëîêàëüíî ïåðèîäè÷åñêîé ìàòðèöåé-ôóíêöèåé. Ìû îáñóäèì ïðèáëèæåíèÿ
îïåðàòîðíîãî òèïà äëÿ ôèçè÷åñêèõ ïîëåé ïî íîðìå â L2 èëè H1.

Èññëåäîâàíèå áûëî ïðîâåäåíî ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ 22�11�00092.

À.Ë.Ñêóáà÷åâñêèé. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèé Âëàñîâà�Ïóàññîíà
ñ âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì

Ðàññìîòðåíà ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Âëàñîâà�Ïóàññîíà, îïèñûâàþùàÿ
êèíåòèêó âûñîêîòåìïåðàòóðíîé ïëàçìû â òåðìîÿäåðíîì ðåàêòîðå ïðè âîçäåéñòâèè âíåøíåãî
ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ îöåíêà äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé ñìåøàííîé çàäà÷è ñ êîì-
ïàêòíûìè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì íîñèòåëÿìè ôóíêöèé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.
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Â.À.Ñëîóù. Óñðåäíåíèå íåëîêàëüíîãî îïåðàòîðà ñâåðòî÷íîãî òèïà: îïåðàòîðíûå
îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðè ó÷åòå êîððåêòîðà

Ðå÷ü ïîéäåò îá àïïðîêñèìàöèè íåëîêàëüíîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ñ ïåðèîäè÷å-
ñêèìè áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè â ïðåäåëå ìàëîãî ïåðèîäà. Èñïîëüçóÿ ïîä-
õîäÿùóþ ìîäèôèêàöèþ òåîðåòèêî-îïåðàòîðíîãî ïîäõîäà, ìû äàäèì ñòàðøèé ÷ëåí àïïðîêñè-
ìàöèè, à òàêæå ïîäõîäÿùèå ¾êîððåêòîðû¿, ïîçâîëÿþùèå ïðèáëèçèòü ðåçîëüâåíòó èññëåäóå-
ìîãî îïåðàòîðà ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ò.À.Ñóñëèíà. Óñðåäíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýô-
ôèöèåíòàìè

Äîêëàä îòíîñèòñÿ ê òåîðèè óñðåäíåíèÿ (ãîìîãåíèçàöèè) äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ
ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè â ïðåäåëå ìàëîãî ïåðèîäà. Áóäåò äàí îáçîð ðåçóëüòàòîâ
îá îïåðàòîðíûõ îöåíêàõ ïîãðåøíîñòè ïðè óñðåäíåíèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ áûñòðî
îñöèëëèðóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè.

À.À.Òîë÷åííèêîâ. Ðåøåíèå äâóìåðíîãî áåçìàññîâîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà ñ ëèíåé-
íûì ïîòåíöèàëîì è ëîêàëèçîâàííîé ïðàâîé ÷àñòüþ

Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, óäîâëåòâîðÿþùåå ïðèíöèïó ïðåäåëüíîãî ïîãëîùå-
íèÿ, óñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âíå îñîáîé ïðÿìîé àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ôóíêöèþ Ýéðè è åå ïðîèçâîäíóþ. Âäîëü îñîáîé ïðÿìîé ðåøåíèå îñöèëëèðóåò è ëîêà-
ëèçîâàíî â îêðåñòíîñòè ýòîé ïðÿìîé.

Ñ.Í.Òóìàíîâ. Òî÷íûå ðåøåíèÿ ìîäåëè Ñêâàéðà óðàâíåíèÿ Îððà�Çîììåðôåëüäà
äëÿ òå÷åíèÿ Êóýòòà è àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñïåêòðà

Êðàåâàÿ çàäà÷à Îððà�Çîììåðôåëüäà äëÿ òå÷åíèÿ Êóýòòà ïðèáëèæåííî îïèñûâàåò òå÷å-
íèå âÿçêîé æèäêîñòè ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïëàñòèíàìè, îäíà èç êîòîðûõ äâèæåòñÿ. Ïðè
ìàëûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÷èñòî ìíèìûå, îòðèöàòåëüíûå, íî ñ åãî
ðîñòîì âûõîäÿò ïîïàðíî â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü è àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàþòñÿ ê òàê
íàçûâàåìîìó ñïåêòðàëüíîìó ãàëñòóêó.

Ìîäåëü Ñêâàéðà � çàäà÷à âòîðîãî ïîðÿäêà, îáëàäàåò ñõîæèì ïîâåäåíèåì ñïåêòðà, áîëåå
òîãî, ãëàâíûå ÷ëåíû ôîðìóë ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îáåèõ çàäà÷ ñîâïàäàþò.

Ìîäåëü Ñêâàéðà è áîëåå îáùèå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è èññëåäîâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè íà
ïðåäìåò îïèñàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ ðîñòîì ïàðàìåòðîâ
òèïà ÷èñëà Ðåéíîëüäñà, íî ìåòîäû, ïðèìåíÿåìûå àâòîðàìè ïî ýòîé òåìàòèêå, íå ðàñêðûâà-
þò äèíàìèêó ñïåêòðà ïðè êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Èíòåðåñíû ìîìåíòû óõîäà
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ ìíèìîé îñè â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü, èõ äèíàìèêà äî ìîìåíòà óõî-
äà è ïîñëå, âîçìîæíîñòü âîçâðàòà îáðàòíî íà ìíèìóþ îñü, à òàêæå ÿâíûé âèä ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé äëÿ êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

È õîòÿ ýòî êðàéíå ñëîæíî â ñëó÷àå çàäà÷è Îððà�Çîììåðôåëüäà, íàì óäàëîñü äîñòèãíóòü
ïðîäâèæåíèÿ äëÿ ìîäåëè Ñêâàéðà.
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À.À.Ôåäîòîâ. Ïåðåíîðìèðîâêè: ãàóññîâû ýêñïîíåíöèàëüíûå ñóììû è ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷åñêèå îïåðàòîðû

Èçâåñòíî, ÷òî ãàóññîâû ýêñïîíåíöèàëüíûå ñóììû èç òåîðèè ÷èñåë îáëàäàþò ñâîéñòâîì
ñàìîïîäîáèÿ: ñóììû ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñóììû ñ ìåíüøèì ÷èñ-
ëîì ñëàãàåìûõ è íîâûìè ïàðàìåòðàìè. Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáû÷íîìó è êðàñèâîìó ïîâåäåíèþ
ýêñïîíåíöèàëüíûõ ñóìì ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ è îïðåäåëÿåò òèïè÷íóþ ñêîðîñòü èõ
ðîñòà. Àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò è îäíîìåðíûå äâóõ÷àñòîòíûå ðàçíîñòíûå è äèô-
ôåðåíöèàëüíûå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Òåïåðü ñâîéñòâîì ñàìîïîäîáèÿ îáëàäàþò
èõ ðåøåíèÿ è ñïåêòðû ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ. Â äîêëàäå áóäóò îáñóæäàòüñÿ ãàóññîâû
ñóììû è ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèé îïåðàòîð, ïðåäëîæåííûé ôèçèêàìè (ìýðèëåíäñêàÿ ìîäåëü).

À.Â.Öâåòêîâà. Àñèìïòîòèêè ïó÷êîâ Ýðìèòà�Ãàóññà è Ëàãåððà�Ãàóññà â âèäå
ôóíêöèé Ýéðè è Áåññåëÿ

Ìû ðàññìàòðèâàåì ïó÷êè Ýðìèòà�Ãàóññà è Ëàãåððà�Ãàóññà, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì òðåõ-
ìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (êîòîðîå â ïàðàêñèàëüíîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî çàìåíèòü
íà óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà). Ðàññìàòðèâàåìûå ïó÷êè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ãàóñ-
ñîâîé ýêñïîíåíòû íà ñîîòâåòñòâåííî ïîëèíîìû Ýðìèòà è Ëàãåððà. Â äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ
ïîäõîä, îñíîâàííûé íà êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè è èçó÷åíèè äèíàìèêè ëàãðàíæåâûõ
ìíîãîîáðàçèé, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü ãëîáàëüíóþ àñèìïòîòèêó ðàññìàòðèâàåìûõ ïó÷êîâ â
âèäå ôóíêöèé Ýéðè è Áåññåëÿ ñëîæíîãî àðãóìåíòà, êîòîðàÿ äàåò õîðîøåå ïðèáëèæåíèå äàæå
ïðè íåáîëüøèõ ñòåïåíÿõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëèíîìîâ.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ñ.Þ.Äîáðîõîòîâûì è Â.Å.Íàçàéêèíñêèì.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò 21-11-000341).

Å.Á.Øàðîâ. Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà çàäà÷è äëÿ îáîáùåííîé ñòðóíû ñî çíàêîïå-
ðåìåííûì âåñîì

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå êîëåáàíèÿ îáîáùåííîé ñòðóíû ñ äèñêðåòíûì âåñîì, ïîðîæ-
äåííûì ñàìîïîäîáíûì n-çâåííûì ìóëüòèïëèêàòîðîì â ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñ îòðèöàòåëü-
íûì ïîêàçàòåëåì ãëàäêîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå íåêîìïàêòíîãî ìóëüòèïëèêàòîðà çàäà÷à
äëÿ ñòðóíû ðàâíîñèëüíà ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé ìàòðèöû ßêîáè. Åñëè âåñ
ñòðóíû ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííûì, òî ïåðèîä ìàòðèöû ßêîáè áóäåò n − 1, à â çàäà÷å ñî
çíàêîïåðåìåííûì âåñîì ïåðèîä áóäåò 2n− 1.

È.À.Øåéïàê. Îöåíêè ïðîèçâîäíûõ âûñîêîãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà

Äëÿ ôóíêöèé f èç âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà W̊ n
∞[0; 1], óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèÿì Äèðèõëå, èçó÷àþòñÿ íàèìåíüøèå âîçìîæíûå âåëè÷èíû An,k(a) â íåðàâåíñòâàõ

|f (k)(a)| 6 An,k(a)‖f (n)‖L∞[0;1], k = 0, 1, . . . , n− 1, a ∈ (0; 1)

Îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷à î íàõîæäåíèè òî÷åê ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà âå-
ëè÷èí An,k(a), ïðè ýòîì ÷èñëî

Λn,k := max
a∈(0;1)

An,k(a)

ðàâíî òî÷íîé êîíñòàíòå âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà W̊ n
∞[0; 1] â ïðîñòðàíñòâî W̊ k

∞[0; 1], k =
0, 1, . . . , n− 1.

85



Îñíîâíîé ðåçóëüòàò çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.
Òåîðåìà. Òî÷êè ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ ôóíêöèé An,n−1,∞(a) íà îòðåçêå [0; 1] ðàâíû

aj = sin2 πj
2(n+1)

, j = 1, 2, . . . , n. Çíà÷åíèÿ â ýòèõ òî÷êàõ ðàâíû

An,n−1,∞(aj) = tg
π

2(n+ 1)

√
aj − a2

j . (4)

Ïðè íå÷åòíîì n òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè An,n−1,∞ ÿâëÿåòñÿ òî÷êà a = 1/2,
ïðè ÷åòíîì n òî÷êàìè ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè An,n−1,∞ ÿâëÿþòñÿ áëèæàéøèå ê

1/2 òî÷êè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, ðàâíûå sin2 πn
4(n+1)

è sin2 π(n+2)
4(n+1)

. Òàêèì îáðàçîì

Λn,n−1,∞,∞ =
1

2
tg

π

2(n+ 1)
, åñëè n íå÷åòíî,

Λn,n−1,∞,∞ =
1

2
tg

π

2(n+ 1)
sin

πn

2(n+ 1)
, åñëè n ÷åòíî.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ò.À. Ãàðìàíîâîé.
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11 Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðî-

âàíèå

À.À.Àëèõàíîâ. Óñòîé÷èâîñòü è ñõîäèìîñòü ðàçíîñòíûõ ñõåì âòîðîãî ïîðÿäêà àï-
ïðîêñèìàöèè äëÿ äèôôóçèîííî-âîëíîâûõ óðàâíåíèé

Íà áàçå äèñêðåòíîãî àíàëîãà äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Êàïóòî ïîñòðîåíû ðàçíîñòíûå ñõåìû
âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôóçèîííî-âîëíîâîãî óðàâ-
íåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè. Ìåòîäîì ýíåðãåòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷åíû àïðèîð-
íûå îöåíêè ðåøåíèé êàê äèôôåðåíöèàëüíûõ òàê è äëÿ ðàçíîñòíûõ çàäà÷. Äîê àçàíû óñòîé-
÷èâîñòü è ñõîäèìîñòü ïðåäëîæåííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû òåñòîâûõ çàäà÷
ïîäòâåðæäàþùèå ýôôåêòèâíîñòü ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ.

À.Á.Áîãàòûðåâ. Ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è ñèíòåçà ìíîãîïîëîñíûõ ôèëüòðîâ

Ðàçðàáîòêà ñîâðåìåííûõ ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ ÷àñòî ïðèâîäèò ê ñîäåðæàòåëüíûì ìà-
òåìàòè÷åñêèì ïîñòàíîâêàì. Áóäóò ðàññìîòðåíû äâå çàäà÷è, òðàäèöèîííî âîçíèêàþùèå ï ðè
ñèíòåçå ìíîãîïîëîñíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ôèëüòðîâ: (1) çàäà÷à àïïðîêñèìàöèè, ò.å. íàõîæäåíèå
àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè íóæíîé ñïåöèôèêàöèè è (2) çàäà÷à ðåàëèçàöèè � ñèí-
òåç àðõèòåêòóðû è íàõîæäåíèå çíà÷åíèé ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ ïðèáîðà, ðåàëèçóþùåãî ýòó
õàðàêòåðèñòèêó. Îáå ïðîáëåìû ïðèâëåêàëè âíèìàíèå âåäóùèõ ì àòåìàòèêîâ ñâîåãî âðåìåíè.

Ï.Í.Âàáèùåâè÷. ×èñëåííîå ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ñ ïàìÿòüþ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâ-
íåíèÿ ñ ïàìÿòüþ, êîãäà ÿäðî èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòíûì. Ðàññìàòðèâàåìà ÿ
íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à ïðåîáðàçóåòñÿ â ëîêàëüíóþ, ïðè ýòîì ðåøàåòñÿ ñëàáî ñâÿçàííàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé ñ äîïîëíèòåëüíûìè îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿì è. Äàííûé
ïîäõîä îñíîâàí íà àïïðîêñèìàöèè ðàçíîñòíîãî ÿäðà ñóììîé ýêñïîíåíò.

Þ.Â.Âàñèëåâñêèé. Ìàòåìàòè÷åñêèå òåõíîëîãèè è ìîäåëè â çàäà÷àõ ìåäèöèíû

Â äîêëàäå áóäóò ðàññìîòðåíû êëàññû ìåäèöèíñêèõ çàäà÷, ïîñòàâëåííûõ ìàòåìàòèêàì, à
òàêæå ïðèìåðû ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, âîñòðåáîâàííûõ â äâóõ êëèíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ.
Ïåðâîå ïðèëîæåíèå � êîððåêöèÿ âðîæäåííûõ ïîðîêîâ ñåðäöà � òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ ïåðñîíà-
ëèçèðîâàííîé ìîäåëè êðîâîîáðàùåíèÿ Ôîíòåíà ñ ïîëíûì êàâàïóëüìîíàëüíûì ñîåäèíåíè-
åì (ÏÊÏÑ), ïðè êîòîðîì ïðàâîå ñåðäöå èçîëèðóåòñÿ. Äâóõìàñøòàáíàÿ ìîäåëü îáúåäèíÿåò
êâàçè-îäíîìåðíóþ ãåìîäèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü â ñåòè ñîñóäîâ è òðåõìåðíóþ ìîäåëü êðîâîòî-
êà â ÏÊÏÑ, ïðè ýòîì èñïîëüçóåò äàííûå êîìïüþòåðíîé è ìàãíèòíî-ðåçîíàíñíîé òîìîãðàôèé.
Âòîðîå ïðèëîæåíèå � ðåêîíñòðóêöèÿ àîðòàëüíîãî êëàïàíà � òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ ïåðñîíàëè-
çèðîâàííîé ìîäåëè çàêðûòîãî àîðòàëüíîãî êëàïàíà, â êîòîðîì ïàòîëîãè÷åñêè èçìåíåííûå
ñòâîðêè çàìåíåíû íà ñòâîðêè, âûðåçàííûå èç îáðàáîòàííîãî ïåðèêàðäà ïàöèåíòà (îïåðàöèÿ
Îçàêè).

Ñ.À. Ãåðàñèìîâà. Ìàòåìàòè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå ìîäåëè äèíàìè÷åñêèõ ìåìðè-
ñòèâíûõ íåéðîñèñòåì

Áëàãîäàðÿ ïðîãðåññó â òàêèõ îáëàñòÿõ íàóêè, êàê òâåðäîòåëüíàÿ ìèêðîýëåêòðîíèêà, ìî-
ëåêóëÿðíàÿ áèîëîãèÿ, íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ïðèìåíèòåëüíî ê íåéðîíàóêàì ñòàëà âîç ìîæíà
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ðàçðàáîòêà, ïðîòîòèïèðîâàíèå è èññëåäîâàíèå æèâûõ íåéðîííûõ ñèñòåì, ñîïðÿæåííûõ ñ èñ-
êóññòâåííûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, à òàêæå ñ óñòðîéñòâàìè ñòèìóëÿöè è è êîíòðîëÿ
íåéðîííîé àêòèâíîñòè. Â ýòîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî íåñêîëüêî ôèçè÷åñêèõ è ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé íåéðîíîïîäîáíûõ è íåéðîãèáðèäíûõ ñèñòåì íà áàçå ìåìð èñòèâíîãî óñòðîéñòâà. Ïðî-
ñòåéøàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ÔèòöÕüþ-Íàãóìî è å¼ ýëåêòðè÷åñêîé
ñõåìû è ìåìðèñòèâíîãî óñòðîéñòâà òèïà ¾ìåòàëë-îêñèä- ìåòàëë¿. Áûëî èññëåäîâàíî, ÷òî
èçìåíåíèå àìïëèòóäû ñèãíàëà âåäóùåãî ãåíåðàòîðà ïðèâîäèò ê ïåðåêëþ÷åíèþ ìåìðèñòèâ-
íîãî óñòðîéñòâà áëàãîäàðÿ âíóòðåííåé íàñòðîéêå ï àðàìåòðîâ ìåìðèñòèâíîãî óñòðîéñòâà.
Ýòî îáåñïå÷èâàåò àäàïòèâíóþ ìîäóëÿöèþ íåéðîíîïîäîáíûõ ñèãíàëîâ âåäîìîãî ãåíåðàòîðà
â ñèñòåìå ñîïðÿæåííûõ àíàëîãîâûõ íåéðîíîâ . Îòìåòèì, ÷òî ïðè èçó÷åíèè âçàèìíîé ñâÿ-
çè íåéðîíîïîäîáíûõ ãåíåðàòîðîâ ÷åðåç ìåìðèñòèâíîå óñòðîéñòâî, áûë ïîëó÷åí õàîòè÷åñêèé
ðåæèì. Íà áàçå ïîëó÷åííûõ äàííûõ á ûëà ðàçðàáîòàíà è ïðîòåñòèðîâàíà íåéðîãèáðèäíàÿ ñè-
ñòåìà, êîòîðóþ ìû îïðåäåëÿåì êàê êîìáèíàöèþ èñêóññòâåííîãî íåéðîíà ÔèòöÕüþ-Íàãóìî
è êëåòîê ñðåçà ãèïïîêàìïà ìî çãà êðûñû â çàìêíóòîì êîíòóðå. Ðàçðàáîòàííàÿ çàìêíóòàÿ
ñèñòåìà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîâûøåíèÿ ãèáêîñòè íåéðîííûõ ñâÿçåé ïðè ðåøåíèè
íåéðîïðîòåçíûõ çàäà÷.

Ì.À. Ãóçåâ. Ïîñòðîåíèå íååâêëèäîâûõ ìîäåëåé ñïëîøíîé ñðåäû

Ïîêàçàíî, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü óïðóãîé ñïëîøíîé ñðåäû ñîäåðæèò ¾ñêðûòûå¿ ïàðà-
ìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå íååâêëèäîâó ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó âíóòðåííèõ âçàè ìîäåé-
ñòâèé ÷àñòèö ñðåäû ìåæäó ñîáîé: òåíçîð Ðèìàíà, òåíçîð êðó÷åíèÿ è òåíçîð íåìåòðè÷íîñòè.
Ïðåäëàãàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñõåìû êîíñòðóèðîâàíèÿ íååâêëèäîâûõ ìîäåëåé ñï ëîøíîé ñðåäû,
â êîòîðûõ ¾ñêðûòûå¿ ïàðàìåòðû ÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûì íàáîðîì ïåðåìåííûõ äëÿ âíóò-
ðåííåé ýíåðãèè. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ òåîðèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñò ðîåíèå ðåøåíèé äëÿ
íååâêëèäîâîé ìîäåëè â ñëó÷àå ïëîñêî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû, äëÿ èñ-
ñëåäîâàíèÿ êîòîðîãî ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ôóíêöèè íàïðÿæåíèé Ýéðè. Ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ
íàïðÿæåíèé íååâêëèäîâîé ìîäåëè óäîâëåòâîðÿåò íåîäíîðîäíîìó áèãàðìîíè÷åñêîìó óðàâíå-
íèþ, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñî ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé. Ïðè ýòîì âíóòðåííèå íà-
ïðÿæåíèÿ ñêëàäûâàþòñÿ èç êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ óïðóãèõ íàïðÿæåíèé è íååâêëèäîâà ïîëÿ
íàïðÿæåíèé, îïðåäåëÿåìîãî ÷åðåç ñêàëÿðíóþ êð èâèçíó. Òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ðàáîòû
èñïîëüçîâàíû äëÿ àíàëèçà ðàçëè÷íûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è âûáîðà ôåíîìåíîëîãè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íååâêëèäîâîé ìîäåëè è ññëåäóåìîãî ìàòåðèàëà.

Å.À.Äàíèëêèí. Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ãåîìåòðèè íåñèììåòðè÷íîãî óëè÷íîãî êà-
íüîíà íà ñòðóêòóðó òå÷åíèÿ è êîíöåíòðàöèþ ïðèìåñè

Áàçîâûì ýëåìåíòîì àðõèòåêòóðû ñîâðåìåííîãî ãîðîäà ÿâëÿåòñÿ óëè÷íûé êàíüîí, ïîýòîìó
îí ÷àñòî âûñòóïàåò â êà÷åñòâå îáúåêòà ýêîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ïîñâÿùåííûõ, êàê èçó÷å-
íèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âðåäíûõ âûáðîñîâ â ãîðîäñêèõ êâàðòàëàõ, òàê è ìèêðîêëèìàòà ãîðîäà
â öåëîì. Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû óñèëèÿ áûëè ñîñðåäîòî÷åíû íà ïðî âåäåíèè ïàðàìåòðè÷å-
ñêèõ ðàñ÷åòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì, ðàçðàáîòàííîãî â Òîìñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå,
ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà M2U è âûÿâëåíèè íåáëàãîïðèÿòíûõ ñöåíàðèåâ ïðîâåòðèâàíèÿ óëè÷-
íîãî êàíüîíà.
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ðåàëèçîâàííàÿ â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå M2U, âêëþ÷àåò â ñåáÿ
îñðåäíåííûå ïî Ðåéíîëüäñó óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè, Íàâüå-Ñòîêñà è ïåðåíîñà ïðè ìåñè.
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Çàìûêàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðîâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàäèåíòíî-äèôôóçèîííîé ãè-
ïîòåçû Áóññèíåñêà è äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé k-e ìîäåëè. Ïðè äèñêðåòèçàöèè ïð èìåíÿåòñÿ
ìåòîä êîíå÷íîãî îáúåìà, íåðàâíîìåðíûå ñòðóêòóðèðîâàííûå ñåòêè è ìåòîä ôèêòèâíûõ îá-
ëàñòåé.
Âûïîëíåíî èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ðàçëè÷íîé âûñîòû çäàíèé, îáðàçóþùèõ óëè÷íûé êàíüîí,
íà êîíöåíòðàöèþ ïðèìåñè â êàíüîíå è çîíå äûõàíèÿ. Ïðè âûïîëíåíèè ðàñ÷åòîâ âûá èðàëàñü
ïîñòîÿííàÿ âûñîòà îñíîâíîãî (áîëåå âûñîêîãî) çäàíèÿ, íàïðèìåð 40 ìåòðîâ, à âûñîòà âòîðîãî
çäàíèÿ óìåíüøàëàñü îò âûñîòû îñíîâíîãî çäàíèÿ äî íóëÿ ñ øàãîì 10 ìåòðîâ. Â ðåçóëüòàòå
èññëåäîâàíèÿ äëÿ êàæäîãî ðàññìîòðåííîãî âàðèàíòà ñîáðàíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû ñëåäóþ-
ùèå äàííûå: ìàêñèìàëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ â êàíüîíå, ìèíèì àëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ â êàíüîíå
è çîíå äûõàíèÿ, ñðåäíÿÿ êîíöåíòðàöèÿ â êàíüîíå è çîíå äûõàíèÿ.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ (ñîãëàøå-
íèå � 075-02-2022-884).

Þ.À.Äîðîôååâà. Äèíàìèêà ìíåíèé â ñîöèàëüíûõ ñîîáùåñòâàõ (íà îñíîâå íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ)

Â äîêëàäå áóäåò ïðåäñòàâëåíà íîâàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ìíåíèé â ñîöèàëüíûõ ñîîáùåñòâàõ,
îñíîâàííàÿ íà íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè. Êîëëåêòèâ ó÷àñòíèêîâ âçàèìîäåéñòâóåò ñ ó÷åòîì
ïîðîãà "äîâåðèÿ". Âëèÿíèå íà îòäåëüíî âçÿòîãî àãåíòà îêàçûâàþò òîëüêî òå ó÷àñòíèêè, ìíå-
íèå êîòîðûõ ðàñõîäèòñÿ ñ åãî ñîáñòâåííûì íà çàäàííóþ âåëè÷èíó.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå âîïðîñû âçàèìîäåéñòâèÿ àãåíòîâ: äîñòèæåíèå êîíñåíñóñà â
ñîîáùåñòâå, ïîëÿðèçàöèÿ ìíåíèé è ò.ä.

Îäèí èç ó÷àñòíèêîâ êîëëåêòèâà, ÿâëÿÿñü ëèäåðîì, ïðèâîäèò ìíåíèÿ îñòàëüíûõ ê ïîðî-
ãîâîìó çíà÷åíèþ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ðåøàåòñÿ âîïðîñ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ äà ííîé
çàêîíîìåðíîñòè.

Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, íàãëÿäíî èëëþñòðèðóþùèõ ðàçëè÷-
íûå ñöåíàðèè âçàèìîäåéñòâèÿ â îòäåëüíî âçÿòîì êîëëåêòèâå.

Ñ.È.Êàáàíèõèí, Ì.À.Øèøëåíèí, Í.Ñ.Íîâèêîâ. Äèñêðåòíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ
íåëèíåéíûõ íåêîððåêòíûõ çàäà÷

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè íåëèíåéíûõ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ � äèñêðåòè-
çàöèÿ è ñâåäåíèå ê ëèíåéíûì çàäà÷àì. Ïåðâûé ìåòîä (äèñêðåòèçàöèÿ) îáñíîâàí äëÿ øèðîêîãî
êðóãà çàäà÷ (ïðÿìûõ è îáðàòíûõ), êîòîðûå ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê íåëèíåéíûì îïåðàòîðíûì
óðàâíåíèÿì Âîëüòåððà ñ îãðàíè÷åííî ëèïøèö-íåïðåðûâíûì ÿäðîì. Ê ýòèì çàäà÷àì îòíî-
ñÿòñÿ ïðÿìûå è îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì.
Âòîðîé ìåòîä � ñâåäåíèå äèñêðåòíîé íåëèíåéíîé çàäà÷è ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé � ÿâëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèåì èçâåñòíîãî ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà
ìíîãîìåðíûå çàäà÷è. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìîòðåíû íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà
è ìíîãîìåðíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à àêóñòèêè.

Î.È.Êðèâîðîòüêî. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ COVID-19
â ðåãèîíàõ ÐÔ: èäåíòèôèöèðóåìîñòü, ðåãóëÿðèçàöèÿ è ïðîãðàììíûé êîìïëåê ñ

Â ðàáîòå ïîñòðîåíà è ïðîàíàëèçèðîâàíà êîìïëåêñíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ COVID-19 â ðåãèîíàõ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (Íîâîñèáèðñêàÿ, Îìñêàÿ îáëàñòè, Àëòàé-
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ñêèé êðàé, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã) ñ ó÷åòîì àäìèíèñòðàòèâíûõ è ôàðìàöåâòè÷åñêèõ ìåð, îñíîâàí-
íàÿ íà êîìáèíàöèè SEIR-HCD è àãåíòíûõ ìîäåëÿõ. Ïàðàìåòðû ìîäåëåé, õàðàêòåðèçóþùèå
îñîáåííîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôåêöèè â êîíêðåòíîì ðåãèîíå, êàê ïðàâèëî, íåèçâåñòíû, ÷òî
ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü ñîâìåùåííûå îáðàòíûå çàäà÷è.

Ïðîâåäåí àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé ê äàííûì îáðàòíîé çàäà÷è (êîëè-
÷åñòâî åæåäíåâíûõ ÏÖÐ-òåñòîâ, âûÿâëåííûõ è óìåðøèõ â ðåçóëüòàòå COVID-19 ñëó÷àåâ), ñ
ïîìîùüþ êîòîðîãî óìåíüøåíû ãðàíèöû èçìåíåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Àäàïòèðîâàíû
àëãîðèòìû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ýïèäåìèîëîãèè: ñòîõàñòè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ, ïðèðî-
äîïîäîáíûå àëãîðèòìû (ãåíåòè÷åñêèé, äèôôåðåíöèàëüíîé ýâîëþöèè, ðîÿ ÷àñòèö), ìåòîäû
óñâîåíèÿ, àíàëèçà áîëüøèõ äàííûõ è ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ. Ñîçäàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ
äëÿ àíàëèçà è ðàñ÷åòà ñöåíàðèåâ ðàçâèòèÿ ýïèäåìèîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèè â Íîâîñèáèðñêîé
îáëàñòè íà 45 äíåé âïåðåä ñ ó÷åòîì îãðàíè÷èòåëüíûõ ìåð, âàêöèíàöèè è âëèÿíèÿ ïàññàæè-
ðîïîòîêîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò 18-
71-10044-Ï).

Å.À.Êðóïåííèêîâ. Î ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ
ãàìèëüòîíîâûõ êîíñòðóêöèé

Äîêëàä ïîñâÿùåí ðåøåíèþ çàäà÷è äèíàìè÷åñêîé ðåêîíñòðóêöèè íåèçâåñòíîãî óïðàâëåíèÿ
è ïîðîæäåííîé èì òðàåêòîðèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïî íåòî÷íûì äèñêðåòíûì çàìåðà ì
ðåàëèçîâàííîãî íàáëþäàåìîãî äâèæåíèÿ.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, àôôèííûå ïî óïðàâëåíè-
ÿì. Çíà÷åíèÿ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé îãðàíè÷åíû èçâåñòíûì êîìïàêòîì. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå
äîïóñòèìûõ îáîáùåííûõ óïðàâëåíèé ñî çíà÷åíèÿìè èç ìíîæåñòâà ðåãóëÿðíûõ âåðîÿòíîñò-
íûõ áîðåëåâñêèõ ìåð íà âûïóêëîé îáîëî÷êå, íàòÿíóòîé íà ýòîò êîìïàêò. Ââåäåíèå îáîáùåí-
íûõ óïðàâëåíèé ïîçâîëÿåò âîññòàíàâëèâàòü óïðàâëåíèÿ ñî ñêîëüçÿùèì ðåæèìîì.

Ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è äèíàìè÷åñêîé ðåêîíñòðóêöèè. Îñîáåííîñòü
ïîäõîäà � èñïîëüçîâàíèå ãàìèëüòîíîâûõ êîíñòðóêöèé èç âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà ïîèñê
ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê âûïóêëî-âîãíóòûõ ôóíêöèîíàëîâ.

Ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è äèíàìè÷åñêîé ðåêîíñòðóêöèè, ñõîäè-
ìîñòü êîòîðîãî îáîñíîâàíà ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ îïðåäåëåííûõ óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ ïà-
ðàìåòðîâ àïïðîêñèìàöèè. Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà îáåñïå÷èâàåòñÿ ñâåäåíèåì çàäà÷è äè-
íàìè÷åñêîé ðåêîíñòðóêöèè ê èíòåãðèðîâàíèþ ëèíåéíûõ ÎÄÓ.

È.Ì.Êóëèêîâ. Èñïîëüçîâàíèå êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîé ðåêîíñòðóêöèè ôèçè÷å-
ñêèõ ïåðåìåííûõ äëÿ óìåíüøåíèÿ äèññèïàöèè ìåòîäà Ãîäóíîâà

Áóäåò ïðåäñòàâëåí îäíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà Ãîäóíîâà íà îñíîâå êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîé
ðåêîíñòðóêöèè ôèçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ äëÿ óìåíüøåíèÿ äèññèïàöèè ÷èñëåííîãî ðåø åíèÿ.
Ïîëó÷åííûé ÷èñëåííûé ìåòîä áûë ïîäðîáíî âåðèôèöèðîâàí íà êëàññè÷åñêèõ ãèäðîäèíàìè-
÷åñêèõ òåñòàõ. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïîðÿäêà òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà íà âîñïðîèçâå-
äåíèè ðàçðûâíûõ è äèôôåðåíöèðóåìûõ ðåøåíèÿõ. Èññëåäîâàíà ýôôåêòèâíîñòü ïàðàëëåëü-
íîé ðåàëèçàöèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà. Â äîïîëíåíèè, ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ìåòîäà ïðîäåìîíñòðè-
ðîâàíà íà ìîäåëüíîé çàäà÷å î ìíîãîñëîéíîì âçðûâå òåðìîÿäåðíîé ñâåðõíîâîé.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò 18-11-00044).
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Ã. Ã.Ëàçàðåâà. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïåðåíîñà âåùåñòâà â ñïèðàëüíîì
ìàãíèòíîì ïîëå â óñòàíîâêå ÑÌÎËÀ

Â êà÷åñòâå óäåðæèâàþùåãî óñòðîéñòâà âûñòóïàþò ìàãíèòíûå ëîâóøêè, â êîòîðûõ ôîð-
ìèðóåòñÿ ñàìîïîääåðæèâàþùèåñÿ êîíôèãóðàöèÿ ïëàçìû è ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñïîñîáíûå ñóù
åñòâîâàòü êàêîå-òî âðåìÿ, äîñòàòî÷íî äëèòåëüíîãî ïî ìàñøòàáàì ïëàçìåííûõ ïðîöåññîâ. Îò-
êðûòûå ìàãíèòíûå ñèñòåìû äëÿ óäåðæàíèÿ ïëàçìû ðàññìàòðèâàþòñÿ â êà÷åñòâå â îçìîæ-
íûõ êîíôèãóðàöèé äëÿ òåðìîÿäåðíîãî ðåàêòîðà ñ ïåðâûõ äíåé èññëåäîâàíèé òåðìîÿäåðíîãî
ñèíòåçà. Äîñòèãíóò áîëüøîé ïðîãðåññ â ïîíèìàíèè ôèçèêè îòêðûòûõ ìàãíèò íûõ êîíôè-
ãóðàöèé è äîñòèãíóòûõ ïàðàìåòðîâ ïëàçìû. Óñòàíîâêà Ñïèðàëüíàÿ Ìàãíèòíàÿ Îòêðûòàÿ
Ëîâóøêà (ÑÌÎËÀ) ðàçðàáîòàíà è ïîñòðîåíà â 2017 ãîäó â Èíñòèòóòå ÿäåðíî é ôèçèêè ÑÎ
ÐÀÍ èì. Áóäêåðà. Ýêñïåðèìåíòàëüíî äîêàçàíà âîçìîæíîñòü óäåðæàíèÿ çà ñ÷åò ñïèðàëüíîãî
ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïåðåíîñà âåùåñòâà â âèíòîâîì ìàãíèòíîì
ïîëå ïîñòðîåíà íà îñíîâå óðàâíåíèé èç Áåêëåìèøåâà À.Ä. è ïàðàìåòðîâ óñòàíîâêè ÑÌÎËÀ.
Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè óäåðæàíèÿ ïëàçìû â
ñïèðàëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå. Ïîëó÷åííîå ðàñ÷åòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè â ïî ïåðå÷íîì
ñå÷åíèè ñîïîñòàâëåíî ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Öåëü ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ óäåðæàíèÿ è â äàëüíåéøåì â îïðåäåëå-
íèè îñíîâíûõ ìàñøòàáîâ ýôôåêòèâíîñòè ýòîãî ïðî öåññà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé
Ôåäåðàöèè (ìåãàãðàíò ñîãëàøåíèå � 075-15-2022-1115).

Â.Ë.Ëèòâèíîâ. Ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ êîíñîëè ïåðåìåííîé äëèíû, ëåæàùåé íà
óïðóãîì îñíîâàíèè

Îäíîìåðíûå êîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû, ãðàíèöû êîòîðûõ äâèæóòñÿ, øèðîêî ðàñïðîñòðàíå-
íû â òåõíèêå: èçãèáíûå êîëåáàíèÿ âàëîâ, áàëîê è ñòåðæíåé ñ ïîäâèæíûìè çàêðåïëåíèÿìè.
Âîçíèêíîâåíèå êîëåáàíèé áîëüøîé àìïëèòóäû â óêàçàííûõ îáúåêòàõ ÷àñòî áûâàåò íåäîïó-
ñòèìûì, ïîýòîìó íà ïåðâîì ïëàíå çäåñü ñòîèò àíàëèç ðåçîíàíñíûõ ñâîéñòâ. Ðåçóëüòàòàìè
òàêîãî àíàëèçà ìîãóò ñòàòü: ïîâûøåíèå íàäåæíîñòè ðàáîòû òåõíè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñ ïåðå-
ìåííûìè âî âðåìåíè ãðàíèöàìè, ïîâûøåíèå òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ êîíñòðóêöèé íà äèíàìè÷å-
ñêóþ ïðî÷íîñòü. Íàëè÷èå äâèæóùèõñÿ ãðàíèö âûçûâàåò çíà÷èòåëüíûå çàòðóäíåíèÿ ïðè îïè-
ñàíèè òàêèõ ñèñòåì. Òî÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îãðàíè÷åíû âîëíîâûì óðàâíåíèåì è ñðàâíè-
òåëüíî ïðîñòûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Èç ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ íàèáîëåå ýôôåêòèâåí
ìåòîä Êàíòîðîâè÷à-Ãàëåðêèíà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü äåéñòâèå íà ñèñòåìó ñèë ñî-
ïðîòèâëåíèÿ ñðåäû, èçãèáíóþ æåñòêîñòü, âÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà êîëåáëþùåãîñÿ îáúåêòà, à
òàêæå æåñòêîñòü ïîäëîæêè. Èñïîëüçóÿ ìåòîä Êàíòîðîâè÷à-Ãàëåðêèíà íàõîäèòñÿ ïðèáëèæåí-
íîå ðåøåíèå çàäà÷è î ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ êîíñîëè ñ äâèæóùåéñÿ ãðàíèöåé, ëåæàùåé íà
óïðóãîì îñíîâàíèè. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ àìïëèòóäû êîëåáàíèé, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ n-íîé äèíàìè÷åñêîé ìîäå. Èññëåäóåòñÿ ÿâëåíèå óñòàíîâèâøåãîñÿ ðåçîíàíñà è
ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ðåçîíàíñ. Ðåøåíèå ïîëó÷åíî äëÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîãî íà ïðàêòè-
êå ñëó÷àÿ, êîãäà âíåøíèå âîçìóùåíèÿ äåéñòâóþò íà äâèæóùåéñÿ ãðàíèöå.

À.À.Ëîìîâ. Óñòîé÷èâîñòü âû÷èñëèòåëüíûõ ðåøåíèé â îáðàòíûõ çàäà÷àõ èäåí-
òèôèêàöèè êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé.

Îáñóæäàþòñÿ èçâåñòíûå è íîâûå ðåçóëüòàòû ïî óñëîâèÿì ñõîäèìîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ
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àëãîðèòìîâ â îáðàòíûõ âàðèàöèîííûõ çàäà÷àõ òèïà Ïðîíè èäåíòèôèêàöèè êîýôôèöèåíòîâ
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé â ìàëóþ îêðåñòíîñòü ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè.

Ïðèâîäÿòñÿ òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè òî÷åê ìèíèìóìà âàðèàöèîí-
íîé öåëåâîé ôóíêöèè ê âîçìóùåíèÿì â íàáëþäåíèÿõ â ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòàìè âû÷èñë
èòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ; îòìå÷àåòñÿ æåñòêîñòü (âïëîòü äî ïðàêòè÷åñêîé íåïðèìåíèìîñòè)
óñëîâèé èçâåñòíûõ òåîðåì ñ ãàðàíòèðîâàííûìè îöåíêàìè óñòîé÷èâîñòè.

Ïðåäëàãàþòñÿ ê îáñóæäåíèþ ïðîñòûå ïðèìåðû íàëè÷èÿ îáëàñòåé ãëîáàëüíîé íåóñòîé÷è-
âîñòè èäåíòèôèêàöèè êîýôôèöèåíòîâ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ïðè ¾áîëüøèõ¿ âîçìóùåíè ÿõ
â íàáëþäåíèÿõ. Áëèçîñòü íàáëþäåíèé ê îáëàñòè ãëîáàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè â ýòèõ ïðèìåðàõ
íå îáíàðóæèâàåòñÿ ëîêàëüíûìè ôóíêöèÿìè ÷óâñòâèòåëüíîñòè.

À.Â.Íåâåðîâ. ×èñëåííîå ðåøåíèå îäíîé îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ ìîäåëè èãðû ñðåä-
íåãî ïîëÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ Ãàìèëüòîíèàíà â ìîäåëè èãðû ñðåäíåãî ïîëÿ
(ÈÑÏ) ïî çàäàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè áîëüøîãî ÷èñëà îäíîðîäíûõ èã-
ðîêîâ â äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî óïðàâëåíèÿ çà íåêîòîðûé ïðîìåæó-
òîê âðåìåíè. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ï ðîèçâîäíûõ,
ïðè÷åì îäíî èç êîòîðûõ ðåøàåòñÿ â ïðÿìîì âðåìåíè (Êîëìîãîðîâà-Ôîêêåðà-Ïëàíêà), à âòî-
ðîå (Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà) � â îáðàòíîì. Â ïðåäïîëîæåíèè â ûïóêëîñòè ôóíêöèè
ñòîèìîñòè óïðàâëåíèÿ íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè ñòîèìîñòè, îïèñûâà-
åìàÿ ãàìèëüòîíèàíîì.

Ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è èãðû ñðåäíåãî ïîëÿ íà îñíîâå
ìåòîäà êîëëîêàöèé, ïîçâîëÿþùåãî ðåøàòü ïîëó÷àåìóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé âî âñåé ðàñ ÷åòíîé
îáëàñòè îäíîâðåìåííî â ïðÿìîì è îáðàòíîì âðåìåíè. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàò-
íîé çàäà÷è íà îñíîâå ìèíèìèçàöèè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà â ñìûñëå íàèìåíü øèõ êâàäðàòîâ,
âûðàæàþùåãî ðàçíèöó ìåæäó èçìåðåíèÿìè çàäàííîé è ìîäåëèðóåìîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðå-
äåëåíèÿ èãðîêîâ ïðè ïîëó÷åííûõ ïðèáëèæåíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Àëãîðèòì î ñíîâàí íà ïðèìå-
íåíèè ìåòîäà ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà, â êîòîðîì ïîëó÷åíî âûðàæåíèå ãðàäèåíòà, ñâÿçàííîå ñ
ðåøåíèåì ñîïðÿæåííîé çàäà÷è ê ìîäåëè ÈÑÏ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüò àòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ
äëÿ ïðîñòåéøåé SIR ìîäåëè, îïèñûâàþùåé ðàñïðîñòðàíåíèå èíôåêöèîííîãî çàáîëåâàíèÿ â
ïîïóëÿöèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò 18-71-10044-Ï).

À.Í.Íóðèåâ. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìàøóùåãî êðûëà. Îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè
äâèæåíèÿ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå êðóãëîãî öèëèíäðè÷åñêîãî êðûëà, ñîâåðøàþùåãî
ïîïåðå÷íî-âðàùàòåëüíûå êîëåáàíèÿ, â âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Äëÿ îïèñàíèÿ ãèäðî-
äèíàìèêè êðûëà èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà. Ðåøåíèå çàäà÷è ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó, â êà÷åñòâå êîòîðîãî âûáèðàåòñÿ
áåçðàçìåðíàÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé. Îãðàíè÷åíèé íà ÷àñòîòó êîëåáàíèé ïðè ýòîì íå íàëà-
ãàåòñÿ. Èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé äâèæåíèÿ êðûëà ñ êðåéñåðñêîé ñêîðîñòüþ, â óñëîâèÿõ íóëåâîé
ñðåäíåé ñèëû, äåéñòâóþùåé çà ïåðèîä êîëåáàíèé. Êðåéñåðñêàÿ ñêîðîñòü ïðè ýòîì îïðåäå-
ëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêè îïðåäåëåíî äâà ïåð-
âûõ ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ: ïåðâûé ÷ëåí îïèñûâàåò ïåðâè÷íûå íåñòàöèîíàðíûå ïîòîêè,
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ôîðìèðóþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå êîëåáàíèé, âòîðîé � ñòàöèîíàðíîå (âòîðè÷íîå) òå÷åíèå, îá-
ðàçóþùååñÿ â ðåçóëüòàòå íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âðåìåííûõ ãàðìîíèê. Ïîêàçàíî, ÷òî
èìåííî â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ âðåìåííûõ ãàðìîíèê âðàùàòåëüíîãî è ïîñòóïàòåëüíîãî
êîëåáàíèé ïîÿâëÿåòñÿ íåíóëåâàÿ ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ. Ïðåäñòàâëåíû òî÷íûå è ïðè-
áëèæåííûå ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà êðåéñåðñêîé ñêîðîñòè â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ êîëåáà-
íèÿ. Â çàêëþ÷åíèè ðàáîòû ïðîâåäåíà àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ñ ïîìîùü ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ ïîäòâåðäèëà øèðîêèé äèàïàçîí ïðèìåíèìîñòè òåîðèè. Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî êðåéñåðñêàÿ ñêîðîñòü öèëèíäðè÷åñêîãî êðûëà â îïòèìàëüíûõ
ðåæèìàõ äâèæåíèÿ ñîïîñòàâèìà ñî ñêîðîñòüþ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé, êðîìå òîãî ðàññìàò-
ðèâàåìûé òèï äâèæèòåëÿ èìååò âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ïî îòíîñèòåëüíûì ýíåðãîçàòðàòàì
â äèàïàçîíå ÷èñåë Ðåíîëüäñà Re ∼ 102 − 103.

Â.Ì.Ñàäîâñêèé. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íåóñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ
æèäêîãî êðèñòàëëà â íåîäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå

Ìîäåëèðóåòñÿ ýôôåêò ïåðåîðèåíòàöèè ìîëåêóë â ïðîòÿæåííîì æèäêîêðèñòàëëè÷åñêîì
ñëîå, íàõîäÿùåìñÿ â íåîäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå êîíäåíñàòîðà ñ êîðîòêèìè ïåðèî äè-
÷åñêè ðàñïîëîæåííûìè îáêëàäêàìè. Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ ìîäåëè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
íåëèíåéíûå âàðèàöèîííûå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è óãëà îðèåí-
òàöèè ìîëåêóë â çàäà÷å ìèíèì èçàöèè ôóíêöèîíàëà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Äëÿ ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïîñòðîåíà âàðèàöèîííî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, àëãîðèòìè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ
êîòîðîé îñíîâàíà íà ìåòîäå ïðÿìûõ è èòåðàöèîííîì ïðîöåññå, íà êàæäîì øàãå êîòîðîãî
ñòðîèòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ñ ïîìîùüþ áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà âûïîëíåíà ïî òåõíîëîãèè CUDA äëÿ âû÷èñëèòåëü-
íûõ ñèñòåì ñ ãðàôè÷åñêèìè óñêîðèòåëÿìè. Àëãîðèòì è ïðîãðàììà âåðèôèöèðîâàíû íà òî÷í
îì ðåøåíèè çàäà÷è äëÿ îäíîðîäíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñ ïîñòîÿííûì íà÷àëüíûì óãëîì
îðèåíòàöèè ìîëåêóë æèäêîãî êðèñòàëëà. Â ñåðèè ðàñ÷åòîâ ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, è ìèòèðó-
þùèå ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ áîëüøèõ äîìåíîâ ñîðèåíòèðîâàííûõ ìîëåêóë (ðîåâ) ïðè ïîòåðå
óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ öåíòðîâ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà Êðàñíîÿðñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì öåíòðîì, ôèíàíñèðóåìûì Ìèíîáðíà-
óêè ÐÔ â ðàìêàõ ìåðîïðèÿòèé ïî ñîçäàíèþ è ðàçâèòèþ ðåãèîíàëüíûõ ÍÎÌÖ (Ñîãëàøåíèå
07 5-02-2022-873).

Ï.Ñ.Ñóðíèí. Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èììóííîãî îòâåòà
íà ÂÈ×-èíôåêöèþ

Âèðóñ èììóíîäåôèöèòà ÷åëîâåêà (ÂÈ×) îñòàåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì ãëîáàëüíîãî
îáùåñòâåííîãî çäðàâîîõðàíåíèÿ. ÂÈ× ïîðàæàåò èììóííóþ ñèñòåìó è îñëàáëÿåò çàùè òó îò
ìíîãèõ èíôåêöèé è íåêîòîðûõ òèïîâ ðàêà, ñ êîòîðûìè ìîæåò ñïðàâèòüñÿ èììóíèòåò çäî-
ðîâîãî ÷åëîâåêà. Íå ñóùåñòâóåò ìåòîäà, ïîçâîëÿþùåãî âûëå÷èòü ÂÈ×-èíôåêöèþ . Îäíàêî
áëàãîäàðÿ ðàñøèðåíèþ äîñòóïà ê ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâàì ïðîôèëàêòèêè, äèàãíîñòèêè è ëå-
÷åíèÿ ÂÈ× è îïïîðòóíèñòè÷åñêèõ èíôåêöèé, à òàêæå óõîäà çà ïàöèåíòàìè , ÂÈ×-èíôåêöèÿ
ïåðåøëà â êàòåãîðèþ ïîääàþùèõñÿ òåðàïèè õðîíè÷åñêèõ çàáîëåâàíèé. Äëÿ ïðåäóïðåæäå-
íèÿ íàèõóäøåãî ñöåíàðèÿ ïðîãðåññèðîâàíèÿ èíôåêöèè ïðèìåíÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëè-
ðîâàíèå. Äëÿ îïèñàíèÿ ïàòîãåíåçà ÂÈ×-èíôåêöèè ñôîðìóëèðîâàíà ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ
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äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìîäåëü ñîñòîèò èç âîñüìè óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ÷åòû-
ðå ñîñòîÿíèÿ CD4+ Ò-êëåòîê è äâà âèäà CD8+ T-êëåòîê, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê êëåòî÷íî-
ìó èììóíèòåòó ÷åëîâåêà. Îñîáåííîñòü äàííîé ìîäåëè â òîì, ÷òî CD4+ êëåòêè ñëóæàò îñ
íîâíûì ðåçåðâóàðîì ëàòåíòíî èíôèöèðîâàííûõ êëåòîê. Âèðóñíàÿ íàãðóçêà íà îðãàíèçì ÷å-
ëîâåêà ñóììèðóåòñÿ èç âîçäåéñòâèÿ èíôåêöèîííîãî è íåèíôåêöèîííîãî ñâîáîäíîãî âèðóñà.
Äëÿ îïèñàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðèâåäåíî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè âû÷èñëèòåëüíû-
ìè ìåòîäàìè, à òàêæå ïðîâåäåí àíàëèç èäåíòèôèöèðóåìîñòè è àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè îò
âõîäíûõ äàííûõ äëÿ ïàðàìåòðîâ. Ïîñòàâëåíà è ðåøåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèîííûìè
ìåòîäàìè.

À.Å.Ñóðîåãèíà. Àíàëèç è ïðîãíîçèðîâàíèå COVID-19

11 ìàðòà 2020 ãîäà Âñåìèðíàÿ îðãàíèçàöèÿ çäðàâîîõðàíåíèÿ îáúÿâèëà, ÷òî áîëåçíü
COVID-19 ïåðåðîñëà â ãëîáàëüíóþ è òåïåðü ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíûõ îáúåêòîâ ïðîãíî
çà, ïîñêîëüêó ïî÷òè âñå íà ïëàíåòå èñïûòàëè íà ñåáå òÿæåñòü åå âîçäåéñòâèÿ íà îðãàíèçì.
Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àíàëèç è ïðîãíîçèðîâàíèå äèíàìèêè ðàçâèòèÿ COVID-19
c ïîìîùüþ ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è ìîäåëè Ãîìïåðöà ñî ñäâèãîì. Äàííûå î çàáîëåâàå-
ìîñòè êîðîíàâè ðóñîì â Ðîññèè âçÿòû ñ ñàéòà Âñåìèðíîé îðãàíèçàöèè çäðàâîîõðàíåíèÿ. Ïî
ñêîëüçÿùèì äàííûì çà ïÿòü äíåé áûëè ïîñòðîåíû àïïðîêñèìàöèè äàííûõ ìîäåëåé, êîòîðûå
ïîçâî ëÿþò ñäåëàòü ïðîãíîç íà íåñêîëüêî äíåé âïåðåä. Îáå ìîäåëè ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ
ïðèáëèæàþòñÿ ê äåéñòâèòåëüíûì ïîêàçàòåëÿì.

À.À.Ñóùåíêî. Àíàëèç îáðàòíûõ çàäà÷ àêóñòè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðåíû òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîððåêòíîñòè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâ-
íåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ñ îáîáùåííûìè óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñðåä.
Äîêàçàíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè, åäèíñòâåííîñòè è ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è ñ îáîáùåííûìè óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà â îãðàíè÷åííûõ
è íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ. Ïîñòðîåíà ìîäåëü èìïóëüñíîãî çîíäèðîâàíèÿ ìîðñêîãî äíà ãèä-
ðîëîêàòîðîì áîêîâîãî îáçîðà è ðåøåíû îáðàòíûå çàäà÷è, çàêëþ÷àþùèåñÿ â îïðåäåëåíèå êî-
ýôôèöèåíòà äîííîãî ðàññåÿíèÿ è ôóíêöèè, îïèñûâàþùåé ìàëûå îòêëîíåíèÿ äîííîé ïîâåðõ-
íîñòè îò íåêîòîðîãî ñðåäíåãî óðîâíÿ. Ðàçðàáîòàí è àïðîáèðîâàí íà ðåàëüíûõ äàííûõ ÃÁÎ
àëãîðèòì ôèëüòðàöèè îáúåìíîãî ðàññåÿíèÿ â îêåàíè÷åñêîé ñðåäå.

Å.Å.Òûðòûøíèêîâ. Èçâåñòíûå è íåèçâåñòíûå ñâîéñòâà òåíçîðíûõ ðàíãîâ

Êàíîíè÷åñêèå òåíçîðíûå ðàçëîæåíèÿ � ýòî ïðèìåð àëãåáðàè÷åñêîé ðåàëèçàöèè èäåè ðàç-
äåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Îíè ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèì îáúåêòîì òåîðåòè÷åñêîé ìàòåìàòèêè è â
òî æå âðåìÿ èìåþò ìíîãî î÷åíü ïîëåçíûõ ïðèëîæåíèé. Èõ ñâîéñòâà â d-ìåðíîì ñëó÷àå ïðè
d ≥ 3 ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ìàòðè÷íîãî ñëó÷àÿ d = 2. Îäíî èç ðàäèêàëüíûõ îòëè÷èé
ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì ãðàíè÷íîãî ðàíãà, êîòîðîå îòñóòñòâóåò â ìàòðè÷íîì ñëó÷àå. Ìû ðàñ-
ñìîòðèì íåêîòîðûå îòêðûòûå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ýòèì ïîíÿòèåì, â òîì ÷èñëå âîïðîñ î
íåçàìêíóòîñòè ðàíãîâûõ ìíîæåñòâ. Äëÿ ïðîÿñíåíèÿ ýòîãî âîïðîñà ïðåäëàãàåòñÿ ãèïîòåçà îá
óâåëè÷åíèÿ ðàíãà ëþáîãî òåíçîðà, ðàíã êîòîðîãî ìåíüøå ãëàâíîãî ðàíãà, ñ ïîìîùüþ ïðèáàâ-
ëåíèÿ êàêîãî-òî òåíçîðà ðàíãà îäèí. Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ñïðàâåäëèâîñòè ýòîé ãèïîòåçû
ïî÷òè âñþäó.
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Ñ.Ï.Öàðåâ. Ìåòîäû sparce recovery äëÿ îáíàðóæåíèÿ ñêà÷êîâ â ôàçîâûõ èçìå-
ðåíèÿõ íàâèãàöèîííûõ ïðèåìíèêîâ

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ À.Ñ.Ïóñòîøèëîâûì. Â äîêëàäå äàåòñÿ îáçîð
ðàçðàáîòàííûõ àâòîðàìè íîâûõ ìåòîäàõ íàõîæäåíèÿ ìàëûõ ðàçðûâîâ ñèëüíî çàøóìëåííûõ
èçìåðèòåëüíûõ äàííûõ, îñíîâàííûõ íà ìåòîäàõ Sparse recovery. Ïîêàçàíî, ÷òî ïî ñðàâíåíèþ
ñ ðàíåå ïðèìåíÿâøèìèñÿ ìåòîäàìè âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ðàçðûâà (êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé
ðåøåíèÿ �çàäà÷è î ðàçëàäêå� âðåìåííîãî ðÿäà) íîâûå ìåòîäà ïîçâîëÿþò ñ âûñîêîé âåðîÿòíî-
ñòüþ îáíàðóæèâàòü ðàçðûâû, ïî âåëè÷èíå ìåíüøèå, ÷åì óðîâåíü øóìà â äàííûõ.

Î.Þ.Öèäóëêî. Î çàäà÷å ðàçìåùåíèÿ ñ äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ãðà-
ôàõ äðåâåñíîãî âèäà.

Â êëàññè÷åñêîé ñåòâîé çàäà÷å ðàçìåùåíèÿ (Facility Location Problem, FLP) òðåáóåòñÿ ðàç-
ìåñòèòü ïðåäïðèÿòèÿ â âåðøèíàõ çàäàííîãî ãðàôà ñåòè òàê, ÷òîáû ñ ìèíèìàëüí ûìè çàòðà-
òàìè íà îòêðûòèå ïðåäïðèÿòèé è òðàíñïîðòèðîâêó ïðîäóêòà åäèíîâðåìåííî óäîâëåòâîðèòü
ñïðîñû âñåõ êëèåíòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â âåðøèíàõ ñåòè. Åñòåñòâåííûì îáî áùåíèåì êëàññè÷å-
ñêîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ñ äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà îáúåìû ïðîèçâîäñòâà
ïðåäïðèÿòèé (Capacitated FLP, CFLP), à òàêæå ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ïðîïóñêíûå ñïîñîáíî-
ñòè êîììóíèêàöèé ñåòè (Restricted FLP, RFLP). Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è RFLP è
îäíîðîäíàÿ CFLP íà ïðîñòåéøèõ òèïàõ ãðàôîâ òàêèõ êà ê ïóòè, çâåçäû, äåðåâüÿ, ãðàôû ñ
îãðàíè÷åííîé äðåâîâèäíîé øèðèíîé. Ïðèâîäÿòñÿ íåäàâíèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñîâìåñò-
íî ñ ñîàâòîðàìè, ïî óòî÷íåíèþ ñëîæíîñòíîãî ñòàòóñà è ïîñòðîåíèþ òî÷íûõ ïîëèíîìèàëüíûõ
(è äàæå ëèíåéíûõ), à òàêæå ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ ñëó-
÷àåâ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷.

À.Ñ.×åëíîêîâà. Êëàññè÷åñêèå è êâàíòîâûå ìîäåëè ïðîíèöàåìîñòè íàíîïîðèñòûõ
ñòðóêòóð

Çàäà÷à ãàçîðàçäåëåíèÿ è âûäåëåíèÿ îïðåäåëåííûõ êîìïîíåíò èç ñìåñè àêòóàëüíà äëÿ
õèìè÷åñêîé è äîáûâàþùåé îòðàñëåé ïðîìûøëåííîñòè. Ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùí
îñòåé êîìïüþòåðîâ ðàçâèâàþòñÿ ìåòîäû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè, â òîì ÷èñëå ïðèìåíèòåëü-
íî ê çàäà÷àì ôèëüòðàöèè è î÷èñòêè ãàçà è æèäêîñòåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèîíà ëüíûõ
ìåìáðàí.

Â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà äëÿ ìåìáðàí ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ãðàôåíîïîäîáíûå ñòðóêòóðû �
áîëåå òîíêèå ìåìáðàíû, êàê ïðàâèëî, îáëàäàþò áîëåå âûñîêîé ñåëåêòèâíîñòüþ. Â ï îñëåäíèå
ãîäû ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü ãðàôåíîïîäîáíûå ìàòåðèàëû ñ ðåãóëÿðíûìè ïîðàìè.
Îäíàêî ñîñòàâíûå ìåìáðàíû èç êðóïíûõ íàíî÷àñòèö � ôóëëåðåíîâ è íàíî òðóáîê òàêæå
ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ, ââèäó íàëè÷èÿ âðàùàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ýòèõ ÷àñòèö.

Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïî ìîäåëèðîâàíèþ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ãàçîâûõ êîìïîíåò ñ ìîëåêóëàìè íàíîïîðèñòûõ ìåìáðàí. Ïîëó÷åíû ÷èñëåííûå ðåçó
ëüòàòû ïî ìèêðîñîñòîÿíèÿì ñèñòåìû èç àòîìîâ/ìîëåêóë ãàçà è àòîìîâ/ìîëåêóë ìåìáðàíû.
Ðàññ÷èòàíû ïðîíèöàåìîñòè íàíîïîðèñòûõ ñòðóêòóð êðèñòàëëîâ ôóëëåðèòà C60 è C36, ïëîò-
íîé óêëàäêè çàêðûòûõ óãëåðîäíûõ íàíîòðóáîê, ãèáðèäíûõ ñòðóêòóð èç çàêðûòûõ íàíîòðó-
áîê è ãðàôåíîâ, ñëîåâ ãðàôåíà è íèòðèäà áîðà. Ïîñòðîåíà ìîäåë ü îïðåäåëåíèÿ ïîâîðîòîâ
íåèçìåíÿåìîé ìîëåêóëÿðíîé êîíñòðóêöèè.
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Â.Â.×åðíèê, Ï.Î.Áóêëåìèøåâ. ×èñëåííîå ðåøåíèå äâóìåðíîé çàäà÷è ñ ïîäâèæ-
íîé ãðàíèöåé è óñëîâèÿìè òèïà Õåëå-Øîó äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ àêòèâíîãî äâèæå-
íèÿ êëåòêè.

Ìåõàíèçì ïîäâèæíîñòè æèâûõ êëåòîê ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ äëÿ øèðîêîãî
êðóãà ó÷¼íûõ. Ñåãîäíÿ áèîëîãè, ôèçèêè è ìàòåìàòèêè èùóò íîâûå èíñòðóìåíòû äëÿ ìîä
åëèðîâàíèÿ ýòîãî ïðîöåññà. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ïðîñòàÿ äâóìåðíàÿ ìîäåëü êëåò-
êè ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè, äâèæóùåéñÿ ïî îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé ïîâåðõíîñ òè. Â
íåé îïèñûâàåòñÿ äèíàìèêà ñëîæíîé àêòîìèîçèíîâîé æèäêîñòè, ñâîéñòâà êîòîðîé âëèÿþò
íà äèíàìèêó ãðàíèö è ïîäâèæíîñòü êëåòêè. Ñèñòåìà óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî èçâîäíûõ â
îáëàñòè ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé ñîäåðæèò íåëîêàëüíûé ÷ëåí. Çàêîí Äàðñè îïèñûâàåò ïîòîê
àêòîìèîçèíîâîé æèäêîñòè, à ðàñïðåäåëåíèå ìèîçèíà â êëåòêå èçìåíÿ åòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ
óðàâíåíèåì àäâåêöèè-äèôôóçèè. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íàïèñàíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðàñòÿ-
æåíèå êëåòî÷íîé ìåìáðàíû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Þíãà-Ëà ïëàñà. Òàêæå ïðèñóòñòâóþò
óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè æèäêîñòè íà ãðàíèöå è óñëîâèå
íåïðîòåêàíèÿ. 

∆ϕ = ζϕ−Q(m)
∂m
∂t

+∇(m∇ϕ) = ∆m

ζϕ = γκ+ peff (|Ω(t)|)
Vν = ∂ϕ

∂νm = 0

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷à áûëà ñâåäåíà ê êðàåâîé çàäà÷å ñî ñìåøàí-
íûìè óñëîâèÿìè íà ïîñòîÿííîé ãðàíèöå, ðàçðàáîòàíà ñïåöèàëüíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà âòîðîãî
ïîðÿäêà òî÷íîñòè è ðåàëèçîâàíà â âèäå ïðîãðàììíîãî ìîäóëÿ íà ÿçûêå Python. Ïîëó÷åíû
óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ, â òîì ÷èñëå ñõîäÿùèåñÿ ê íåêîòîðûì àíàëèòè÷åñêè ì ñî âòîðûì ïî-
ðÿäêîì òî÷íîñòè.

Å.Â.×èæîíêîâ. Î äâóõ ìîäåëÿõ äëÿ ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé: ïîñòàíîâêè çàäà÷ è
÷èñëåííûé àíàëèç

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçáóæäåíèå ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé ñ ïîìîùüþ êîðîòêîãî ìîùíîãî ëà-
çåðíîãî èìïóëüñà. Ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ ìîäåëèðóåòñÿ íà îñíîâå äâóõ ïîäõîäîâ: êèíåòè÷åñêîãî
è ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âûáèðàþòñÿ äëÿ èõ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ñî-
ãëàñîâàíèÿ. Óðàâíåíèÿ Âëàñîâà � Ìàêñâåëëà ÷èñëåííî ðåøàþòñÿ äâóìÿ èäåéíî ðàçëè÷íûìè
àëãîðèòìàìè; àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àþòñÿ ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ
óðàâ íåíèé. Öåëüþ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå ñõîäñòâà è ðàçëè÷èÿ ìîäåëåé â ðàì-
êàõ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ òåìïåðàòóðíûì ýôôåêòàì.

Ì.À.Øèøëåíèí, Ñ.È.Êàáàíèõèí, Í.Ñ.Íîâèêîâ. Öèôðîâîé äâîéíèê ýëåêòðî-
àêóñòè÷åñêîãî òîìîãðàôà

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýëåêòðîàêóñòè÷åñêîé òîìîãðàôèè íà îñ-
íîâå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, êîòîðàÿ íå òîëüêî îïèñûâàåò òàêèå ýôôåêòû, êàê äèôðàêöè ÿ,
ïðåëîìëåíèå, ðåàêöèÿ è àêóñòè÷åñêîå ïîãëîùåíèå íåîäíîðîäíûõ ñðåä íà ôèçè÷åñêîì óðîâíå,
íî è ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü äèàãðàììû íàïðàâëåííîñòè èñòî÷íèêîâ è ïðèå ìíèêîâ. Ãèïåð-
áîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîçâîëÿåò íàì ïðåäëîæèòü áîëåå ðåàëèñòè÷íóþ ìîäåëü
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ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Ýòè óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíû íåïîñðå äñòâåííî èç çàêîíîâ ñîõðà-
íåíèÿ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä, ÷òî ïîçâîëÿåò íàì êîíòðîëèðîâàòü ñîõðàíåíèå îñíîâíûõ
èíâàðèàíòîâ ïðè ðåøåíèè ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ïðè ðåøåíèè
íåóñòîé÷èâûõ çàäà÷, òàê êàê çàêîíû ñîõðàíåíèÿ îñíîâíûõ èíâàðèàíòîâ ÿâëÿþòñÿ êðèòåðèåì
ïðàâèëüíîñòè ðåøåíèÿ.

Èññëåäîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â îäíîðîäíûõ è ãåòåðîãåííûõ
îáëàñòÿõ ñ íåîòðàæàþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Ðàçðàáîòàí ìåòîä ðåøåíèÿ êîýôôèöèåíòíîé îáðàòíîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ îñíîâíûõ
ýëåêòððîìàãíèòíûõ è àêóñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñðåäû ïî äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î äàâ-
ëåíèè, èçìåðÿåìîì íà ãðàíèöå èññëåäóåìîé ñðåäû. Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè
öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ãðàäèåíòíîãî ñïóñê à. Ïðèâåäåíû ðåçóëü-
òàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç äâóõ ïîäõîäîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ãðàäèåíòà ôóíêöèîíàëà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ïðîåêòà ÐÍÔ 19-11-00154.

Ê.À.Øèøìàðåâ, Ò.È.Õàáàõïàøåâà, À.À.Êîðîáêèí. Èññëåäîâàíèå íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ëåäîâîãî ïîêðîâà â çàìîðîæåííîì êàíàë å

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ãèäðîóïðóãèå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âäîëü çàìîðîæåííîãî êàíà-
ëà. Êàíàë èìååò ïðÿìîóãîëüíîå ñå÷åíèå è çàïîëíåí æèäêîñòüþ. Æèäêîñòü ïîêðûòà òîíê èì
ëåäîâûì ïîêðîâîì. Èçó÷àåòñÿ äâà êëàññà çàäà÷: ðåàêöèÿ ëüäà íà äâèæåíèå âíåøíåé íàãðóç-
êè è èññëåäîâàíèå õàðàêòåðèñòèê ïåðèîäè÷åñêèõ ãèäðîóïðóãèõ âîëí, ðàñïðîñ òðàíÿþùèõñÿ
âäîëü êàíàëà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè ïðîãèáîâ ëüäà è ìàêñèìàëü-
íûõ äåôîðìàöèé â ëåäîâîì ïîêðîâå ôîðìóëèðóþòñÿ â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè ãèäðîóïðó-
ãîñòè. Æèäêîñòü íåâÿçêàÿ è íåñæèìàåìàÿ. Ëåäîâûé ïîêðîâ ìîäåëèðóåòñÿ òîíêîé óïðóãîé
èëè âÿçêîóïðóãîé ïëàñòèíîé â ðàìêàõ òåîðèè Êåëüâèíà�Ôîéãòà. Òå÷åíèå, âûçâàííîå ïðîãè-
áàìè ïëàñòèíû, ñ÷èòàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëåä, ïðèìîðîæåííûé ê ñòåíêàì
êàíàëà. Âíåøíÿÿ íàãðóçêà äâèæåòñÿ âäîëü êàíàëà ñ ïî ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ è ìîäåëèðóåòñÿ
ãëàäêèì ëîêàëèçîâàííûì ïÿòíîì äàâëåíèÿ, äâèæóùèìñÿ ïî âåðõíåé ïîâåðõíîñòè ëåäîâîãî
ïîêðîâà, èëè ïîäâîäíûì òåëîì, ìîäåëèðóåìûì òðåõìåðíûì äèïîëåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòî-
äà çåðêàëüíûõ îòîáðàæåíèé. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âäîëü êàíà-
ëà è ðàçëîæåíèåì ïðîôèëÿ êîëåáàíèé ë üäà ïîïåðåê êàíàëà íà íîðìàëüíûå ìîäû êîëåáàíèé
óïðóãîé áàëêè. Ïîñëåäíèì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòàííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ íîðìàëü-
íûõ ìîä ñ ó÷åòîì ïðîèçâîëüíî é òîëùèíû ëüäà ïîïåðåê êàíàëà. Îáëàñòü ïî øèðèíå êàíàëà
ðàçáèâàåòñÿ íà ìàëûå îòðåçêè, íà êîòîðûõ ïðîôèëü òîëùèíû ëåäîâîé ïëàñòèíû àïïðîêñèìè-
ðóåòñÿ ëèíåéíûìè ôóí êöèÿìè. Íà êàæäîì îòðåçêå îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå
ïðîôèëü âîëí ïîïåðåê êàíàëà. Ïîëó÷åííûå ìîäû ïîñòðîåíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðîãèáû
ëüäà, íàêëîí, ìîìåíòû è ïåðåðåçûâàþùèå ñèëû íåïðåðûâíû âäîëü âñåé øèðèíû êàíàëà. Â
äîêëàäå ïðèâîäÿòñÿ ýòè è äðóãèå ðåç óëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ðàññìîòðåííîé çàäà÷è.

Ðàáîòà àâòîðîâ ïîääåðæàíà ïðîåêòîì ÐÔÔÈ ÑÒ_à 20-58-46009 �Íàãðóçêè íà èíæåíåð-
íûå ñîîðóæåíèÿ â ìîðñêîì ëüäó�. Ðàáîòà Ê.À.Øèøìàðåâà ïîääåðæàíà ãîñóäàðñòâåííûì
çàäàíèåì Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ ïî òåìå �Ñîâðåìåííûå ìåòîäû
ãèäðîäèíàìèêè äëÿ çàäà÷ ïðèðîäîïîëüçîâàíèÿ, èíäóñòðèàëüíûõ ñèñòåì è ïîëÿðíîé ìåõàíè-
êè� (íîìåð òåìû: FZMW-2020-0008).
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12 Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé

È.À.Àëåêñååâ. Êðèòåðèé êâàçè-áåçãðàíè÷íîé äåëèìîñòè äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà
ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ

Â äàííîì äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àéíûå âåêòîðû, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

F (x) = αFdisc(x) + (1− α)Fabs(x), x ∈ Rd, (5)

ãäå α ∈ (0, 1], à Fdisc(x), Fabs(x) îáîçíà÷àþò äèñêðåòíóþ è àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ÷àñòè
ñîîòâåòñòâåííî:

Fdisc(x) =
∑

xk∈(−∞,x)

pxk , è Fabs(x) =

∫
(−∞,x)

p(u)du, x ∈ Rd. (6)

Çäåñü xk ∈ Rd, k ∈ N � ðàçëè÷íûå âåêòîðû ñ âåñàìè pxk > 0, k ∈ N,
∑∞

k=1 pxk = 1;
p : Rd → R � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, p(u) > 0, u ∈ Rd è

∫
Rd p(u)du = 1. ×åðåç (−∞, x), ãäå

x = (x(1), x(2), . . . , x(d)) ∈ Rd îáîçíà÷èì (−∞, x(1))× . . .× (−∞, x(d)) ⊂ Rd.
Äëÿ âåêòîðîâ ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà (5) áóäåò ïîëó÷åí êðèòåðèé ïðèíàäëåæíî-

ñòè ê êëàññó êâàçè-áåçãðàíè÷íî äåëèìûõ ðàñïðåäåëåíèé. Âñå ðåçóëüòàòû áóäóò ñôîðìóëèðî-
âàíû äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ � ñóììû íåíóëåâîé ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè è ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå íåêîòîðîé ïëîòíîñòè, òî åñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ h : Rd → C òàêàÿ, ÷òî

h(t) = hdisc(t) + habs(t), t ∈ Rd,

ãäå

hdisc(t) =
∑
y∈Y

qye
i〈t,y〉, è habs(t) =

∫
Rd
q(y)ei〈t,y〉dy, t ∈ Rd,

ãäå Y ⊂ Rd íåïóñòîå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, qy ∈ C äëÿ âñåõ y ∈ Y è 0 <
∑

y∈Y |qy| <
∞, ôóíêöèÿ q : Rd → C óäîâëåòâîðÿåò

∫
Rd |q(y)|dy <∞.

Ì.À.Àíîõèíà. Ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ìîìåíòà ìàêñèìóìà ñëó÷àéíîãî áëóæ-
äàíèÿ, äîñòèãàþùåãî ôèêñèðîâàííîãî óðîâíÿ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå Sn = X1 + · · · + Xn, n ∈ N, S0 = 0, ãäå X1, X2, . . .
� íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå (í.î.ð.) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (ñë.â.). Äëÿ ýòîãî
áëóæäàíèÿ õîðîøî èçâåñòåí çàêîí àðêñèíóñà:

P
(τM
n
≤ x

)
→ 2

π
arcsin

√
x, n→∞, x ∈ [0, 1],

ãäå τM � ìîìåíò ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà áëóæäàíèåì Sn. Íàñ èíòåðåñóþò òàêèå æå
ðåçóëüòàòû, íî äëÿ

P
( τM
n
≤ x

∣∣∣Mn = k
)
, x ∈ [0, 1],

98



ãäå Mn = SτM . Â äîêëàäå áóäåò ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà äàííîé âåðîÿòíîñòè äëÿ àðèôìå-
òè÷åñêîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ â ñëó÷àå íîðìàëüíûõ óêëîíåíèé äëÿ ñëó÷àåâ êîíå÷íîé è
áåñêîíå÷íîé äèñïåðñèè, à òàêæå óìåðåííûõ è áîëüøèõ óêëîíåíèé ïðè êîíå÷íîé äèñïåðñèè è
âûïîëíåíèè ïðàâîñòîðîííåãî óñëîâèÿ Êðàìåðà.

Ïëàíèðóåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé k ∼ nα, n → ∞, ïðè 0 < α < 1/2 äëÿ àðèôìåòè÷åñêîãî
ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ.

Â.È.Àôàíàñüåâ. Óñëîâíûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé è èõ
ëîêàëüíûõ âðåìåí

Ïóñòü X1, X2, . . . � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ îäèíàêîâûì àðèôìåòè÷åñêèì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì ñ ìàêñèìàëüíûì øàãîì 1, ïðè÷åì EX1 = 0, EX2

1 := σ2 ∈ (0,+∞). Ïîëîæèì
S0 = 0, Si =

∑i
j=1Xj ïðè i ∈ N. Ïóñòü T= min {i > 0 : Si ≤ 0}. Ââåäåì îñòàíîâëåííîå ñëó-

÷àéíîå áëóæäàíèå S̃i = Si ïðè i < T è S̃i = 0 ïðè i ≥ T . Ïîëîæèì ξ̃ (k) =
∣∣∣{i ≥ 0 : S̃i = k

}∣∣∣.
Ïóñòü {W+ (t) , t ≥ 0} � áðîóíîâñêàÿ èçâèëèíà è l+ (u) � åå ëîêàëüíîå âðåìÿ, ò.å. l+ (u) =

lim
ε→0

ε−1
∫ +∞

0
I[u,u+ε] (W+ (s)) ds ïðè u > 0.

Òåîðåìà 1. Ïðè n→∞{
σξ̃
(⌊
uσ
√
n
⌋)
/
√
n, u ≥ 0

∣∣∣ T > n
}

D→
{
l+ (u) , u ≥ 0

}
,

ãäå ñèìâîë
D→ îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ â ïðîñòðàíñòâå D [0,+∞) ñ òîïîëî-

ãèåé Ñêîðîõîäà.

Ïóñòü
{
W ↑

0 (t) , t ≥ 0
}
� áðîóíîâñêèé ïðûæîê â âûñîòó è l↑0 (u) � åãî ëîêàëüíîå âðåìÿ,

ò.å. l↑0 (u) = lim
ε→0

ε−1
∫ +∞

0
I[u,u+ε]

(
W ↑

0 (s)
)
ds ïðè u > 0. Ïîëîæèì Tx = min

{
i ∈ N : S̃i > x

}
ïðè

x > 0.
Òåîðåìà 2. Ïðè n→∞{

σ2ξ̃ (bunc) /n, u ≥ 0
∣∣∣ Tn < +∞

}
D→
{
l↑0 (u) , u ≥ 0

}
.

Ã.À.Áàêàé. Áîëüøèå óêëîíåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ â ñëó÷àéíîì ñöåíà-
ðèè

Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ζ, ζ1, ζ2, . . . ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëå-
íûìè (í.î.ð.). Ïîëîæèì

W0 := 0, Wn :=
n∑
i=1

κi, n ∈ N

ãäå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû κ, κ1, κ2, . . . òàê æå ÿâëÿþòñÿ í.î.ð. è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå

p := P(κ = 1) > 1/2, q := 1− p = P(κ = −1) > 0.

Ââåäåì ìîìåíòû äîñòèæåíèÿ óðîâíÿ n áëóæäàíèåì {Wk}k≥0: τn := min{k ∈ N : Wk = n} è
ïîëîæèì

Sn :=
τn−1∑
i=0

ζWi
, n ∈ N.
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Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíå-
íèé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåëè÷èí {Sn}n∈N, êîòîðóþ íàçûâàþò îñòàíîâëåííûì ñëó÷àéíûì
áëóæäàíèåì â ñëó÷àéíîì ñöåíàðèè.

Ñ.Â. Ãðèøèí. Àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå â çàäà÷àõ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ

Áóäåò ðàññìîòðåíà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ âðåìåíè ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ ïîëîæèòåëüíîé ïîëó-
îñè ïðè îäíîðîäíîì äèñêðåòíîì öåëî÷èñëåííîì ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè íà ïðÿìîé. Ïîêàçàíî,
÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ óêàçàííîé âåëè÷èíû óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó àëãåáðàè÷åñêîìó
óðàâíåíèþ. Ýòî óðàâíåíèå â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü âûïèñàíî ÿâíî, è ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ êðèâàÿ äîïóñêàåò èññëåäîâàíèå íà ðàöèîíàëüíîñòü. Áóäåò ïðèâåäåíî íåñêîëüêî
ðåçóëüòàòîâ òàêîãî èññëåäîâàíèÿ.

Ì.Ê.Äîñïîëîâà. Ñìåøàííûé îáúåì áåñêîíå÷íîìåðíûõ âûïóêëûõ êîìïàêòîâ

ÏóñòüK � âûïóêëîå êîìïàêòíîåGB-ïîäìíîæåñòâî ñåïàðàáåëüíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàí-
ñòâà H. Îáîçíà÷èì ÷åðåç SpeckK ìíîæåñòâî {(ξ1(h), . . . , ξk(h)) : h ∈ K} ⊂ Rk, ãäå ξ1, . . . , ξk
� íåçàâèñèìûå êîïèè èçîíîðìàëüíîãî ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà. Öèðåëüñîí ïîêàçàë, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå äëÿ âíóòðåííèõ îáúåìîâ K âåðíà ôîðìóëà

Vk(K) =
(2π)k/2

k!κk
E Volk(SpeckK),

ãäå E Volk(SpeckK) � ñðåäíèé îáúåì SpeckK è κk � îáúåì k-ìåðíîãî åäèíè÷íîãî øàðà.
Â äàííîì äîêëàäå ìû îáîáùèì òåîðåìó Öèðåëüñîíà íà ñëó÷àé ñìåøàííûõ îáúåìîâ áåñ-

êîíå÷íîìåðíûõ âûïóêëûõ GB-êîìïàêòîâ â H, ïðåäâàðèòåëüíî ââåäÿ ïîíÿòèå ñìåøàííîãî
îáúåìà äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ H.

Êðîìå òîãî, ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ìû âû÷èñëèì ñìåøàííûé îáúåì çàìêíó-
òûõ âûïóêëûõ îáîëî÷åê äâóõ îðòîãîíàëüíûõ ñïèðàëåé Âèíåðà.

Ä.Í. Çàïîðîæåö. Âûïóêëûå îáîëî÷êè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé.

Ìû ïîêàæåì, êàê ìîæíî èçó÷àòü âûïóêëûå îáîëî÷êè ìíîãîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäà-
íèé èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìíîãîãðàííûõ êîíóñîâ. Â ÷àñòíîñòè, ìû îáñóäèì íåêîòîðûå íåîæè-
äàííûå ñëåäñòâèÿ êîíè÷åñêîé âåðñèè ôîðìóëû Ãàóññà�Áîííå. Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé
ðàáîòå ñ Ôåäîðîì Ïåòðîâûì è Æþëüåíîì Ðàíäîíîì-Ôóðëèíãîì.

À.È. Çåéôìàí. Íåêîòîðûå ïîäõîäû ê îöåíèâàíèþ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ ìàð-
êîâñêèõ öåïåé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì

Ðàññìàòðèâàþòñÿ (íåîäíîðîäíûå) ìàðêîâñêèå öåïè ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî âåêòîð âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé öåïè îïèñûâàåòñÿ ïðÿìîé ñèñòåìîé Êîëìîãîðîâà

d

dt
p(t) = A(t)p(t),

êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ îãðàíè÷åííîé îïåðàòîð-
ôóíêöèåé â ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé l1.
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Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, òî åñòü ñêîðîñòè ñòðåìëåíèÿ ê
íóëþ ðàçíîñòè p∗(t)− p∗∗(t) â ñëó÷àå ñëàáîé ýðãîäè÷íîñòè öåïè, è îïèñûâàþòñÿ âîçìîæíûå
ïîäõîäû ê åå ðåøåíèþ äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ öåïåé, ïðèâåäåííûå, â ÷àñòíîñòè, â ñòàòüÿõ:

A. Zeifman, Y. Satin, I. Kovalev, R. Razumchik, V. Korolev. Facilitating numerical solutions of
inhomogeneous continuous time Markov chains using ergodicity bounds obtained with logarithmic
norm method. Mathematics, 2021. 9(1), 42.

A. Zeifman, Y. Satin, A. Sipin. Bounds on the Rate of Convergence for MX
t /M

X
t /1 Queueing

Models. Mathematics, 2021 9(15), 1752.

È. À. Êîâàë¼â, ß. À. Ñàòèí, À. Â. Ñèíèöèíà, À.È. Çåéôìàí. Îá îäíîì ïîäõîäå ê îöå-
íèâàíèþ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íåñòàöèîíàðíûõ ìàðêîâñêèõ ìîäåëåé ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ.
Èíôîðìàòèêà è åå ïðèìåíåíèÿ, 2022, òîì 16, âûï. 3, 75�82.

A.Â. Çîðèí. Ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ âåòâÿùèõñÿ ïîòîêîâ ñ ðàçäåëåíèåì âðåìåíè

Â äîêëàäå äåìîíñòðèðóåòñÿ ïðèìåíåíèå ïîíÿòèÿ àáñòðàêòíîé ñòîõàñòè÷åñêîé óïðàâëÿ-
þùåé ñèñòåìû ê àíàëèçó îäíîé ìîäåëè ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ. Èìåþòñÿ m òèïîâ òðåáî-
âàíèé, äëÿ êàæäîãî òèïà òðåáîâàíèé ñâîÿ î÷åðåäü îæèäàíèÿ. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
îáñëóæèâàåòñÿ íå áîëåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ. Çàäàíû çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ äëèòåëüíîñòåé
îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé êàæäîãî òèïà. Êàæäîå îáñëóæåííîå òðåáîâàíèå ïîðîæäàåò ñëó-
÷àéíîå ÷èñëî òðåáîâàíèé-ïîòîìêîâ êàæäîãî òèïà (�âåòâÿùèåñÿ âòîðè÷íûå ïîòîêè�). Âûáîð
ñëåäóþùåãî òðåáîâàíèÿ äëÿ îáñëóæèâàíèÿ çàâèñèò îò äëèí î÷åðåäåé â ìîìåíò ðåøåíèÿ (�äè-
íàìè÷åñêèå ïðèîðèòåòû�). Ñòðîèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü â âèäå ìíîãîìåðíîé ìàðêîâñêîé
öåïè, ïðîâîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ ñîñòîÿíèé è èçó÷àþòñÿ íåêîòîðûå àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé.
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À.Ï.Êîâàëåâñêèé, Ì. Ã.×åáóíèí. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñóìì ðåãðåññèîííûõ
îñòàòêîâ ïðè ìíîæåñòâåííîì óïîðÿäî÷åíèè ðåãðåññîðîâ

Ìû äîêàçûâàåì òåîðåìû î ãàóññîâîé àñèìïòîòèêå ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà, ïîñòðîåííîãî èç
ðåãðåññîðîâ ëèíåéíîé ìîäåëè ñ ìíîæåñòâåííûì óïîðÿäî÷åíèåì ðåãðåññîðîâ. Ðàçðàáîòàí àë-
ãîðèòì ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ëèíåéíîé ìîäåëè äëÿ êîìïîíåíò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà: îäíà èç
êîìïîíåíò ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äðóãèõ ñ òî÷íîñòüþ äî îøèáêè, íå çàâèñÿùåé îò
îñòàëüíûõ êîìïîíåíò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà. Ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé çà íåçàâèñèìûìè êîïè-
ÿìè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ïîñëåäîâàòåëüíî óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî âîçðàñòàíèþ íåñêîëüêèõ åãî
êîìïîíåíò. Ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè,
ñîñòîÿùàÿ èç èíäóöèðîâàííûõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì óïîðÿäî÷è-
âàíèÿì. Äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î ëèíåéíîé ìîäåëè äëÿ
êîìïîíåíò ìû äîêàçûâàåì ëåììó î ñëàáîé ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñîîòâåòñòâóþùèì îáðà-
çîì öåíòðèðîâàííîãî è íîðìèðîâàííîãî ïðîöåññà ê öåíòðèðîâàííîìó ãàóññîâñêîìó ïðîöåññó
ñ ïî÷òè íàâåðíîå íåïðåðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè. Â ïðåäïîëîæåíèè î ëèíåéíîé âçàèìîñâÿçè
êîìïîíåíòîâ èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå îöåíêè ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ îñòàòêîâ ðåãðåññèè � ðàçíîñòåé ìåæäó çíà÷åíèÿìè îòêëèêà è çíà÷åíèÿìè, ïðåäñêà-
çàííûìè ëèíåéíîé ìîäåëüþ. Äîêàçàíà òåîðåìà î ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïðîöåññà ñóìì îñòàòêîâ
ðåãðåññèè ïðè íåîáõîäèìîé íîðìèðîâêå ê öåíòðèðîâàííîìó ãàóññîâñêîìó ïðîöåññó.

Èññëåäîâàíèå ïîääåðæàíî Ìàòåìàòè÷åñêèì öåíòðîì â Àêàäåìãîðîäêå â ñîîòâåòñòâèè ñ
ñîãëàøåíèåì No. 075-15-2019-1675 c Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè.

Â.À.Êóöåíêî. Àñèìïòîòèêà ìîìåíòîâ ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö â âåòâÿùåìñÿ ñëó÷àé-
íîì áëóæäàíèè â ñëó÷àéíîé ñðåäå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âåòâÿùååñÿ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî ìíîãîìåðíîé ðåøåòêå ñ íåïðåðûâ-
íûì âðåìåíåì â ñëó÷àéíîé ñðåäå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íà
ðåøåòêå íàõîäèòñÿ îäíà ÷àñòèöà, êîòîðàÿ çà ìàëîå âðåìÿ ìîæåò ïåðåìåñòèòüñÿ â ïðîèç-
âîëüíûé óçåë ðåøåòêè, ïðîèçâåñòè ïîòîìñòâî èëè ïîãèáíóòü. Ñëó÷àéíàÿ ñðåäà îïðåäåëÿ-
åòñÿ èíòåíñèâíîñòÿìè äåëåíèÿ ξ+(x) è ãèáåëè ξ−(x) ÷àñòèö â êàæäîé òî÷êå ðåøåòêè, ïðè
ýòîì èíòåíñèâíîñòè ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ξ+(x) = ξ+(x, ω)
è ξ−(x) = ξ−(x, ω). Íà ïàðû (ξ+(x), ξ−(x)) íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå îá îäèíàêîâîé ðàñïðåäå-
ëåííîñòè è íåçàâèñèìîñòè â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ðåøåòêè. Áëóæäàíèå îïèñûâàåòñÿ ñèììåò-
ðè÷íûì, îäíîðîäíûì ïî âðåìåíè ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé ñêà÷êîâ.
Ýâîëþöèÿ ÷àñòèö ïðîèñõîäèò íåçàâèñèìî äðóãà îò äðóãà è îò âñåé ïðåäûñòîðèè. Â äîêëàäå
áóäóò ïðåäñòàâëåíû ñòàíäàðòíûå ïîäõîäû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ âåòâÿùèõñÿ
ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé â ñëó÷àéíîé ñðåäå. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïðèìåíåíèþ ôîðìó-
ëû òèïà Ôåéíìàíà-Êàöà äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìîìåíòîâ ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö. Äëÿ íåêîòîðûõ
ñëó÷àåâ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ+(x) − ξ−(x) ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î
ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè ñëó÷àéíûõ ìîìåíòîâ ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ. Òàêæå áóäåò îáñóæäàòü-
ñÿ ðÿä ñâîéñòâ îïèñàííûõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè, ñêîðîñòü ðîñòà ìîìåíòîâ, óñðåäíåííûõ ïî
ñðåäå, à òàêæå ýôôåêò ïåðåìåæàåìîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò 20-01-00487.
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Þ.Þ.Ëèíêå. Óíèâåðñàëüíûå ÿäåðíûå îöåíêè â íåïàðàìåòðè÷åñêîé ðåãðåññèè.

Â äîêëàäå áóäóò îáñóæäàòüñÿ íîâûå îöåíêè ÿäåðíîãî òèïà â íåïàðàìåòðè÷åñêîé ðåãðåñ-
ñèè, ðàâíîìåðíî ñîñòîÿòåëüíûå ïðè áëèçêèõ ê ìèíèìàëüíûì è íàãëÿäíûõ óñëîâèÿõ íà òî÷êè
äèçàéíà. Îöåíêè óíèâåðñàëüíû â òîì ñìûñëå, ÷òî äèçàéí ìîæåò áûòü êàê ôèêñèðîâàííûì
è íå îáÿçàòåëüíî óäîâëåòâîðÿþùèì òðàäèöèîííûì óñëîâèÿì ðåãóëÿðíîñòè, òàê è ñëó÷àé-
íûì, ïðè ýòîì íå îáÿçàòåëüíî ñîñòîÿùèì èç íåçàâèñèìûõ èëè ñëàáî çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí. Îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ äèçàéíà ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèøü â íåêîòîðîì ñìûñëå ïëîò-
íîå çàïîëíåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðåãðåññèîííîé ôóíêöèè. Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå
â äîêëàäå, ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ ñîâìåñòíûõ èññëåäîâàíèé ñ Å.Á.ßðîâîé (ÌÃÓ), Â .À.Êóöåíêî
(ÌÃÓ), È.Ñ.Áîðèñîâûì (ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ), Ï.Ñ. Ðóçàíêèíûì (ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ) è Ñ.À.Øàëüíîâîé
(ÍÌÈÖ òåðàïèè è ïðîôèëàêòè÷åñêîé ìåäèöèíû).

Â.À.Ìàêàðåíêî. Äåëèêàòíîå ñðàâíåíèå öåíòðàëüíîé è íåöåíòðàëüíîé ëÿïóíîâ-
ñêèõ äðîáåé ñ ïðèëîæåíèåì ê íåðàâåíñòâó Áåððè�Ýññååíà äëÿ ñîñòàâíûõ ïóàññî-
íîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé

Ïóñòü X,X1, X2, . . . � íåâûðîæäåííûå íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F è E|X|3 < +∞, Nλ � ïóàññîíîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ñ ïàðàìåòðîì λ > 0. Îáîçíà÷èì

Sλ = X1 +X2 + . . .+XNλ , S̃λ =
Sλ − ESλ√

DSλ
,

∆λ(F ) = sup
x

∣∣∣∣∣P(S̃λ < x)− 1√
2π

∫ x

−∞
e−t

2/2 dt

∣∣∣∣∣,
L0(F ) =

E|X − EX|3

(DX)3/2
, L1(F ) =

E|X|3

(EX2)3/2
.

Ôóíêöèîíàëû L0 è L1 íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî öåíòðàëüíîé è íåöåíòðàëüíîé ëÿïóíîâ-
ñêèìè äðîáÿìè.

Â äîêëàäå ïðè êàæäîì t ∈ (−1, 1) ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèé

H(t) = sup
F :EX=t,
EX2=1

E|X|3

E|X − t|3
, H(t)(1− t2)3/2 = sup

F :EX=t,
EX2=1

L1(F )

L0(F )

è óêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå (äâóõòî÷å÷íûå) ýêñòðåìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, à òàêæå ïîêàçà-
íî, ÷òî

sup
F

L1(F )

L0(F )
= sup

t∈(−1,1)

H(t)(1− t2)3/2 =

√
17 + 7

√
7

4
= 1.48997 . . . .

Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî èç íåðàâåíñòâà Áåððè�Ýññååíà ñ íåöåíòðàëüíîé ëÿïóíîâñêîé äðîáüþ
äëÿ ñîñòàâíûõ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì

∆λ(F ) 6
C1√
λ
· L1(F ), λ > 0, (Ðîòàðü, 1972, 1976)

103



ãäå C1 ∈ [0.266013, 0.3031] (Øåâöîâà, 2014) � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà, âûòåêàåò íåðàâåíñòâî
Áåððè�Ýññååíà ñ öåíòðàëüíîé ëÿïóíîâñêîé äðîáüþ

∆λ(F ) 6
C0

(
EX√
EX2

)
√
λ

· L0(X), λ > 0,

C0(t) = C1 ·H(t)(1− t2)3/2 6 C1 · 1.48998, t ∈ (−1, 1).

Ò.Ä.Ìîñååâà. Èíòåãðàëüíûå òîæäåñòâà äëÿ ãðàíèöû âûïóêëîãî òåëà

Ïîëó÷åííîå â 1956 ãîäó Ïëåéåëåì èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ñðåäíåå
çíà÷åíèå ôóíêöèè îò äëèíû ñëó÷àéíîé õîðäû ïëîñêîãî âûïóêëîãî òåëà K, ïåðåéäÿ ê èíòå-
ãðèðîâàíèþ ïî ãðàíèöå K. Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà Ïëåéåëÿ ëåãêî ìîæíî âûðàçèòü äåôåêò â
èçîïåðèìåòðè÷åñêîì íåðàâåíñòâå íà ïëîñêîñòè è ïîêàçàòü, ÷òî îí íåîòðèöàòåëåí.

Àìáàðöóìÿíîì â 1990 ãîäó áûëà ïîëó÷åíà âåðñèÿ òîæäåñòâà Ïëåéåëÿ äëÿ âûïóêëûõ ïëîñ-
êèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, òàêæå èçâåñòíàÿ êàê òîæäåñòâî Àìáàðöóìÿíà�Ïëåéåëÿ. Ñóùåñòâóåò
òàêæå àíàëîã òîæäåñòâà Ïëåéåëÿ äëÿ âûïóêëûõ òåë ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé â òð¼õìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå.

Äîêëàä ïîñâÿù¼í îáîáùåíèÿì òîæäåñòâ Ïëåéåëÿ è Àìáàðöóìÿíà�Ïëåéåëÿ íà ñëó÷àé
áîëüøåé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, à òàêæå äðóãèì èíòåãðàëüíûì òîæäåñòâàì, ñâÿçàííûì
ñ ãðàíèöåé âûïóêëîãî òåëà.

Ì.Â.Ïëàòîíîâà. Âåðîÿòíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà ýâîëþöèè e−itH, ãäå
H = (−1)m

(2m)!
d2m

dx2m
+ V

Ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ âåðîÿòíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè â ñìûñëå ñèëüíîé îïåðàòîð-
íîé ñõîäèìîñòè îïåðàòîðà e−itH , ãäå

H =
(−1)m

(2m)!

d2m

dx2m
+ V.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëóãðóïïà e−itH ïåðåâîäèò íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ ϕ(x) â ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
äëÿ óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà âûñîêîãî ïîðÿäêà

i
∂u

∂t
= Hu, u(0, x) = ϕ(x).

Àïïðîêñèìèðóþùèå îïåðàòîðû èìåþò âèä ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ îò íåêî-
òîðîãî òî÷å÷íîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ.

À.Î.Ìîêðîóñîâà. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü ñòàòèñòè÷å-
ñêèõ êðèòåðèåâ ïðîâåðêè ñîîòâåòñòâèÿ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè

Äîêëàä ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ äâóõ êðèòåðèåâ, ïðîâåðÿþùèõ îñíîâíóþ ãèïîòåçó î
ñîîòâåòñòâèè ëèíåéíîé ìîäåëè ðåãðåññèè ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè ïðîòèâ îäíîé èç ÷åòûðåõ
àëüòåðíàòèâ, êîòîðûå îïèñûâàþò ðàçëè÷íûå íàðóøåíèÿ â íåïðåðûâíîñòè, ëèíåéíîñòè è
ïîñòîÿííîñòè ýòîé ìîäåëè. Â ðîëè ñòàòèñòèê êðèòåðèåâ âûñòóïàþò èíòåãðàëüíûé è ñóïðå-
ìàëüíûé ôóíêöèîíàëû îò ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà, ïîñòðîåííîãî ïî ðåãðåññèîííûì îñòàòêàì.
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Öåëüþ äàííîé ðàáîòû áûëî ñðàâíèòü âûøåóïîìÿíóòûå êðèòåðèè â ñìûñëå àñèìïòîòè÷åñêîé
îòíîñèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè (ÀÎÝ) ïî Ïèòìåíó. Áûëà ïîëó÷åíà ôîðìóëà, ïîçâîëÿþùàÿ
âû÷èñëÿòü ÀÎÝ äëÿ òàêèõ êðèòåðèåâ.

Å.È.Ïðîêîïåíêî. Ïîäõîä multi-normex äëÿ àïïðîêñèìàöèè ñóììû ñëó÷àéíûõ
âåêòîðîâ ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè

Ìû ðàññìîòðèì òî÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû í.î.ð. ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ
ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè, êîìáèíèðóÿ ñðåäíåå è ýêñòðåìàëüíîå ïîâåäåíèå. Äàííûõ ïîäõîä îáîá-
ùàåò òàê íàçûâàåìûé ïîäõîä ¾Normex¿ ñ îäíîìåðíîé ìîäåëè íà ìíîãîìåðíóþ. Ìû ïðåäëî-
æèì äâà âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèÿ, íàçâàííûå d-Normex è MRV-Normex. Îáà îñíîâûâàþòñÿ
íà íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèå äëÿ îïèñàíèÿ ñðåäíåãî ïîâåäåíèÿ ÷åðåç ÖÏÒ, â òî âðåìÿ êàê
ðàçíèöà ìåæäó äâóìÿ âåðñèÿìè çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè òî÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èëè
ýêñòðåìàëüíîé òåîðåìû äëÿ ìàêñèìóìà. Ïîãîâîðèì î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ êàæäîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ ñóììû, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî íîðìà ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ
ïðàâèëüíî-ìåíÿþùåéñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðèâåäåì ÷èñëåííûå èëëþ-
ñòðàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàíòèëü-êâàíòèëü ãðàôèêîâ íà îñíîâå ãåîìåòðè÷åñêèõ êâàíòèëåé.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ñîâìåñòíî ñ Marie Kratz.

À.Â.Ðåçëåð. Ñòàáèëüíîñòü è íåñòàáèëüíîñòü ñèñòåì ñëó÷àéíîãî ìíîæåñòâåííîãî
äîñòóïà ñ ìåõàíèçìîì ýíåðãåòè÷åñêîé ïîäïèòêè

Äîêëàä îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ ñòàòüè À.Â. Ðåçëåðà è Ì.Ã. ×åáóíèíà ¾Ñòàáèëüíîñòü
è íåñòàáèëüíîñòü ñèñòåì ñëó÷àéíîãî ìíîæåñòâåííîãî äîñòóïà ñ ìåõàíèçìîì ýíåðãåòè÷å-
ñêîé ïîäïèòêè¿. Â ðàáîòå áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñòàáèëüíîñòè è íåñòàáèëüíîñòè ìîäåëè
êëàññè÷åñêîé ñèíõðîíèçèðîâàííîé ñèñòåìû ñëó÷àéíîãî ìíîæåñòâåííîãî äîñòóïà ñ îäíèì
ïåðåäàþùèì ïðèáîðîì, óïðàâëÿåìîé ïðîòîêîëîì ïåðåäà÷è äàííûõ ALOHA è äîïîëíèòåëü-
íî ñíàáæåííîé ìåõàíèçìîì ýíåðãåòè÷åñêîé ïîäïèòêè. Â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîé ñèñòåìû
ALOHA, â äàííîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ó êàæäîãî ñîîáùåíèÿ åñòü áàòàðåÿ, ïðèíèìà-
þùàÿ íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê çàðÿäà, è ïðè òîì òîëüêî ñîîáùåíèÿ ñ çàðÿæåííîé
áàòàðååé ìîãóò áûòü ïåðåäàíû íà ïåðåäàþùèé ïðèáîð. Ïîìèìî ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé,
ñíàáæåíèå ñèñòåìû ìåõàíèçìîì ýíåðãåòè÷åñêîé ïîäïèòêè ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü åå îáëàñòü
ñòàáèëüíîñòè. Â 2016 ãîäó â ñòàòüå Ñ.Ã. Ôîññà, Ä.Ê. Êèìà è À.Ì. Òþðëèêîâà ¾Stability and
instability of a random multiple access model with adaptive energy harvesting¿ áûëè ïîëó÷åíû
óñëîâèÿ ñòàáèëüíîñòè è íåñòàáèëüíîñòè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êàæäîå ñîîáùåíèå ñíàáæåíî
áàòàðååé, ïðèíèìàþùåé òîëüêî îäíó åäèíèöó çàðÿäà. Ðåçóëüòàòîì íàøåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ
òåîðåìà î ñîõðàíåíèè óñëîâèé ñòàáèëüíîñòè è íåñòàáèëüíîñòè îáîáùåííîé ìîäåëè.

Òàêæå ìû èññëåäîâàëè óñëîâèÿ ñòàáèëüíîñòè è íåñòàáèëüíîñòè ìîäåëè, êîòîðàÿ ó÷èòû-
âàåò ýôôåêò ñàìîðàçðÿäêè, òî åñòü ïîòåðè çàðÿäà áàòàðåé â ïåðèîäû ïðîñòîÿ. Àêòóàëüíîñòü
èññëåäîâàíèÿ âîçíèêëà èç ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé èçó÷àåìûõ ñèñòåì.

Ä.Á.Ðîõëèí. Î öåíîîáðàçîâàíèè ðåñóðñîâ íà îñíîâå âûÿâëåííûõ ïðåäïî÷òåíèé

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íàçíà÷åíèÿ öåí íà ðåñóðñû ñ öåëüþ ìàêñèìèçàöèè ñóììàðíîé
ïîëåçíîñòè àãåíòîâ (ïðîèçâîäèòåëåé). Ôóíêöèè ïîëåçíîñòè àãåíòîâ ïðåäïîëàãàþòñÿ íåèç-
âåñòíûìè. Îïðåäåëåíèå öåí ïðîèñõîäèò èòåðàòèâíî íà îñíîâå ëèøü èíôîðìàöèè î ðåàêöèÿõ
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àãåíòîâ íà ïðåäëîæåííûå öåíû. Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè àñèíõðîííûõ ðåàêöèé è ñëó÷àéíûõ
ôóíêöèé ïîëåçíîñòè, ïîðîæäåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäå-
ëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Àíàëèç îïèðàåòñÿ íà òåîðèþ âûïóêëîé îíëàéí îïòèìèçàöèè:
ìû ïðèìåíÿåì àëãîðèòì SOLO FTRL (Orabona, Pal, 2018) ê äâîéñòâåííî çàäà÷å. Äëÿ çà-
äà÷è ñ àñèíõðîííûìè ðåàêöèÿìè ïðîèçâîäèòåëåé ïîëó÷åíû îöåíêè â ñðåäíåì è ñ áîëüøîé
âåðîÿòíîñòüþ äëÿ îòêëîíåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè îò îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ è äëÿ íåâÿçîê â
îãðàíè÷åíèÿõ. Ýòè îöåíêè èìåþò ïîðÿäîê O(T−1/4) ïî ÷èñëó T èòåðàöèé è ñïðàâåäëèâû êàê â
ñðåäíåì, òàê è ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ. Äëÿ çàäà÷è ñî ñëó÷àéíûìè ïîëåçíîñòÿìè ïîëó÷åíû
îöåíêè òàêîãî æå õàðàêòåðà äëÿ ñðåäíåãî ñîæàëåíèÿ îòíîñèòåëüíî ëó÷øåé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè öåí.

Ñôîðìóëèðóåì äàííûé ðåçóëüòàò áîëåå ôîðìàëüíî. Ïóñòü x(k) ∈ Rdk : âåêòîð îáúåìîâ
òîâàðîâ, ïðîèçâîäèìûõ k-ì àãåíòîì, A(k)

ij � êîëè÷åñòâî i-ãî ðåñóðñà, êîòîðîå òðåáóåòñÿ äëÿ

ïðîèçâîäñòâà j-ãî òîâàðà, b ∈ Rm
++ � âåêòîð îáúåìîâ èìåþùèõñÿ ðåñóðñîâ, a(k) ∈ Rdk

++ � âåê-
òîð ìàêñèìàëüíûõ îáúåìîâ âûïóñêà òîâàðîâ k-ì àãåíòîì, fk(x(k); ξt) � ñëó÷àéíûå ôóíêöèè
ïîëåçíîñòè àãåíòîâ, (ξt)

T
t=1 � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ñî çíà÷åíèÿìè â êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå. Ôóíêöèè fk ïðåäïîëàãàþòñÿ ñèëüíî âîãíóòûìè ïî
ïåðâîìó àðãóìåíòó. Ïóñòü x∗t � îïòèìàëüíàÿ êîîïåðàòèâíàÿ ñòðàòåãèÿ:

x∗t ∈ arg max
x∈S

F (x; ξt), S = {x : Ax :=
n∑
k=1

A(k)x(k) ≤ b; 0 ≤ x(k) ≤ a(k), k = 1, . . . , n},

F (x; ξt) =
∑n

k=1 fk(x
(k); ξt). Íå ïðèâîäÿ íåñëîæíûõ ÿâíûõ ôîðìóë óïîìÿíóòîãî àëãîðèòìà

SOLO FTRL äëÿ λt, óêàæåì îöåíêè ñîæàëåíèÿ è íåâÿçîê â ñðåäíåì:

1

T
max

{
E

T∑
t=1

(F (x∗t ; ξt)− F (x̃(λt); ξt)),
T∑
t=1

‖E(b− Ax̃(λt))‖

}
≤ CT−1/4.

Çäåñü x̃(k)(λ) = arg min0≤x(k)≤a(k)(fk(x
(k); ξt)−〈A(k)x(k), λ〉) � ðåàêöèè àãåíòîâ. Ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü öåí λt çàâèñèò òîëüêî îò ýòèõ ðåàêöèé.

Í.Â.Ñìîðîäèíà. Î ñóùåñòâîâàíèè ÿäåð íåêîòîðûõ ñëó÷àéíûõ îïåðàòîðîâ

Äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ÿäåð ó ñëó÷àéíûõ îïåðàòîðîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ïîñòðî-
åíèè âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçîëüâåíòû ñàìîñîïðÿæåííîãî ñòðîãî ýëëèïòè÷åñêîãî
îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îãðàíè÷åííûì áûñòðî óáûâàþùèì ïîòåíöèàëîì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ, ïðîåêò � 22-21-00016.

Â.Â.Óëüÿíîâ. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ âçâåøåííûõ ñóìì è èõ ïðèìåíåíèÿ

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé
îò ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ðàçðàáîòàòü îáùèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ íåà-
ñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèé äëÿ íåëèíåéíûõ ôîðì îò ñëó÷àéíûõ ýëåìåí-
òîâ â òåðìèíàõ îòíîøåíèé ëÿïóíîâñêîãî òèïà. Îáñóæäàåòñÿ îñíîâíîå ïðèëîæåíèå îáùèõ ðå-
çóëüòàòîâ ê öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå äëÿ âçâåøåííûõ ñóìì, ïîçâîëÿþùåå ïîëó÷èòü
ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîðÿäêà O(1/n), à òàêæå ðàññìîòðåòü ðàíäîìèçàöèþ øèðîêîãî êëàññà
ñòàòèñòèê, óëó÷øàþùóþ èõ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà.
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Å.Ì.Ôèëè÷êèíà. Âåòâÿùèåñÿ ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ñ îäíèì öåíòðîì ãåíåðàöèè
÷àñòèö è áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïîãëîùàþùèõ èñòî÷íèêîâ.

Â ïîñëåäíèå ãîäû àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ïî ìíî-
ãîìåðíûì ðåøåòêàì. Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâàÿ ìîäåëü òàêèõ ïðîöåññîâ, êîãäà, áëóæ-
äàÿ ïî ðåøåòêå, íà÷àëüíàÿ ÷àñòèöà ìîæåò ïîãëîòèòüñÿ â êàæäîé òî÷êå ðåøåòêè è òîëüêî â
îäíîé èç íèõ, íàïðèìåð, â íóëå îíà ìîæåò òàêæå ïðîèçâåñòè ïîòîìñòâî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, ëåæàùåå â îñíîâå ïðîöåññà, ñèììåòðè÷íî, îäíîðîäíî ïî ïðîñòðàí-
ñòâó è íåïðèâîäèìî, à âñå ÷àñòèöû-ïîòîìêè ýâîëþöèîíèðóþò ïî òîìó æå çàêîíó íåçàâèñèìî
äðóã îò äðóãà. Âûâåäåíû óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé è ìîìåíòîâ âñåé ïîïóëÿ-
öèè ÷àñòèö è ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö â êàæäîé òî÷êå ðåøåòêè. Ôîðìàëüíî â ïðàâîé ÷àñòè
ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé äëÿ ïåðâûõ ìîìåíòîâ âîçíèêàåò ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ñ áåñ-
êîíå÷íîìåðíûì òî÷å÷íûì âîçìóùåíèåì. Îäíàêî íåñëîæíûì ïðåîáðàçîâàíèåì óäàåòñÿ ñâåòè
ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó ê çàäà÷å ñ îäíîòî÷å÷íûì âîçìóùåíèåì, êîòîðàÿ äåòàëüíî èçó÷å-
íà, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèè ßðîâîé (2007). Äëÿ íîâîãî îïåðàòîðà èçó÷àþòñÿ óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ èçîëèðîâàííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, íî â îòëè÷èå îò âñåõ
ïðîâåäåííûõ ðàíåå èññëåäîâàíèé, ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö â ÂÑÁ áóäåò
íàáëþäàòüñÿ, åñëè ïîëó÷åííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå áóäåò ïðåâûøàòü èíòåíñèâíîñòü ïîãëî-
ùåíèÿ ÷àñòèö, êîòîðàÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîé â êàæäîé òî÷êå
ðåøåòêè. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ðåãóëÿðíûé ðîñò ìîìåíòîâ è äîêàçûâàåòñÿ ñëàáàÿ ñõî-
äèìîñòü ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö ê íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå. Èìåííî â òàêîé ñèòóàöèè
ìîæíî ãîâîðèòü î �ñèëüíîì� öåíòðå, â êîòîðîì ñêîðîñòü ðàçìíîæåíèÿ ÷àñòèö ïîçâîëÿåò äî-
ñòèãíóòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ÷èñëåííîñòè ÷àñòèö íà áîëüøèõ âðåìåíàõ, íåñìîòðÿ íà
âîçìîæíîå ïîãëîùåíèå â êàæäîé òî÷êå.

À.À.Õàðòîâ. Êâàçèáåçãðàíè÷íî äåëèìûå ðàñïðåäåëåíèÿ

Íîâûé êëàññ òàê íàçûâàåìûõ êâàçèáåçãðàíè÷íî äåëèìûõ çàêîíîâ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì
è î÷åíü çíà÷èòåëüíûì ðàñøèðåíèåì êëàññà áåçãðàíè÷íî äåëèìûõ çàêîíîâ. Ñîãëàñíî îïðåäå-
ëåíèþ âåðîÿòíîñòíûé çàêîí íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ êâàçèáåçãðàíè÷íî äåëèìûì,
åñëè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå Ëåâè-Õèí÷èíà ñ íåêîòîðûì
âåùåñòâåííûì ïàðàìåòðîì ñäâèãà è ñ íåêîòîðîé íåîáÿçàòåëüíî ìîíîòîííîé ñïåêòðàëüíîé
ôóíêöèåé, èìåþùåé îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà âñåé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Íåñëîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî çàêîí ÿâëÿåòñÿ êâàçèáåçãðàíè÷íî äåëèìûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà îí ðàöèîíàëüíî
áåçãðàíè÷íî äåëèì, ò.å. åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ åñòü îòíîøåíèå õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé íåêîòîðûõ äâóõ áåçãðàíè÷íî äåëèìûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ïðèìåðû òàêèõ çàêîíîâ
âñòðå÷àëèñü â õîðîøî èçâåñòíûõ êëàññè÷åñêèõ ìîíîãðàôèÿõ Ãíåäåíêî è Êîëìîãîðîâà, Ëèí-
íèêà è Îñòðîâñêîãî. Îäíàêî, îïðåäåëåíèå è ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ áûëè ââåäåíû òîëüêî â
2011 ã. â îäíîé ðàáîòå Ëèíäíåðà è Ñàòî â ðàìêàõ íåêîòîðûõ çàäà÷ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåñ-
ñîâ. Íåäàâíî â ñòàòüå Ëèíäíåðà, Ïýíà è Ñàòî (Trans. Amer. Math. Soc., 370, 2018) áûë ñäåëàí
ïåðâûé áîëüøîé àíàëèç êëàññà êâàçèáåçãðàíè÷íî äåëèìûõ çàêîíîâ íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèé
Ëåâè-Õèí÷èíà. Ñåé÷àñ äàííûé êëàññ àêòèâíî èçó÷àåòñÿ è íàõîäèò ñâîè ïðèëîæåíèÿ â äðóãèõ
îáëàñòÿõ. Â äîêëàäå áóäåò ñäåëàí îáçîð îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé è ôàêòîâ ñâÿçàííûõ ñ ýòèì
êëàññîì, à òàêæå ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå íîâûå ðåçóëüòàòû î êðèòåðèÿõ ïðèíàäëåæíîñòè
ê íåìó è î ñëàáîé ñõîäèìîñòè.
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È.Ã.Øåâöîâà. Äèôôåðåíöèàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé è èõ ñâîéñòâà

Â ðàçâèòèå èäåé Ëóêà÷à (1970, Ãëàâà 12) ââîäÿòñÿ íåêîòîðûå èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ êîíå÷íûõ áîðåëåâñêèõ çàðÿäîâ íà ïðÿìîé ñî ñìåøèâàþùèìè áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿìè
è èõ ñóïåðïîçèöèè. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå�
Ñòèëòüåñà (õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé) è îáîáùàþò õîðîøî èçâåñòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ñìåùåíèÿ ðàçìåðà, êâàäðàòà, íóëåâîãî ñìåùåíèÿ, ðàâíîâåñíîå è ñèììåòðè÷íîå ðàâíîâåñíîå
ïðåîáðàçîâàíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð, ïðè÷åì íå òîëüêî çà ñ÷åò ñíÿòèÿ îãðàíè÷åíèé íà çíà-
êîïîñòîÿíñòâî ìåðû, íî è â ÷àñòè ñíÿòèÿ ìîìåíòíûõ óñëîâèé è îãðàíè÷åíèé íà íîñèòåëü.
Èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ââåäåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé, â ÷àñòíîñòè, íåïîäâèæíûå òî÷êè è ïðè-
âîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäåëüíûå òåîðåìû. Òàêæå ïðèâîäÿòñÿ âîçìîæíûå ïðèëîæåíèÿ
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê îöåíêàì ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ äëÿ ñóìì
íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìåòîäîì Ñòåéíà è ìåòîäîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

À.Â.Øêëÿåâ. Ñîïðîâîæäàþùèå áëóæäàíèÿ äëÿ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Yn+1 = AnYn +Bn, n ≥ 0,

ãäå Ai � í.î.ð. ïîëîæèòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Åñëè áû ìû ïîòðåáîâàëè íåçàâèñèìîñòü
ïàð (Ai, Bi), òî ýòî áûëà áû êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü, îäíàêî, â ñëó÷àå çàâèñèìûõ è ðàçíîðàñïðå-
äåëåííûõ Bi ìû ñìîæåì îïèñàòü áîëüøèå óêëîíåíèÿ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè äîñòà-
òî÷íî øèðîêèõ óñëîâèÿõ, ñâÿçàâ èõ ñ óêëîíåíèÿìè ñîïðîâîæäàþùåãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ
Sn = ξ1 + · · ·+ ξn, ãäå ξi = lnAi−1, i ≥ 1.

Â äîêëàäå áóäóò èçëîæåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î òàêîé ñâÿçè. Óïîð áóäåò ñäåëàí íà
ïðèìåíåíèÿ ê ÷àñòíûì ñëó÷àÿì: ïðîöåññàì â âåòâëåíèåì â ñëó÷àéíîé ñðåäå. Â ýòîò îáçîð
âêëþ÷åíû íåñêîëüêî êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé (â ÷àñòíîñòè, âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ â ñëó÷àéíîé
ñðåäå), íåñêîëüêî ìàëîèçâåñòíûõ (â ÷àñòíîñòè, äâóïîëûé âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ â ñëó÷àéíîé
ñðåäå è ìàêñèìàëüíûé âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ â ñëó÷àéíîé ñðåäå), à òàêæå ïðèâåäåì ðÿä ìî-
äåëåé, êîòîðûå, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, íå ââîäèëèñü ðàíåå (â ÷àñòíîñòè, äâóïîëûé âåòâÿ-
ùèéñÿ ïðîöåññ ñî ñëó÷àéíûì ìåõàíèçìîì ïàðîñî÷åòàíèÿ). Äëÿ äàííûõ ìîäåëåé ìû ââåäåì
ïîíÿòèå ñîïðîâîæäàþùåãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. Â ÷àñòè ìîäåëåé (â ÷àñòíîñòè, îäíîïîëîì
è äâóïîëîì âåòâÿùåìñÿ ïðîöåññå â ñëó÷àéíîé ñðåäå) òàêîå áëóæäàíèå âïîëíå åñòåñòâåííî,
òîãäà êàê â ìîäåëÿõ ìàêñèìàëüíîãî âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà òàêîãî ðîäà áëóæäàíèå âûãëÿäèò
äîñòàòî÷íî íåîæèäàííî. Îñíîâíîé óïîð áóäåò ñäåëàí íà àñèìïòîòèêó âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ
óêëîíåíèé, îäíàêî, â ðàìêàõ òîãî æå ïîäõîäà îïèñûâàþòñÿ è ïðåäåëüíûå òåîðåìû â îáëàñòè
íîðìàëüíûõ óêëîíåíèé.

Å.Á.ßðîâàÿ. Î ìåòîäàõ èññëåäîâàíèÿ âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé

Äîêëàä ïîñâÿùåí ñòîõàñòè÷åñêèì ïðîöåññàì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, êîòîðûå ìîãóò
áûòü îïèñàíû â òåðìèíàõ ðàçìíîæåíèÿ, ãèáåëè è òðàíñïîðòà ÷àñòèö. Òàêèå ïðîöåññû íà ìíî-
ãîìåðíûõ ðåøåòêàõ íàçûâàþò âåòâÿùèìèñÿ ñëó÷àéíûìè áëóæäàíèÿìè, à òî÷êè ðåøåòêè, â
êîòîðûõ ìîæåò ïðîèñõîäèòü ðîæäåíèå è ãèáåëü ÷àñòèö � èñòî÷íèêàìè âåòâëåíèÿ. Îñîáîå
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âíèìàíèå óäåëåíî àíàëèçó àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö â êàæäîé òî÷-
êå ðåøåòêè è èõ ìîìåíòîâ äëÿ âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæèò
ñèììåòðè÷íîå, îäíîðîäíîå ïî ïðîñòðàíñòâó, íåïðèâîäèìîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî ðåøåò-
êå. Ïîâåäåíèå ìîìåíòîâ ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ñïåêòðà
ýâîëþöèîííîãî îïåðàòîðà ñðåäíèõ ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö è òðåáóåò äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðÿäà
ìîäåëåé ïðèâëå÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Áóäóò
ðàññìîòðåíû äâà ñïîñîáà äîêàçàòåëüñòâà ïðåäåëüíûõ òåîðåì, îäèí èç êîòîðûõ îñíîâàí íà
ïðîâåðêå óñëîâèé, ãàðàíòèðóþùèõ åäèíñòâåííîñòü îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíîãî âåðîÿòíîñòíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö ñâîèìè ìîìåíòàìè, à äðóãîé � íà àïïðîêñèìàöèè
íîðìèðîâàííîãî ÷èñëà ÷àñòèö â òî÷êå ðåøåòêè íåêîòîðûì íåîòðèöàòåëüíûì ìàðòèíãàëîì
(ñì., Í.Â.Ñìîðîäèíà è Å.Á.ßðîâàÿ, 2022), ïîçâîëÿþùèé äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ýòèõ âåëè÷èí
ê ïðåäåëó â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì â äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà õàðàêòåðèñòèêè
ïðîöåññà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò 20-01-00487.

Ï.À.ßñüêîâ. Î òåîðåìå Ìàð÷åíêî�Ïàñòóðà äëÿ ñëó÷àéíîé òåíçîðíîé ìîäåëè

Â äîêëàäå áóäóò îïèñàíû íåóëó÷øàåìûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ â òåîðåìå Ìàð÷åíêî�
Ïàñòóðà äëÿ âûáîðî÷íûõ êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö, îòâå÷àþùèõ ñèììåòðè÷íûì ñëó÷àéíûì
òåíçîðàì, îáðàçîâàííûì

(
n
d

)
ðàçëè÷íûìè ïðîèçâåäåíèÿìè d ïåðåìåííûõ, âûáðàííûõ èç n

íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòèçèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ áóäóò
îñíîâàíû íà íîâîì íåðàâåíñòâå êîíöåíòðàöèè äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì îò ñèììåòðè÷íûõ
ñëó÷àéíûõ òåíçîðîâ è íîâîì çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ñëó-
÷àéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ.
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13 Òåîðèÿ ÷èñåë

Ä.Â.Àäëåð. Ôîðìû ßêîáè, ýëëèïòè÷åñêèé ðîä è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Êëàññè÷åñêèå ôîðìû ßêîáè, èçó÷åííûå â èçâåñòíîé êíèãå Ýéõëåðà è Çàãüå, ÿâëÿþòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì ôîðì ßêîáè, àññîöèèðîâàííûõ ñ ñèñòåìàìè êîðíåé. Îíè îòâå÷àþò ïðîñòåé-
øåé ñèñòåìå êîðíåé A1. Èçâåñòíî, ÷òî ýëëèïòè÷åñêèé ðîä ìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè�ßó ÿâëÿåòñÿ
ôîðìîé ßêîáè âåñà 0.

Â ñâî¼ì äîêëàäå ÿ ðàññêàæó î äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò
ýòè ôîðìû, à òàêæå îá àíàëîãàõ óðàâíåíèé Êàíåêî�Çàãüå äëÿ ñòåïåíåé òåòà-ôóíêöèé. Îêà-
çàëîñü, ÷òî ïðîñòåéøåå êâàçèìîäóëÿðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ýë-
ëèïòè÷åñêîãî ðîäà òð¼õìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè�ßó. Ïîìèìî ýòîãî ÿ ðàññêàæó î äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ áàçîâûõ ôîðì ßêîáè îò ìíîãèõ ïåðåìåííûõ â ñëó÷àå ñèñòåì
êîðíåé Dn. Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñ Â.À. Ãðèöåíêî.

Ð.Ê.Àõóíæàíîâ. Î êðèòåðèè ïëîõî ïðèáëèæàåìûõ âåêòîðîâ

Ñôîðìóëèðîâàíî è äîêàçàíî îáîáùåíèå íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé êðèòåðèÿ ïëîõî ïðèáëè-
æàåìûõ ÷èñåë.

Ý.ÐÁèãóøåâ. Äèîôàíòîâû ýêñïîíåíòû ðåø¼òîê è ðîñò ìíîãîìåðíûõ àíàëîãîâ
íåïîëíûõ ÷àñòíûõ

Åñëè ÷èñëî θ èððàöèîíàëüíî, îíî ðàñêëàäûâàåòñÿ â áåñêîíå÷íóþ (îáûêíîâåííóþ) öåïíóþ
äðîáü âèäà θ = [a0; a1, a2, . . .] Ïðè ýòîì åãî ìåðà èððàöèîíàëüíîñòè åñòü âåëè÷èíà

µ(θ) = sup
{
γ ∈ R

∣∣∣∀n0 > 0 ∃n > n0 :
∣∣θ − pn/qn∣∣ ≤ |qn|−γ}.

Ñóùåñòâóåò êëàññè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå µ(θ) ñ ðîñòîì íåïîëíûõ ÷àñòíûõ:

µ(θ) = 2 + lim sup
n→∞

log an+1

log qn

(çäåñü q0, q1, q2, . . . - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíàìåíàòåëåé ïîäõîäÿùèõ äðîáåé θ).
Åñëè ðàññìîòðåòü ðåø¼òêó

Λ = AZ2,

ãäå A =

(
θ1 −1
θ2 −1

)
ñ ðàçëè÷íûìè äåéñòâèòåëüíûìè θ1 è θ2, òî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ìåðà

èððàöèîíàëüíîñòè ýòèõ ÷èñåë â äàííîì ñëó÷àå òåñíî ñâÿçàíà ñ äèîôàíòîâîé ýêñïîíåíòîé
ðåø¼òêè, à èìåííî:

max
(
µ(θ1), µ(θ2)

)
= 2 + 2ω(Λ).

Íàïîìíèì, ÷òî äèîôàíòîâîé ýêñïîíåíòîé ðåø¼òêè ïîëíîãî ðàíãà íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

ω(Λ) = sup
{
γ ∈ R

∣∣∣∃∞ ~x ∈ Λ : |x1 · . . . · xn|1/n ≤ |~x|−γ
}
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì:

ω(Λ) =
1

2
max

(
lim sup
n→∞

log aθ1n+1

log qθ1n
, lim sup

n→∞

log aθ2n+1

log qθ2n

)
.
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Â äàííîì äîêëàäå áóäåò ïîêàçàíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ àíàëîãà íåïîëíûõ ÷àñò-
íûõ an, à îñíîâíàÿ ÷àñòü áóäåò ïîñâÿùåíà òð¼õìåðíîé âàðèàöèè íåðàâåíñòâà

ω(Λ) 6
1

2
max

(
lim sup
n→∞

log aθ1n+1

log qθ1n
, lim sup

n→∞

log aθ2n+1

log qθ2n

)
.

Ê.Ì.Áîáêîâ. Äâîè÷íûå çàïèñè ÷èñåë, ñâîáîäíûõ îò k-ûõ ñòåïåíåé

Â äîêëàäå ìû óñòàíîâèì ñóùåñòâîâàíèå ÷èñåë, ñâîáîäíûõ îò k-ûõ ñòåïåíåé è èìåþùèõ
áîëüøóþ äîëþ åäèíèö â äâîè÷íîé çàïèñè. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû î èíòåð-
âàëàõ ìåæäó ñâîáîäíûìè îò k-ûõ ñòåïåíåé ÷èñëàìè, âêëþ÷àÿ ðåçóëüòàòû Ì.Ôèëàñåòû è
Î.Òðèôîíîâà î ñóùåñòâîâàíèè ñâîáîäíûõ îò k-ûõ ñòåïåíåé ÷èñëàõ â êîðîòêèõ ïðîìåæóòêàõ
è ðåçóëüòàòû Ð.Ì.Íóíüåñà î ìîìåíòàõ ðàñïðåäåëåíèÿ ñâîáîäíûõ îò k-ûõ ñòåïåíåé ÷èñåë íà
êîðîòêèõ èíòåðâàëàõ.

Ã.Â.Âîñêðåñåíñêàÿ. Ýòà-ôóíêöèÿ Äåäåêèíäà: òðè íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé

Â äîêëàäå ïëàíèðóåòñÿ ðàññêàçàòü î ïðîáëåìàõ è ðåçóëüòàòàõ èññëåäîâàíèé, èñïîëüçóþ-
ùèõ ñâîéñòâà ýòà-ôóíêöèé Äåäåêèíäà. Ñóùåñòâåííóþ ðîëü â íèõ èãðàþò îïèñàííûå â 1985
ãîäó ýòà-ïðîèçâåäåíèÿ ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûìè êîýôôèöèåíòàìè (ôóíêöèè ÌàêÊåÿ).

Ïåðâîå íàïðàâëåíèå - ýòî èçó÷åíèå ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâ ìîäóëÿðíûõ ôîðì ìåòîäîì
ðàññå÷åíèÿ, òî åñòü ïðåäñòàâëåíèÿ èõ â âèäå f(z)W ⊕ U, ãäå f(z) � íåêîòîðàÿ ìîäóëÿðíàÿ
ôîðìà, W � ïðîñòðàíñòâî ìîäóëÿðíûõ ôîðì ìåíüøåãî âåñà, U � äîïîëíèòåëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Åñëè U = {0}, òî ðàññå÷åíèå íàçûâàåòñÿ òî÷íûì. Äîêàçàíû òåîðåìû î òî÷íîì ðàññå÷å-
íèè è î ïðèðîäå äîïîëíèòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Âòîðîå íàïðàâëåíèå - èññëåäîâàíèå ôðåéì-ñîîòâåòñòâèÿ, òî åñòü ñîïîñòàâëåíèå ýëåìåí-
òàì êîíå÷íîé ãðóïïû ýòà-ïðîèçâåäåíèé ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Îñíîâû ýòîé
òåîðèè çàëîæåíû Äæ Ìåéñîíîì . Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû êàñàþòñÿ îïèñàíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï,
àññîöèèðîâàííûõ ñ ôóíêöèÿìè ÌàêÊåÿ.

Òðåòüå íàïðàâëåíèå ñâÿçàíî ñ àðèôìåòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé êîýôôèöèåíòîâ ýòà - ïðî-
èçâåäåíèé. Îñîáîå âíèìàíèå ìû óäåëèì ñóììàì Øèìóðû.

Ì.Ð. Ãàáäóëëèí. ×èñëà, óäàë¼ííûå îò ïðîñòûõ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (n) ðàññòîÿíèå îò íàòóðàëüíîãî n äî áëèæàéøåãî ïðîñòîãî ÷èñëà. Â
2015 ã. Ê. Ôîðä, Ä.Ð. Õèçáðàóí è Ñ.Â. Êîíÿãèí ââåëè ïîíÿòèå ¾óäàë¼ííîñòè îò ïðîñòûõ
÷èñåë¿: ÷èñëî n íàçûâàåòñÿ óäàë¼ííûì îò ïðîñòûõ ñ êîíñòàíòîé c, åñëè

F (n) > c
(lnn)(ln lnn)(ln ln ln lnn)

(ln ln lnn)2
.

Â ðàáîòå òð¼õ àâòîðîâ äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííàÿ
c = c(k) > 0 è áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷íûõ k-õ ñòåïåíåé, ÿâëÿþùèõñÿ óäàë¼ííûìè îò ïðîñòûõ
ñ ïîñòîÿííîé c. Ïîçäíåå Õ.Ìàéåð è Ì.Ðàññèàñ ðàñïðîñòðàíèëè ýòîò ðåçóëüòàò íà òî÷íûå
k-å ñòåïåíè ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðè ýòîì óëó÷øèâ ïî ïîðÿäêó îöåíêó ñíèçó íà ðàññòîÿíèå äî
ïðîñòûõ.
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Èñïîëüçóÿ ìåòîä èç íåäàâíåé ïðîðûâíîé ðàáîòû Ê.Ôîðäà, Ñ.Â.Êîíÿãèíà, Äæ.Ìýéíàðäà,
Ê.Ïîìåðàíñà è Ò.Òàî î ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñîñòàâíûõ çíà÷åíèÿõ ìíîãî÷ëåíîâ, ìû äîêàçûâàåì
ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Êàæäîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå N =
n1 + n2, ãäå

F (ni) > (lnN)(ln lnN)1/325565, i = 1, 2.

À.Ñ. Ãàñïàðÿí. Ìíîãîìåðíûå îïðåäåëèòåëè íàä çíà÷åíèÿìè äçåòà-ôóíêöèè Ðè-
ìàíà

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïîëèãàíêåëåâîé ìàòðèöû è ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîëèãàíêåëåâû îïðåäåëè-
òåëè, ñîñòàâëåííûå èç çíà÷åíèé êðàòíûõ ðÿäîâ Äèðèõëå. Ïîëó÷åíû îáùèå ôîðìóëû äëÿ íà-
çâàííûõ ìíîãîìåðíûõ îïðåäåëèòåëåé. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ðÿäà Äèðèõëå îò îäíîé ïåðåìåííîé
F (s) =

∑∞
m=1 f(m)m−s èìååì ìíîãîìåðíûå ãàíêåëåâû îïðåäåëèòåëè òîé èëè èíîé ñèãíàòóðû

σ = (σ1, . . . , σp) ∈ {0, 1}p:
Hσ
p,n,r(F ) = |F (i1 + · · ·+ ip + r)|σ

Íàïðèìåð, ïðè p = 2k è σ = (1, . . . , 1) èìååò ìåñòî ôîðìóëà

H
(1,...,1)
2k,n,r (F ) =

1

n!

∞∑
m1,...,mn=1

n∏
i=1

f(mi)

m2kn+r
i

∏
i<j

(mi −mj)
2k.

Ñëó÷àé k = 1 ïðèíàäëåæèò Monien (2009).

Î.Í. Ãåðìàí. Àíàëîã òåîðåìû ïåðåíîñà Ìàëåðà äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ äèîôàí-
òîâûõ ïðèáëèæåíèé

Äëÿ êàæäîãî ïàðàëëåëåïèïåäà

P =
{

z = (z1, . . . , zd) ∈ Rd
∣∣∣ |zi| 6 ηi, i = 1, . . . , d

}
ñ ïîëîæèòåëüíûìè η1, . . . , ηd îïðåäåë¼í åãî ïñåâäîïðèñîåäèí¼ííûé ïàðàëëåëåïèïåä êàê

P∗ =
{

z = (z1, . . . , zd) ∈ Rd
∣∣∣ |zi| 6 1

ηi

d∏
j=1

ηj, i = 1, . . . , d
}
.

Çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Ìàëåðà î áèëèíåéíîé ôîðìå, èç êîòîðîé ñëåäóþò ìíîãèå êëàññè-
÷åñêèå íåðàâåíñòâà ïåðåíîñà â òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé, äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ
äîâîëüíî êîìïàêòíóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó: äëÿ ëþáîé ðåø¼òêè Λ ñ îïðåäåëèòåëåì 1 ñïðàâåä-
ëèâî

P∗ ∩ Λ∗ 6= {0} =⇒ (d− 1)P ∩ Λ 6= {0},

ãäå Λ∗ îáîçíà÷àåò äâîéñòâåííóþ ðåø¼òêó, à 0 � íà÷àëî êîîðäèíàò.
Äîêëàä ïîñâÿù¼í ôîðìóëèðîâêå àíàëîãà ýòîé òåîðåìû, êîòîðûé ïîçâîëÿåò äîêàçûâàòü

íåðàâåíñòâà ïåðåíîñà äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé.
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Ñ.À. Ãðèöåíêî, À.Ê.Ýìèíÿí. Áèíàðíàÿ àääèòèâíàÿ çàäà÷à ñ ïðîñòûìè ÷èñëàìè
ñïåöèàëüíîãî âèäà

Â 1940 ã. È.Ì. Âèíîãðàäîâ ïîëó÷èë äëÿ π2(N) � ÷èñëà ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
N è ëåæàùèõ â ïðîìåæóòêàõ ((2n)2, (2n+ 1)2) ïðè íàòóðàëüíûõ n � ñëåäóþùóþ ôîðìóëó

π2(N) =
π(N)

2
+O(N1−0,1+ε)

(È.Ì. Âèíîãðàäîâ, Íåêîòîðîå îáùåå ñâîéñòâî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë, Ìàòåì. ñá.,
1940, ò.7, ñ. 365�372).

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë èç ïðîìåæóòêîâ ((2n)2, (2n+1)2) áóêâîé V . Â 1980�
1990 ãã. ïåðâûé àâòîð ðåøèë òåðíàðíóþ ïðîáëåìó Ãîëüäáàõà è ïðîáëåìó Âàðèíãà�Ãîëüäáàõà
ñ ïðîñòûìè ÷èñëàìè èç ìíîæåñòâà V (Ñ.À. Ãðèöåíêî, Òåðíàðíàÿ ïðîáëåìà Ãîëüäáàõà è ïðî-
áëåìà Âàðèíãà�Ãîëüäáàõà ñ ïðîñòûìè ÷èñëàìè, ëåæàùèìè â ïðîìåæóòêàõ ñïåöèàëüíîãî
âèäà, ÓÌÍ, 1988, ò. 43, âûï. 4(262), ñ. 203�204; Ñ.À. Ãðèöåíêî, Òðè àääèòèâíûå çàäà÷è, Èçâ.
ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì., 1992, ò. 56, âûï. 6, ñ. 1198�1216). Ïåðå÷èñëåííûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ êðó-
ãîâûì ìåòîäîì ïî ñõåìå ðåøåíèÿ òåðíàðíîé çàäà÷è íà îñíîâå îöåíîê òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ñóìì ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Â äîêëàäå áóäåò ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå ïðîáëåìû äåëèòåëåé Òèò÷ìàðøà ñ ïðîñòûìè ÷èñ-
ëàìè èç ìíîæåñòâà V . Óêàçàííàÿ çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ òåðíàðíîé è íå ìîæåò áûòü ðåøåíà ïî
ñõåìå ðåøåíèÿ òåðíàðíîé çàäà÷è.

Í.Ì.Äîáðîâîëüñêèé. Îá îöåíêàõ Áûêîâñêîãî äëÿ ìåðû êà÷åñòâà îïòèìàëüíûõ
êîýôôèöèåíòîâ

Â äîêëàäå áóäóò äàíû îöåíêè ñâåðõó è ñíèçó ìåðû êà÷åñòâà îïòèìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
÷åðåç ñóììó ïî ìíîæåñòâó Áûêîâñêîãî. Ìíîæåñòâî Áûêîâñêîãî áûëî îïðåäåëåíî â 2002 ã.
Â.À.Áûêîâñêèì è ñîñòîèò èç ìèíèìàëüíûõ ðåøåíèé ëèíåéíîãî ñðàâíåíèÿ ñ îïòèìàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

Í.Í.Äîáðîâîëüñêèé. Î äâóìåðíûõ ðåø¼òêàõ ñðàâíåíèé

Â äîêëàäå ñ ïîìîùüþ òåîðèè íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé âòîðîãî ðîäà îïèñàíî ìíîæåñòâî
Áûêîâñêîãî, ñîñòîÿùåå èç ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ðåø¼òêè ïðèáëèæåíèé Äèðèõëå äëÿ ðà-
öèîíàëüíîãî ÷èñëà. Â ÿâíîì âèäå îïèñàíî ìíîæåñòâî Áûêîâñêîãî äëÿ äâóìåðíîé ðåø¼òêè
ðåøåíèé ëèíåéíîãî ñðàâíåíèÿ. Ïîëó÷åíà ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàìåòð
ýòîé ðåø¼òêè ÷åðåç çíàìåíàòåëè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé è ñêîáêè Ýéëåðà è ïîçâîëÿþùàÿ âû÷èñ-
ëÿòü åãî çà O(lnN) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Â. Ã.Æóðàâë¼â. Ðàçáèåíèÿ è öåïíûå äðîáè

Îáñóæäàþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûå ÿäåðíûå ðàçáèåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ åñòåñòâåííûì ÿçûêîì
îïèñàíèÿ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé. Òàêèå ðàçáèåíèÿ äîïóñêàþò ìíîãî÷èñëåííûå ñèììåò-
ðèè è âñåâîçìîæíûå èõ îáîáùåíèÿ. Ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ÿäðà çàäàþò äèíàìèêó ðàçáèåíèé,
ëîêàëüíûå ïðàâèëà è êîìáèíàòîðèêó ðàçáèåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò âûÿâèòü íåèçâåñòíûå ñâîé-
ñòâà öåëîãî êëàññà äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé.
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À.À.Èëëàðèîíîâ. Ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è àñèììåòðè÷íûå
êðèïòîñèñòåìû

Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå (âîçìîæíî êîíå÷íîå). Ìû ðàññìàòðèâàåì âîïðîñ î ñóùå-
ñòâîâàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {An}+∞

n=−∞ ⊂ F, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàçëîæåíèÿì âèäà

Am+nAm−n = a1(m)b1(n) + a2(m)b2(n),

Am+n+1Am−n = ã1(m)b̃1(n) + ã2(m)b̃2(n),

ãäå a1, a2, b1, b2, ã1, ã2, b̃1, b̃2 : Z → F. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ àíàëîãîâ àëãîðèòìîâ Äèôôè�Õåëëìàíà è Ýëü-Ãàìàëÿ, â êîòîðûõ çàäà÷à äèñêðåòíî-
ãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ñòàâèòñÿ â ãðóïïå (S,+), ãäå ìíîæåñòâî S ñîñòîèò èç ÷åòâåðîê âèäà
S(n) = (An−1, An, An+1, An+2), n ∈ Z, à S(n) + S(m) = S(n+m).

À.Á.Êàëìûíèí. Ïðîñòûå äåëèòåëè ñäâèíóòûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé

Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ìû îáñóäèì ñâîéñòâà ôóíêöèè

jf (N) =

max
m
{m : Äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ N íåðàâåíñòâî (x+ f(i), N) > 1 âûïîëíåíî äëÿ âñåõ i ≤ m},

ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùåíèåì ôóíêöèè ßêîáñòàëÿ. Áóäåò äîêàçàíà íèæíÿÿ îöåíêà

jf (P (y))� y(ln y)`f−1

(
ln ln2 y

ln ln ln y

)hf ( ln y ln ln ln y

ln ln2 y

)M(f)

,

ãäå P (y) � ïðîèçâåäåíèå âñåõ ïðîñòûõ p ≤ y, `f � êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ äåëè-
òåëåé f(x), hf � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íåïðèâîäèìûõ íåëèíåéíûõ äåëèòåëåé f(x), à M(f) �
âåëè÷èíà, çàâèñÿùàÿ îò ñâîéñòâ f êàê îòîáðàæåíèÿ f : Fp → Fp.

È.Ä.Êàí. Ãèïîòåçà Çàðåìáû è êðóãîâîé ìåòîä

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî DA íåñîêðàòèìûõ çíàìåíàòåëåé ðàöè-
îíàëüíûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâèìûõ êîíå÷íûìè öåïíûìè äðîáÿìè, âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå êîòî-
ðûõ ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó ÷èñëîâîìó àëôàâèòó A. Ïóñòü ìíîæåñòâî áåñêî-
íå÷íûõ öåïíûõ äðîáåé ñ íåïîëíûìè ÷àñòíûìè èç ýòîãî àëôàâèòà èìååò õàóñäîðôîâó ðàç-
ìåðíîñòü ∆A, óäîâëåòâîðÿþùóþ íåðàâåíñòâó

∆A > (
√

40− 4)/3 = 0.7748 . . . .

Òîãäà DA ñîäåðæèò ïî÷òè âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì îñòàòî÷íîå ñëàãàåìîå ýòîé ôîð-
ìóëû èìååò ñòåïåííîå ïîíèæåíèå ïî îòíîøåíèþ ê ãëàâíîìó.
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Ä.Â.Êîëåäà. Î ðàñïðåäåëåíèè âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, öåëûõ è
íåöåëûõ

Äîêëàä ïîñâÿù¼í ñòàòèñòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë íà âåùåñòâåííîé îñè.
Ìû ïîãîâîðèì îá àñèìïòîòèêå êîëè÷åñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè, ëå-
æàùèõ â çàäàííîì ïðîìåæóòêå âåùåñòâåííîé îñè, êîãäà âåðõíÿÿ ãðàíèöà èõ âûñîò íåîãðà-
íè÷åííî ðàñò¼ò. Áóäóò îáñóæäàòüñÿ ñõîäñòâà è ðàçëè÷èÿ â ïîâåäåíèè öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
÷èñåë è àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë îáùåãî âèäà.

Ï.À.Êó÷åðÿâûé. Î ÷èñëàõ, íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñóììû n+ w(n)

Ïóñòü w(n) � àääèòèâíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî w(p) = 1
äëÿ âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë p. Ðàññìîòðèì Ξ(N) � êîëè÷åñòâî ÷èñåë ìåíüøèõ N , íå ïðåäñòàâè-
ìûõ â âèäå n+ w(n). Áóäåò ïîëó÷åíà îöåíêà

Ξ(N)� N

log logN
.

Äëÿ ýòîãî èçó÷àåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå n+w(n) ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà p ìåòîäîì êîìïëåêñ-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Þ.Â.Íåñòåðåíêî. Àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü è êâàçèìîäóëÿðíûå ôîðìû

Ïðàêòè÷åñêè êàæäîå äîêàçàòåëüñòâî â òåîðèè òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë èñïîëüçóåò èñ-
êëþ÷åíèå ïåðåìåííûõ. Ýòî îòíîñèòñÿ ê êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì î òðàíñöåíäåíòíî-
ñòè e (Ø.Ýðìèò), ê àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè çíà÷åíèé òàê íàçûâàåìûõ E-ôóíêöèé
(Ê. Çèãåëü è À.Á.Øèäëîâñêèé), ê ðåøåíèþ 7-é ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà (À.Î. Ãåëüôîíä,
Ò.Øíåéäåð). Âñå ýòè óòâåðæäåíèÿ èñïîëüçîâàëè ëèáî èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ
îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ ôîðì, ëèáî èñêëþ÷åíèå îäíîé ïåðåìåííîé ñ ïîìîùüþ äâóõ ìíîãî÷ëå-
íîâ îò íå¼. Åù¼ â íà÷àëå 50-õ ãã. ïðîøëîãî âåêà À.Î. Ãåëüôîíä óêàçûâàë íà íåîáõîäèìîñòü
ðàçâèòèÿ îáùåé òåîðèè èñêëþ÷åíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì î òðàíñöåíäåíòíîñòè è àëãåá-
ðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ÷èñåë. Öåëü íàñòîÿùåãî äîêëàäà � ïðèâëå÷ü âíèìàíèå ñëóøàòåëåé
ê ðåàëèçàöèè ýòîãî ïîæåëàíèÿ Ãåëüôîíäà, à òàêæå ê íåêîòîðûì ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì â
ïîñëåäóþùèå ãîäû ñ åãî ïîìîùüþ.

Ïóñòü K � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ êàæäîãî îäíîðîäíîãî
íåñìåøàííîãî èäåàëà I êîëüöà R = K[x0, x1, . . . , xm] ñ ïîìîùüþ ôîðìû ×æîó ýòîãî èäåà-
ëà ìîæíî îïðåäåëèòü ðÿä åãî õàðàêòåðèñòèê: ðàçìåðíîñòü (ïðîåêòèâíàÿ ðàçìåðíîñòü dim I
ìíîãîîáðàçèÿ V (I) íóëåé èäåàëà I), ñòåïåíü deg (I) èäåàëà (êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ
ìíîãîîáðàçèÿ íóëåé I ñ îáùèì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì äîïîëíèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè), ëî-
ãàðèôìè÷åñêóþ âûñîòó h(I) è ïðîåêòèâíîå ðàññòîÿíèå %(ω, I) îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ω ïðî-
åêòèâíîãîm-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë äî ìíîãîîáðàçèÿ V (I). Òðè
ïîñëåäíèå õàðàêòåðèñòèêè àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèì õàðàêòåðèñòèêàì äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ.
Â ÷àñòíîñòè, îíè âåäóò ñåáÿ ïî÷òè ëèíåéíî ïðè ðàçëîæåíèè I â ïåðåñå÷åíèå ïðèìàðíûõ êîì-
ïîíåíò. Ïðîöåññ èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê èíäóêòèâíóþ îöåíêó ñíèçó
â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èí dim I, deg (I), h(I) âåëè÷èíû ðàññòîÿíèÿ %(ω, I). Èíäóêöèÿ ïðî-
âîäèòñÿ ïî ðàçìåðíîñòè èäåàëà. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåìàÿ â êîíöå èíäóêöèè, òàêàÿ îöåíêà
äëÿ ãëàâíûõ èäåàëîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó ñíèçó äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ � èõ îáðàçóþùèõ
è äîêàçàòü, ÷òî ýòè ìíîãî÷ëåíû â òî÷êå ω îòëè÷íû îò íóëÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, êîîðäèíàòû
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òî÷êè ω îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä K. Ìû óêàæåì ðÿä êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ,
ñâÿçàííûõ ñ òàêîé ñõåìîé ðàññóæäåíèé â ñëó÷àå êâàçèìîäóëÿðíûõ ôîðì.

Ó.Ì.Ïà÷åâ. Î äèîôàíòîâûõ ñèñòåìàõ ñ êâàäðàòè÷íîé è ëèíåéíîé ôîðìàìè óäî-
âëåòâîðÿþùèõ êîíãðóýíöèàëüíîìó óñëîâèþ

Äîêëàä ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé èç íèõ ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ïðåäñòàâëåíèè
ïàðû öåëûõ ÷èñåë êâàäðàòè÷íîé è ëèíåéíîé ôîðìàìè ñ êîíãðóýöèàëüíûì óñëîâèåì. Òî÷íåå,
ðå÷ü èä¼ò îá àñèìïòîòèêå ÷èñëà ðåøåíèé äèîôàíòîâîé ñèñòåìû:

f(x1, . . . , xs) = m,

l(x1, . . . , xs) = n,

(x1, . . . , xs) ≡ (b1, . . . , bs) (mod g),

ãäå

f(x1, . . . , xs) =
s∑

i,j=−1

aij xi xj

� öåëî÷èñëåííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò s ïåðåìåííûõ, ïðè÷¼ì s > 5;

l(x1, . . . , xs) =
s∑

i=−1

li xi

� öåëî÷èñëåííàÿ ëèíåéíàÿ ôîðìà; m > 0, n �öåëûå ÷èñëà.
Íàñ èíòåðåñóåò ÷èñëî ðåøåíèé rg; b1,...,bs (f, m; l, n) ýòîé ñèñòåìû.
Âòîðàÿ ÷àñòü äîêëàäà îòíîñèòñÿ ê äèîôàíòîâîé ñèñòåìå âèäà:

x2
1 + · · ·+ x2

s = m,

l1 x1 + · · ·+ ls xs = n,

(x1, . . . , xs) ≡ (l1, . . . , ls) (mod g),

ñîäåðæàùåé ñóììó êâàäðàòîâ ïåðåìåííûõ è ïðè ýòîì êîíãðóýíöèàëüíîå óñëîâèå èìååò ñïå-
öèàëüíûé âèä. Îòäåëüíîå ðàññìîòðåíèå òàêîé ñèñòåìû îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî äëÿ íå¼ óäà¼òñÿ
âû÷èñëèòü îñîáûé ðÿä. Çàâåðøàåòñÿ äîêëàä ïîñòàíîâêîé íåðåø¼ííûõ âîïðîñîâ ïî äàííîé
òåìå è ñïèñêîì ëèòåðàòóðû.

Í.Ê.Ñåì¼íîâà. Ðåøåòî Âèíîãðàäîâà è êîðîòêèå ñóììû Êëîîñòåðìàíà

Íåïîëíîé âçâåøåííîé ñóììîé Êëîîñòåðìàíà íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñóììà âèäà

S(x,m; a, b) =
∑
ν6x

(ν,m)=1

f(ν) exp
(

2πi
aν + bν

m

)
, 1 < x < m,

ãäå 1 < x < m, m, a, b � öåëûå ÷èñëà, à ÷åðåç ν îáîçíà÷àåòñÿ âû÷åò, îáðàòíûé ê ν ïî
ìîäóëþ m: νν ≡ 1 (mod m). Îöåíêàì òàêèõ ñóìì ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ íà m, x, a, b
ïîñâÿùåíû ðàáîòû À.À.Êàðàöóáû, Ì.À.Êîðîë¼âà, Ì. Ç. Ãàðàåâà, Æ.Áóðãåéíà.
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Â äîêëàäå áóäåò ðàññêàçàíî îá óòî÷íåíèè îöåíêè íåïîëíîé ñóììû Êëîîñòåðìàíà çà ñ÷¼ò
ïðèìåíåíèÿ òàê íàçûâàåìîãî ðåøåòà Âèíîãðàäîâà. Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðî-
ñòîãî ìîäóëÿ m > m0 è öåëîãî a, (a,m) = 1, â ñëó÷àå, êîãäà äëèíà ñóììû x óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâàì

exp(c(logm)5/6(log logm)1/6) 6 x 6
√
m, c > 0.

È.À.Òëþñòàíãåëîâ. Öèêëè÷åñêèå ñèììåòðèè ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé

Äëÿ ïîíÿòèÿ êëàññè÷åñêîé öåïíîé äðîáè äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà èçâåñòíî íåñêîëüêî îáîá-
ùåíèé, îäíî èç êîòîðûõ îñíîâûâàåòñÿ íà ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè öåïíîé äðîáè, ïðåä-
ëîæåííîé Ô. Êëåéíîì. À èìåííî, ïóñòü l1, . . . , ln � îäíîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàí-
ñòâà Rn, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñî âñåì Rn. Ãèïåðïðîñòðàíñòâà, íàòÿíóòûå íà
âñåâîçìîæíûå (n− 1)-íàáîðû èç ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ðàçáèâàþò Rn íà 2n ñèìïëèöèàëüíûõ
êîíóñîâ. Îáúåäèíåíèå âûïóêëûõ îáîëî÷åê òî÷åê Zn\{0} âíóòðè ýòèõ ñèìïëèöèàëüíûõ êîíó-
ñîâ íàçûâàåòñÿ (n−1)-ìåðíîé öåïíîé äðîáüþ. Áëàãîäàðÿ òåîðåìå Äèðèõëå îá àëãåáðàè÷åñêèõ
åäèíèöàõ ëþáàÿ (n − 1)-ìåðíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ öåïíàÿ äðîáü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âïîëíå âå-
ùåñòâåííîìó ðàñøèðåíèþ ïîëÿ Q ñòåïåíè n, îáëàäàåò áîãàòîé ãðóïïîé GLn(Z)-ñèììåòðèé,
äåéñòâèå êîòîðîé ñîõðàíÿåò êàæäîå èç ïîäïðîñòðàíñòâ l1, . . . , ln. Îäíàêî, ó (n − 1)-ìåðíîé
àëãåáðàè÷åñêîé öåïíîé äðîáè ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è äîïîëíèòåëüíûå GLn(Z)-ñèììåòðèè, íà-
çûâàåìûå ïàëèíäðîìè÷åñêèìè. Òàêèå ñèììåòðèè íåòîæäåñòâåííûì îáðàçîì ïåðåñòàâëÿþò
ïîäïðîñòðàíñòâà l1, . . . , ln. Â äàííîì äîêëàäå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî n > 1
ñóùåñòâóåò (n − 1)-ìåðíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ öåïíàÿ äðîáü, îáëàäàþùàÿ ïàëèíäðîìè÷åñêèìè
ñèììåòðèÿìè.

À.Â.Óñòèíîâ. Òðîïè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñà

Äëÿ öåëîãî k ≥ 4 ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ñîìîñ�k íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàâà-
åìàÿ êâàäðàòè÷íûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

sn+ksn =

[k/2]∑
j=1

αjsn+k−jsn+j,

ãäå αj � êîíñòàíòû, s0, . . . , sk−1 � íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè Ñîìîñà ÿâëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííûìè. Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ
íà êîýôôèöèåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ�k ïðè k = 4, 5, 6, 7 îêàçûâàþòñÿ ïîëèíîìàìè îò
íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ïðè ïîïûòêå èçó÷àòü ñâîéñòâà ýòèõ ïîëèíîìîâ, íàïðèìåð, ðîñò ñòåïåíåé,
âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàòü òðîïè÷åñêèå àíàëîãè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ñîìîñà.
Î íèõ è ïîéä¼ò ðå÷ü â äîêëàäå.

Â.Í.×óáàðèêîâ. Î ñèñòåìàõ ñ÷èñëåíèÿ è èõ îáîáùåíèÿõ

Â ñîîáùåíèè ôîðìóëèðóþòñÿ òåîðåìû î ðàçëîæåíèè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïî ìóëüòè-
ïëèêàòèâíîé ñèñòåìå ÷èñåë, ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è è ïî öåëî÷èñëåííîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùåé ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì è ñâÿçàííîé ñ ÷èñëàìè Ïè-
çî�Âèäæàÿðàãõàâàíà. Îñîáîå âíèìàíèå îáðàùåíî íà ¾ÿâíûå ôîðìóëû¿ è óñëîâèÿ åäèíñòâåí-
íîñòè òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé. Îòìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà
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ïî îáðàòíûì çíà÷åíèÿì ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìû ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó îñòàòêà äëÿ
íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè.

Ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáðàòíûõ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è ñóùåñòâåííî èñ-
ïîëüçóåò èõ ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ñòåïåíè ¾çîëîòîãî ñå÷åíèÿ¿. Ñèñòåìû ÷èñåë, ñâÿçàííûå ñ
÷èñëàìè Ïèçî�Âèäæàÿðàãõàâàíà ðàññìîòðåíû ìåíåå ïîäðîáíî, ïîñêîëüêó òðåáóåòñÿ êîíêðå-
òèçèðîâàòü ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ ÷èñåë.

Þ.Í.Øòåéíèêîâ. Î íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ñâÿçàííûõ ñ ïðîèçâåäåíèåì è ÷àñòíûõ
÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ

Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâà A,B ⊂ [1, Q]. Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ îöåíêà-
ìè íà ðàçìåð ìíîæåñòâà ïðîèçâåäåíèé AB è ÷àñòíûõ A/B. Áóäåò äàí îáçîð èìåþùèõñÿ è
íåêîòîðûõ ñîâðåìåííûõ ðåçóëüòàòîâ è èõ ïðèëîæåíèé.

À.Â.Øóòîâ. Î ÷èñëàõ ñ çàäàííûì îêîí÷àíèåì ðàçëîæåíèÿ â îáîáù¼ííûå ñèñòå-
ìû ñ÷èñëåíèÿ Ôèáîíà÷÷è

Êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ðàçëîæèòü â ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ Ôèáîíà÷÷è:

n =
∑
k

εkFk, ãäå εk ∈ {0, 1} è εkεk+1 = 0.

Äàííîå ðàçëîæåíèå ìîæíî îáîáùèòü, çàìåíèâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è íà áîëåå îá-
ùóþ ëèíåéíóþ ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ëèáî íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíàìåíàòåëåé
ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ê íåêîòîðîìó èððàöèîíàëüíîìó ÷èñëó (âòîðîé âàðèàíò ÷àñòî íàçûâàþò
ðàçëîæåíèåì Îñòðîâñêîãî).

Â äîêëàäå áóäóò ðàññìîòðåíû ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ çàäàííûì îêîí÷àíèåì
ïîäîáíûõ ðàçëîæåíèé. Ñðåäè ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷: ïëîòíîñòè ýòèõ ìíîæåñòâ, ðàçíîñòè
ìåæäó ñîñåäíèìè ýëåìåíòàìè òàêèõ ìíîæåñòâ, ðàñïðåäåëåíèå ïðîñòûõ â ýòèõ ìíîæåñòâàõ.

Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì äîêàçàòåëüñòâà ñëóæèò ñâÿçü ìåæäó äàííûìè ìíîæåñòâàìè è
ðàñïðåäåëåíèåì äðîáíûõ äîëåé ëèíåéíîé ôóíêöèè íà òîðå.

Â.Â.Þäåëåâè÷. Ïðîáëåìà äåëèòåëåé Êàðàöóáû è ðîäñòâåííûå çàäà÷è (ïî ñîâ-
ìåñòíîé ðàáîòå ñ Ñ.Â.Êîíÿãèíûì è Ì.Ð. Ãàáäóëëèíûì.)

Â äîêëàäå ïîéä¼ò ðå÷ü î äîêàçàòåëüñòâå îöåíîê∑
p≤x

1

τ(p− 1)
� x

(log x)3/2
è

∑
n≤x

1

τ(n2 + 1)
� x

(log x)1/2
,

è èõ îáîáùåíèé. Çäåñü çíà÷îê � îáîçíà÷àåò ñèìâîë Õàðäè, τ(n) =
∑

d|n 1 � êîëè÷åñòâî
äåëèòåëåé ÷èñëà n, à ñóììèðîâàíèå â ïåðâîé ñóììå âåä¼òñÿ ïî ïîäðÿä èäóùèì ïðîñòûì
÷èñëàì.
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14 Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

Þ.Â.Àâåðáóõ. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà äëÿ çàäà÷ óïðàâ-
ëåíèÿ ñðåäíèì ïîëåì

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñðåäíèì ïîëåì, ìîäåëèðóþùàÿ äâèæåíèå
áîëüøîé ãðóïïû àãåíòîâ ñ äèíàìèêîé

d

dt
x(t) = f(t, x(t),m(t), u(t)), t ∈ [0, T ], x(t) ∈ Td,m(t) ∈ P(Td), u ∈ U.

Çäåñü Td îáîçíà÷àåò d-ìåðíûé òîð, P(Td) � ïðîñòðàíñòâî âåðîÿòíîñòåé íà òîðå, ñíàáæåííîå
ìåòðèêîé Êàíòîðîâè÷à. Òàêæå m(t) îáîçíà÷àåò ðàñïðåäåëåíèå âñåõ àãåíòîâ â ìîìåíò âðåìå-
íè t. Ïîäõîä óïðàâëåíèÿ ñðåäíèì ïîëåì ïðåäïîëàãàåò, ÷òî àãåíòû âûáèðàþò ñâîå óïðàâëåíèå
íåçàâèñèìî, íî äåéñòâóþò êîîïåðàòèâíî, ñòðåìÿñü ìèíèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó σ(m(T )).

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ïîçèöèè âûñòóïàåò âåðîÿòíîñòü, îïèñûâàþùàÿ
ðàñïðåäåëåíèå àãåíòîâ.

Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ öåíû Val(t0,m0), êîòîðàÿ ñîïîñòàâ-
ëÿåò íà÷àëüíîìó ìîìåíòó âðåìåíè t0 è íà÷àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ àãåíòîâ m0 çíà÷åíèå
σ(m(T )) ïðè îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè. Ýòà ôóíêöèÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ Áåëë-
ìàíà

∂ϕ

∂t
+H(t,m,∇mϕ) = 0,

ãäå ∇mϕ � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ϕ ïî m.
Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåíèé ôóíêöèè öåíû ðåøåíèÿìè êîíå÷íî-

ìåðíûõ óðàâíåíèé òèïà Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

∂

∂t
φ+H(t, µ,∇µφ) = 0,

ãäå µ � ýëåìåíò íåêîòîðîãî êîíå÷íîìåðíîãî ñèìïëåêñà Σ, φ : [0, T ] × Σ → R. Îòìåòèì, ÷òî
êîíå÷íîìåðíîå óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè âîçíèêàåò êàê óðàâíåíèå Áåëëìàíà â íåêîòîðîé
êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷å óïðàâëåíèÿ, èíòåðïðåòèðóåìîé êàê çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñðåäíèì ïîëåì
ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé.

Õ.Àëè. Îòñóòñòâèå íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé Êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ïîëóëèíåéíûõ
ýëëèïòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ 2-ïîðÿäêà

Äàííûé äîêëàä ïîñâÿù¼í ïðîáëåìå îòñóòñòâèÿ ðåøåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè è êîìïëåêñíûìè çíà÷åíèÿìè. Òàêæå â
äàííîì äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé èõ.

Àêòóàëüíîñòü äàííîé òåìû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû ðàñøèðèì ðåçóëüòàòû äëÿ n-
ìåðíîãî âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà íà n-ìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ãëîáàëüíîãî íåòðèâèàëüíîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ
äàííîé çàäà÷è. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äîêàçàíû ìåòîäîì ïðîáíûõ ôóíêöèé.
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Â.Á.Âàñèëüåâ. Ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ìîäåëüíûå îáëàñòè è êðàåâûå çàäà÷è

Îòïðàâíîé òî÷êîé èññëåäîâàíèÿ ñëóæèò ìîäåëüíîå ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
â êîíóñå C ⊂ Rm

(Au)(x) = v(x), x ∈ C, x ∈ C, (1)

ãäå A : Hs(C)→ Hs−α(C) � ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ñèìâîëîì A(ξ), óäîâëåòâî-
ðÿþùèì óñëîâèþ

c1(1 + |ξ|)α ≤ |A(ξ)| ≤ c2(1 + |ξ|)α, α ∈ R.

Êîíêðåòíûé êîíóñ C îáëàäàåò îïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè, íàïðèìåð, óãîë íà ïëîñêîñòè
Ca

+ = {x ∈ R2 : x = (x1, x2), x2 > a|x1|, a > 0} èìååò "ðàñòâîð" a, à ïðîñòðàíñòâåííûé êîíóñ
Ca,b

+ = {x ∈ R3 : x = (x1, x2, x3), x3 > a|x1| + |x2|, a, b > 0} èìååò 2 ïàðàìåòðà a, b. Ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ èíòåðåñíûì è åñòåñòâåííûì âûÿñíèòü, ÷òî ïðîèçîéäåò ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) (â
òîì ñëó÷àå, êîãäà îíî ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî), êîãäà íåêîòîðûå ïàðàìåòðû ñòðåìÿòñÿ ê
ñâîèì ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì 0 èëè ∞. Ïîëó÷åíû îòâåòû íà íåêîòîðûå èç ýòèõ âîïðîñîâ.

Ìîæíî ðàññìîòðåòü äèñêðåòíûé âàðèàíò óðàâíåíèÿ (1) ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ êîíñòðóê-
öèé äëÿ ôóíêöèé äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà ud(x̃), x̃ ∈ hZm, h > 0. Ïóñòü Cd = hZm∩C, ~ = h−1,
T = [−π, π] è Ãd(ξ) � èçìåðèìàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà Rm ñ îñíîâíûì êó-
áîì ïåðèîäîâ ~Tm. Äèñêðåòíûì ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì Ad ñ ñèìâîëîì Ãd(ξ)
â äèñêðåòíîì êîíóñå Cd íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð ñëåäóþùåãî âèäà

(Adud)(x̃) =
∑
ỹ∈hZm

hm
∫

~Tm

Ãd(ξ)e
i(x̃−ỹ)·ξũd(ξ)dξ, x̃ ∈ Cd,

ãäå ũd(ξ) îáîçíà÷àåò äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè ud.
Ìîæíî îïðåäåëèòü äèñêðåòíûé àíàëîã Hs-ïðîñòðàíñòâ è äëÿ ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ

C = Rm
+ ïîëó÷èòü óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè äëÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà óðàâíåíèÿ (1). Ïîêàçàíî,

÷òî äèñêðåòíûå ðåøåíèÿ îáëàäàþò àïïðîêñèìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè ïðè ìàëûõ h. Àíàëî-
ãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ äèñêðåòíîãî êâàäðàíòà íà ïëîñêîñòè.

Ë.Â. Ãàðãÿíö. Î ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèÿõ îäíîìåðíûõ çàêîíîâ ñîõðàíå-
íèÿ ñ íåñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé ïîòîêà

Â ïîëîñå ΠT = {(t, x) | t ∈ (0, T ), x ∈ R}, ãäå 0 < T ≤ +∞, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè

ut + (f(u))x = 0, (t, x) ∈ ΠT , u|t=0 = u0(x), x ∈ R. (7)

Ôóíêöèÿ ïîòîêà f(u) ïðåäïîëàãàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé ââåðõ íà îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè è
âûïóêëîé âíèç � íà ïîëîæèòåëüíîé.

Ñòðîÿòñÿ ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (7) ñî ñ÷åòíûì ÷èñëîì ëèíèé ñèëü-
íîãî ðàçðûâà. Ïîëóïëîñêîñòü t > 0 äåëèòñÿ ãëàäêèìè íåïåðåñåêàþùèìèñÿ êðèâûìè Γn =
{x = γn(t), t > 0} íà ñ÷åòíîå ÷èñëî îáëàñòåé. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü γn(t) ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííî ìîíîòîííî óáûâàþùåé, à òàêæå limt→+0 γn(t) = −∞. Â îáëàñòÿõ
Dn = {γn−1(t) > x > γn(t)} ìåæäó ýòèìè êðèâûìè ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì, à êàæäàÿ
èç êðèâûõ Γn ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé ñèëüíîãî ðàçðûâà, ïðè÷åì ñî ñòîðîíû x > γn(t) êðèâàÿ Γn ÿâ-
ëÿåòñÿ îãèáàþùåé ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê èç îáëàñòè Dn ïðè n ∈ N. Äëÿ n = 0 ëèøü ÷àñòü
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óäàðíîé âîëíû Γ0 îáðàçóåòñÿ êàê îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê, èäóùèõ îò íà÷àëüíûõ
óñëîâèé.

À.À.Äîí÷àê. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Ãàììà�Ãðåê îïöèîíà íà îñíîâå óðàâíåíèÿ
ðåàêöèè-äèôôóçèè

Ñ ïîìîùüþ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè-ðåàêöèè, ðàññìàòðèâàåìîãî â ÷å-
òûðåõìåðíîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, ñòðîèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Ãàììà�Ãðåê îïöèîíà,
ñîäåðæàùåãî ÷åòûðå àêòèâà. Äîêàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è, óñòàíàâëèâàåòñÿ
ïðèíöèï ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà. Äîêàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ìóëüòèïëèêàòèâíîãî
óïðàâëåíèÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà äèôôåðåíöèðóåì ïî Ôðåøå, âûâîäèòñÿ
ñèñòåìà îïòèìàëüíîñòè. Íà îñíîâå åå àíàëèçà óñòàíàâëèâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûé àíàëîã ïðèí-
öèïà bang-bang. Èññëåäóåòñÿ ïîëóëèíåéíûé àíàëîã ìîäåëè, ïðåäïîëàãàþùèé çàâèñèìîñòü
ïîíèæàþùåãî êîýôôèöèåíòà îò ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è.

À.Â. Çâÿãèí. Ðàçðåøèìîñòü îäíîé ìîäåëè íåëèíåéíî�âÿçêîé ñðåäû

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî�êðàåâîé çà-
äà÷è äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îïèñûâàþùåé òå÷åíèå ëèíåéíî óïðóãî�çàïàçäûâàþùåé
æèäêîñòè Ôîéãòà. Â äàííîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñðåäà ñ íåëèíåéíîé âÿçêîñòüþ è
âðåìåíåì çàïàçäûâàíèÿ ñðåäû, çàâèñÿùèì îò òåìïåðàòóðû. Íà îñíîâå àïïðîêñèìàöèîííî-
òîïîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ èçó÷àåìîé çàäà÷è.

À.Ë.Êàçàêîâ. Ðåøåíèÿ òèïà äèôôóçèîííûõ âîëí äëÿ íåëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì

Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåëèíåéíûå ýâîëþöèîííûå ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû, îá-
ùèé âèä êîòîðûõ

Ut = [Ξ1(U)]xx + Ξ0(U). (8)

Çäåñü U = (U1, U2, . . . , Un) � âåêòîð èñêîìûõ ôóíêöèé; t, x � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå (t � âðå-
ìÿ, x � ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà); Ξ0,Ξ1 � çàäàííûå n-êîìïîíåíòíûå âåêòîð-ôóíêöèè,
êîòîðûå ïðåäïîëàãàþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè, ïðè÷åì Ξ1,i = Ξ1,i(ui), ò.å. ñèñòåìà â ãëàâíîé
÷àñòè ïîêîìïîíåíòíî ðàñïàäàåòñÿ. Ñèñòåìà (8) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-
ëüþ ðÿäà òåïëîâûõ, ôèëüòðàöèîííûõ è äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ. Òàê, åå ÷àñòíûìè ñëó÷à-
ÿìè ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíîå óðàâíåíèå íåëèíåéíîé òåïëîïðîâîäíîñòè (porous medium equation),
ñèñòåìû ðåàêöèè-äèôôóçèè è íåêîòîðûå äðóãèå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Äëÿ âûðîæäàþùåéñÿ ñèñòåìû (8) è åå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ñòðîÿòñÿ è èññëåäóþòñÿ ðåøå-
íèÿ, èìåþùèå òèï òåïëîâîé (äèôôóçèîííîé, ôèëüòðàöèîííîé) âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ
ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ íóëåâîìó (àáñîëþòíî ïîêîÿùåìóñÿ) ôîíó âäîëü íåêîòîðîé äîñòàòî÷-
íî ãëàäêîé êðèâîé, èìåíóåìîé ôðîíòîì âîëíû. Çäåñü òèï óðàâíåíèé (ñèñòåì) âûðîæäàåòñÿ,
ðåøåíèÿ òåðÿþò ãëàäêîñòü (ïðè ñîõðàíåíèè íåïðåðûâíîñòè). Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû
òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà, à òàêæå ïîëó÷å-
íû è èçó÷åíû òî÷íûå ðåøåíèÿ, ïîñòðîåíèå êîòîðûõ ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ çàäà÷è Êîøè
äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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À.Â.Êîïòåâ. Ìåòîä ðåøåíèÿ 3D óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà

Ðàññìàòðèâàþòñÿ 3D óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà äëÿ äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé ñðåäû. Ïðåä-
ëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé. Ìåòîä îñíîâàí íà ïðèâåäåíèè óðàâíåíèé ñèñòåìû ê äèâåð-
ãåíòíîìó âèäó è ïîñëåäóþùèì èíòåãðèðîâàíèåì êàæäîãî èç íèõ. Â ðåçóëüòàòå ïîÿâëÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè ìåæäó îñíîâíûìè è íîâûìè àññîöèèðîâàííûìè íåèçâåñòíûìè, ïðåîáðà-
çóÿ êîòîðûå ïðèõîäèì ê ïðîìåæóòî÷íûì ýòàïàì ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà. Ïåðâûé ýòî èí-
òåãðàë èñõîäíûõ óðàâíåíèé è âòîðîé � ãåíåðàòîð ðåøåíèé. Ãåíåðàòîð ðåøåíèé ïîçâîëÿåò
ñòðîèòü íîâûå ðåøåíèÿ 3D óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà, àïðèîðè óäîâëåòâîðÿþùèå äîïîëíè-
òåëüíûì óñëîâèÿì.

Å.È.Êîñòåíêî. Èññëåäîâàíèå ñëàáîé ðàçðåøèìîñòè îäíîé äðîáíîé ìîäåëè ñ áåñ-
êîíå÷íîé ïàìÿòüþ

Â îáëàñòè Q = (−∞, T ] × Ω, T > 0, Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à, îïèñûâàþùàÿ äâèæåíèÿ âÿçêîóïðóãîé ñðåäû ñ áåñêîíå÷íîé ïàìÿòüþ
âäîëü òðàåêòîðèé ÷àñòèö æèäêîñòè, îïðåäåëÿåìûõ ïîëåì ñêîðîñòåé. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
ñðåäû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà ñ äîáàâëåíèåì èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà, îò-
âå÷àþùåãî çà ïàìÿòü ñðåäû. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, ãäå â êà÷åñòâå
ðåøåíèÿ ïîíèìàåòñÿ ñêîðîñòü ðàññìàòðèâàåìîé ñðåäû. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîãî ðåçóëü-
òàòà âîçíèêàþò òðóäíîñòè, ïîñêîëüêó ïîëå ñêîðîñòåé, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îïðåäåëÿåò òðàåê-
òîðèþ äâèæåíèÿ ÷àñòèö æèäêîñòè â äàííîì ñëó÷àå. Äëÿ èõ ïðåîäîëåíèÿ áûëà èñïîëüçîâàíà
òåîðèÿ ðåãóëÿðíûõ Ëàãðàíæåâûõ ïîòîêîâ è ðåãóëÿðèçàöèÿ S 1

m
. À äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñó-

ùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïðèìåíÿëñÿ àïïðîêñèìàöèîííî-òîïîëîãè÷åñêèé ìåòîä äëÿ óðàâíåíèé
ãèäðîäèíàìèêè, òåîðèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè óïëîòíÿþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

Ï.À.Êóçíåöîâ. Îá îäíîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ íåëèíåéíîé âûðîæäàþùåéñÿ ïàðà-
áîëè÷åñêîé ñèñòåìû ¾õèùíèê-æåðòâà¿

Â äîêëàäå èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è âèäà

ut = α1ux + β1(uvxx + vxux) + f(u, v), vt = α2vx − β2(vuxx + uxvx) + g(v, u). (9)

u(t, x)|x=a(t) = v(t, x)|x=a(t) = 0. (10)

Çäåñü u, v � èñêîìûå ôóíêöèè, f, g, a � èçâåñòíûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè, ïðè÷åì
f(0, 0) = g(0, 0) = 0 è a′(0) 6= 0.

Ñèñòåìà (9) ëåæèò â îñíîâå ìîäåëè ¾õèùíèê-æåðòâà¿. Ïàðàáîëè÷åñêèé òèï ñèñòåìû âû-
ðîæäàåòñÿ ïðè u, v = 0, ïðè ýòîì ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ñ íóëåâûìè
ôðîíòàìè (ãðàíèöàìè îðåîëîâ îáèòàíèÿ õèùíèêîâ è æåðòâ), èìåþùèìè êîíå÷íóþ ñêîðîñòü
ðàïðîñòðàíåíèÿ. Êðàåâûå óñëîâèÿ (10) ïîäðàçóìåâàþò, ÷òî ãðàíèöû îðåîëîâ îáèòàíèÿ èç-
âåñòíû è èçìåíÿþòñÿ ïî çàêîíó x = a(t). Äëÿ çàäà÷è (9), (10) äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâà-
íèÿ è åäèíñòâåííîñòè àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Ðåøåíèå ïîñòðîåíî â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì
z = x − a(t), êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíî. Ñõîäèìîñòü äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì
ìàæîðàíò. Òàêæå ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå òî÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (9), (10), ïîëó÷åííûå ñ
ïîìîùüþ ðåäóêöèè åå ê çàäà÷å Êîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, íàñëåäóþùåé âûðîæäåíèå ñèñòåìû (9).
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Å.Â.Ìàðòûíîâ. Îáðàòíàÿ çàäà÷à, äëÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Êàâàõàðû

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáðàòíàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ
Êàâàõàðû:

ut − uxxxxx +
4∑
j=0

aj∂
j
xu+ (F (u))x = f(t, x), (11)

u = u(t, x), aj, b ∈ R, íà ïðÿìîóãîëüíèêå QT = (0, T ) × (0, R), ãäå T,R > 0. ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì:

u(0, x) = u0(x), x ∈ [0, R], (12)

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:
u(t, 0) = µ(t), u(t, R) = ν(t),

ux(t, 0) = θ(t), ux(t, R) = h(t),

uxx(t, R) = σ(t), t ∈ [0, T ].

(13)

Ôóíêöèÿ F (u) ∈ C1(R) óäàâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îãðàíè÷åíèÿ ðîñòà:

| F (u) |≤ c | u |q, (14)

ãäå c > 0 è 1 < q < 6.
Óñëîâèå ïåðåîïðåäåëåíèÿ çàäàííî â èíòåãðàëüíîì âèäå:∫ R

0

u(t, x)ω(x)dx = ϕ(t), t ∈ [0, T ], (15)

ãäå ω è ϕ íåêîòîðûå çàäàííûå ôóíêöèè. Â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ âûáèðàåòñÿ ëèáî ôóíêöèÿ
σ, ëèáî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ f ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû: óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè äâóõ çàäà÷ü óïðàâëÿåìîñòè:
Çàäà÷à 1.Ïðè èçâåñòíûõ ôóíêöèÿõ u0, µ, ν, θ, h, f , íåîáõîäèìî íàéòè ôóíêöèþ σ òàêóþ,

÷òîáû ðåøåíèå çàäà÷è (11)-(13) óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèþ (15).
Çàäà÷à 2. Ïðè èçâåñòíûõ ôóíêöèÿõ u0, µ, ν, h, θ, σ, g, íåîáõîäèìî íàéòè ôóíêöèþ f̃ , òàêóþ,

÷òîáû ðåøåíèå çàäà÷è (11)-(13) óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèþ (15).

À.À.Ïàíèí, Ì.Î.Êîðïóñîâ, È.Ê.Êàòàøåâà. Ìãíîâåííîå ðàçðóøåíèå versus ëî-
êàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ïîëóïðîâîäíèêà â ìàãíèòíîì
ïîëå

Äëÿ óðàâíåíèÿ
∂

∂t
∆3u+ σ1∆2u+ σ2

∂2u

∂x2
3

= |u|q

â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ äàííûõ è ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû îá: îò-
ñóòñòâèè ðåøåíèÿ, ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè (ñ îöåíêîé âðåìåíè ðàçðóøåíèÿ) è ãëîáàëüíîé
ðàçðåøèìîñòè.

Å.Þ.Ïàíîâ. Îá àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèÿõ ìíîãîôàçíîé çàäà÷è Ñòåôàíà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷è Ñòåôàíà äëÿ óðàâíåíèÿ ut = (a(u)ux)x ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì
êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè a(u) ≡ a2

k > 0 ïðè uk < u < uk+1, k =
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0, . . . , n, ãäå u− = u0 < u1 < · · · < un < un+1 = u+. Çàäà¼òñÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå Ðèìàíà

u(0, x) =

{
u−, x < 0
u+, x > 0

è óñëîâèå Ñòåôàíà íà ëèíèÿõ x = xk(t) ðàçäåëà ôàç (ãäå u = uk):

dkẋk + (a(u)ux)(t, xk(t)+)− (a(u)ux)(t, xk(t)−) = 0, dk ≥ 0, k = 1, . . . , n.

Ðåøåíèå óêàçàííîé çàäà÷è àâòîìîäåëüíî: u = v(x/
√
t) è ôóíêöèÿ v(ξ) èìååò âèä

v(ξ) = uk +(uk+1−uk)(F (ξ/ak)−F (ξk/ak))/(F (ξk+1/ak)−F (ξk/ak)), ξ ∈ (ξk, ξk+1), k = 0, . . . , n,

ãäå −∞ = ξ0 < ξ1 < · · · < ξn < ξn+1 = +∞, à F (ξ) = 1
2
√
π

∫ ξ
−∞ e

−s2/4ds � ôóíêöèÿ îøèáîê.

Ñ÷èòàåì, ÷òî F (−∞) = 0, F (+∞) = 1. Óñëîâèÿ Ñòåôàíà íà ëèíèÿõ x = ξk
√
t ðàçäåëà ôàç

ñâîäèòñÿ ê òðåáîâàíèþ, ÷òî âåêòîð ξ̄ = (ξ1, . . . , ξn) ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèè

E(ξ̄) = −
n∑
k=0

(ak)
2(uk+1 − uk) ln(F (ξk+1/ak)− F (ξk/ak)) +

n∑
k=1

dkξ
2
k/4

â îáëàñòè ξ1 < ξ2 < · · · < ξn. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâà E ≤ const êîìïàêòíû è ÷òî
ôóíêöèÿ E ñòðîãî âûïóêëà. Ïîýòîìó, ñóùåñòâóåò òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè E(ξ̄), ÿâëÿþùàÿ-
ñÿ åäèíñòâåííîé å¼ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé. Íàõîæäåíèå òî÷êè ìèíèìóìà ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî
âîññòàíîâèòü ñâîáîäíûå ãðàíèöû ξ = ξk è, òåì ñàìûì, ýôôåêòèâíî ðåøèòü íàøó çàäà÷ó.

Å.Ì.Ðóäîé. Ìíîãîìàñøòàáíûé àíàëèç ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé òåðìîóïðóãîãî
êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà

Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à î ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèÿõ òåðìîóïðóãîãî âîëîêíèñòîãî êîìïîçèòà â
ðàìêàõ äâóõìåðíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Çàäà÷à ñîäåðæèò äâà ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïàðà-
ìåòðà δ è ε, êîòîðûå îïèñûâàþò òîëùèíó âîëîêíà è ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè
âîëîêíàìè, ñîîòâåòñòâåííî. Îïèðàÿñü íà âàðèàöèîííóþ ôîðìóëèðîâêó ïðîáëåìû, ñ ïîìî-
ùüþ ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà, èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ðåøåíèé ïðè
ñòðåìëåíèè óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ ê íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ñòðîÿòñÿ äâå ìîäåëè äëÿ êàæäîãî
ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ. À èìåííî, ñíà÷àëà, ïðè δ → 0 ìû ïîëó÷àåì ïðåäåëüíóþ ìîäåëü, â êî-
òîðîé âêëþ÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ òîíêèìè (íóëåâîé øèðèíû). Çàòåì, íà îñíîâå ïåðâîé ïðåäåëüíîé
ìîäåëè, ïðè ε → 0 ìû ïîëó÷àåì ãîìîãåíèçèðîâàííóþ ìîäåëü, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ýôôåê-
òèâíîå ïîâåäåíèå â ìàêðîñêîïè÷åñêîé øêàëå, òî åñòü â ìàñøòàáå, ãäå íåò íåîáõîäèìîñòè
ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå êàæäîå îòäåëüíîå âêëþ÷åíèå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ñîâìåñòíî ñ Ñ.À.Ñàæåíêîâûì, È.Â.Ôàíêèíîé è À.È.Ôóðöåâûì è ïîä-
äåðæàíà Ðîññèéñêèì íàó÷íûì ôîíäîì (ãðàíò � 22-21-00627).

Þ.Ã.Ðûêîâ. Ïðîöåññû êîíöåíòðàöèè â äâóìåðíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ãàçîâîé äè-
íàìèêè áåç äàâëåíèÿ

Õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì îáîáùåííûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè áåç
äàâëåíèÿ â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ âîçíèêíîâåíèå ñèëüíûõ îñîáåííîñòåé íà ìíîãîîáðà-
çèÿõ ðàçíîé ðàçìåðíîñòè. Ýòî ñâîéñòâî îáîçíà÷èì êàê ñóùåñòâîâàíèå èåðàðõèè îñîáåííîñòåé.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â äâóìåðíîì ñëó÷àå èåðàðõèþ îñîáåííîñòåé ìîæíî îïèñàòü åäèíîîáðàçíî, â
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ôîðìå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà. À èìåííî, ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð-ôóíêöèîíàë íà ìíîæå-
ñòâå îáëàñòåé â êîîðäèíàòàõ Ëàãðàãíæà, ÷òî ðàâåíñòâî íóëþ îïðåäåëåííîé îñîáûì îáðàçîì
âàðèàöèè ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ ðåøåíèÿ â ôîðìå êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà (δ-ôóíêöèè) íà
êðèâûõ â êîîðäèíàòàõ Ýéëåðà. Ñîâïàäåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà äëÿ, íàïðèìåð, ñëó÷àÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ äâóõ �òÿæåëûõ� êðèâûõ, âåäåò ê îáðàçîâàíèþ òî÷å÷íîé îñîáåííîñòè (δ-ôóíêöèè
â òî÷êå). Äàííîå ïîñòðîåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì îáîáùåíèåì èçâåñòíîãî âàðèàöèîííîãî ïðèí-
öèïà â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.

Ñ.À.Ñàæåíêîâ. Èìïóëüñíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñ èíôèíèòåçèìàëüíûì
ïåðåõîäíûì ñëîåì Âîëüòåððà

Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íåëîêàëüíûì ïî âðåìåíè èí-
òåãðàëüíûì ìëàäøèì ÷ëåíîì, êîòîðûé ìîäåëèðóåò ýôôåêò çàòóõàþùåé ïàìÿòè è èìååò âèä
ñâåðòêè íåëèíåéíîé ôóíêöèè îò ðåøåíèÿ ñ ãëàäêèì ÿäðîì ðåëàêñàöèè. ßäðî ðåëàêñàöèè ñî-
äåðæèò ìàëûé ïàðàìåòð ε > 0 è ïðè ñòðåìëåíèè ýòîãî ïàðàìåòðà ê íóëþ ñëàáî? ñõîäèòñÿ ê
äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà, ñêîíöåíòðèðîâàííîé â íåêîòîðîì ìîìåíòå âðåìåíè t = τ . Â ñâîþ
î÷åðåäü, äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà ìîäåëèðóåò óäàðíîå (èìïóëüñíîå) óñèëèå â ìîìåíò t = τ .
Ìû óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ïðè ε→ 0 ôîðìèðóåòñÿ ïåðåõîäíûé èìïóëüñíûé ñëîé, àññîöèèðîâàí-
íûé ñ äåëüòà-ôóíêöèåé Äèðàêà, è ÷òî ñåìåéñòâî ñëàáûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äâóõìàñøòàáíîé ìîäåëè, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç äâóõ óðàâíåíèé, íà÷àëüíîãî
óñëîâèÿ è óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ, òàê ÷òî ¾âíåøíåå¿ ìàêðîñêîïè÷åñêîå ðåøåíèå çà ïðåäåëà-
ìè ïåðåõîäíîãî ñëîÿ îïðåäåëÿåòñÿ íà ìàêðîñêîïè÷åñêîé (¾ìåäëåííîé¿) âðåìåííîé øêàëå è
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êëàññè÷åñêîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, â òî âðåìÿ êàê
ðåøåíèå â ïåðåõîäíîì ñëîå îïðåäåëÿåòñÿ íà ìèêðîñêîïè÷åñêîé (¾áûñòðîé¿) âðåìåííîé øêàëå
è óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ Âîëüòåððû, íàñëåäóþùåìó â ñâîåé
ôîðìå ñòðóêòóðó ïðîôèëÿ ðåëàêñàöèè.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ È.Â.Êóçíåöîâûì (ÈÃèË ÑÎ ÐÀÍ). Â ïîëíîì âèäå
ðàáîòà îïóáëèêîâàíà â Journal of Elliptic and Parabolic Equations (doi.org/10.1007/s41808-
022-00182-9). Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ïðîåêòà ¾Ñîâðåìåííûå
ìåòîäû ãèäðîäèíàìèêè äëÿ çàäà÷ ïðèðîäîïîëüçîâàíèÿ, èíäóñòðèàëüíûõ ñèñòåì è ïîëÿðíîé
ìåõàíèêè¿ (2020-23) (ãîñ. çàäàíèå FZMW-2020-0008 îò 24.01.2020).

À.Ñ.Ñìèðíîâà. Lp-àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî
ïîðÿäêà íà ìíîãîîáðàçèÿõ îãðàíè÷åííîé ãåîìåòðèè

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðî-
èçâîäíûìè â ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè îãðàíè÷åííîé ãåîìåòðèè. Êëàññ ìíîãîîáðàçèé îãðà-
íè÷åííîé ãåîìåòðèèè ñîäåðæèò â ñåáå âñå êîìïàêòíûå ìíîãîîáðàçèÿ, à òàêæå øèðîêèé êëàññ
íåêîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé, ÷òî ñîçäà¼ò çíà÷èòåëüíûå òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè. Íàïðèìåð,
èíòåãðàëû ïî ìíîãîîáðàçèþ ñòàíîâÿòñÿ íåñîáñòâåííûìè â ñëó÷àå, êîãäà ìíîãîîáðàçèå èìååò
áåñêîíå÷íûé îáú¼ì. Ïðè ýòîì óñëîâèå îãðàíè÷åííîé ãåîìåòðèè ìíîãîîáðàçèÿ ãàðàíòèðóåò
ïîëíîòó ëþáîãî ãëàäêîãî îãðàíè÷åííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà òàêîì ìíîãîîáðàçèè. Â òàêîì
ñëó÷àå ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü òåõíèêó ñäâèãà âäîëü èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ âåêòîðíîãî ïî-
ëÿ: âåêòîðíûå ïîëÿ áóäóò ÿâëÿòüñÿ êîýôôèöèåíòàìè óðàâíåíèÿ, çàòåì ìû èñïîëüçóåì èõ äëÿ
ñîçäàíèÿ îïåðàòîðíîçíà÷íîé ôóíêöèè (íàçûâàåìîé ôóíêöèåé ×åðíîâà), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà
íà 0,∞. Âîò ïî÷åìó íàì íóæíî, ÷òîáû èíòåãðàëüíûå êðèâûå âåêòîðíûõ ïîëåé ñóùåñòâî-
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âàëè äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé âðåìåíè t > 0 (íà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ýòî
âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè). Ïîñëå ýòîãî ìû èñïîëüçóåì ôóíêöèþ ×åðíîâà è íà÷àëüíîå
óñëîâèå äëÿ ñîçäàíèÿ àïïðîêñèìàöèé ×åðíîâà un(t, x), êîòîðûå ñõîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ u(t, x)
çàäà÷è Êîøè â Lp-íîðìå: lim

n→∞
‖un(t, ·) − u(t, ·)‖Lp(M) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå âûðàæà-

åòñÿ â âèäå ÿâíîé ôîðìóëû, ñîäåðæàùåé â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ
è íà÷àëüíîå óñëîâèå. Ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä àïïðîêñèìàöèè îñíîâàí íà òåîðåìå ×åðíîâà îá
àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðíûõ ïîëóãðóïï.

Ì.Ä.Ñóðíà÷¼â. Îöåíêè ðåøåíèé íåêîýðöèòèâíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷.

Â îáëàñòè Ω ⊂ Rn, n ≥ 3, ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîïðÿæ¼ííûå çàäà÷è Äèðèõëå

− div (A(x)∇u) + b(x) · ∇u = f, f ∈ W−1,2(Ω), u ∈ W 1,2
0 (Ω), (16)

− div (A(x)∇u+ b(x)u) = f, f ∈ W−1,2(Ω), u ∈ W 1,2
0 (Ω), (17)

ãäå ìàòðèöà A ∈ (L∞(Ω))n×n ñèììåòðè÷åñêàÿ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé ýëëèï-
òè÷íîñòè ν|ξ|2 ≤ A(x)ξ·ξ ≤M |ξ|2,M, ν > 0, äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω è âñåõ ξ ∈ Rn. Ïðîñòðàíñòâî
W 1,2

0 (Ω) åñòü çàìûêàíèå C∞0 (Ω) ïî íîðìå ‖u‖W 1,2
0 (Ω) = ‖∇u‖L2(Ω), à W−1,2(Ω) � ñîïðÿæ¼ííîå ê

íåìó ïðîñòðàíñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |b|2 ∈ L1
loc(Ω) è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî òèïà Õàðäè:

‖ |b|ϕ‖L2(Ω) ≤ CH‖ϕ‖W 1,2
0 (Ω) äëÿ âñåõ ϕ ∈ W

1,2
0 (Ω).

Îïðåäåëèì íà W 1,2
0 (Ω) áèëèíåéíóþ ôîðìó a(u, v) =

∫
Ω

(A∇u · ∇v + bv · ∇u) dx, òîãäà

|a(u, v)| ≤ (M+CH)‖u‖W 1,2
0 (Ω)‖v‖W 1,2

0 (Ω). Ôóíêöèþ u ∈ W 1,2
0 (Ω) áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèåì çàäà-

÷è (16) (ñîîòâ. çàäà÷è (17)), åñëè a(u, v) = 〈f, v〉 (ñîîòâ. a(v, u) = 〈f, v〉) äëÿ âñåõ v ∈ W 1,2
0 (Ω).

Â ñëó÷àå ìàëîñòè âåëè÷èíû CH ôîðìà a(·, ·) êîýðöèòèâíàÿ, a(u, u) ≥ (ν − CH)‖u‖2
W 1,2

0 (Ω)
, îò-

êóäà ïî ëåììå Ëàêñà-Ìèëüãðàìà ñëåäóåò îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷ (16), (17) âìåñòå
ñ îöåíêîé ‖u‖W 1,2

0 (Ω) ≤ (ν − CH)−1‖f‖W−1,2(Ω).
Áåç óñëîâèÿ ìàëîñòè, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (16) â ñëó÷àå b ∈ (Ln(Ω))n îöåíêà âèäà

‖u‖W 1,2
0 (Ω) ≤ K‖f‖W−1,2(Ω) ñ êîíñòàíòîé K, çàâèñÿùåé ëèøü îò n, ν, ‖b‖(Ln(Ω))n , áûëà óñòàíîâ-

ëåíà â ðàáîòå M. Chicco, �An apriori inequality concerning elliptic second order partial di�erential
equations of variational type,� Matematiche (Catania) 26, 173�182 (1971), ñì. òàêæå G. Bottaro,
M.E. Marina, �Problema di Dirichlet per equazioni ellittiche di tipo variazionale su insiemi non
limitati,� Boll. Unione Mat. Ital. (4) 8, 46-56 (1973).

Â äîêëàäå áóäóò îáñóæäàòüñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû îöåíîê òèïà ×èêêî (-Áîòòàðî-Ìàðèíà)
äëÿ çàäà÷ (16), (17) äëÿ b èç êëàññîâ Ëåáåãà, Ëîðåíöà è Êàòî.

À.Â.Ôàìèíñêèé. Íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ
Êàâàõàðû�Çàõàðîâà�Êóçíåöîâà

Äëÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Êàâàõàðû�Çàõàðîâà�Êóçíåöîâà

ut − uxxxxx + uxxx + uxyy + bux + g′(u)ux = 0,

ðàññìàòðèâàþòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è íà ïîëóïîëîñå ΣL = {(x, y) : x > 0, 0 < y < L}, L
� ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Êðîìå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ u

∣∣
t=0

= u0(x, y), ñòàâÿòñÿ
êðàåâûå óñëîâèÿ íà ëåâîé ãðàíèöå u

∣∣
x=0

= ux
∣∣
x=0

= 0 è ðàçëè÷íûå îäíîðîäíûå êðàåâûå
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óñëîâèÿ íà ãîðèçîíòàëüíûõ ãðàíèöàõ, â ÷àñòíîñòè, Äèðèõëå u
∣∣
y=0

= u
∣∣
y=L

= 0 èëè Íåéìàíà

uy
∣∣
y=0

= uy
∣∣
y=L

= 0.
Íà ôóíêöèþ g íàêëàäûâàþòñÿ óñëîâèÿ îãðàíè÷åíèÿ ðîñòà, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò êâàä-

ðàòè÷íûå è êóáè÷íûå íåëèíåéíîñòè.
Óñòàíàâëèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû î ãëîáàëüíîé êîððåêòíîñòè â êëàññàõ ñëàáûõ è ñèëüíûõ

ðåøåíèé, ïðè÷åì çäåñü ðåçóëüòàòû íå çàâèñÿò îò òèïà êðàåâûõ óñëîâèé íà ãîðèçîíòàëüíûõ
ãðàíèöàõ.

Íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ u0 ïðåäïîëàãàåòñÿ ëåæàùåé â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ L2 â ñëó÷àå
ñëàáûõ ðåøåíèé è H1 â ñëó÷àå ñèëüíûõ ðåøåíèé ñî ñòåïåííûìè èëè ýêñïîíåíöèàëüíûìè
âåñàìè ïðè x→ +∞.

Òàêæå äëÿ ñëó÷àÿ êðàåâûõ óñëîâèé Äèðèõëå è ïðèìåíåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ âåñîâ óñòà-
íàâëèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû îá ýêñïîíåíöèàëüíîì óáûâàíèè ïðè t → +∞ ñëàáûõ è ñèëüíûõ
ðåøåíèé ïðè ìàëûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ.

È.Â.Ôèëèìîíîâà. Îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé ïî-
ëóëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â öèëèíäðå

Âî âðåìÿ äîêëàäà ïëàíèðóåòñÿ ðàññêàçàòü ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ïðè
t→∞ ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé ïîëóëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

ut =
n∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x, t)

∂u

∂xi

)
+ f(u),

îïðåäåëåííûõ â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Ω × (0,∞), óäîâëåòâîðÿþùèx óñëîâèþ Íåéìà-
íà íà ∂Ω × (0,∞), ãäå îáëàñòü Ω ⊂ Rn îãðàíè÷åíà. Öåëü - ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ íà
ôóíêöèþ f(u), ÷òîáû ðåçóëüòàò áûë àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ f(u) = uq , 0 < q < 1, â êî-
òîðîì ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ u(x, t) ýêâèâàëåíòíû íåêîòîðîìó ðåøåíèþ îáûêíîâåííîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ u̇ = uq, ò.å. ÿâëÿþòñÿ íåîãðàíè÷åííûìè ôóíêöèÿìè âèäà
u(x, t) = [(1− q)(t+ t0)]1/(1−q) +O(e−δt) ïðè t→∞.

À.Â.Ôèëèíîâñêèé. Î êðàåâûõ çàäà÷àõ Ðîáåíà ñ áîëüøèì ïàðàìåòðîì

Â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn, n ≥ 2, ñ ãðàíèöåé Γ ∈ C2 ðàññìîòðèì çàäà÷ó Ðîáåíà

∆u+ λu = 0, x ∈ Ω,

∂u

∂ν
+ αu = 0, x ∈ Γ,

ãäå ν � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê Γ, α � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Èçó÷àåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äàííîé çàäà÷è êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðà
ïðè α→ ±∞.

Â.Â.×åïûæîâ. Îá óñðåäíåíèè àòòðàêòîðîâ ñèñòåì ðåàêöèè-äèôôóçèè â ïîðèñòîé
îáëàñòè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùàÿ ñèñòåìà ðåàêöèè-äèôôóçèè â îáëàñòè ñ ïåðèîäè÷åñêîé ïåðôî-
ðàöèåé, êîòîðàÿ ñîäåðæèò áûñòðî îñöèëëèðóþùèå ÷ëåíû â óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû è â ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèÿõ 3-ãî ðîäà. Â èçó÷àåìîé çàäà÷å ìàëûé ïàðàìåòð ε õàðàêòåðèçóåò äèàìåòð
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îòâåðñòèé ïåðôîðàöèè, à âåëè÷èíà ε−1 � ñêîðîñòü îñöèëëÿöèè êîýôôèöèåíòîâ. Íåëèíåéíûå
÷ëåíû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ, ìîãóò íå óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ Ëèïøèöà, ïîýòîìó òåîðå-
ìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ.
Èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðíûõ àòòðàêòîðîâ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è,
êîãäà ε → 0+. Äîêàçàíî, ÷òî òðàåêòîðíûå àòòðàêòîðû ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ðåàêöèè-
äèôôóçèè ñõîäÿòñÿ â ñèëüíîé òîïîëîãèè ïðè ε → 0+ ê òðàåêòîðíîìó àòòðàêòîðó ñîîòâåò-
ñòâóþùåé óñðåäíåííîé ñèñòåìû ðåàêöèè-äèôôóçèè, êîòîðàÿ ñîäåðæèò íåêîòîðûé äîïîëíè-
òåëüíûé �ñòðàííûé� ÷ëåí (ïîòåíöèàë). Ðàáîòà âûïîëíåíà ñîâìåñòíî ñ Ê.À. Áåêìàãàíáåòîâûì
è Ã.À.×å÷êèíûì.

À.Ñ.Øàìàåâ. Óïðàâëÿåìîñòü â ñèñòåìàõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà èíòíãðîäèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èíòåãðàëüíûì çàïàçäûâàíèåì. Óñòàíàâëèâàþòñÿ "ïðåïÿòñòâèÿ"äëÿ
ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìàìè ñ ïîìîùüþ êàê ãðàíè÷íûõ, òàê è ðàñïðåäåëåííûõ ñèë.
Ýòè "ïðåïÿòñòâèÿ"ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ ñïåêòðîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ è
â òåðìèíàõ àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ÿäåð ñâåðòîê, âõîäÿùèõ â íåëîêàëüíûå ÷ëåíû ñèñòåì èí-
òåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

À.Å. Øèøêîâ. Ñóïåðñèíãóëÿðíûå è áîëüøèå ðåøåíèÿ ïîëóëèíåéíûõ ýëëèïòè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé

Ïóñòü Ω ⊂ Rn, n > 1, � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü è f(·, ·) - íåîòðèöàòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ â Ω×R1 òàêàÿ,÷òî f(x, 0) = 0 ∀x ∈ Ω. Ìû ðàññìàòðèâàåì òàê íàçûâàåìûå áîëüøèå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

−∆u+ f(x, u) = 0 in Ω, (18)

òî åñòü ðåøåíèÿ u(x) óðàâíåíèÿ (18), óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

lim
d(x)→0

u(x) =∞, d(x) := dist(x, ∂Ω). (19)

Åñëè f = f(u) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé, òî ñóùåñòâîâàíèå áîëüøîãî ðåøåíèÿ ñâÿçàíî
ñ õîðîøî èçâåñòíûì óñëîâèåì Êåëëåðà-Îññåðìàíà íà ðîñò ôóíêöèè f(u) ïðè u→∞ è ñ ñîîò-
âåòñòâóþùèìè îáîáùåííûìè óñëîâèÿìè Êåëëåðà-Îññåðìàíà äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ îáùèõ
íåîòðèöàòåëüíûõ íåìîíîòîííûõ íåëèíåéíîñòåé f(x, u) (S. Dumont, L. Dupaigne, O. Goubet,
V. Radulescu (2007), J. Lopez-Gomez (2000) è äð.).

Ïðèíöèïèàëüíî áîëåå ñëîæíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà åäèíñòâåííîñòè áîëüøîãî ðåøåíèÿ. Â
ñëó÷àå îáëàñòè Ω ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé è f(u) = up, p = n+2

n−2
, n > 2, åäèíñòâåííîñòü áûëà

âïåðâûå äîêàçàíà â ðàáîòå C. Loewner, L. Nirenberg (1974). Ïðè f(u) = up, p > 1, óêàçàííàÿ
åäèíñòâåííîñòü áûëà óñòàíîâëåíà â ðàáîòå C. Bandle, M. Marcus (1992). ×òî êàñàåòñÿ îáùåé
íåëèíåéíîñòè f(x, u), M. Marcus è L. Veron (2003) äîêàçàëè åäèíñòâåííîñòü áîëüøîãî ðåøåíèÿ
äëÿ C2�ãëàäêîé îãðàíè÷åííîé Ω åñëè:

f(x, u) > c0d(x)αup ∀x ∈ Ω, ∀u > 0, p > 1, α > 0, c0 = const > 0.
Íàêîíåö, â [1] áûëà âûñêàçàíà ãèïîòåçà,÷òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì åäèíñòâåííîñòè ÿâëÿ-

åòñÿ:
f(x, u) > c0 exp (−c1d(x)−α)up ∀x ∈ Ω, ∀u > 0, p > 1, 0 < α < 1, c1 > 0.
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Ìû óñòàíîâèëè ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé ãèïîòåçû. Áîëåå òîãî,åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà äàæå
ïðè ïðè áîëåå ñëàáûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà âûðîæäåíèå íåëèíåéíîñòè f(x, u) íà ãðàíèöå îáëàñòè
Ω:

f(x, u) > c0hω (d(x))up ∀x ∈ Ω, p > 1, ãäå hω(s) = exp (−s−1ω(s)) è íåóáûâàþùàÿ íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ ω(·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè:∫ c

0

s−1ω(s)ds <∞, ∀ c > 0. (20)

ÂÎÏÐÎÑ: ÿâëÿåòñÿ ëè (20) òàêæå è íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ åäèíñòâåííîñòè áîëü-
øîãî ðåøåíèÿ?

Â [3] áûëî äîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå (20) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
òàê íàçûâàåìîãî ñóïåðñèíãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ ua(x) óðàâíåíèÿ (18) ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé
a ∈ ∂Ω, òî åñòü íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ (18), óäîâëåòâîðÿþùåãî ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
ua(x) = 0 ∀x ∈ ∂Ω \ {a} ñ ñèíãóëÿðíîñòüþ â òî÷êå {a} áîëåå ñèëüíîé, ÷åì ñèíãóëÿðíîñòü
ñîîòâåòñòâóþùåãî ÿäðà Ïóàññîíà. Íàìè ïîêàçàíî â [2], ÷òî óñëîâèå (20) ÿâëÿåòñÿ òàêæå è
íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ñóïåðñèíãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ ua(x) óðàâíåíèÿ (18) ñ
ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé a ∈ ∂Ω. Ýòîò ôàêò ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ òàêæå êàê êîñâåííûé àðãó-
ìåíò â ïîëüçó ïîçèòèâíîãî îòâåòà íà ïîñòàâëåííûé âûøå âîïðîñ.
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