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Элементарные (т.е. первопорядковые) теории — ключевой объект изу-

чения в математической логике. Многие известные результаты связаны с 
изучением алгоритмических свойств элементарных теорий различных 
классов структур (графов, групп, решёток, колец и т.п.) и их фрагментов. 

Одним из важнейших методов доказательства алгоритмической разре-
шимости для элементарных теорий является метод элиминации кванто-
ров. В частности, с помощью него были получены доказательства разреши-
мости теорий двух фундаментальных структур: 

 
(1) упорядоченной группы целых чисел по сложению; 
(2) упорядоченного поля вещественных чисел. 
 
Более того, из соответствующих доказательств можно извлечь явные 

аксиоматизации для обеих теорий и вывести интересные результаты об 
определимости в (1) и (2). 

С другой стороны, разрешимые теории встречаются сравнительно 
редко; большинство же теорий оказываются неразрешимы. Например, пер-
вая теорема Гёделя о неполноте (в форме Россера) влечёт неразрешимость 
теории дискретно упорядоченных колец, а также всех её непротиворечи-
вых надтеорий. Другой яркий пример — неразрешимость теории конечных 
простых графов и всех её подтеорий. Для переноса результатов о неразре-
шимости с одних теорий на другие используется метод интерпретаций. В 
частности, с помощью этого метода можно перейти от простых графов к 
симметрическим группам или дистрибутивным решёткам. 

Цель настоящего курса — познакомить слушателей с вышеупомяну-
тыми методами и их применениями в изучении элементарных теорий. 
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1. Краткий экскурс в классическую логику первого порядка. 

2. Краткий экскурс в теорию вычислимости. Кодирование формул и теорий. 

3. Метод элиминации кванторов. Разрешимость теории плотных линейных 
порядков без концов; сопутствующие результаты об определимости и ак-
сиоматизации. 

4. Разрешимость теории упорядоченной группы целых чисел по сложению; 
сопутствующие результаты об определимости и аксиоматизации. 

5. Разрешимость теории упорядоченного поля вещественных чисел; сопут-
ствующие результаты об определимости и аксиоматизации. 

6. Сильная неразрешимость теории дискретно упорядоченных колец. Дру-
гие результаты о разрешимости и неразрешимости, связанные с кольцами 
и полями. 

7. Метод интерпретации (относительной элементарной определимости). 
Наследственная неразрешимость теорий различных классов структур (гра-
фов, групп, решёток и т.п.) и их фрагментов. 

8. Степени неразрешимости теорий. 
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