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Цель семинара — познакомить участников с современными методами 

субримановой геометрии на стыке геометрического и алгебраического 
подходов, с акцентом на её приложения: к нейронным сетям и управлении 
квантовыми системами.  

Особое внимание будет уделено взаимосвязи между геометрической 
теорией управления, структурой подрасслоений и алгебраическими свой-
ствами групп Ли, а также их роли в построении и анализе геодезических на 
субримановых многообразиях.  

Семинар охватывает как классические результаты (например, теорему 
Рашевского-Чжоу и принцип максимума Понтрягина), так и новые направ-
ления (теорема Громова о нильпотентной аппроксимации и теорема 
Нагано-Суссмана об орбите). Участники получат целостное представление 
о геометрических и аналитических инструментах, лежащих в основе субри-
мановой геометрии и их приложениях. 
 

ПРОГРАММА 
 
Ниже представлена расширенная версия программы, которая, скорее всего, 
не поместится в один семестр. Поэтому в первом семестре на семинаре бу-
дут рассмотрены темы 1-3. Если у слушателей будет интерес, то планиру-
ется продолжить семинар на второй семестр с программой, которая будет 
корректировкой пунктов 4-6, учитывающей интересы слушателей. 

 

1. Основы и мотивация 

1.1 Неголономность и теорема Фробениуса [2]. 

1.2 Определение субриманового многообразия [1]. 

1.3 Примеры: почти риманово многообразие, изопериметрические за-
дачи и группа Гейзенберга [1], [3]. 



1.4 Три эквивалентных определения расстояния (отдельный текст) 

1.5 Нейронные сети ResNet [17]. 

1.6 Теорема об орбите Нагано–Суссмана и теорема Рашевского-Чжоу [2]. 

1.7 Примеры. Управление N-уровневой квантовой системой при помощи 
1- и 2- кубитных преобразований (отдельный текст). 

1.8 Субфинслеровы и сублоренцевы многообразия [11]. 

 

2. Аппарат геометрической теории управления 

2.1 Необходимое условие оптимальности — принцип максимума Понтря-
гина [2], [3]. 

2.2 Гамильтонов формализм. Лагранжев формализм [2], [3]. 

2.3 Уравнения кратчайших: нормальные и анормальные геодезические. 
Экстремали на группах Гейзенберга и Энгеля, автомобиль Ридса-Шеппа [2]. 

2.4 Гладкость нормальных геодезических. Экспоненциальное отображе-
ние [1]. 

 

3. Анализ экстремалей 

3.1 Существование кратчайших (теорема Филиппова) [8], [2]. 

3.2 Локальная оптимальность строго нормальных экстремалей и сопря-
женные точки. Пример: группа Гейзенберга [2]. 

3.3 Пример Лиу-Суссмана строго анормальной кратчайшей [12]. 

3.4 Пример анормальной экстремали, которая не является оптимальной 
ни на каком подотрезке времени [14]. 

3.5 Проблема гладкости анормальных геодезических [14], [1], [18], [5], 
[10]. 

3.6 Дифференциальное включение Хсу [7]. 

 

4. Локальная геометрия и асимптотический анализ 

4.1 Привилегированные координаты [1], [4]. 

4.2 Теорема о яблоке в ящике (ball-box theorem) [1], [4]. 

4.3 Размерность по Хаусдорфу субриманового многообразия. Хаусдор-
фова размерность группы Гейзенберга [1], [4]. 

4.4 Группы Карно и финслеровы структуры на них. Их размерность по Ха-
усдорфу [11]. 



4.5 Касательный конус и теорема Громова о нильпотентной аппроксима-
ции [4], [1]. 

 

5. Алгебраическая структура и интегрируемость 

5.1 Левоинвариантные задачи на группах Ли. Тривиализация касатель-
ного и кокасательного расслоений [1]. 

5.2 Гамильтонова редукция и вертикальная подсистема. Пример: группа 
Гейзенберга [1]. 

5.3 Пример: управление неголономными механическими системами, ка-
чение шара по плоскости, автомобиль Ридса-Шеппа [2]. 

5.4 Скобка Ли-Пуассона на коалгебре Ли, орбиты коприсоединенного 
представления, казимиры [9], [19]. 

5.5 Левоинвариантные уравнения на группах Гейзенберга, Энгеля, Кар-
тана, на группе SO(3) [16]. 

5.6 Интегрируемость уравнений на всех трехмерных группах Ли, на груп-
пах Энгеля и Картана. Интегрируемость на одной группе Карно с вектором 
роста (2,3,5,6) [16], [13]. 

5.7 Примеры: классификация уравнений на трехмерных группах ли, урав-
нения геодезических на всех этих группах и их интегрирование [1]. 

 

6. Разное 

6.1 Теорема Пансу о дифференцируемости отображения групп Карно [15]. 

6.2 Объем Поппа [1]. 

6.3 Суб-лапласианы как гипоэллиптические операторы, условие Херман-
дера [6]. 

6.4 Кривизна в субримановой геометрии [14], [1]. 
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