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Аэрофотосъемка с мультикоптера

Преимущества:

1 Цена (в сравнении с самолетом или вертолетом).

2 Мобильность (для развертывания системы достаточно одного

человека).

3 Простая логистика (комплект оборудования помещается в

машине).

4 Отсутствие разрешения (масса не более 5кг, высота полета до

100м).

Задача:

1 Автономный взлет и посадка.

2 Фотосъемка с заданной высоты.

3 Наклон оси камеры от вертикали во время съемки, меньше 15𝑜.

4 Итоговый снимок должен содержать границу заданной области.
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Что такое мультикоптер?

Ни один из представленных на рынке образцов не обладает

автономным взлетом. Если исключить парашют, то и

автономной посадки у этих экземпляров нет.

Автономность полета от аккумуляторов не превышает 30мин,

даже при отсутствии ветра.

Карбоновое шасси (топовые модели).
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Мотор для мультикоптера
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Мат. модель мультикоптера

𝑋̇ = 𝑉,

𝑉̇ = 𝑢𝑇𝑄𝑒𝑧 + 𝐹𝑎𝑒𝑟𝑜(𝑄,𝑉 ),

𝑄̇ = 𝐴(𝜔(𝑢))𝑄,

(1)

where

𝑋 = (𝑥, 𝑦, 𝑧)
T ∈ 𝑅3 — позиция,

𝑉 = (𝑥̇, 𝑦̇, 𝑧̇)
T ∈ 𝑅3 — скорость,

𝑄 = ‖𝑞‖31,1 ∈ 𝑅3×3 матрица ориентации,

𝜔 = (𝜔𝑥, 𝜔𝑦, 𝜔𝑧)
T ∈ 𝑅3 — угловая скорость,

𝐴(𝜔) = −𝐴T
=

⎛⎝ 0 −𝜔𝑧 𝜔𝑦

𝜔𝑧 0 𝜔𝑥

−𝜔𝑦 𝜔𝑥 0

⎞⎠,

𝑢𝑇 ∈ 𝑅1, |𝑢𝑇 | ≤ 𝑈𝑇 и 𝑢 ∈ 𝑅3, ‖𝑢‖ ≤ 𝑈 — управления.
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Модель мультикоптера в плоскости 𝑂𝑥

𝑧 = +𝑢𝑇 cos𝜑− 𝑔;
𝑦 = −𝑢𝑇 sin𝜑;

𝜑̇ = 𝜔𝑥,

(1)

где

𝑋 = (𝑦, 𝑦̇, 𝑧, 𝑧̇, 𝜑) ∈ 𝑅5 состояние системы;

𝑈 = (𝑢𝑇 , 𝜔𝑥) ∈ 𝑅2 компоненты управления.
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Математическая постановка задачи

Пусть дан набор точек 𝑝 = {𝑝1, . . . , 𝑝𝑛} каждая точка соответствует
состоянию мультикоптера в полете, т.е. 𝑝𝑖 = {𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖, 𝜑𝑖, 𝜃𝑖, 𝜓𝑖} это
вектор в пространстве 𝑅6.

Необходимо построить вектор-функцию от времени

𝑟*(𝑡) = 𝑟(𝑝(𝑡)) ∈ 𝑅6

позволяющую проложить в 6-мерном пространстве допустимую

траекторию полета мультикоптера.

Известно, что для мультикоптера можно построить закон

управления, обеспечивающий движение вдоль траектории, только в

том случае, когда желаемая траектория обладает достаточной

гладкостью.
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Желаемая траектория

Оказывается, что желаемою траекторию можно задать в 4-х

мерном пространстве

𝑟*(𝑡) = (𝑥*(𝑡), 𝑦*(𝑡), 𝑧*(𝑡), 𝜓*(𝑡)) ∈ 𝑅4 (2)

т.к. 2 другие компоненты можно доопределить в силу системы, для

простейшей модели они записываются так

𝜑* = arctan
(︁ 𝑥̈* cos𝜓* + 𝑦* sin𝜓*

𝑧* + 𝑔

)︁
,

𝜃* = arcsin
(︁ 𝑥̈* sin𝜓* − 𝑦* cos𝜓*√︀

𝑥̈*2 + 𝑦*2 + (𝑧* + 𝑔)2

)︁
.
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Аппроксимация траектории полета

Будем аппроксимировать каждую компоненту траектории

B-сплайном порядка 𝑠, используя формулу

𝑃𝑖(𝑢) = (𝑢𝑠, ..., 𝑢2, 𝑢, 1)𝑀𝑠+1(𝑝𝑖, 𝑝𝑖+1, . . . , 𝑝𝑖+𝑠)
𝑇 , (2)

где 𝑀𝑠+1 = [𝑚𝑖+1,𝑗+1]
𝑠
𝑖,𝑗=0 =

1

𝑠!
𝐶𝑠,𝑖

∑︀𝑠
𝑚=𝑗(𝑠−𝑚)𝑖(−1)𝑚−𝑗𝐶𝑘,𝑚−𝑗 ,

𝐶𝑖,𝑗 =
𝑖!

𝑗!(𝑖− 𝑗)!
. Здесь, переменная 𝑢 ∈ [0, 1] является параметром

𝐵5-сплайна и ни как не связана со временем, точки

(𝑝𝑖, 𝑝𝑖+1, . . . , 𝑝𝑖+𝑠)
𝑇 известны, причем 𝑝𝑖 ∈ 𝑅4. Известно, что

данные сплайны не проходят точно через заданные точки, а

принадлежат некоторому выпуклому множеству, граница которого

содержит эти точки. Чем больше требуется гладкость тем больше

точек образуют этот выпуклый многогранник и тем больше

требуется исходных точек для корректной аппроксимации.
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𝐵3 и 𝐵5-сплайны
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Задача минимизации

Обозначим неизвестные вариации 𝑁 точек через 𝜀𝑗 = (𝜀𝑗1, . . . , 𝜀
𝑗
𝑁 )𝑇 ,

а вариации проекций скачков 5-ой производной через

𝐹𝑗(𝜀𝑗) = (𝐹 𝑗
1 (𝜀𝑗), . . . , 𝐹 𝑗

𝑁 (𝜀𝑗))𝑇 . Найти 𝜀𝑗* такие, что выполняется
условие

min
|𝜀𝑗 |<ℰ

‖𝐹𝑗(𝜀𝑗)‖2 = ‖𝐹𝑗(𝜀
𝑗
*)‖2.

Или с учетом матрицы 𝐶5 получаем следующую задачу. Пусть

Φ𝑗(𝜀
𝑗) = 1

2𝜀
𝑗𝐻𝑗𝜀𝑗 + 𝑓𝑇𝑗 𝜀

𝑗 , где 𝐻𝑗 = 𝐶𝑇
5 𝐶5 + 𝛾𝑗𝐼,

𝛾𝑗 > 0,𝐶5 =

[︃ 1 −5 10 −10 5 −1 0 . . .
0 1 −5 10 −10 5 −1 . . .
...

...
...

...
...

...
...

. . .

]︃
, 𝑓𝑗 = 𝐶𝑇

5 𝐹
𝑗(0).

Имеем задачу

min
𝜀𝑗

Φ𝑗(𝜀𝑗), 𝜀𝑗 ∈ ℛ𝑁 .
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Метод сглаживания кривизны

Задача сформулированная ранее, аналогично задаче о сглаживании

кривизны. Повторяя рассуждения, получаем для 𝑁 заданных точек

𝑃 𝑗 решение задачи в виде системы алгебраических уравнений

(𝐻 + 𝛿𝑗𝐷
𝑗)𝜀𝑗 = −𝐻𝑃 𝑗 , 𝑗 = 0, . . . , 4, (4)

где параментр 𝛿𝑗 > 0 является штрафом за отклонение, а элементы

матрицы 𝐷𝑗 = diag{1/𝜎21,𝑗 , . . . , 1/𝜎
2
𝑁,𝑗}, 𝜎𝑖,𝑗 пропорциональны шуму

измерений GNSS-приемника. В отличии от машины, координаты

позиции должны быть полученные для мультикоптера только в

режиме FIXED.

Вообще говоря 𝛿𝑗 и 𝐷
𝑗 должны быть одинаковыми для компонент

𝑥, 𝑦 желаемой траектории.
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Траектория-кандидат

Имеем набор "новых" точек в виде

𝑝𝑗𝑖 = 𝑝𝑗𝑖 + 𝜀𝑗0,

𝑗 = 0, . . . , 4, 𝑖 = 0, . . . , 𝑁 .

Теперь чтобы построить траекторию во времени необходимо

определить зависимость параметра сплайна 𝑢 от времени. В
тривиальном случае имеем формулу

𝑢𝑖(𝑡) =
𝑡− 𝑡𝑖
𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖

,

𝑡 ∈ [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1]. Таким образом, мы можем построить кандидата в

желаемые траектории в виде 𝑃𝑖(𝑢𝑖), 𝑢𝑖 ∈ [0, 1] при этом
гарантируется монотонность функции 𝑢𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1].
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Визуализация сырых данных
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Example trajectory candidate
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Траектория полета, 50Гц
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Дополнительные ограничения на

желаемую траекторию

Пусть ускорение ограничено, т.ч.

‖(𝑥̈(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡))
T‖2 ≤ 𝑎max.

Пусть скорость ограничена, т.ч.

‖(𝑥̇(𝑡), 𝑦̇(𝑡), 𝑧̇(𝑡))
T‖2 ≤ 𝑣max.

Т.о. чтобы построить допустимую траекторию мы должны решить

нелинейную оптимизационную задачу. Эта тяжелая

вычислительная задача для произвольных траекторий, однако она

существенно упрощается, если использовать 𝐵5 - сплайны и

регуляризующий параметр 𝛿. Основная идея, заключается в
сведении общей задачи оптимизации к решению LMI для

параметров (𝜀, 𝛿).
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Аппроксимация скоростей и ускорений

Аппроксимация скорости в точке 𝑝𝑖

𝑣 = 𝐴𝑣(𝑝+ 𝜀) ∈ ℛ𝑛−1,

где 𝐴𝑣 = 𝐶1/∆𝑡|Δ𝑡=1=̇𝐴1 ∈ ℛ(𝑛−1)×𝑛, 𝐶1-ленточная матрица из

элементов первой строки матрицы 𝑀2

Аппроксимация скорости в точке 𝑝𝑖+1/2

𝑣 = 𝐴𝑣(𝑝+ 𝜀) ∈ ℛ(𝑛−3),

где 𝐴𝑣 =

[︃ −1 −5 5 1 0 0 0 . . .
0 −1 −5 5 1 0 0 . . .
...

...
...

...
...

...
...

. . .

]︃
= 𝐴3 ∈ ℛ(𝑛−3)×𝑛;

Аппроксимация ускорения в точке 𝑝𝑖

𝑎 = 𝐴𝑎(𝑝+ 𝜀) ∈ ℛ(𝑛−2),

где 𝐴𝑎 = 𝐶2/∆
2
𝑡 |Δ𝑡=1=̇𝐴2 ∈ ℛ(𝑛−2)×𝑛, 𝐶2-ленточная матрица из

элементов первой строки матрицы 𝑀3
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Теорема

Пусть 𝐵𝑣 = (𝑣𝑚𝑎𝑥, . . . , 𝑣𝑚𝑎𝑥) = 𝐵1 ∈ 𝑅𝑛−1,

𝐵𝑣 = (𝑣𝑚𝑎𝑥, . . . , 𝑣𝑚𝑎𝑥) = 𝐵3 ∈ 𝑅𝑛−3,

𝐵𝑎 = (𝑎𝑚𝑎𝑥, . . . , 𝑎𝑚𝑎𝑥) = 𝐵2 ∈ 𝑅𝑛−2;

Пусть 𝛿 = (𝛿1, . . . , 𝛿𝑛−3), где 𝛿𝑖 = min{𝛿1𝑖 , 𝛿2𝑖 , 𝛿3𝑖 } решение LMI для

каждого 𝑘 = 1, 2, 3

𝛿𝑘(𝑝−𝐴−1
𝑘 𝐵𝑘) ≤ +𝐷−1𝐻𝐴−1

𝑘 𝐵𝑘,

𝛿𝑘(𝑝+𝐴−1
𝑘 𝐵𝑘) ≥ −𝐷−1𝐻𝐴−1

𝑘 𝐵𝑘.

Тогда новое множество точек

𝑝𝑗𝑖 = 𝑝𝑗𝑖 + 𝜀𝑗0,

𝑗 = 0, . . . , 4, 𝑖 = 0, . . . , 𝑁 , где 𝜀 = −(𝐻 +𝐷𝛿)−1𝐻𝑝 определяет

допустимую траекторию 𝑃 𝜀,𝛿
𝑖 (𝑓𝑠𝑖 (𝑡))𝑗 , 𝑖 = 0, . . . , 𝑁 , где 𝑗 = 1, . . . , 4,

𝑓𝑠𝑖 (𝑡) = 𝑞𝑠𝑖 𝑡, 𝑞𝑖 = 1/(𝑡𝑖+𝑠 − 𝑡𝑖), k=1,2,3.
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Данные с частотой 50 Гц
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Данные (высота) с частотой 5 Гц
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Данные (высота) с частотой 5 Гц
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Данные (долгота) с частотой 5 Гц
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Данные (широта) с частотой 5 Гц
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Планирование траектории полета

Сбор данных и геодезическая привязка реперных точек;

Построение выпуклого множества по данным точкам;

Наложение геодезической сетки на выпуклое множество;

Генерация заданного числа точек на геодезической сетке;

Построение ломанной по этим точкам;

Сглаживание ломанной с помощью 𝐵5-сплайнов;
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Планирование траектории: точки

Морозов Юрий ( ИПУ РАН) B-slines Trajectory Planning ... Москва, 2014 26 / 33



Планирование траектории: выпуклость
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Планирование траектории: граница
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Планирование траектории: ломаная
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Планирование траектории: 𝐵5-сплайны
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Допустимая траектория 3D
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Выводы

Предложен метод построения допустимой траектории полета

для мультикоптера по имеющемуся набору точек с помощью

𝐵5-сплайнов;

Предложен алгоритм генерации допустимых траекторий полета

для мультикоптера по имеющемуся ограниченному набору

реперных точек с помощью 𝐵5-сплайнов;

Проведено численное моделирование на реальных данных с

помощью 𝐵5-сплайнов;
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Спасибо за внимание!
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