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De�nition (Work)

ObWork = Ob Smk (àôôèííûå ìíîãîîáðàçèÿ íàä ïîëåì k);

Work(X ,Y ) = W (P(X ,Y ), ∗) � ãðóïïà Âèòòà òî÷íîé êàòåãîðèè ñ
äâîéñòâåííîñòüþ (Îïðåäåëåíèÿ ?? è ??.)

êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ Φ ∈Work(X ,Y ) è Ψ ∈Work(Y ,Z ) îïðåäåëÿåòñÿ
êàê òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå íàä k[Y ] ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàäðàòè÷íûõ
ïðîñòðàíñòâ;

òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì îïðåäåëÿåòñÿ äèàãîíàëüþ, ò.å. ìîäóëåì

k[X ]k[X ]k[X ] è êàíîíè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì k[X ] ' Homk[X ](k[X ], k[X ]).

De�nition (P(X ,Y ))

P(X ,Y ) � êàòåãîðèÿ êîíå÷íîïîðîæäåííûõ k[X × Y ]-ìîäóëåé, êîòîðûå
êîíå÷íîïîðîæäåíû è ïðîåêòèâíû êàê k[X ]-ìîäóëè. ∗ � äâîéñòâåííîñòü íà
P(X ,Y ), òàêàÿ ÷òî P∗ = Homk[X ](P, k[X ]).

Òèïè÷íûé ïðèìåð ìîðôèçìà èç X â Y � ýòî êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî
(k[Y ]Pk[X ], φ), ãäå k[Y ]Pk[X ] � k[Y × X ]-ìîäóëü, êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé êàê
k[X ]-ìîäóëü, è ãäå φ : k[Y ]Pk[X ] → Homk[X ](P, k[X ]) � ñèììåòðè÷åñêèé
èçîìîðôèçì k[Y × X ]-ìîäóëåé.

Äðóæèíèí À.Ý. Ïðåäïó÷êè ñ Witt-òðàíñôåðàìè 10 íîÿáðÿ 2014 ã. 2 / 10



Ïðåäïó÷êè ñ Witt-òðàíñôåðàìè

Îïðåäåë¼í ôóíêòîð i : Sm→Wor , ñîïîñòàâëÿþùèé ìîðôèçìó f : X → Y
êîëüöî ôóíêöèé íà ãðàôèêå k[Γf ], êàê ìîäóëü íàä k[X × Y ] ñ åäèíè÷íîé
êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé íàä k[X ].

De�nition

Ïðåäïó÷êîì àáåëåâûõ ãðóïï ñ Witt-òðàíñôåðàìè íàçûâàåòñÿ
êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð F : Work → Ab, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
àääèòèâíîñòè íà äèçúþíêòíûõ îáúåäèíåíèÿõ, ò.å. òàêîé, ÷òî
F (X1

∐
X2) = F (X1)⊕F (X2).

Ïó÷êîì Íèñíåâè÷à ñ Witt-òðàíñôåðàìè íàçûâàåòñÿ òàêîé ïðåäïó÷îê F ñ
Witt-òðàíñôåðàìè, ÷òî åãî îãðàíè÷åíèå íà Smk ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì
Íèñíåâè÷à. Ò.å. F ◦ i : Smk → Ab � ïó÷îê Íèñíåâè÷à.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïó÷îê Çàðèññêîãî ñ Witt-òðàíñôåðàìè.

Ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûì ïðåäïó÷êîì ñ Witt-òðàíñôåðàìè
íàçûâàåòñÿ ïðåäïó÷îê F ñ Witt-òðàíñôåðàìè, òàêîé ÷òî
F (X × A1) ' F (X ) äëÿ ëþáîãî X ∈ Smk .
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Theorem (Witt-òðàíñôåðû)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðåäïó÷êà F ñ Witt-òðàíñôåðàìè ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ñòðóêòóðà ïðåäïó÷êà ñ Witt-òðàíñôåðàìè íà àññîöèèðîâàííîì
ïó÷êå â òîïîëîãèè Íèñíåâè÷à FNis , òàêàÿ, ÷òî êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì
ε : F → FNis ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ïðåäïó÷êîâ ñ Witt-òðàíñôåðàìè.

Ýòà òåîðåìà ãîâîðèò, ÷òî êàòåãîðèÿ ïó÷êîâ Íèñíåâè÷à ñ òðàíñôåðàìè
àáåëåâà.

Theorem (ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü)

Äëÿ ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî ïðåäïó÷êà F ñ Witt-òðàíñôåðàìè,
àññîöèèðîâàííûé ïó÷îê â òîïîëîãèè Íèñíåâè÷à FNis ãîìîòîïè÷åñêè
èíâàðèàíòåí

Ýòà òåîðåìà ãîâîðèò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî Witt-ìîòèâ MW (Y ) ëþáîãî ãëàäêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ Y äåéñòâèòåëüíî ëåæèò â êàòåãîðèè DWM(k), ò.å. ÿâëÿåòñÿ
ìîòèâíûì êîìïëåêñîì.
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Theorem (èíúåêòèâíîñòü íà àôôèííîé ïðÿìîé)

Ïóñòü U ⊂ V � ïàðà âëîæåííûõ îòêðûòûõ ïî Çàðèññêîìó ïîäìíîæåñòâ A1
K .

Ïóñòü F � ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûé ïðåäïó÷îê ñ òðàíñôåðàìè. Òîãäà
îòîáðàæåíèå îãðàíè÷åíèÿ F (V )→ F (U) èíúåêòèâíî

Theorem (âûðåçàíèå íà àôôèííîé ïðÿìîé)

Ïóñòü F � ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûé ïðåäïó÷îê ñ Witt-òðàíñôåðàìè,
òîãäà äëÿ ïîëÿ K , ÿâëÿþùåãîñÿ ïîëåì ÷àñòíûõ íåêîòîðîãî ãëàäêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ íàä k , è äâóõ âëîæåííûõ îêðåñòíîñòåé ïî Çàðèññêîìó U ⊂ V
òî÷êè z â A1

K îãðàíè÷åíèå

i∗ :
F (V − z)

F (V )
→ F (U − z)

F (U)

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì (i îáîçíà÷àåò âëîæåíèå U â V ).

Ñëåäñòâèåì òåîðåì Â è Ã ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûé
ïðåäïó÷îê F ñ Witt-òðàíñôåðàìè ïðè îãðàíè÷åíèè íà àôôèííóþ ïðÿìóþ
ñòàíîâèòñÿ ïó÷êîì Çàðèññêîãî íà íåé.
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Ñîãëàñíî îäíîé òåîðåìå îá èíúåêòèâíîñòè íà ëîêàäüíûõ ñõåìàõ, äîêàçàííîé
Ê. ×åïóðêèíûì äëÿ ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî ïðåäïó÷êà F ñ
Witt-òðàíñôåðàìè, ãëàäêîãî àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ X è òî÷êè x ∈ X (íå
îáÿçàòåëüíî çàìêíóòîé) ãîìîìîðôèçì F (OX ,x)→ F (k(X )) èíúåêòèâåí.

Theorem (ýòàëüíîå âûðåçàíèå â ðàçìåðíîñòè 1)

Ïóñòü F � ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûé ïðåäïó÷îê ñ Witt-òðàíñôåðàìè è
π : X ′ → X � ýòàëüíûé ìîðôèçì ãëàäêèõ êðèâûõ íàä ïîëåì K , ÿâëÿþùèìñÿ
ïîëåì ÷àñòíûõ íåêîòîðîãî ãëàäêîãî àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïóñòü z ∈ X
� çàìêíóòàÿ òî÷êà, òàêàÿ, ÷òî π−1(z) ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, ñêàæåì z ′, è
èíäóöèðîâàííûé íà ïîëÿõ âû÷åòîâ ýòèõ òî÷åê ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ

èçîìîðôèçìîì. Òîãäà π èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì π∗ : F (U−z)
F (U)

∼→ F (U′−z′)
F (U′) ,

ãäå U = Spec(OX ,z), U ′ = Spec(OX ′,z′).

Ñëåäñòâèåì òåîðåì Â, Ã è Ä ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ ãîìîòîïè÷åñêè
èíâàðèàíòíîãî ïðåäïó÷êà F ñ Witt-òðàíñôåðàìè àññîöèèðîâàííûé ïó÷îê
Íèñíåâè÷à F∼Nis îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åãî çíà÷åíèå íà ëþáîì
îòêðûòîì ïî Çàðèññêîìó ïîäìíîæåñòâå U àôôèííîé ïðÿìîé ðàâíî çíà÷åíèþ
íà U èñõîäíîãî ïðåäïó÷êà, ò.å. F (U) = F∼Nis(U).
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De�nition (êàòåãîðèÿ Worpairk )

Îáúåêòû êàòåãîðèè Worpairk � ýòî ïàðû (X1,X2), ãäå X1 � ãëàäêàÿ ñõåìà (èëè
ñóùåñòâåííî ãëàäêàÿ ñõåìà), à X2 � îòêðûòàÿ ïîäñõåìà.
Äëÿ äâóõ ïàð (X1,X2) è (Y1,Y2) ìîðôèçìû

Worpairk ((X1,X2), (Y1,Y2)) =

= coker(Work(X1,Y2)
(−◦iX ,iY ◦−)−−−−−−−→Wor ·→·k (X2 → X1,Y2 → Y1)),

ãäå iX è iY � âëîæåíèÿ X2 ↪→ X1 è Y2 ↪→ Y1 ñîîòâåòñòâåííî, à Wor ·→·k

îáîçíà÷àåò êàòåãîðèþ äèàãðàìì, ò.å.

Wor ·→·k ((X1,X2), (Y1,Y2)) =

= ker(Work(X2,Y2)⊕Work(X1,Y1)
(iY ◦−,−◦iX )−−−−−−−→Work(X2,Y1)).

Äëÿ ïðåäïó÷êà ñ Witt-òðàíñôåðàìè F îïðåäåë¼í ïðåäïó÷îê F ′ íà êàòåãîðèè

Worpairk , òàêîé ÷òî F ′(X1,X2) = coker(F (X1)
F (iX )−−−→ F (X2)), ãäå iX �

âëîæåíèå X2 ↪→ X1.
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De�nition (êàòåãîðèÿ Work)

ObWork = ObWork ;

ìîðôèçìû

Work(X ,Y ) = coker(Work(A1 × X ,Y )
(−◦i0)−(−◦i1)−−−−−−−−−→Work(X ,Y )),

ãäå i0, i1 : X ↪→ A1 × X � íóëåâîå è åäèíè÷íîå ñå÷åíèÿ A1 × X .

De�nition (êàòåãîðèÿ Worpairk )

ObWorpairk = ObWorpairk ;

ìîðôèçìû

Worpairk ((X1,X2), (Y1,Y2)) =

= coker(Worpairk ((A1×X1,A1×X2), (Y1,Y2)) −→Worpairk ((X1,X2), (Y1,Y2))).

Ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûå ïðåäïó÷êè � ýòî â òî÷íîñòè òå ïðåäïó÷êè,
êîòîðûå ïðîïóñêàþòñÿ ÷åðåç êàíîíè÷åñêèé ôóíêòîð â ôàêòîðêàòåãîðèþ
h : Work →Work .
Äëÿ ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî ïðåäïó÷êà ñ Witt-òðàíñôåðàìè F ,

ïðåäïó÷îê F ′ : Worpairk → Ab ïðîïóñêàþòñÿ ÷åðåç hpair : Worpairk →Worpairk .
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Lemma (èíúåêòèâíîñòü íà àôôèííîé ïðÿìîé)

Ïóñòü U ⊂ V � ïàðà âëîæåííûõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ A1
K , à i � âëîæåíèå

U â V , òîãäà ñóùåñòâóåò ìîðôèçì Φ ∈Wor(V ,U), òàêîé, ÷òî [i ◦Φ] = [idV ] â
WorK (V ,V ).

Lemma (âûðåçàíèå íà àôôèííîé ïðÿìîé)

Ïóñòü U ⊂ V � ïàðà âëîæåííûõ îêðåñòíîñòåé ïî Çàðèññêîìó çàìêíóòîé

òî÷êè z â A1
K , òîãäà [i ] : (U,U − z)→ (V ,V − z) â WorpairK ÿâëÿåòñÿ

èçîìîðôèçìîì.

Lemma (ýòàëüíîå âûðåçàíèå â ðàçìåðíîñòè 1)

Ïóñòü π : X → X ′ � ýòàëüíûé ìîðôèçì ãëàäêèõ êðèâûõ ñ òðèâèàëüíûìè
êàíîíè÷åñêèìè êëàññàìè, z è z ′ � òî÷êè X è X ′ òàêèå, ÷òî π(z ′) = z è ïîëÿ
âû÷åòîâ z è z ′ èçîìîðôíû, U = lim←−

z∈V⊂X
V , U ′ = lim←−

z′∈V ′⊂X ′

V ′, òîãäà:

a) ñóùåñòâóåò Φ ∈WorpairK ((U,U − z), (X ′,X ′ − z ′)) òàêîé, ÷òî [π ◦ Φ] = [i ] â

WorpairK ((U,U − z), (X ,X − z));

b) ñóùåñòâóåò Ψ ∈WorpairK ((U,U − z), (X ′,X ′ − z ′)) òàêîé, ÷òî [Ψ ◦ π] = [i ′] â

WorpairK ((U ′,U ′ − z ′), (X ′,X ′ − z ′)).
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Îòëè÷èÿ Witt-ñîîòâåòñòâèé è Cor -ñîîòâåòñòâèé

Íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíîãî äàííîãî � êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (â
ãåîìåòðè÷åñêèõ êîíñòðóêöèÿõ çàäà¼òñÿ îðèåíòàöèÿ îòíîñèòåëüíîãî
êàíîíè÷åñêîãî êëàññà), êîòîðîå äîëæíî áûòü ñîãëàñîâàííî äëÿ
ðàçëè÷íûõ òðàíñôåðîâ.

Ïðè êîìïîçèöèè (P, qP) ∈ P(X ,Y ) ñ ðåãóëÿðíûì îòîáðàæåíèåì
f : Y → Z ìîäóëü (è êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî) ñîõðàíÿåòñÿ, â òî
âðåìÿ êàê äëÿ öèêë � íîñèòåëü ìîæåò èçìåíèòüñÿ.
(Ñóùåñòâåííî â äîêàçàòåëüñòâå ýòàëüíîãî âûðåçàíèÿ)

Ïóñòü X � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â AK (ãäå K � ïîëå ôóíêöèé ãëàäêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ), òîãäà
(k[X × X ]

/
I (∆)n, q) = 0 , äëÿ ëþáîé ôîðìû q ïðè ÷¼òíîì n.

(k[X × X ]
/
I (∆)n, q) = (g) (ãäå g � îáðàòèìàÿ ôóíêöèÿ íà X , è (g) �

êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ðàíãà 1) , äëÿ ëþáîé ôîðìû q ïðè íå÷¼òíîì n.
(Èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå èíúåêòèâíîñòè è âûðåçàíèÿ íà
àôôèííîé ïðÿìîé)
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