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Ñîäåðæàíèå

Ïðîáëåìû è çàäà÷è

Íåðàâåíñòâî òèïà Ìèíêîâñêîãî ñ îäíèì ïàðàìåòðîì

Íåðàâåíñòâî òèïà Ìèíêîâñêîãî ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè

Íåðàâåíñòâà äëÿ êâàíòîâîé èí�îðìàöèè �îí Íåéìàíà è

Òîìîãðà�è÷åñêîé èí�îðìàöèè

Îáñóæäåíèå è çàêëþ÷åíèå

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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Ïðîáëåìû è çàäà÷è

Çàäà÷à: Îáîáùèòü íåðàâåíñòâà òèïà Ìèíêîâñêîãî (E. A. Carlen,

E. H. Lieb: 2008), èçâåñòíûå äëÿ äâóõêîìïîíåòíûõ ñèñòåì, íà

ñëó÷àé ñèñòåì áåç ïîäñèñòåì (êóäèò ñî ñïèíîì j = 3/2).

Ìåòîä: Áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ãèëüáåðòîâîãî ïðîñòðàíñòâà

îäíîé êâàíòîâîé ñèñòåìû íà �èëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî

H1 ⊗H2
äâóõêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû (V.N. Chernega, O.V.

Man'ko, V.I. Man'ko: 2013)

Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ: Ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà èçó÷åíû íà

ïðèìåðå Âåðíåðîâñêîãî è X -ñîñòîÿíèÿ äëÿ êóäèòà j = 3/2.
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Ïóñòü êâàíòîâàÿ ñèñòåìà â ÷åòûðåõìåðíîì �èëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå H çàäàåòñÿ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè

ρ =









ρ11 ρ12 ρ13 ρ14

ρ21 ρ22 ρ23 ρ24

ρ31 ρ32 ρ33 ρ34

ρ41 ρ42 ρ43 ρ44









, ρ = ρ†, Trρ = 1, ρ ≥ 0 . (1)

�àçîáüåì åå íà ÷åòûðå áëîêà ðàçìåðà 2 × 2

a11 =

(

ρ11 ρ12

ρ21 ρ22

)

, a12 =

(

ρ13 ρ14

ρ23 ρ24

)

,

a21 =

(

ρ31 ρ32

ρ41 ρ42

)

, a22 =

(

ρ33 ρ34

ρ43 ρ44

)

.
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Ìàòðèöà ïëîòíîñòè â áëî÷íîì âèäå

ρ =

(

a11 a12

a21 a22

)

.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

(

a11 a12

a21 a22

)p

≡
(

a11(p) a12(p)
a21(p) a22(p)

)

,

ãäå p ≥ 1 äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, {aij(p)} - íîâûå áëî÷íûå ìàòðèöû,
çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà p.
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Íåðàâåíñòâî òèïà Ìèíêîâñêîãî ñ îäíèì ïàðàìåòðîì

(

Tr (a11 + a22)
p) 1

p ≤ Tr
(

Tra11(p) Tra12(p)
Tra21(p) Tra22(p)

)
1
p

(2)

Íåðàâåíñòâî ïåðåâîðà÷èâàåòñÿ ïðè 0 ≤ p < 1.

Îáîçíà÷èì ðàçíîñòü ìåæäó ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿìè íåðàâåíñòâà

∆M(p).
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Ïðèìåð: Âåðíåðîâñêîå ñîñòîÿíèå

Ñîñòîÿíèå êóäèòà ñî ñïèíîì j = 3/2 ìîæåò áûòü îïèñàíî ìàòðèöåé

Âåðíåðà

ρW (r) =









1+r
4 0 0 r

2
0 1−r

4 0 0
0 0 1−r

4 0
r
2 0 0 1+r

4









, (3)

ãäå −1/3 ≤ r ≤ 1. Â îáëàñòè, ãäå ïàðàìåòðû 1/3 < r ≤ 1, ñèñòåìà
çàïóòàíà.

Äëÿ p = 2 íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî ñ îäíèì ïàðàìåòðîì èìååò âèä

∆M(2) = −(
√

2(
√

(3r2 + 1)− 1))/2 ≤ 0.
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∆M(p) äëÿ Âåðíåðîâñêîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ ðàçíûõ
ïàðàìåòðîâ p
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Ïðèìåð: X ñîñòîÿíèå

Åñëè ρ12 = ρ13 = ρ21 = ρ31 = ρ24 = ρ34 = ρ42 = ρ43 = 0 òî ìàòðèöà

ïëîòíîñòè (1) èìååò âèä

ρX =









ρ11 0 0 ρ14

0 ρ22 ρ23 0
0 ρ32 ρ33 0
ρ41 0 0 ρ44









=









ρ11 0 0 ρ14

0 ρ22 ρ23 0
0 ρ∗23 ρ33 0
ρ∗14 0 0 ρ44









, (4)

ãäå ρ11, ρ22, ρ33, ρ44 äåéñòâèòåëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ρ23, ρ14

êîìïëåêñíûå.

Íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî (2) äëÿ X -ìàòðèöû êóäèòà ñî ñïèíîì

j = 3/2 ñ p = 2 èìååò âèä

∆M(2) =
√

(ρ11 + ρ33)2 + (ρ22 + ρ44)2 −
√

ρ2
11 + ρ2

22 + |ρ14|2 + |ρ23|2

−
√

ρ2
33 + ρ2

44 + |ρ14|2 + |ρ23|2 ≤ 0.

Ìàðêîâè÷ Ëþáîâü (Ìîñêîâñêèé �èçèêî òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóò �îñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò Ìîñêâà, �îññèÿ[3mm℄57-àÿ íàó÷íàÿ êîí�åðåíöèÿ ÌÔÒÈ )Ìàòðè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ Ìîñêâà 9 / 20



Íåðàâåíñòâà äëÿ êâàíòîâîé èí�îðìàöèè �îí Íåéìàíà

è Òîìîãðà�è÷åñêîé èí�îðìàöèè

Ñîñòîÿíèå êóäèòà ñ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ρ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî

ñïèíîâîé òîìîãðàììîé

ω(m1,m2,n1,n2) = 〈m1,m2|U · ρ · U†|m1,m2〉,

ãäå m1,2 = −j ,−j + 1, . . . , j , j = 0,1/2,1 . . . ïðîåêöèè ñïèíà. Ìàòðèöà

ïîâîðîòà U îïðåäåëåíà êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö èç SU(2) -
ãðóïïû

U = U(θ1, ϕ1, ψ1)⊗ U(θ2, ϕ2, ψ2),

U(θk , ϕk , ψk ) =

(

cos θk
2 e

i(ϕk+ψk )
2 sin θk

2 e
i(ϕk−ψk )

2

− sin θk
2 e

i(ψk−ϕk )
2 cos θk

2 e
−i(ϕk+ψk )

2

)

.
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Äëÿ Âåðíåðîâñêîãî ñîñòîÿíèÿ äâóõ êóáèòîâ

ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû Âåðíåðà

λ1 =
1 + 3r

4
, λ2,3,4 =

1 − r
4

.

Òîãäà ÷àñòè÷íûå ìàòðèöû äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî êóáèòîâ

ρ1 =

( 1
2 0
0 1

2

)

, ρ2 =

( 1
2 0
0 1

2

)

.

Ýíòðîïèÿ �îí Íåéìàíà äëÿ îáîèõ êóáèòîâ è äëÿ âñåé ñèñòåìû

S1 = −Trρ1 ln ρ1 = ln 2, S2 = −Trρ2 ln ρ2 = ln 2,

S12 = −Trρ ln ρ = −1 + 3r
4

ln
(

1 + 3r
4

)

− 3
1 − r

4
ln
(

1 − r
4

)

.

Êâàíòîâàÿ èí�îðìàöèÿ

Iq = S1 + S2 − S12, Iq ≥ 0.

Ìàðêîâè÷ Ëþáîâü (Ìîñêîâñêèé �èçèêî òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóò �îñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò Ìîñêâà, �îññèÿ[3mm℄57-àÿ íàó÷íàÿ êîí�åðåíöèÿ ÌÔÒÈ )Ìàòðè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ Ìîñêâà 11 / 20



Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû U · ρ · U†

ω(↑, ↑) = ω(↓, ↓) = 1
4
(r (cos θ1 cos θ2 + cos(ψ1 + ψ2) sin θ1 sin θ2) + 1) ,

ω(↑, ↓) = ω(↓, ↑) = 1
4
(1 − r (cos(ψ1 + ψ2) sin θ1 sin θ2 + cos θ1 cos θ2)) ,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå ω(↑, ↑) ≡ ω
(

+1
2 ,+

1
2 ,n1,n2

)

. Ñëåä ìàòðèöû

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íîðìèðîâêè Tr
(

U · ρ · U†
)

= 1.
Ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîñÿùèåñÿ ê ìàòðèöàì ïëîòíîñòè

ïåðâîãî è âòîðîãî êóáèòîâ

W1(↑,n1) = ω(↑, ↑) + ω(↑, ↓), W1(↓,n1) = ω(↓, ↑) + ω(↓, ↓),
W2(↑,n2) = ω(↑, ↑) + ω(↓, ↑), W2(↓,n2) = ω(↑, ↓) + ω(↓, ↓).

Ìàðêîâè÷ Ëþáîâü (Ìîñêîâñêèé �èçèêî òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóò �îñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò Ìîñêâà, �îññèÿ[3mm℄57-àÿ íàó÷íàÿ êîí�åðåíöèÿ ÌÔÒÈ )Ìàòðè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ Ìîñêâà 12 / 20



Òîìîãðà�è÷åñêàÿ Ýíòðîïèÿ Øåííîíà

H1 = −W1(↑,n1) ln W1(↑,n1)− W1(↓,n1) ln W1(↓,n1) = ln 2,

H2 = −W2(↑,n2) ln W2(↑,n2)− W2(↓,n2) ln W2(↓,n2) = ln 2,

H12 = −ω(↑, ↑) lnω(↑, ↑) − ω(↑, ↓) ln ω(↑, ↓)
− ω(↓, ↑) ln ω(↓, ↑) − ω(↓, ↓) ln ω(↓, ↓).

Îïðåäåëèì èí�îðìàöèþ êàê

It = max
ψ1,ψ2,θ1,θ2

(H1 + H2 − H12), It ≥ 0.

�àçíîñòü ìåæäó êâàíòîâîé Iq è ìàêñèìóì òîìîãðà�è÷åñêîé

èí�îðìàöèè It

△I = Iq − It ≥ 0. (5)

Äëÿ ìàêñèìàëüíî çàïóòàííîãî Âåðíåðîâñêîãî ñîñòîÿíèÿ

lim
r→1

△I = ln 2 ≈ 0.693.

Ìàðêîâè÷ Ëþáîâü (Ìîñêîâñêèé �èçèêî òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóò �îñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò Ìîñêâà, �îññèÿ[3mm℄57-àÿ íàó÷íàÿ êîí�åðåíöèÿ ÌÔÒÈ )Ìàòðè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ Ìîñêâà 13 / 20



Ñðàâíåíèå ñ Negativity è Con
urren
e

Äëÿ Âåðíåðîâñêîãî ñîñòîÿíèÿ negativity è 
on
urren
e

N(r) = 3

∣

∣

∣

∣

r + 1
4

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

1 − 3r
4

∣

∣

∣

∣

> 1,

C(r) =

{ 3r−1
2 , åñëè

1
3 < r ≤ 1,

0, åñëè − 1
3 ≤ r ≤ 1

3 ,

�èñ. : �àçíîñòü △I (÷åðíàÿ), C(r) (ñâåòëîñåðàÿ), N(r) (òåìíîåðàÿ) â
çàâèñèìîñòè îò r .
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Íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè

Ìàòðèöà ïëîòíîñòè äëÿ êóäèòà â áëî÷íîé �îðìå

ρ =











a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

an1 an2 · · · ann











, ρ = ρ†,Trρ = 1, ρ ≥ 0 , (6)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

ρp =











a11(p) a12(p) · · · a1n(p)
a21(p) a22(p) · · · a2n(p)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

an1(p) an2(p) · · · ann(p)











.

Ìàðêîâè÷ Ëþáîâü (Ìîñêîâñêèé �èçèêî òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóò �îñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò Ìîñêâà, �îññèÿ[3mm℄57-àÿ íàó÷íàÿ êîí�åðåíöèÿ ÌÔÒÈ )Ìàòðè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ Ìîñêâà 15 / 20



Íåðàâåíñòâî òèïà Ìèíêîâñêîãî ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè

äëÿ êóäèòà



Tr

(

n
∑

i=1

aii(q)

)
p
q





1
p

≤













Tr











Tra11(p) Tra12(p) · · · Tra1n(p)
Tra21(p) Tra22(p) · · · Tra2n(p)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Tran1(p) Tran2(p) · · · Trann(p)











q
p













1
q

. (7)

ãäå 1 ≤ p ≤ 2, èíà÷å íåðàâåíñòâî ïåðåâîðà÷èâàåòñÿ.
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Äëÿ êóäèòà ñî ñïèíîì j = 3/2
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Îáñóæäåíèå è çàêëþ÷åíèå

1

Íåðàâåíñòâî òèïà Ìèíêîâñêîãî ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè áûëî

ðàñïðîñòðàíåíî íà ñëó÷àé êâàíòîâûõ ñèñòåì áåç ïîäñèñòåì.

Íîâûå íåðàâåíñòâà, õàðàêòåðèçóþùèå çàïóòàííîñòü, íàïèñàíû

äëÿ êóäèòà, â ÷àñòíîñòè äëÿ ñïèíà j = 3/2.
2

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áûëè ïðîäåìîíñòðèðîâàíû íà ïðèìåðå

Âåðíåðîâñêîãî è X -ñîñòîÿíèÿ.
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