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Задача о рационализируемости 
________________________________________________________ 

      – объемы потребления товаров 

    – цены на эти товары 

               – обратные функции 

спроса 

 

       – класс непрерывных, вогнутых, положительно-

однородных и положительных в    функций  

 

 Определение.      рационализируемы в классе       , 

если      такая функция полезности           , что 
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Постановки задачи о рационализируемости

• Существуют                                     такие что

• Существует функция            такая что             справедливо

где Q(P) – преобразование Янга1) функции F(X) 

• Существует                  , рационализирующая обратные 
функции спроса 

1) Преобразование Янга инволютивно в классе      , т.е. двукратное 

применение переводит функцию в себя

Пусть            выполнено                   Тогда следующие 

утверждения эквивалентны:

  0 0, ( ) ,F X Q P 

0, 0 ( ) ( ) ;

0 ( ( )) ( ) ( ) ;

X P Q P F X P X
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inf
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( ) ( ( )) ( )P X Q P X F X 

0X 

  0F X 

Предложение 1.

0X  ( ) 0.P X X 

0

 P X
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Критерий рационализируемости – I 
_______________________________________________________ 

Определение.  принадлежит классу        , если  

     и в             выполнены следующие условия: 

1.   

2.   

3.   

4.   

5.          строго квазивогнута; 

6.    хотя бы одно оптимальное на     решение 

)(XF
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Непараметрический метод построения индекса Конюса-

Дивизиа 

_______________________________________________

Предложение 2

Пусть                                          где                           удовлетворяют 
(I), а

Тогда

( ) 1/tQ P
t
 ( )t t tF X λ ,

t
P X

0
( ) min ,

T
F X P X





 

 
0 0 0T   

( )  0 ( ) 0
( )

inf
P Y

Q P Y F Y
F Y

  
    

  

Такой метод вычисления индексов называется 

непараметрическим методом.
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Индексы цен и потребления. Пример:  

Венгрия 1975-1984. 
___________________________________________________________ 
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Изменение структуры потребления 
_________________________________________________________ 

- Появление рыночных 

отношений на потребительском 

рынке;  

 

- Сдвиг потребления в пользу товаров 

длительного пользования;  

 



 







 











 



 





































Пример – товарные группы 

__________________________________ 

 

• Продукты питания (30 видов товаров) 

• Одежда и обувь (5 видов товаров) 

• Жильё и связь (16 видов товаров и услуг) 

• Транспорт и развлечения (13 видов товаров и 

услуг) 

45 











Модель Хаутеккера-Йохансена 

•                    -технология; 

•        -неотрицательная мера, задающая распределение 

мощностей по технологиям; 

 

•                     - вектор производственных затрат текущего 

пользования; 

•               -  коэффициент загрузки мощности; 

 

•               - производственная функция, т.е. зависимость выпуска 

от затрат производственных факторов. 

 

 

 dx

 1,..., nx x x

 1,..., nl l l

 F l
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Задача распределения ресурсов в модели 

Хаутеккера - Йохансена 
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Обобщённая лемма Неймана - Пирсона 

• Если                     , то задача (2) имеет решение. 

• Если               решение задачи (2), то существуют неравные нулю 

одновременно множители Лагранжа                                            такие, 

что 

 

 

 

 

 

 

• Если                                                                               , то  

                                                

                                        является решением задачи (2).                                                                                           
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Двойственность производственной 

функции и функции прибыли  

• Функция прибыли  

 

 

 

• Производственная функция                      является вогнутой, монотонно  

       

       неубывающей, непрерывной на  
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Агрегирование 

•             положительно однородная, вогнутая, положительная, 

непрерывная на          функция полезности; 

•            индекс цен.  

 

 

 

 

 

 

•                                   - поставки в j отрасль продукции других отраслей, 

 

•                                - поставки в j отрасль первичных ресурсов. 

•                - производственная функция j отрасли. 
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Задача распределения ресурсов 

(нелинейный межотраслевой баланс) 

                 суммарные поставки первичных ресурсов.  1,..., nl l l
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Равновесные рыночные механизмы 

    Пусть           Для того, чтобы  набор векторов 

    удовлетворяющий ограничениям задачи (4), являлся её 

решением необходимо и достаточно, чтобы существовали  

                                                                         такие, что  
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Агрегированное макро описание 

                                                                   функция прибыли j отрасли.  

 

                - агрегированная производственная функция. 

 

Вариационный принцип (двойственная задача) 

 

 

 

                - агрегированная функция прибыли. 
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Постановка обратной задачи 

 

 

 

 
Найти неотрицательную меру              с носителем в          такую, что 
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Связь с задачами интегральной геометрии  

  

 

 

 
Теорема единственности (Г.М.Хенкин, А.А.Шананин).  

Пусть  заряд              удовлетворяет условиям 

 

 

 

 

где K – открытый конус в         Тогда  
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Теорема о характеризации (Г.М.Хенкин, А.А.Шананин) 

 Функция                 представима в виде  

 

 

где          неотрицательная мера с носителем в         удовлетворяющая 

условию (5) тогда и только тогда, когда  

1)             положительно однородная, выпуклая функция на    

причём при фиксированном               мера 

экспоненциально убывает при  

 

2) функция                                                                      и  для некоторого 

 

открытого конуса                     и  некоторого             при любых  
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Пример 1 

Пусть n=2, производственная функция типа CES  

  

 

 

Тогда функция прибыли равна 

 

 

 

 

При             существует распределение мощностей по технологиям, 

соответствующее этим функциям. 
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Пример 2 

Пусть 

 

 

 

 

Тогда 

 

 

 

Обозначим  

Получаем   
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Теорема о стабильных соответствиях 

(А.В.Карзанов, А.А.Шананин) 

Пусть                                                                        и  C конус в 

Определение. Биекцию                   назовём C-стабильным 

соответствием, если для любых                                      из 

следует, что 

 

Теорема. Для того, чтобы биекция                  была C-стабильным 

соответствием необходимо и достаточно, чтобы для любых 

если                              то 

если                                    то существуют такие числа 

что   
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Модель отрасли с замещением производственных 

факторов на микро уровне 

               положительно однородная первой степени, вогнутая, 

непрерывная функция на         положительная на  

Параметры технологии задаются вектором 

 

Производственная функция на микро уровне 

 

Примеры: леонтьевская функция с постоянными пропорциями 

                                   соответствует производственной функции на 

микро уровне в модели Хаутеккера – Йохансена;  

CES функция  
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Задача распределения ресурсов с замещением 

производственных факторов на микро уровне 
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Положим  
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Исследование задачи (6) 

• Если           то задача (6) имеет решение в классе вектор – функций 

           с интегрируемыми по мере             компонентами.  

• Для того, чтобы распределение ресурсов 

удовлетворяющее  ограничениям в задаче (6), было её оптимальным 

решением необходимо, а при             достаточно, чтобы существовали 

такие не равные нулю одновременно числа                                           что, 
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Двойственность производственной функции и 

функции прибыли в модели с замещением 

производственных факторов на микро уровне  
• Функция прибыли  

 

 

 

• Производственная функция                      является вогнутой, монотонно  

       

       неубывающей, непрерывной на  
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Пример 3 

Пусть 

 

 

Тогда 
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Характеризация преобразования (7) 

(А.Д.Агальцов) 

Обозначим 
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Задача об оценке эластичности замещения 

производственных факторов на микро уровне  

Исходные данные:                                  где         вектор цен на 

производственные факторы,      цена на выпускаемую продукцию, 

     объём произведённой продукции в период времени t. 

Пусть  

 

Постановка задачи: найти значения        при которых существует  

неотрицательная мера                удовлетворяющая 
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Исследование проблемы моментов (8) 

 

Гиперповерхности                                                                          разбивают 

множество          на конечное число областей. Сопоставим каждой области 

       булевский вектор (спектр области)                                                     где 

 

 

 

 

 

Обозначим через                                          спектр разбиения, т.е. 

 множество векторов            построенных  по всевозможным областям 

 разбиения        гиперповерхностями                                     

Предложение. Проблема моментов (8) разрешима тогда и только тогда, 

 когда вектор                      принадлежит выпуклой конической оболочке  

спектра 

   

 

 

    
1

1 1 0... , 0,...,t t t

n np x p x p t T
  


 

   
nR

V       1 ,..., ,Tb V b V b V

 
    

    

1

0 1 1

1

0 1 1

1, ... int ,

0, ... int .

t t t

n n

t

t t t

n n

если p p x p x при x V

b V

если p p x p x при x V

  

  


 


 


   


 


   

    1 1

0 0, ,..., ,T TB p p p p

  ,b V
nR     

1

0 1 1 1 1... , 1,..., .t t tp p x p x t T
  


 

   

 1,..., Ty y

    1 1

0 0, ,..., , .T TB p p p p



Ромбические тайлинги 

Рассмотрим случай, когда             Обозначим                                   . 

Области V поставим в соответствие точку                 . 

Точки, соответствующие соседним областям, соединим отрезками. 

Полученная фигура будет являться ромбическим тайлингом, 

соответствующим разбиению. 

Точкам пересечения кривых разбиения соответствуют ромбы 

ромбического тайлинга 
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Деформации разбиений и флипы ромбических тайлингов 

При изменении                        любые три 

кривые пересекаются в одной точке 

не более одного раза; при этом спектр  

разбиения изменяется в результате  

операции флипа. 

Теорема (Леклерк Б., Зелевинский А.В.) 

Любые два полных ромбических тайлин- 

га можно перевести друг в друга пу- 

тем последовательного применения  

конечного числа операций флипа. 

Дополнение (Е.Г. Молчанов) 

Теорема верна для ромбических тай- 

лингов с одинаковыми верхней и ниж- 

ней границей.  

[ 1;0) (0; )   
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