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Механическая модель

Движение вокруг неподвижной точки твердого тела,
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Уравнения движения (уравнения Ламба–Пуанкаре–Жуковского)

Ṁ = M× ∂H
∂M

, Ṡ = S× ∂H
∂S

. (1)

Здесь трехмерный вектор M имеет смысл кинетического момента
системы «тело+жидкость», а компоненты трехмерного вектора S
пропорциональны компонентам вектора завихренности жидкости.

Скобка Ли-Пуассона

На ко-алгебре g = so(4)∗ (so(4) = so(3)⊕ so(3)) с координатными
функциями R6(M,S) определены скобки Ли-Пуассона

{Mi,Mj} = εijkMk, {Mi,Sj} = 0, {Si,Sj} =
1
3
εijkSk. (2)

Функции Казимира

Скобка (2) имеет две функции Казимира

F1 = (M,M) F2 = (S,S). (3)
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Предварительные сведения

Уравнения движения в гамильтоновой форме

Для заданной функции H от M,S (которая называется
гамильтонианом), соответствующие уравнения с помощью скобки
Ли-Пуассона можно записать в гамильтоной форме

ẋ = {H,x}. (4)

Здесь x любая из переменных Mi,Sj.

Фазовое пространство

На совместно уровне

P4
a,b = {F1 = a2, F2 = b2} ∼= S2 × S2

индуцированная скобка Пуассона невырождена и ограничение
системы (4) дает гамильтонову систему с двумя степенями свободы.
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Интегрируемость по Лиувиллю

Гамильтониан
Рассмотрим следующий гамильтониан

H = (M,AM) + 2(M,BS) + (S,CS) ,

где диагональные матрицы A,B,C размера 3× 3 имеют следующий
вид:

A = diag
[
α2

2α
2
3, α

2
1α

2
3, α

2
1α

2
2

]
;

B = diag [(α1 − α2)(α3 − α1)α2α3, (α2 − α1)(α3 − α2)α1α3,

(α3 − α1)(α2 − α3)α1α2] ;

C = diag
[
α2α3(α2α3 − 4α2

1), α1α3(α1α3 − 4α2
2), α1α2(α1α2 − 4α2

3)
]
.
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Интегрируемость по Лиувиллю

Дополнительный интеграл

K = 3
∑

i,j

αi(αj − αi)MjSjS
2
i +

∑
i

(αi − αj)(αi − αk)MiS
3
i−

−(M,M)
∑

i

[αjαkMiSi + 2(α2
j + α2

k)S2
i ].

Во втором и третьем выражении мы используем суммирование,
введенное С.В. Ковалевской. Здесь индекс i пробегает от 1 до 3 и для
заданного i индексы j, k принимают значения из множества {1,2,3},
не равные i.

Теорема

{H,K} = 0,

если
α1 + α2 + α3 = 0 .
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Reyman A. G. and Semenov-Tian-Shansky M. A. A New Integrable
Case of the Motion of the 4-Dimensional Rigid Body // Commun.
Math. Phys. – 1986. – 105, no. 3. – P. 461–472.

Представление Лакса

L̇(z) = [L(z),A],

где

L(z) =



0 −1
2 (M3+S3)

1
2 (M2+S2) −1

2 (M1−S1) 0 0 α1z

1
2 (M3+S3) 0 −1

2 (M1+S1) −1
2 (M2−S2) 0 α2z 0

−1
2 (M2+S2)

1
2 (M1+S1) 0 −1

2 (M3−S3) α3z 0 0

1
2 (M1−S1)

1
2 (M2−S2)

1
2 (M3−S3) 0 0 0 0

0 0 α3z 0 0 S1 −S2

0 α2z 0 0 −S1 0 S3

α1z 0 0 0 S2 −S3 0


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Спектральная кривая

Спектральная кривая для L–A пары Реймана и
Семенова-Тян-Шанского имеет явный вид

E(z, ζ) : ζ ·

(
3∑

i=0

d2iζ
2i

)
= 0 , (5)

где

d6 = 16; d4 = −16(α2
1 + α2

2 + α2
3)z2 + 8(a2 + 3b2);

d2 = [a2 + 3b2 − 4(α2
1 + α1α2 + α2

2)z2]2;

d0 = −16α2
1α

2
2α

2
3z6 + 4hz4 − 4[b2(b2 + 3a2)(α2

1 + α1α2 + α2
2) + k]z2+

+b2(a2 − b2)2.

Напомним, что α1 + α2 + α3 = 0 .
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Особенности спектральной кривой

Кривую (5) можно рассматривать как нулевой уровень отображения
E : C× C→ C. Обозначим через Σ̃ ⊂ R4(a, b,k,h) множество таких
значений интегральных постоянных для которых 0 является
критическим значением отображения E.
Опыт изучения конкретных гамильтоновых систем показывает, что

Σ ⊂ Σ̃

и бифуркационное множество Σ выделяется из Σ̃ требованием,
чтобы значения интегральных постоянных были действительными.
В свою очередь, множество Σ̃ в конечных точках C× C определяется
системой уравнений

E(z, ζ) = 0,
∂

∂z
E(z, ζ) = 0,

∂

∂ζ
E(z, ζ) = 0. (6)
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Теорема

Бифуркационная диаграмма Σ содержится в объединении
поверхностей кратных корней многочленов P(t) и Q(s), где

P(t) = 16α2
1α

2
2α

2
3t3 − 4ht2 + [4b2(b2 + 3a2)(α2

1 + α1α2 + α2
2) + 4k]t−

−b2(a2 − b2)2;

Q(s) = 16(α1 − α2)2(2α2 + α1)2(α2 + 2α1)2s3+

+12[9h− 4(α2
1 + α1α2 + α2

2)2(a2 + 3b2)]s2+

+12[a2(α2
1 + α1α2 + α2

2)(a2 − 21b2)− 9k]s− a2(a2 − 9b2)2.
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Особенности спектральной кривой

Теорема

Поверхности кратных корней многочленов P(t) и Q(s) имеют
следующее параметрическое представление

γ1 :


h(t) = 8α2

1α
2
2α

2
3t +

b2(a2 − b2)2

4t2
;

k(t) = 4α2
1α

2
2α

2
3t2 − b2(b2 + 3a2)(α2

1 + α1α2 + α2
2) +

b2(a2 − b2)2

2t
.

γ2 :



h(s) = − 8
27

(α1 − α2)2(2α2 + α1)2(α2 + 2α1)2s− a2(a2 − 9b2)2

108s2
+

+
4
9

(α2
1 + α1α2 + α2

2)2(a2 + 3b2);

k(s) = − 4
27

(α1 − α2)2(2α2 + α1)2(α2 + 2α1)2s2 − a2(a2 − 9b2)2

54s
+

+
a2(a2 − 21b2)

9
(α2

1 + α1α2 + α2
2).
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Бифуркационная диаграмма
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Задачи

Изучить топологический тип Q3
h = {x ∈ P : H(x) = h};

Изучить “предельные дискриминантные (бифуркационные)
диаграммы”;

Представить критическое множество в виде объединения
критических подсистем;

Описать вырожденные особенности ранга 1;

Дать классификацию невырожденных особенностей ранга 1;

В зависимости от значений параметров построить атлас
бифуркационных диаграмм.

Исследовать бифуркации торов;

Построить (грубый) инвариант Фоменко

Построить тонкий инвариант Фоменко-Цишанга.

Исследовать устойчивость критических периодических
движений и дать механическую интерпретацию.
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