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Задание по курсу “Стохастическая и Huge-scale оптимизация” 

 

Гасников А.В. (ПреМоЛаб ФУПМ МФТИ, ИППИ РАН) avgasnikov@gmail.com 

 

Программа курса доступна по ссылке 

http://www.mathnet.ru/php/conference.phtml?option_lang=rus&eventID=25&confid=394 

Видео-материалы 

http://www.youtube.com/user/PreMoLab 

 

Для успешной сдачи задания достаточно набрать 10 баллов  

Полноценное решение задачи – это текст, с описание алгоритма, строгим его 

обоснованием (с числовыми константами для числа итераций и в категориях 

O() для общего числа арифметических операций) и результаты численных 

экспериментов, где это подразумевается задачей.  

 

 

1. Метод зеркального спуска А.С. Немировского и различные вариации 

Задача 1 (1 балл). Опишите метод зеркального спуска (МЗС) (см. главу 5 [36]) и метод 

двойственных усреднений (МДУ) (см. п. 2.1 диссертации [38]). В чем сходства и отличия 

методов? 

Указание. По поводу сходства см. Приложение А3 [3]. Для обнаружения отличий – рас-

смотрите случай адаптивной постановки задачи (когда заранее не фиксирована точ-

ность/[число итераций], т.е. эти параметры не могут входить в размер шага исследуемого 

метода). 

Задача 2 (2 балла). Докажите оценку (3) из п. 2 работы [6], характеризующую скорость 

сходимости МЗС для задач стохастической оптимизации. 

Указание. См. п. 7.6.1 диссертации [14] и доказательство теоремы 4 работы [25]. 

Задача 3 (2 балла). Докажите аналогичную оценку для метода из п. 3 работы [6], характе-

ризующую скорость сходимости МЗС для условных задач стохастической оптимизации. 

Задача 4 (2 балла). Докажите оценку (3) из работы [20]. Получите оценки примеров 1, 2 

этой же работы.  

Задача 5 (2 балла). Докажите оценки (2), (3) работы [28]. 

Задача 6 (2 балла). Распространите результаты п. 2 работы [8] на случай не евклидовой 

прокс-структуры для задач оптимизации на множествах простой структуры. В частности, 
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покажите, что МЗС и проксимальный градиентный метод (ППГМ – Algorithm 3 на стр. 36 

диссертации [3]) генерируют последовательность точек, которые лежат в шаре (в смысле 

выбранной в прямом пространстве нормы – не обязательно евклидовой) с центром в ре-

шении задачи и радиуса, определяемого расстоянием от точки метода старта до решения 

(с точностью до небольшой универсальной, т.е. не зависящей от задачи, мультипликатив-

ной константы). Можно ли установить аналогичный результат для обычного прямого гра-

диентного метода ПГМ (см. Приложение B1 [3])? Проверьте в численных экспериментах 

поведение числовой последовательности, генерируемой методом ПГМ, скажем с 1-

нормой в прямом пространстве для плохо обусловленных задач.  

Задача 7 (2 балла). Как с помощью регуляризации сделать (без дополнительной логариф-

мической платы в оценке скорости сходимости по функции) из МЗС для не сильно выпук-

лой задачи (стохастической) оптимизации сходящийся по аргументу метод? 

Указание. Регуляризованную специальным образом задачу можно решать с помощью 

рестартов МЗС [44].  

Задача 8 (2 балла). Как следует действовать, если мы хоти применить к задаче (стохасти-

ческой) оптимизации МЗС, но нет априорно никакой информации о свойствах задачи?  

Замечание. В отличие от п. 3 [25] в данной задаче мы не предполагаем, что есть возмож-

ность контролировать зазор двойственности. 

 

2. Быстрый градиентный метод Ю.Е. Нестерова и различные вариации 

Задача 1 (3 балла). Для задач безусловной оптимизации (выбрана евклидова прокс-

структура) сравните быстрые градиентные методы и способы их получения из работ [37], 

п. 3.6 [9], [3], [33]. Какие варианты и при каких условиях сходятся быстрее? Постарайтесь 

визуализировать схему работы методов, рассматривая задачи на плоскости. 

Указание. Тестировать рекомендуется на примерах наименее благоприятных функций, 

соответствующих нижним оценкам (см. пп. 2.1.2, 2.1.4 [37]). 

Задача 2 (1 балл). По каким оценкам сходятся БГМ и МЗС, если решение задачи не един-

ственно? В частности, множество решение образует подпространство меньшей размерно-

сти, чем исходное пространство, т.е. имеются решения сколь угодно далекие от точки 

страта, как ее не выбирай.  

Задача 3 (4 балла). Исследуйте прямо-двойственность БГМ из предыдущей задачи в кон-

тексте возможности их использования в конструкции работы [8] вместо версии БГМ из 

работы [3]. Исследуйте вопрос равномерной ограниченности, генерируемых методами по-

следовательностей (см. формулу (8) [8]). 

Задача 4 (3 балла). Перенесите результаты [3] на задачи композитной (составной) опти-

мизации (см. п. 2.3 диссертации [38] и замечание 6).  



3 

 

Задача 5 (4 балла). Предложите адаптивный способ (подобный, например, способу из п. 

2.3 диссертации [38]) подбора константы Липшица градиента в алгоритме AGM1 работы 

[3]. Предложите на основе такой модификации AGM1 универсальный быстрый градиент-

ный метод [41]. 

Указание. Предварительно (для получения универсального метода) рекомендуется рас-

пространить результаты главы 4 диссертации [14] на предложенный Вами метод. 

Задача 6 (10 баллов). Перенесите основные результаты предыдущих задач этого раздела 

на задачи стохастической оптимизации. 

Указание. Идея: подставлять в методы вместо градиента – стохастический градиент и из-

менить политику выбора шагов. См. главу 7 диссертации [14], доказательство теоремы 4 

работы [25]. 

Задача 7 (5 баллов). Предложите алгоритм, объединяющий в себе алгоритмы из задач 4, 

5. Перенесите предложенный Вами алгоритм на сильно выпуклые задачи с помощью тех-

ники рестартов (см. п. 5 [3]). Примените последний алгоритм к задаче композитной опти-

мизации 

1

2

2
1 1, 0

1
ln min

2 n

k

k

n

k k

k x x

Ax b x x



  

  


 . 

Рассмотрите два случая а) 0   – мало (сильную выпуклость композита в 1-норме можно 

не учитывать); б)   – достаточно большое (сильную выпуклость композита в 1-норме не-

обходимо учитывать). 

Указание. Воспользуйтесь примером 4.1.3.а диссертации [14] и тем, что на каждом шаге 

метода необходимо решать специальную задачу “проектирования”: считать (прокс-) гра-

диентное отображение в композитном варианте – такая задача в случае б), к сожалению, 

не решается по явным формулам, поскольку для использования техники рестартов (хотим 

воспользоваться сильной выпуклостью) нельзя брать прокс-функцию энтропию, как это 

можно было делать в случае а). То есть на каждом шаге в свою очередь необходимо (при-

ближенно) решать задачу оптимизации (правда уже более простую). Это можно делать, 

например, с помощью небольшой модификации подхода работы [8]. За счет сильной вы-

пуклости функционала вспомогательной задачи тут имеет место сходимость по аргументу 

(в прямых переменных) в решении вспомогательной задачи. Это позволяет применять 

технику упомянутого примера 4.1.3.а для контроля точности решения исходной задачи 

исходя из точности решения вспомогательных задач. 

Задача 8 (2 балла). Обобщите оценки работы [18] в сильно выпуклом случае на не евкли-

довы прокс-структуры. 

Задача 9 (4 балла). Подобно главе 6 диссертации [14] (см. также [16]) предложите “про-

межуточную” модификацию AGM1 [3]. Предложите промежуточные версии производных 

(из AGM1) алгоритмов. 
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Указание. Попробуйте выбрать p

k k L  ,  0,1p . 

 

3. Покомпонентные методы и безградиентные методы 

Идею того, как переносить результаты предыдущего раздела с полноградиентных методов 

на покомпонентные методы хорошо поясняет конструкция, описанная в работе [29] (под-

ставлять вместо градиента его покомпонентный рандомизированный вариант и изменить 

политику выбора шагов). Собственно, задачи тут такие: аккуратно распишите результаты, 

полученные 1) в п. 2 (1 балл), 2) в п. 3 (3 балла), 3) в замечании 2 (3 балла), 4) в замечании 

3 (2 балла), 5) в замечании 4 (4 балла), 6) в замечании 5 (4 балла), 7) в замечании 6 (3 бал-

ла) – это наиболее полезная и при этом достаточно автономная задача из данного цикла, 8) 

в замечании 7 (3 балла). В примерах 2 – 4 стоит аккуратно выписать методы и оценки ско-

рости сходимости, произвести расчеты: 9) пример 2 (2 балла), 10) пример 3 (3 балла), 11) 

пример 4 (3 балла)). Попробуйте с помощью отмеченной конструкции распространить ос-

новные результаты предыдущего раздела на 12) спуски по направлению (7 баллов) и 13) 

безградиентные методы (9 баллов). В частности, опишите методы, которые работают по 

оценкам из работы [18].  

Задача 14 (5 баллов). Перенесите результаты п. 4 работы [26], посвященного оценкам для 

безградиентных методов и спусков по направлению (см. также работы [18, 28, 29]) на слу-

чай общего (не “независимого”), вообще говоря, враждебного оракула, выдающего значе-

ние функции (реализацию), но, по-прежнему, с небольшим уровнем шума. 

Задача 15 (5 баллов). Сопоставьте метод двойного сглаживания ((МДС), см. [42, 15, 43]) с 

методом из п. 3 работы [27]. Очевидно, что МДС работает быстрее. Останется ли это вер-

ным, если рассмотреть МДС в условиях шума (не случайной природы)? Определите уро-

вень допустимого шума, при котором МДС будет быстрее метода из п. 3 работы [27].  

 

4. Нижние оценки 

Задача 1 (5 баллов). В книге [34] получены нижние оценки в категориях относительной 

точности, которую можно по-разному выбирать. Верно ли, что всюду в этой книге можно 

считать, что относительная точность считается в масштабе вариации функции (расшиф-

руйте последнее словосочетание)? Как действовать, если множество, на котором происхо-

дит оптимизация не ограничено, но вариация функции ограничена, при этом минимум 

достигается (следует сравнить с упражнением 6 на стр. 157–158 [34]). Другими словами, 

что на самом деле входит в нижние/верхние оценки сложности: расстояние от точки стар-

та до решения и константы гладкости или(и) вариация функции, в частности,  0

*f x f ? 

Задача 2 (5 баллов). Рассматривается задача стохастической выпуклой оптимизации в n  

(без функциональных ограничений) с локальным оракулом (с конечной дисперсией и не-

смещенным стохастическим субградиентом) на единичном шаре в p -норме, 2 p   с 

соответствующей (этой норме) константой Липшица = 1  – тогда константа Липшица в 2-
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норме не больше чем 1 (все это равномерно по шуму и по пространственной переменной). 

В статье [1] имеется вот такая нижняя оценка (при сформулированных условиях) 

(1)  
1 2

1 2

pn
N 





 , 2 p  . 

В книге [34] имеется следующая нижняя оценка при тех же самых условиях 

(2)  2

p

p

c
N 


 ,  2 p   

Оценка (1) достигается на МЗС с 2-нормой и прокс-функцией  
2

2
2d x x   – то есть 

обычный евклидовой прокс-функцией. Причем тут можно еще что-то выгадать за счет то-

го, что константа Липшица считается в 2-норме, что может быть меньше, чем константа, 

посчитанная в p -норме (последняя по предположению равна 1). Оценка (2) достигается 

на МЗС из книги [34]. 

Рассмотрим два диапазона: 

а) 1 1pn      

В этом диапазоне    1 2N N   – то есть нижняя оценка 1 получается посильнее, но воз-

никает нехороший момент, поскольку оценка 2 достигается (см. выше), а она лучше 

(меньше) чем оценка 1. При этом в работе [1] утверждается, что оценка 1 – это нижняя 

оценка. В этом месте возникает первое возможное противоречие. 

б) 10 pn     

В этом диапазоне, наоборот,    1 2N N   – то есть нижняя оценка 2 получается по-

сильнее, но возникает нехороший момент, поскольку оценка 1 достигается (см. выше), а 

она лучше (меньше) чем оценка 2. Вот этом месте возникает второе возможное противо-

речие. 

Как бы Вы объяснили отмеченные противоречия? 

Задача 3 (5 баллов). Рассматривается задача гладкой выпуклой оптимизации в n  (без 

функциональных ограничений) с локальным оракулом на единичном шаре в p -норме, 

2 p   с соответствующей (этой норме) константой Липшица градиента = 1  – тогда 

константа Липшица градиента в 2-норме не больше чем 1. В статье [30] имеется вот такая 

нижняя оценка (при сформулированных условиях) 

  1
* 1 2

N

p

C
f x f

N 
  . 

Причем эта оценка достигается [35]. С другой стороны, если брать обычный БГМ с евкли-

довой прокс-структурой для этих же задач, то верхние оценки будут иметь вид 

 
1 2

2
* 2

p
N C n

f x f
N



  . 
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Причем тут можно еще что-то выгадать за счет того, что константа Липшица градиента 

считается в 2-норме, что может быть меньше чем в p -норме (последняя по предположе-

нию равна 1). Тем не менее, можно ли отсюда сделать вывод, что и при N n  выбранный 

БГМ не оптимальный метод (при N n  БГМ доминируется методом центров тяжестей 

[34, 9])? 

Задача 4 (А.С. Немировский, 7 баллов). Рассматривается задача гладкой выпуклой оп-

тимизации в n  (без функциональных ограничений) с локальным оракулом на единичном 

шаре в 1-норме, 2 p   с константой Липшица градиента в 2-норме ограниченной чис-

лом 1. Тогда нижняя оценка (при N n ) будет иметь вид 

  1
* 3

N C
f x f

N
 


. 

С другой стороны, если брать обычный БГМ с KL прокс-структурой для этой же задачи, 

то верхняя оценка будут иметь вид 

  2 1
* 2

N C L
f x f

N
 


, 

где константа Липшица градиента в 1-норме 2 1 21 1n L n L L    . Тем не менее, отсюда 

нельзя сделать вывод, что нижняя оценка достигается. Почему? Достигается ли эта ниж-

няя оценка и если достигается, то на каком методе? – насколько нам известно, это пока 

открытая задача, поставленная А.С. Немировским. Постарайтесь продвинуться в ее реше-

нии. 

Задача 5 (7 баллов). Распространите результаты предыдущих двух задач на случай, когда 

оракул вместо градиента может выдавать в указанной нами точке только производную по 

указанному нами направлению. Поставьте и решите задачу, аналогичную задаче А.С. Не-

мировского для такого оракула. 

Указание. См. таблицу 4 работы [27] и работу [28]. 

Задача 6 (7 баллов). Распространите технику глав 4, 5 диссертации [14] по получению 

нижних оценок в случае наличия шумов неслучайной природы на безградиентные мето-

ды. В частности, исследуйте вопрос о неулучшаемости оценок [18, 27, 28]. 

 

5. Игра на числе итераций и сложности итерации (развитие идеи композитной 

оптимизации) 

Задача 1 (4 балла). Постарайтесь заменить в конструкции параграфа 2.3 книги [37] (в ме-

тоде нагруженных функционалов) часть, связанную с пересчетом новой точки, оцени-

вающей оптимальное значение функционала. А именно используйте здесь сочетание ме-

тод секущих Ньютона для внешней задачи с БГМ для внутренней задачи (заметим, что 

рассмотрение естественным образом должно проходить в концепции неточного оракула). 

Почему оценка теоремы 2.3.6 для негладкой задачи (2.47) (см. [37]) имеет вид, как если бы 

задача была гладкая? Не противоречит ли это нижним оценкам?  
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Задача 2 (3 балла). Распространите пример на случай когда вместо евклидовых шаров 

используются шары в других (вообще говоря, разных и не согласованных) нормах (при 

этом у шаров допускаются бесконечные радиусы).  

Задача 3 (6 баллов). В работах [23, 24] описана конструкция суперпозиции методов с по-

мощью концепции неточного оракула (нечто похожее нам уже встречалось в задаче 7 из 

раздела 2). Распространите эту конструкцию на случай, когда вместо метода Синхорна 

(балансировки) для двойственной внутренней задачи используется подход работы [8], т.е. 

двойственная внутренняя задача решается БГМ. С помощью идей двойственного сглажи-

вания Ю.Е. Нестерова (см. главу 5 диссертации [38]) постарайтесь подобрать параметр 

регуляризации (коэффициент при энтропии) так, чтобы в итоговой задаче поиска бари-

центра Вассерштейна [24] находился c контролируемой точностью именно барицентр 

Вассерштейна.   

Задача 4 (10 баллов). Попробуйте распространить приведенные выше результаты на по-

компонентные методы, когда один или оба метода (внутренний и внешний) являются по-

компонентными или даже безградиентными. Какие сочетания могут быть наиболее инте-

ресными? Приведите примеры. 

 

6. Невыпуклые задачи 

Задача 1 (3 балла). Известно, что обычный ПГМ для безусловной задачи гладкой гло-

бальной (не выпуклой) оптимизации сходится к одному из экстремумов (не обязательно к 

локальному минимуму, см. пример 1.2.2 [37]). Причем его сходимость (характеризуемая 

скоростью стремления квадрата евклидовой нормы градиента к нулю) не улучшаема с 

точностью до мультипликативной константы. Распространим ли этот результат на гладкие 

задачи глобальной условной оптимизации (на множествах просто структуры)? Как следу-

ет действовать, если функционал не гладкий? Можно ли так модифицировать метод (не 

сильно потеряв в скорости сходимости), чтобы он гарантированно сходился к локальному 

минимуму? Как можно увеличить скорость сходимости, если известно, что задача не 

только с Липшицевым градиентом, но и с Липшицевым гессианом? Насколько улучшится 

скорость сходимости по норме градиента при ответе на предыдущий вопрос, если допол-

нительно предположить, что оптимизируемая функция еще и выпуклая? 

Указанием. См. [40] (логарифмические множители в оценках этой работы для выпуклой 

функции можно убрать). 

Задача 2 (5 баллов). В приложениях (см., например, [10, 11]) возникает потребность в 

том, чтобы распространить результаты предыдущей задачи на случай, когда оракул нам 

может выдавать только зашумленный градиент (допускается шум случайной природы – 

несмещенный и шум не случайной природы (который дает смещение), но не большого 

масштаба). Постарайтесь распространить результат работы [11] по градиентному спуску 

для не выпуклых задач с неточным оракулом на описанный в задаче случай. 



8 

 

Задача 3 (9 баллов). Постарайтесь (подобно п. 7 [39]) перенести результаты предыдущих 

двух задач на безградиентные методы и спуски по направлению. Примените эти алгорит-

мы к задаче Learning Supervised PageRank [10, 11]. 

Задача 4 (7 баллов). Покажите, что если рассматривать класс задач оптимального управ-

ления линейных по фазовым переменным, которые сводятся к (выпуклым) Ляпуновским 

задачам (см. параграф 4.3 книги [2]), то можно применять изложенную выше теорию ме-

тодов БГМ с неточным оракулом (для этого еще нужно выбрать в качестве гильбертова 

пространства  2L U  – пространство квадратично интегрируемых функций в пространстве 

управлений).  Покажите (следуя [31]), что если ограничиваться локальной теорией, то ска-

занное выше можно перенести и на общие задачи оптимального управления. Концепция 

неточного оракула позволяет привнести сюда элемент новизны, существенно мотивиро-

ванный практическими нуждами – принципиальной невозможностью (в типичных случаях 

нет явных формул) решать с абсолютной (очень хорошей) точностью вспомогательную 

задачу на каждом шаге градиентного спуска. Например, решение такой вспомогательной 

задачи для класса задач оптимального управления со свободным правым концом приводит 

к двум начальным задачам Коши для систем обыкновенных дифференциальных уравне-

ний (важно, чтобы СОДУ для фазовых переменных и сопряженных решались, скажем, ме-

тодом Эйлера, на одной и той же сетке), которые необходимо решить для вычисления гра-

диента функционала [12]. Однако, в действительности, почти все практически интересные 

задачи (за редким исключением, к коим можно отнести уже упомянутый класс Ляпунов-

ских задач [2]) в бесконечномерных пространствах не являются выпуклыми, поэтому 

здесь имеет смысл говорить лишь о локальной теории [32]. Если ограничиться неускорен-

ными методами (например, ПГМ), то можно показать, что при весьма общих условиях эти 

методы могут быть использованы в гильбертовом пространстве в концепции неточного 

оракула и для невыпуклых (но гладких) функционалов, причем с аналогичными оценками 

скорости сходимости (отличие от выпуклого случая будет в том, что метод сходится лишь 

к локальному экстремуму, в бассейне притяжения которого окажется точка старта). Заме-

тим, что задачи оптимального управления можно численно решать, построив соответст-

вующую (аппроксимирующую) задачу оптимального управления с дискретным временем, 

что приводит к конечномерным задачам, для решения которых можно использовать ко-

нечномерный вариант ПГМ в невыпуклом случае (с точным оракулом). Этот путь, как 

правило, и предлагается в большинстве источников (см., например, [12]). Однако при та-

ком подходе мы должны уметь (по возможности точно) решать сложную задачу оценки 

качества аппроксимации исходной задачи оптимального управления ее дискретным по 

времени вариантом. Более теоретически обоснованный способ рассуждений, по сути, при-

водящей к необходимости решать все те же конечномерные задачи, заключается в рас-

смотрении исходной задачи оптимального управления и ее решения бесконечномерным 

вариантом ПГМ в невыпуклом случае (с неточным оракулом). Неточность оракула суще-

ственна. Поскольку на каждой итерации этого градиентного метода необходимо решать 

две задачи Коши для СОДУ, что в общем случае можно сделать лишь приближенно, но с 

лучшим контролем точности, чем при первом подходе. Постарайтесь осуществить это 

план. 
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7. Прикладные задачи 

Задача 1 (5 баллов). Сопоставьте различные методы решения системы линейных уравне-

ний больших размеров. Опишите классические способы. Сравните их с методами из рабо-

ты [7]. Выводы сделайте на основе теоретического анализа и численных экспериментов. 

Задача 2 (6 баллов). Сопоставьте различные методы решения Google problem (поиска 

вектора PageRank). В частности, сопоставьте методы из работы [5, 6, 17], замечания 10, 11 

[8]. Определите, какой из методов работает быстрее, и при каких условиях. Выводы сде-

лайте на основе теоретического анализа и численных экспериментов.  

Задача 3 (5 баллов). Сопоставьте различные способы поиска “проекции” точки на аф-

финное многообразие из работы [4]. Определите, какой из методов работает быстрее, и 

при каких условиях. Выводы сделайте на основе теоретического анализа и численных 

экспериментов. 

Задача 4 (7 баллов). Сопоставьте различные способы поиска равновесий в транспортных 

сетях из работы [25]. Определите, какой из методов работает быстрее, и при каких усло-

виях. Выводы сделайте на основе теоретического анализа и численных экспериментов. 

Предложите на основе п. 3 [25] метод поиска равновесия в модели грузоперевозок РЖД 

[13]. 

Указание. В этой и следующих двух задачах можно тестировать алгоритмы на графе [45]. 

Задача 5 (7 баллов). Сопоставьте различные способы поиска стохастических равновесий 

в транспортных сетях из работы [22]. Определите, какой из методов работает быстрее, и 

при каких условиях. Выводы сделайте на основе теоретического анализа и численных 

экспериментов. 

Задача 6 (10 баллов). Реализуйте и сопоставьте два способа поиска (стохастических) рав-

новесий в многостадийных моделях транспортных потоков [23, 24] и [21]. Какой из спо-

собов (и при каких условиях) эффективнее? 

Задача 7 (7 баллов). Исходя из п. 2 работы из работы [24] (см. также задачу 3 раздела 5) и 

проведенного там обзора численных методов поиска энтропийно-сглаженного барицентра 

Вассерштейна, постарайтесь определить наилучший способ поиска “настоящего” бари-

центра Вассерштейна семейства вероятностных мер. 
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