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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé âèäà (îãðàíè÷èìñÿ
ñòàöèîíàðíûì ñëó÷àåì äëÿ ïðîñòîòû)

ẋ1 = x2, . . . , ẋn−1 = xn, ẋn = f0(x) + f1(x)u, (1)

f0(x) è f1(x) 6= 0 � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, x ∈ Dx ⊆ Rn,
|u| ≤ ū � ñêàëÿðíîå íåïðåðûâíîå óïðàâëåíèå.
Çàìûêàíèå ñèñòåìû (1) îáðàòíîé ñâÿçüþ

u(x, t) = satū

(
−σ(x) + f0(x)

f1(x)

)
, σ(x) = cTx, (2)

äàåò íåëèíåéíóþ ñèñòåìó âèäà

ẋ1 = x2, . . . , ẋn−1 = xn, ẋn = −Φ(σ, x). (3)

Çàäà÷à: ïîñòðîèòü îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ íóëåâîãî
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3).
Íåîáõîäèìîå óñëîâèå: |f0(0)/f1(0)| < ū.
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Ñèñòåìà ñðàâíåíèÿ

Íàðÿäó ñ (3) ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ íåñòàö. ñèñòåìó

ẋ1 = x2, . . . , ẋn−1 = xn, ẋn = −β(t)σ(x), 0 < β0 ≤ β(t) ≤ 1. (4)

Ñèñòåìà (4) àáñîëþòíî óñòîé÷èâà â óãëå (ñåêòîðå) [β0, 1],
åñëè åå íóëåâîå ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè

ëþáûõ β(t), óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèþ. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íåëèíåéíîé ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿåò

�ñåêòîðíîìó� óñëîâèþ

0 < β0 ≤ Φ(σ, x)/σ ≤ 1 ∀x ∈ Rn. (5)

Óòâåðæäåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà (3)

áûëà àáñîëþòíî óñòîé÷èâà â óãëå [β0, 1], íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðåøåíèå x = 0 ñèñòåìû (4) áûëî

àáñîëþòíî óñòîé÷èâî ïðè ëþáûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèÿõ

β(t), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñåêòîðíîìó óñëîâèþ.
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Èíâàðèàíòíàÿ îáëàñòü ñèñòåìû

Óñëîâèå (5) íå âûïîëíÿåòñÿ â Rn, ò.å. ñèñòåìà (3) íå
ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî óñòîé÷èâîé íè â êàêîì ñåêòîðå [β0, 1].
Âûõîä: âìåñòî âñåãî Rn ðàññìîòðåòü èíâàðèàíòíóþ
îáëàñòü ñèñòåìû (3), ò.å. òàêóþ îáëàñòü, êîòîðàÿ âìåñòå ñ

ëþáîé ïðèíàäëåæàùåé åé òî÷êîé ñîäåðæèò âñþ

ïîëóòðàåêòîðèþ ñèñòåìû, íà÷èíàþùóþñÿ â ýòîé òî÷êå, ïðè

ëþáûõ ôóíêöèÿõ Φ(σ, x), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñåêòîðíîìó

óñëîâèþ (5). Êàê íàéòè èíâàðèàíòíóþ îáëàñòü ñèñòåìû?

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñèñòåìà ñðàâíåíèÿ (4) àáñîëþòíî

óñòîé÷èâà â ñåêòîðå [β0, 1] è ïóñòü Υ ⊆ Dx åå èíâ.

îáëàñòü. Ïóñòü â Υ âûïîëíÿþòñÿ ñåêòîðíûå íåðàâåíñòâà

(5). Òîãäà Υ � èíâ. îáëàñòü ñèñòåìû (3) è ïðè ëþáûõ

x0 ∈ Υ è ëþáûõ Φ(σ, x), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (5),

ðåøåíèå x(t) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0 ñòðåìèòñÿ ê

ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ x = 0 ïðè t→∞.
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Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè

Ïîñòðîåíèå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (3):

(i) íàõîæäåíèå ñåìåéñòâà èíâàðèàíòíûõ îáëàñòåé

àáñîëþòíî óñòîé÷èâîé â ñåêòîðå [β0, 1] ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ;

(ii) âûáîð òàêîé îáëàñòè èç ýòîãî ñåìåéñòâà, êîòîðàÿ

ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû (1) è â êîòîðîé

âûïîëíÿåòñÿ ñåêòîðíîå óñëîâèå (5);

(iii) íàõîæäåíèå (èëè îöåíêà) íàèìåíüøåãî β0 > 0, ïðè
êîòîðîì åùå èìååò ìåñòî àáñîëþòíàÿ óñòîé÷èâîñòü

ñèñòåìû (4) â óãëå [β0, 1].
Èíâ. îáëàñòü áóäåì ñòðîèòü ñ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷íîé

ôóíêöèè Ëÿïóíîâà L = xTPx, ãäå P �

ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, ò.å. èñêàòü
èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî â âèäå ýëëèïñîèäà

Ω(P ) = {x : xTPx ≤ 1}. (6)
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Èíâàðèàíòíûå ýëëèïñîèäû

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó ñðàâíåíèÿ â ìàòðè÷íîì âèäå

ẋ = Aβ(t)x, (7)

ãäå

Aβ(t) =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
−β(t)c1 −β(t)c2 −β(t)c3 · · · −β(t)cn

 . (8)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1 è Aβ0 ïîñòîÿííûå ìàòðèöû,
ïîëó÷àþùèåñÿ èç (8) ïîäñòàíîâêîé β(t) ≡ 1 è β(t) ≡ β0.
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Èíâàðèàíòíûå ýëëèïñîèäû ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà ñðàâíåíèÿ áûëà

àáñîëþòíî óñòîé÷èâà â ñåêòîðå [β0, 1], äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ñóùåñòâîâàëà îáùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà ó

ëèíåéíûõ ñèñòåì ẋ = A1x è ẋ = Aβ0x.
Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ òîãî, ÷òîáû ó ýòèõ ñèñòåì

ñóùåñòâîâàëà îáùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà

L = xTPx, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òîáû èìåëà ðåøåíèå

ñèñòåìà ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ

PA1 +AT
1 P ≤ 0, PAβ0 +AT

β0P ≤ 0. (9)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü P � ðåøåíèå ñèñòåìû ë.ì.í. (9) ïðè

íåêîòîðîì β0 è Ω(P ) � ñîîòâåòñòâóþùèé ýëëèïñîèä. Ïóñòü

Ω(P ) ⊆ Dx è âûïîëíåíî ñåêòîðíîå óñëîâèå (5) ∀x ∈ Ω. Òîãäà
Ω(P ) � èíâàðèàíòíûé ýëëèïñîèä ñèñòåìû (3) è ïðè ëþáûõ

x0 ∈ Ω(P ) ðåøåíèå x(t) ñèñòåìû (3) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x(t0) = x0 ñòðåìèòñÿ ê x = 0 ïðè t→∞.
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Âûïîëíåíèå ñåêòîðíîãî óñëîâèÿ

Âûïîëíåíèå ñåêòîðíîãî óñëîâèÿ ìîæíî îáåñïå÷èòü

äîáàâëåíèåì îäíîãî ë.ì.í.

Ëåììà 2. Ïóñòü íèæíÿÿ ãðàíü U0 ôóíêöèè

U(x) = |f1(x)|ū− |f0(x)| (10)

â íåêîòîðîé ñîäåðæàùåé x = 0 îáëàñòè Π ⊆ Dx áîëüøå íóëÿ

(òàêàÿ îáëàñòü âñåãäà ñóùåñòâóåò), U0 ≡ infx∈Π U(x) > 0, è
ïóñòü ìàòðèöà P ýëëèïñîèäà Ω ⊆ Π óäîâëåòâîðÿåò ë.ì.í.

P ≥ ccT β
2
0

U2
0

, (11)

Òîãäà, â Ω âûïîëíÿåòñÿ ñåêòîðíîå óñëîâèå (5).

Â êà÷åñòâå Π ∈ Dx áóäåì áðàòü îáëàñòü ñ ïðîñòîé ãðàíèöåé

(îãðàíè÷åíà ïîâ-òÿìè 1-ãî è 2-ãî ïîðÿäêîâ), äëÿ êîòîðîé

óñëîâèå Ω(P ) ⊆ Π ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ë.ì.í.

li(P ) ≤ 0, i = 1, . . . ,m. (12)
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Ïðèìåðû: |xk| ≤ αk ⇐⇒ Jk − P ≤ 0, Jk = diag(0, . . . , 1/α2
k, . . . , 0)

||x|| ≤ 1 ⇐⇒ I − P ≤ 0, I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà

Òåîðåìà 3. Ïóñòü Π ⊆ Dx � îáëàñòü ñ ïðîñòîé ãðàíèöåé,

çàäàííàÿ íåðàâåíñòâàìè li(P ) ≤ 0, i = 1, . . . ,m, è ïóñòü

U0 = minx∈Π(|f1(x)|ū− |f0(x)|) > 0. Ïóñòü P � ðåøåíèå ñèñòåìû

ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ

PA1 +AT
1 P ≤ 0, PAβ0 +AT

β0P ≤ 0, P ≥ ccT β
2
0

U2
0

, li(P ) ≤ 0, i = 1, . . . ,m.

ïðè íåêîòîðîì 0 < β0 ≤ 1. Òîãäà, ñîîòâåòñòâóþùèé
ýëëèïñîèä Ω(P ) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ýëëèïñîèäîì

ñèñòåìû (3) è ïðè ëþáûõ x0 ∈ Ω(P ) ðåøåíèå x(t) ñèñòåìû
(3) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0 ñòðåìèòñÿ ê

ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ x = 0 ïðè t→∞.
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Îöåíêà íèæíåé ãðàíèöû ñåêòîðà óñòîé÷èâîñòè

Ë.ì.í. PA1 +AT
1 P ≤ 0, PAβ0 +AT

β0
P ≤ 0 èìåþò ðåøåíèå, åñëè

β0 ∈ [β∗0 , 1], ãäå β∗0 íèæíÿÿ ãðàíèöà ñåêòîðà â êîòîðîì

ñèñòåìà ñðàâíåíèÿ (à) àáñîëþòíî óñòîé÷èâà è (á) èìååò

êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé

îòðèöàòåëüíà ïðè ëþáûõ β∗0 ≤ β(t) ≤ 1.
Âåëè÷èíà β∗0 çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñèñòåìû è êîýôôèöèåíòîâ

îáðàòíîé ñâÿçè è ëåãêî ìîæåò áûòü îöåíåíà ÷èñëåííî:

ðåøàåì ë.ì.í. äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé β0 è áåðåì â

êà÷åñòâå îöåíêè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, ïðè êîòîðîì

ñèñòåìà èìåëà ðåøåíèå.

Â ñëó÷àå êðàòíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ −λ, λ > 0,
ìàòðèöû A1 äîêàçàíî, ÷òî âåëè÷èíà ñåêòîðà íå çàâèñèò îò

λ è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì ñèñòåìû. Äëÿ n = 2
β∗0 = 1/9 (âûâåäåíî àíàëèòè÷åñêè). Äëÿ n = 3 β∗0 = 1/5
(ïîëó÷åíî ÷èñëåííî).
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Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè

Äàíî: íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà (1), êîýôôèöèåíòû ci ëèíåéíîé
ôóíêöèè σ(x) â îáðàòíîé ñâÿçè (2) è îöåíêà [β∗0 , 1] ñåêòîðà
àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ.

1. Çàäàåìñÿ íåêîòîðûì 0 < U0 < |f1(0)|ū− |f0(0)| è ñòðîèì

îáëàñòü ñ ïðîñòîé ãðàíèöåé Π, â êîòîðîé U(x) ≥ U0.

Çàïèñûâàåì óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè èñêîìîãî ýëëèïñîèäà

îáëàñòè Π â âèäå ë.ì.í. li(P ) ≤ 0, i = 1, . . . ,m.
2. Âûáèðàåì çíà÷åíèå β0 ∈ [β∗0 , 1].
3. Ðåøàåì ñèñòåìó ë.ì.í.

PA1 +AT
1 P ≤ 0, PAβ0 +AT

β0P ≤ 0, P ≥ ccT β
2
0

U2
0

, li(P ) ≤ 0, i = 1, . . . ,m.

Îöåíêà îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ: Ω = {x : xTPx ≤ 1}.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ �íàèëó÷øåãî� ýëëèïñîèäà ðåøàåòñÿ

çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè F (U0, β0) (íàïðèìåð,
F = tr[P (U0, β0)]).
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Ïðèìåð: èíòåãðàòîð

Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàòîðà

ẋ1 = x2, . . . , ẋn−1 = xn, ẋn = u, |u| ≤ ū, (13)

ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ u(x) = −satū(σ(x)).

f0(x) ≡ 0, f1(x) ≡ 1, Dx = Rn, U(x) ≡ ū =⇒ Π = Rn

Âûáèðàÿ íåêîòîðîå β0 ∈ [β∗0 , 1], ðåøàåì ñèñòåìó ë.ì.í.

PA1 +AT
1 P ≤ 0, PAβ0 +AT

β0P ≤ 0, P ≥ ccTβ2
0/ū

2, (14)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ �íàèëó÷øåãî� ýëëèïñîèäà ðåøàåòñÿ

çàäà÷à îïòèìèçàöèè ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé β0.
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×èñëåííûé ïðèìåð

Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẋ1 = x2, ẋ2 = f0(x) + u, |u| ≤ 1, Dx = R2, (15)

f0(x) = x2
1 sign(x1) + x2

2 sign(x2),

è çàìêíåì åå îáðàòíîé ñâÿçüþ âèäà

u(x) = −sat1(f0(x) + σ(x)), σ(x) = λ2x1 + 2λx2, λ > 0

(ëèíåéíàÿ ñèñòåìà èìååò êðàòíûé êîðåíü (−λ)).
Ìèíèìóì U0 ôóíêöèè U(x) = 1− |f0(x)| äîñòèãàåòñÿ íà äóãàõ

îêðóæíîñòè ðàäèóñà r0 =
√

1− U0 (1-é è 3-é êâ.) è íà

ãèïåðáîëàõ x2
1 − x2

2 = r2
0 è −x2

1 + x2
2 = r2

0 (2-é è 4-é êâ.).
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Àïïðîêñèìàöèÿ Dx îáëàñòüþ ñ ïðîñòîé
ãðàíèöåé (îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà r0)

Π1: x
2
1 + x2

2 ≤ r2
0, U0 = 1− r2

0

Ω(P ) ⊆ Π1: I − P ≤ 0 Π1

r0=0.8

x1

x 2

U0=0.36

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
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Àïïðîêñèìàöèÿ Dx îáëàñòüþ ñ ïðîñòîé
ãðàíèöåé (ãèïåðáîëàìè)

Π2: x
2
1 − x2

2 ≤ r2
0, −x2
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Îöåíêà îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ äëÿ äâóõ
àïïðîêñèìàöèé îáëàñòè Dx: Π1 (çåëåíûé) è Π2

(êðàñíûé) (λ = 2)
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