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Ìîòèâàöèÿ è áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ

Òåîðèÿ ìàòðèö è îïåðàòîðîâ

Îïòèìèçàöèÿ è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèÿ

Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêèõ (â òîì ÷èñëå íåîïðåäåëåííûõ)
ñèñòåì.

X = {x},Y = {y} � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä R; dim Y <∞;

Âåêòîðíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà B(x) := B(x , x) ∈ Y , ãäå B : X × X → Y
� áèëèíåéíîå ñèììåòðè÷íîå îòîáðàæåíèå;

Âåêòîðíàÿ ýðìèòîâà: X êîìïëåêñíîå, Y = Rk ,B = [B1, . . . ,Bk ],Bi
ýðìèòîâû

(Âåêòîðíûé) êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë F(x) = S(x) + Lx + const, ãäå L
� ëèíåéíûé îïåðàòîð, à S � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà;

Åäèíè÷íàÿ ñôåðà ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà S := {x : |x | = 1};
K+ ⊂ Y � âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ, çàäàþùèé óïîðÿäî÷åíèå Y :
y ′ ≤ y ′′ ⇔ y ′′ − y ′ ∈ K+;

Íàäîáðàç ìíîæåñòâà A ⊂ X ïðè îòîáðàæåíèè f : X → Y �
f (A)+ := {y ∈ Y : ∃x , y ≥ f (x)}

Îáðàç âñåãî ïðîñòðàíñòâà, åäèíè÷íîé ñôåðû, àôôèííîé êâàäðèêè è
ìíîæåñòâà, îãðàíè÷åííîãî òàêîé êâàäðèêîé, íàäîáðàç âñåãî ïåðå÷èñëåííîãî.
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Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î âûïóêëîñòè îáðàçîâ

(Toeplitz-Hausdor�) X�êîìïëåêñíîå ãèëüáåðòîâî, Y = R2,B íåïðåðûâíàÿ
ýðìèòîâà, îáðàç ñôåðû B(S)

(Brickman) Òî æå ñàìîå, X âåùåñòâåííîå, B âåêòîðíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà, dim X ≥ 3

(Dines) dim Y = 2, îáðàç ïðîñòðàíñòâà B(X)

(Polayk) Îáîáùåíèå íà dim Y = 3 ïðè dim X ≥ 3 è óñëîâèè τ∗B > 0 äëÿ
íåêîòîðîãî τ∗ ∈ Y∗

(Ôðàäêîâ-ßêóáîâè÷) X êîìïëåêñíîå, Y = R3, B ýðìèòîâà, îáðàç
ïðîñòðàíñòâà B(X)
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À.Ñ. Ìàòâååâ Âûïóêëîñòü îáðàçîâ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé



Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î âûïóêëîñòè îáðàçîâ
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Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î âûïóêëîñòè îáðàçîâ

(Polyak, Dymarsky) X = Rn, îáðàç øàðà, ýëëèïñîèäà, âñåãî ïðîñòðàíñòâà
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(Òðåéëü, Ìåãðåöêèé, ßêóáîâè÷) Ñïåöèàëüíûå áåñêîíå÷íîìåðíûå
ïðîñòðàíñòâà è ôîðìû, íàïðèìåð

X =
{

x = [z(·), u(·)] ∈ L2
[
[0,∞)→ Rn]× L2

[
[0,∞)→ Rm] :

ż = Az + Bu ∀t ≥ 0, z(0) = 0
}
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∫ ∞
0

[
G1[z(t)], . . . ,Gk [z(t)]

}> dt ,

Gi (z, u)ïðîèçâîëüíûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

Âûïóêëîñòü çàìûêàíèÿ îáðàçà âñåãî ïðîñòðàíñòâà

(Barvinok) Y = Rk , âñå êîìïîíåíòû ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûå ôîðìû.
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∑
bi = 1,

÷òî ðàññòîÿíèå Êóëáàêà-Ëåéáíåðà

D(a‖b) :=
∑

i

ai ln
ai

bi
≤ β ≤ 4.8

D(a‖b) ≥
1

2 ln 2

[∑
i

|ai − bi |
]2
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Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î âûïóêëîñòè îáðàçîâ

(Polyak, Dymarsky) X = Rn, îáðàç øàðà, ýëëèïñîèäà, âñåãî ïðîñòðàíñòâà

(Àãðà÷åâ) X = Rn, îòðèöàòåëüíûé èíäåêñ èíåðöèè ôîðìû τ∗B áîëüøå
èëè ðàâåí dim Y äëÿ ëþáîãî τ∗ ∈ Y∗, τ∗ 6= 0 ⇒ ôîðìà ñþðüåêòèâíà
B(X) = Y

(Òðåéëü, Ìåãðåöêèé, ßêóáîâè÷) Ñïåöèàëüíûå áåñêîíå÷íîìåðíûå
ïðîñòðàíñòâà è ôîðìû, íàïðèìåð

X =
{

x = [z(·), u(·)] ∈ L2
[
[0,∞)→ Rn]× L2

[
[0,∞)→ Rm] :
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Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î âûïóêëîñòè îáðàçîâ

Ï.Õàëìîø "âñå èçâåñòíûå äîêàçàòåëüñòâà (òåîðåìû Òåïëèöà-Õàóñäîðôà)
îñíîâàíû íà âû÷èñëåíèÿõ. Ýòè âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè õîðîøî èëè
ïëîõî, íî îò ýòîãî îíè íå ïåðåñòàþò áûòü âû÷èñëåíèÿìè. Õîòåëîñü áû
ïîëó÷èòü èäåéíîå äîêàçàòåëüñòâî, ïóñòü äàæå (èëè îñîáåííî) ñ
èñïîëüçîâàíèåì ìåíåå ýëåìåíòàðíûõ ïîíÿòèé, ÷åì â âû÷èñëèòåëüíîì
äîêàçàòåëüñòâå."

À.Ñ. Ìàòâååâ Âûïóêëîñòü îáðàçîâ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé



Îáîáùåíèÿ òåîðåì Òåïëèöà-Õàóñäîðôà, Äàéíñà è Ôðàäêîâà-ßêóáîâè÷à

Îïðåäåëåíèå

Ïîäìíîæåñòâî C ⊂ Y íàçîâåì ïî÷òè âûïóêëûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
âûïóêëîå ìíîæåñòâî C ⊂ Y , ÷òî C ⊂ C ⊂ C.

Ïóñòü b : X → R � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà. Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂ X
íàçûâàåòñÿ b-îòðèöàòåëüíûì, åñëè b(x) < 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ L, x 6= 0.
(Ïîäïðîñòðàíñòâî L := {0} b-îòðèöàòåëüíî.) Ñóïðåìóì N−[b(·)] = supL dimL
ïî âñåì òàêèì L � (îòðèöàòåëüíûé) èíäåêñ èíåðöèè ôîðìû b(·).

Òåîðåìà (Ìàòâååâ (1998))

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî τ∗ ∈ Y∗, τ∗ ≥ 0 (⇔ τ∗y ≥ 0 ∀y ∈ K+)

ëèáî N− [τ∗B(·)] = 0, ëèáî N− [τ∗B(·)] ≥ dim Y − 1.

Òîãäà íàäîáðàç ïðîñòðàíñòâà X ïðè îòîáðàæåíèè B(·)

B(X)+ := B(X) + K+ = {y ∈ Y : y ≥ B(x) ïðè íåêîòîðîì x ∈ X}

� ïî÷òè âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

À.Ñ. Ìàòâååâ Âûïóêëîñòü îáðàçîâ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé
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Ïîäìíîæåñòâî C ⊂ Y íàçîâåì ïî÷òè âûïóêëûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
âûïóêëîå ìíîæåñòâî C ⊂ Y , ÷òî C ⊂ C ⊂ C.

Ïóñòü b : X → R � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà. Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂ X
íàçûâàåòñÿ b-îòðèöàòåëüíûì, åñëè b(x) < 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ L, x 6= 0.
(Ïîäïðîñòðàíñòâî L := {0} b-îòðèöàòåëüíî.) Ñóïðåìóì N−[b(·)] = supL dimL
ïî âñåì òàêèì L � (îòðèöàòåëüíûé) èíäåêñ èíåðöèè ôîðìû b(·).

Òåîðåìà (Ìàòâååâ (1998))

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî τ∗ ∈ Y∗, τ∗ ≥ 0 (⇔ τ∗y ≥ 0 ∀y ∈ K+)

ëèáî N− [τ∗B(·)] = 0, ëèáî N− [τ∗B(·)] ≥ dim Y − 1.

Òîãäà íàäîáðàç ïðîñòðàíñòâà X ïðè îòîáðàæåíèè B(·)

B(X)+ := B(X) + K+ = {y ∈ Y : y ≥ B(x) ïðè íåêîòîðîì x ∈ X}

� ïî÷òè âûïóêëîå ìíîæåñòâî.
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Îáîáùåíèÿ òåîðåì Äàéíñà è Ôðàäêîâà-ßêóáîâè÷à: îñëàáëåíèå îñíîâíîãî óñëîâèÿ

Íåóëó÷øàåìîñòü äî "ëèáî N− [τ∗B(·)] = 0, ëèáî N− [τ∗B(·)] ≥ dim Y − 2"
Êîíòðïðèìåð: Y := R3,K+ := {0},X := R2 × H = {x = (x1, x2, h)}, ãäå x1, x2 ∈ R
è H = {h} � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, B(x) := {Bi (x)}3

i=1,B1(x) := 2x1x2,

B2(x) := x2
1 − x2

2 ,B3(x) := x2
1 + x2

2 − |h|
2. Òîãäà B(X) =

{
y = (y1, y2, y3) ∈ R3 :

y3 ≤
√

y2
1 + y2

2

}
� ýòî R3 çà âû÷åòîì ïðÿìîãî êðóãîâîãî êîíóñà

K :=

{
y = (y1, y2, y3) ∈ R3 : y3 >

√
y2

1 + y2
2

}
. Â òî æå âðåìÿ dim Y − 2 = 1.
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Îáîáùåíèÿ òåîðåì Äàéíñà è Ôðàäêîâà-ßêóáîâè÷à: îñëàáëåíèå îñíîâíîãî óñëîâèÿ

Ââåäåì â Y ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈·, ·〉 è îòîæäåñòâèì âåêòîð τ ∈ Y ñ
ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì τ∗y := 〈τ, y〉 ∀y ∈ Y . Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè
y1, y2 ∈ Y , y1, y2 6= 0 îáîçíà÷èì ñèìâîëîì

∠(y1, y2) := arccos
〈y1, y2〉
|y1||y2|

∈ [0, π].

Ïóñòü K ⊂ Y � íåïóñòîé âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ. Åãî öåíòðèðîâàííûì
ðàñòâîðîì íàçîâåì âåëè÷èíó

∠centK := min
ζ 6=0

max
y∈K,y 6=0

∠(ζ, y), cos
(
∠centK

)
= dist [0, co {y ∈ K : |y | = 1}]

Åñëè K ñîäåðæèò ïðÿìûå, ïîëîæèì

M := K ∩ (−K), L := M⊥ := {y ∈ Y : 〈y , τ〉 = 0 ∀τ ∈ M} ,K⊥ := K ∩ L.

Ñóùåñòâåííûì öåíòðèðîâàííûì ðàñòâîðîì êîíóñà K íàçîâåì âåëè÷èíó

∠centess K := ∠centK⊥ <
π

2
.
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Îáîáùåíèÿ òåîðåì Äàéíñà è Ôðàäêîâà-ßêóáîâè÷à: îñëàáëåíèå îñíîâíîãî óñëîâèÿ

Òåîðåìà (Ìàòâååâ (1998))

Îáîçíà÷èì

Υ+ := Υ+[B(·)] := {τ ∈ Y : τ∗ ≥ 0, τ∗B(x) ≥ 0 ∀x ∈ X} (1)

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

τ ∈ Y , τ∗ ≥ 0, |τ | = 1,N− [τ∗B(·)] ≤ dim Y − 2
⇓

dist {τ,Υ+} ≤ ε,
(2)

ãäå ÷èñëî ε ≥ 0 äîñòàòî÷íî ìàëî:

ε < cosψ ïðè ψ := ∠centess Υ+. (3)

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé íåïóñòîé âûïóêëûé êîíóñ K ⊂ Y , ÷òî

K ⊂ B(X)+, (4)

dist (y ,K ) ≤
ε

cos(ψ + arcsin ε)
|y | ∀y ∈ conB(X)+. (5)
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Îáîáùåíèå òåîðåìû Òåïëèöà-Õàóñäîðôà

X � âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, A : X → X � ëèíåéíûé
îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð è P(dλ) � îòâå÷àþùåå åìó
ðàçëîæåíèå åäèíèöû. Ïðåäåëüíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü òî÷êè λ ∈ σ(A):

Mlim(λ) := lim
ε→+0

dim ImP(λ− ε, λ+ ε).

Mlim(λ) = +∞, åñëè λ ∈ σess(A); èíà÷å, Mlim(λ) = dim{x ∈ X : Ax = λx}.

τ∗ ∈ Y∗ ∼ τ ∈ Y ; τ∗B(x) = 〈Aτx , x〉

Òåîðåìà (Ìàòâååâ 1998)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî τ ïðåäåëüíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü
ìèíèìàëüíîé λ−(τ) è ìàêñèìàëüíîé λ+(τ) òî÷åê ñïåêòðà îïåðàòîðà Aτ
äîñòàòî÷íî âåëèêà:

Mlim [λ−(τ)] ≥ k , Mlim [λ+(τ)] ≥ k . (6)

Òîãäà îáðàç B(S) åäèíè÷íîé ñôåðû S � ïî÷òè âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Â ñëó÷àå êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà, ýðìèòîâîé ôîðìû è êîìïëåêñíîé
êðàòíîñòè (6) ïðèíèìàåò âèä

2Mc
lim [λ−(τ)] ≥ k , 2Mc

lim [λ+(τ)] ≥ k
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Îáîáùåíèå òåîðåìû Òåïëèöà-Õàóñäîðôà: îñëàáëåíèå îñíîâíîãî óñëîâèÿ

dim ImPτ [λ−(τ), λ−(τ) + ε] ≥ k
dim ImPτ [λ+(τ)− ε, λ+(τ)] ≥ k ∀τ : |τ | = 1. (7)

Òåîðåìà (Ìàòâååâ 1998)

Ïóñòü âûïîëíåíî (7), q := minτ :|τ |=1 [λ+(τ)− λ−(τ)] > 0 è ÷èñëî ε > 0 ìàëî:

ε <
q

(k + 1)β2
, arcsin(εβ)+arcsin ε <

π

2
, ε

[
β
√

1− ε2 +

√
1− β2ε2

]
<

q
(k + 1)β2

.

Çäåñü β :=
√

1 + ‖B(·)‖2, ‖B(·)‖ := supx :|x|=1 |B(x)|.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå íåïóñòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî C ⊂ Y , ÷òî

C ⊂ B(S) ⊂ Cη := {y ∈ Y : dist {y ,C} ≤ η} , ãäå.

η := η(ε) :=
ε(k + 1)β3(β + 1)

q
√

1− ε2 − ε
√

(k + 1)2β4 − q2 − ε(k + 1)β3
, k := dim Y .
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2
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√
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√
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√
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√
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Óíèâåðñàëüíàÿ âíóòðåííÿÿ îöåíêà îáðàçà âûïóêëûì êîíóñîì

Òåîðåìà (Ìàòâååâ 1998)

Ïóñòü êîíå÷íîìåðíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî Y óïîðÿäî÷åíî çàìêíóòûì
âûïóêëûì êîíóñîì K+ è B : X → Y � âåêòîðíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà.
Îáîçíà÷èì

Υ−2 := {τ ∈ Y : τ∗ ≥ 0,N−[τ∗B] ≤ max{dim Y − 2; 0}},
Υ+ := {τ ∈ Y : τ∗ ≥ 0, τ∗B ≥ 0},

K +
−2[B] := {y ∈ Y : 〈τ ; y〉 ≥ 0 ∀τ ∈ Υ−2},

L := Υ+ ∩ (−Υ+), Υ⊥−2 := Υ−2 ∩ L⊥.
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Óíèâåðñàëüíàÿ âíóòðåííÿÿ îöåíêà îáðàçà âûïóêëûì êîíóñîì

Òåîðåìà (Ìàòâååâ 1998)

Ïóñòü êîíå÷íîìåðíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî Y óïîðÿäî÷åíî çàìêíóòûì
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K +
−2[B] := {y ∈ Y : 〈τ ; y〉 ≥ 0 ∀τ ∈ Υ−2},

L := Υ+ ∩ (−Υ+), Υ⊥−2 := Υ−2 ∩ L⊥.

Åñëè çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ êîíè÷åñêàÿ îáîëî÷êà conΥ⊥−2 íå ñîäåðæèò ïðÿìûõ,
òî

{0} 6= K +
−2[B], riK +

−2[B] ⊂ B(X)+.
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âûïóêëûì êîíóñîì K+ è B : X → Y � âåêòîðíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà.
Îáîçíà÷èì

Υ−2 := {τ ∈ Y : τ∗ ≥ 0,N−[τ∗B] ≤ max{dim Y − 2; 0}},
Υ+ := {τ ∈ Y : τ∗ ≥ 0, τ∗B ≥ 0},

◦
K

+

−2[B] := {y ∈ Y : 〈τ ; y〉 > 0 ∀τ ∈ Υ−2, τ 6= 0},

L := Υ+ ∩ (−Υ+), Υ⊥−2 := Υ−2 ∩ L⊥.

Åñëè çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ êîíè÷åñêàÿ îáîëî÷êà conΥ⊥−2 íå ñîäåðæèò ïðÿìûõ,
òî

{0} 6= K +
−2[B], riK +

−2[B] ⊂ B(X)+.

À.Ñ. Ìàòâååâ Âûïóêëîñòü îáðàçîâ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé



Óíèâåðñàëüíàÿ âíóòðåííÿÿ îöåíêà îáðàçà âûïóêëûì êîíóñîì

Òåîðåìà (Ìàòâååâ 1998)

Ïóñòü êîíå÷íîìåðíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî Y óïîðÿäî÷åíî çàìêíóòûì
âûïóêëûì êîíóñîì K+ è B : X → Y � âåêòîðíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà.
Îáîçíà÷èì

Υ−2 := {τ ∈ Y : τ∗ ≥ 0,N−[τ∗B] ≤ max{dim Y − 2; 0}},
Υ+ := {τ ∈ Y : τ∗ ≥ 0, τ∗B ≥ 0},

◦
K

+

−2[B] := {y ∈ Y : 〈τ ; y〉 > 0 ∀τ ∈ Υ−2, τ 6= 0},

Òîãäà
◦
K

+

−2[B] ⊂ B(X)+.

À.Ñ. Ìàòâååâ Âûïóêëîñòü îáðàçîâ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé



Àíàëîã òåîðåìû Äàéíñà: óñèëåíèå îñíîâíîãî óñëîâèÿ

N− [τ∗B(·)] = 0, ëèáî N− [τ∗B(·)] = +∞ ∀τ∗ ≥ 0, (8)

Îïðåäåëåíèå

Äâà ïî÷òè âûïóêëûõ ìíîæåñòâà C1,C2 ⊂ Y ïî÷òè ñîâïàäàþò, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî C ⊂ Y , ÷òî C ⊂ C1,C2 ⊂ C.

Òåîðåìà (Ìàòâååâ 1998)

Ïðè âûïîëíåíèè (8) íàäîáðàç B(X)+ âñåãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè
âûïóêëûì ìíîæåñòâîì. Ýòîò íàäîáðàç ïî÷òè ñîâïàäàåò â êàæäûì èç
ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå òàêæå ïî÷òè âûïóêëû:

Íàäîáðàç B(L)+ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ X êîíå÷íîé
êîðàçìåðíîñòè;

Íàäîáðàç B(V )+ ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ V â ñëàáîé òîïîëîãèè
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà X (ïðè óñëîâèè íåïðåðûâíîñòè B â
íîðìèðîâàííîé òîïîëîãèè);

Ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ, íàäîáðàç B(V )+ ëþáîé T-îêðåñòíîñòè íóëÿ V â
ëþáîé ëîêàëüíî âûïóêëîé òîïîëîãèè T, åñëè îíà ñèëüíåå ñëàáîé
òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà X è âëîæåíèå LT ↪→ L|·| íå íåïðåðûâíî äëÿ
ëþáîãî çàìêíóòîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ X áåñêîíå÷íîé
ðàçìåðíîñòè.

À.Ñ. Ìàòâååâ Âûïóêëîñòü îáðàçîâ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé



Àíàëîã òåîðåìû Äàéíñà: óñèëåíèå îñíîâíîãî óñëîâèÿ

N− [τ∗B(·)] = 0, ëèáî N− [τ∗B(·)] = +∞ ∀τ∗ ≥ 0, (8)

Îïðåäåëåíèå

Äâà ïî÷òè âûïóêëûõ ìíîæåñòâà C1,C2 ⊂ Y ïî÷òè ñîâïàäàþò, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî C ⊂ Y , ÷òî C ⊂ C1,C2 ⊂ C.

Òåîðåìà (Ìàòâååâ 1998)

Ïðè âûïîëíåíèè (8) íàäîáðàç B(X)+ âñåãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè
âûïóêëûì ìíîæåñòâîì. Ýòîò íàäîáðàç ïî÷òè ñîâïàäàåò â êàæäûì èç
ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå òàêæå ïî÷òè âûïóêëû:

Íàäîáðàç B(L)+ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ X êîíå÷íîé
êîðàçìåðíîñòè;

Íàäîáðàç B(V )+ ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ V â ñëàáîé òîïîëîãèè
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà X (ïðè óñëîâèè íåïðåðûâíîñòè B â
íîðìèðîâàííîé òîïîëîãèè);

Ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ, íàäîáðàç B(V )+ ëþáîé T-îêðåñòíîñòè íóëÿ V â
ëþáîé ëîêàëüíî âûïóêëîé òîïîëîãèè T, åñëè îíà ñèëüíåå ñëàáîé
òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà X è âëîæåíèå LT ↪→ L|·| íå íåïðåðûâíî äëÿ
ëþáîãî çàìêíóòîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ X áåñêîíå÷íîé
ðàçìåðíîñòè.

À.Ñ. Ìàòâååâ Âûïóêëîñòü îáðàçîâ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé



Àíàëîã òåîðåìû Äàéíñà: óñèëåíèå îñíîâíîãî óñëîâèÿ

N− [τ∗B(·)] = 0, ëèáî N− [τ∗B(·)] = +∞ ∀τ∗ ≥ 0, (8)

Îïðåäåëåíèå

Äâà ïî÷òè âûïóêëûõ ìíîæåñòâà C1,C2 ⊂ Y ïî÷òè ñîâïàäàþò, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî C ⊂ Y , ÷òî C ⊂ C1,C2 ⊂ C.

Òåîðåìà (Ìàòâååâ 1998)

Ïðè âûïîëíåíèè (8) íàäîáðàç B(X)+ âñåãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè
âûïóêëûì ìíîæåñòâîì. Ýòîò íàäîáðàç ïî÷òè ñîâïàäàåò â êàæäûì èç
ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå òàêæå ïî÷òè âûïóêëû:

Íàäîáðàç B(L)+ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ X êîíå÷íîé
êîðàçìåðíîñòè;

Íàäîáðàç B(V )+ ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ V â ñëàáîé òîïîëîãèè
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà X (ïðè óñëîâèè íåïðåðûâíîñòè B â
íîðìèðîâàííîé òîïîëîãèè);

Ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ, íàäîáðàç B(V )+ ëþáîé T-îêðåñòíîñòè íóëÿ V â
ëþáîé ëîêàëüíî âûïóêëîé òîïîëîãèè T, åñëè îíà ñèëüíåå ñëàáîé
òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà X è âëîæåíèå LT ↪→ L|·| íå íåïðåðûâíî äëÿ
ëþáîãî çàìêíóòîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ X áåñêîíå÷íîé
ðàçìåðíîñòè.

À.Ñ. Ìàòâååâ Âûïóêëîñòü îáðàçîâ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé



Àíàëîã òåîðåìû Äàéíñà: óñèëåíèå îñíîâíîãî óñëîâèÿ

N− [τ∗B(·)] = 0, ëèáî N− [τ∗B(·)] = +∞ ∀τ∗ ≥ 0, (8)

Îïðåäåëåíèå

Äâà ïî÷òè âûïóêëûõ ìíîæåñòâà C1,C2 ⊂ Y ïî÷òè ñîâïàäàþò, åñëè ñóùåñòâóåò
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Òåîðåìà (Ìàòâååâ 1998)

Ïðè âûïîëíåíèè (8) íàäîáðàç B(X)+ âñåãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè
âûïóêëûì ìíîæåñòâîì. Ýòîò íàäîáðàç ïî÷òè ñîâïàäàåò â êàæäûì èç
ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå òàêæå ïî÷òè âûïóêëû:

Íàäîáðàç B(L)+ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ X êîíå÷íîé
êîðàçìåðíîñòè;

Íàäîáðàç B(V )+ ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ V â ñëàáîé òîïîëîãèè
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà X (ïðè óñëîâèè íåïðåðûâíîñòè B â
íîðìèðîâàííîé òîïîëîãèè);

Ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ, íàäîáðàç B(V )+ ëþáîé T-îêðåñòíîñòè íóëÿ V â
ëþáîé ëîêàëüíî âûïóêëîé òîïîëîãèè T, åñëè îíà ñèëüíåå ñëàáîé
òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà X è âëîæåíèå LT ↪→ L|·| íå íåïðåðûâíî äëÿ
ëþáîãî çàìêíóòîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ X áåñêîíå÷íîé
ðàçìåðíîñòè.

À.Ñ. Ìàòâååâ Âûïóêëîñòü îáðàçîâ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé



Àíàëîã òåîðåìû Äàéíñà: óñèëåíèå îñíîâíîãî óñëîâèÿ

N− [τ∗B(·)] = 0, ëèáî N− [τ∗B(·)] = +∞ ∀τ∗ ≥ 0, (8)

Îïðåäåëåíèå

Äâà ïî÷òè âûïóêëûõ ìíîæåñòâà C1,C2 ⊂ Y ïî÷òè ñîâïàäàþò, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî C ⊂ Y , ÷òî C ⊂ C1,C2 ⊂ C.

Òåîðåìà (Ìàòâååâ 1998)

Ïðè âûïîëíåíèè (8) íàäîáðàç B(X)+ âñåãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè
âûïóêëûì ìíîæåñòâîì. Ýòîò íàäîáðàç ïî÷òè ñîâïàäàåò â êàæäûì èç
ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå òàêæå ïî÷òè âûïóêëû:

Íàäîáðàç B(L)+ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ X êîíå÷íîé
êîðàçìåðíîñòè;

Íàäîáðàç B(V )+ ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ V â ñëàáîé òîïîëîãèè
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà X (ïðè óñëîâèè íåïðåðûâíîñòè B â
íîðìèðîâàííîé òîïîëîãèè);

Ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ, íàäîáðàç B(V )+ ëþáîé T-îêðåñòíîñòè íóëÿ V â
ëþáîé ëîêàëüíî âûïóêëîé òîïîëîãèè T, åñëè îíà ñèëüíåå ñëàáîé
òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà X è âëîæåíèå LT ↪→ L|·| íå íåïðåðûâíî äëÿ
ëþáîãî çàìêíóòîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ X áåñêîíå÷íîé
ðàçìåðíîñòè.

À.Ñ. Ìàòâååâ Âûïóêëîñòü îáðàçîâ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé



Àíàëîã òåîðåìû Äàéíñà: óñèëåíèå îñíîâíîãî óñëîâèÿ

N− [τ∗B(·)] = 0, ëèáî N− [τ∗B(·)] = +∞ ∀τ∗ ≥ 0, (8)

Îïðåäåëåíèå

Äâà ïî÷òè âûïóêëûõ ìíîæåñòâà C1,C2 ⊂ Y ïî÷òè ñîâïàäàþò, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî C ⊂ Y , ÷òî C ⊂ C1,C2 ⊂ C.

Òåîðåìà (Ìàòâååâ 1998)

Ïðè âûïîëíåíèè (8) íàäîáðàç B(X)+ âñåãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè
âûïóêëûì ìíîæåñòâîì. Ýòîò íàäîáðàç ïî÷òè ñîâïàäàåò â êàæäûì èç
ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå òàêæå ïî÷òè âûïóêëû:

Íàäîáðàç B(L)+ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ X êîíå÷íîé
êîðàçìåðíîñòè;

Íàäîáðàç B(V )+ ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ V â ñëàáîé òîïîëîãèè
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà X (ïðè óñëîâèè íåïðåðûâíîñòè B â
íîðìèðîâàííîé òîïîëîãèè);

Ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ, íàäîáðàç B(V )+ ëþáîé T-îêðåñòíîñòè íóëÿ V â
ëþáîé ëîêàëüíî âûïóêëîé òîïîëîãèè T, åñëè îíà ñèëüíåå ñëàáîé
òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà X è âëîæåíèå LT ↪→ L|·| íå íåïðåðûâíî äëÿ
ëþáîãî çàìêíóòîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ X áåñêîíå÷íîé
ðàçìåðíîñòè.

À.Ñ. Ìàòâååâ Âûïóêëîñòü îáðàçîâ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé



Àíàëîã òåîðåìû Òåïëèöà-Õàóñäîðôà: óñèëåíèå îñíîâíîãî óñëîâèÿ

Mlim [λ−(τ)] = Mlim [λ+(τ)] =∞ ∀τ ∈ Y . (9)

Òåîðåìà (Ìàòâååâ 1998)

Ïóñòü X âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ôîðìà B íåïðåðûâíà â
íîðìèðîâàííîé òîïîëîãèè è âûïîëíåíî (9). Òîãäà îáðàç B(S) åäèíè÷íîé
ñôåðû S ⊂ X ïî÷òè âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Îí ïî÷òè ñîâïàäàåò â êàæäûì èç
ñëåäóþùèõ îáðàçîâ, êîòîðûå òàêæå ïî÷òè âûïóêëû:

Îáðàç B(S ∩ L) ïåðåñå÷åíèÿ åäèíè÷íîé ñôåðû ñ ëþáûì çàìêíóòûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì L ⊂ X êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè;

Îáðàç B(S ∩ V ) ïåðåñå÷åíèÿ åäèíè÷íîé ñôåðû S ñ ëþáîé îêðåñòíîñòüþ
íóëÿ V â ñëàáîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà X ;

Îáðàç B(S ∩ V ) ïåðåñå÷åíèÿ åäèíè÷íîé ñôåðû S ñ ëþáîé
T-îêðåñòíîñòüþ íóëÿ V ïðè ïðåæíèõ óñëîâèÿõ íà òîïîëîãèþ T.

À.Ñ. Ìàòâååâ Âûïóêëîñòü îáðàçîâ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé



Àíàëîã òåîðåìû Òåïëèöà-Õàóñäîðôà: óñèëåíèå îñíîâíîãî óñëîâèÿ

Mlim [λ−(τ)] = Mlim [λ+(τ)] =∞ ∀τ ∈ Y . (9)

Òåîðåìà (Ìàòâååâ 1998)

Ïóñòü X âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ôîðìà B íåïðåðûâíà â
íîðìèðîâàííîé òîïîëîãèè è âûïîëíåíî (9). Òîãäà îáðàç B(S) åäèíè÷íîé
ñôåðû S ⊂ X ïî÷òè âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Îí ïî÷òè ñîâïàäàåò â êàæäûì èç
ñëåäóþùèõ îáðàçîâ, êîòîðûå òàêæå ïî÷òè âûïóêëû:

Îáðàç B(S ∩ L) ïåðåñå÷åíèÿ åäèíè÷íîé ñôåðû ñ ëþáûì çàìêíóòûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì L ⊂ X êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè;

Îáðàç B(S ∩ V ) ïåðåñå÷åíèÿ åäèíè÷íîé ñôåðû S ñ ëþáîé îêðåñòíîñòüþ
íóëÿ V â ñëàáîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà X ;

Îáðàç B(S ∩ V ) ïåðåñå÷åíèÿ åäèíè÷íîé ñôåðû S ñ ëþáîé
T-îêðåñòíîñòüþ íóëÿ V ïðè ïðåæíèõ óñëîâèÿõ íà òîïîëîãèþ T.

À.Ñ. Ìàòâååâ Âûïóêëîñòü îáðàçîâ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé



Àíàëîã òåîðåìû Òåïëèöà-Õàóñäîðôà: óñèëåíèå îñíîâíîãî óñëîâèÿ

Mlim [λ−(τ)] = Mlim [λ+(τ)] =∞ ∀τ ∈ Y . (9)

Òåîðåìà (Ìàòâååâ 1998)

Ïóñòü X âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ôîðìà B íåïðåðûâíà â
íîðìèðîâàííîé òîïîëîãèè è âûïîëíåíî (9). Òîãäà îáðàç B(S) åäèíè÷íîé
ñôåðû S ⊂ X ïî÷òè âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Îí ïî÷òè ñîâïàäàåò â êàæäûì èç
ñëåäóþùèõ îáðàçîâ, êîòîðûå òàêæå ïî÷òè âûïóêëû:

Îáðàç B(S ∩ L) ïåðåñå÷åíèÿ åäèíè÷íîé ñôåðû ñ ëþáûì çàìêíóòûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì L ⊂ X êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè;

Îáðàç B(S ∩ V ) ïåðåñå÷åíèÿ åäèíè÷íîé ñôåðû S ñ ëþáîé îêðåñòíîñòüþ
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T-îêðåñòíîñòüþ íóëÿ V ïðè ïðåæíèõ óñëîâèÿõ íà òîïîëîãèþ T.

À.Ñ. Ìàòâååâ Âûïóêëîñòü îáðàçîâ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé
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Îòîáðàæåíèÿ, áîëåå îáùèå, ÷åì êâàäðàòè÷íûå

G(x) = B(x) + Φ(x),

Φ(θ1x1 + θ2x2) ≤ θ1Φ(x1) + θ2Φ(x2) åñëè θi ≥ 0, θ1 + θ2 = 1.

Óòâåðæäåíèå

Íàäîáðàç G(X)+ � ïî÷òè âûïóêëîå ìíîæåñòâî, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ

Φ(·) íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ëîêàëüíî âûïóêëîé òîïîëîãèè
T â ïðîñòðàíñòâå X ;

äëÿ ëþáîãî x ∈ X îïåðàòîð B(x , ·) íåïðåðûâåí â ýòîé òîïîëîãèè;

íàäîáðàç B(V )+ ëþáîé T-îêðåñòíîñòè íóëÿ V � ïî÷òè âûïóêëîå
ìíîæåñòâî, êîòîðîå ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ íàäîáðàçîì B(X)+ âñåãî
ïðîñòðàíñòâà.

lim inf
x→x0

f (x) := sup
V∈O(x0)

inf
x∈V
x 6=x0

, ãäå O(x0) � ìíîæåñòâî âñåõ îêðåñòíîñòåé x0f (x),

Äëÿ íåïðåðûâíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû b(·) è ëîêàëüíî âûïóêëîé òîïîëîãèè
T ñî ñâîéñòâàìè, óêàçàííûìè â òåîðåìàõ,

lim inf

x
T
→0

b(x) =

{
0 , åñëè N−[b(·)] <∞,
−∞ , åñëè N−[b(·)] =∞,

À.Ñ. Ìàòâååâ Âûïóêëîñòü îáðàçîâ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé
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Îòîáðàæåíèÿ, áîëåå îáùèå, ÷åì êâàäðàòè÷íûå

τ∗B(x) < 0 ïðè íåêîòîðîì x ∈ X
⇓

lim infx→0 τ
∗B(x) = −∞ .

(10)

Òåîðåìà (Ìàòâååâ 1996)

Ïóñòü X = {x} è Y = {y} � âåùåñòâåííûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì X
ëîêàëüíî âûïóêëî, à Y êîíå÷íîìåðíî è óïîðÿäî÷åíî íåïóñòûì çàìêíóòûì
âûïóêëûì êîíóñîì K+. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

äëÿ ëþáîãî x ∈ X îïåðàòîð B(x , ·) : X → Y íåïðåðûâåí è

äëÿ ëþáîãî τ∗ ∈ Y∗, τ∗ ≥ 0 ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ (10).

Òîãäà íàäîáðàç B(X)+ � ïî÷òè âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Áîëåå òîãî,
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

Äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ V ⊂ X ìíîæåñòâî B(V )+ ïî÷òè âûïóêëî è
ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ íàäîáðàçîì B(X)+ âñåãî ïðîñòðàíñòâà;

Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé âûïóêëîé ôóíêöèè Φ : X → Y è îòîáðàæåíèÿ

G(x) = B(x) + Φ(x)

íàäîáðàç G(X)+ � ïî÷òè âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

À.Ñ. Ìàòâååâ Âûïóêëîñòü îáðàçîâ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé



Ñíîâà î êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèÿõ

K+ (B) :=
⋂

V∈O
B(V )+, O � âñå îêðåñòíîñòè íóëÿ

Ëåììà

Ïóñòü äëÿ ëþáîãî x ∈ X îïåðàòîð B(x , ·) : X → Y íåïðåðûâåí. Òîãäà
ìíîæåñòâî K+ (B) � âûïóêëûé êîíóñ. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîé âûïóêëîé
îêðåñòíîñòè íóëÿ V ⊂ X ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

B(V )+ + K+(B) ⊂ B(V )+.

Joint essential numerical range îïåðàòîðîâ A1, . . . ,Ak : ìíîæåñòâî

W ess (A1, . . . ,Ak ) :=
{

y ∈ Rk : y = lim
n→∞

B(xn), ãäå |xn| = 1 ∀n, xn  0
}
, (11)

ãäå  � ñõîäèìîñòü â ñëàáîé òîïîëîãèè X .

Óòâåðæäåíèå (Cao,Poon, et. al.)

Äëÿ íåïðåðûâíûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â âåùåñòâåííîì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâî (11) âûïóêëî è êîìïàêòíî.

À.Ñ. Ìàòâååâ Âûïóêëîñòü îáðàçîâ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé
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îêðåñòíîñòè íóëÿ V ⊂ X ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

B(V )+ + K+(B) ⊂ B(V )+.

Joint essential numerical range îïåðàòîðîâ A1, . . . ,Ak : ìíîæåñòâî

W ess (A1, . . . ,Ak ) :=
{

y ∈ Rk : y = lim
n→∞

B(xn), ãäå |xn| = 1 ∀n, xn  0
}
, (11)

ãäå  � ñõîäèìîñòü â ñëàáîé òîïîëîãèè X .

Óòâåðæäåíèå (Cao,Poon, et. al.)

Äëÿ íåïðåðûâíûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â âåùåñòâåííîì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâî (11) âûïóêëî è êîìïàêòíî.
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Ïðèìåðû âûïîëíåíèÿ óñèëåííûõ óñëîâèé: îáîáùåííûå òåïëèöåâû îïåðàòîðû

X = H+

(
S1

0 → Cs
)
, B [x(·)] :=

{∫
S1

0

x(λ)∗Gi (λ)x(λ) d |λ|
}k

i=1

,

ãäå Gi (λ) � èçìåðèìàÿ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííàÿ ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ,
çíà÷åíèÿ êîòîðîé � ýðìèòîâî ñàìîñîïðÿæåííûå s × s-ìàòðèöû.

bτ [x ] := τ∗B[x(·)] =

∫
S1

0

x(λ)∗Gτ (λ)x(λ) d |λ|, Gτ =
∑

i

τi Gi , τ = {τi} ∈ Rk

∃x : bτ (x) < 0⇒ lim
x 0

bτ (x) < 0 ??

Åñëè bτ [x ] < 0 ïðè íåêîòîðîì x ∈ X , òî bτ [xn] = bτ [x ] < 0 äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî n è xn(λ) := λnx(λ) ∈ H+

(
S1

0 → Cs);
xn  0 ïðè n→∞, òàê êàê

〈xn, x�x〉 =

∫
S1

0

λnx�x(λ)∗x(λ) d |λ| n→∞−−−−→ 0 ïî ò. Ðèìàíà-Ëåáåãà

Èòîãî:
∃x : bτ (x) < 0⇒ lim

x 0
bτ (x) ≤ bτ (x) < 0
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Óñèëåííûå óñëîâèÿ: Çàäà÷è îïòèìëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ðàäè ÷åãî âñå è çàòåâàëîñü

X =
{

x = [z(·), u(·)] ∈ L2
[
[0,∞)→ Rn]× L2

[
[0,∞)→ Rm] :

ż = Az + Bu ∀t ≥ 0, z(0) = 0
}

B[x ] =

∫ ∞
0

[
G1[z(t)], . . . ,Gk [z(t)]

}> dt ,

Gi (z, u)ïðîèçâîëüíûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

bτ [x ] := τ∗B[x(·)] =

∫ ∞
0

Gτ [x(t)] dt , Gτ =
∑

i

τi Gi , τ = {τi} ∈ Rk

Åñëè bτ [x ] < 0 ïðè íåêîòîðîì x ∈ X , òî bτ [xn] = bτ [x ] < 0 äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî n è

xn(t) :=

{
x(t − n) ïðè t ≥ n,
0 ïðè t ∈ [0, n);

xn  0 ïðè n→∞, òàê êàê ââèäó íåðàâåíñòâà Êîøè

|〈xn, x�x〉| =

∣∣∣∣∫ ∞
n

x�x(t)∗x(t − n) dt
∣∣∣∣

≤ ‖x‖L2

[∫ ∞
n
|x�x(t)|2 dt

]1/2
n→∞−−−−→ 0
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G(x) = B(x) + Φ(x)

îáðàç G(X) � ïî÷òè âûïóêëîå ìíîæåñòâî, åñëè

Φ(x) =

∫ ∞
0

M(t)x(t) dt + const, M(·) ∈ L2

[
[0,∞)→ Rk×(n+m)

]
Óñëîâèå z(0) = 0 ìîæíî çàìåíèòü íà z(0) = a

íàäîáðàç G(X) � ïî÷òè âûïóêëîå ìíîæåñòâî, åñëè Rk ñíàáæåíî
ïîêîìïîíåíòíûì óïîðÿäî÷åíèåì,

Φ(x) =

∫ ∞
0

ϕ[x(t), t] dt , ϕ[·, t] : Rn+m → Rkâûïóêëàÿ ôóíêöèÿ,

|ϕ[x , t]| ≤ α(t)|x |2, α(t) ≥ 0, α(t)→ 0 ïðè t →∞
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